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Résumé

Nous montrons que le tracé d’un kolam indien classique, que l’on retrouve aussi
dans la tradition des dessins sur le sable aux ı̂les Vanuatu, peut être engendré par un
morphisme de monöıde. La suite infinie morphique ainsi obtenue est reliée à la célèbre
suite de Prouhet-Thue-Morse, mais elle n’est k-automatique pour aucun entier k ≥ 1.

Abstract

We prove that the drawing of a classical Indian kolam (which one also finds in
the tradition of drawings on the sand in the Vanuatu islands) can be described by a
morphism of monoids. The corresponding infinite sequence is related to the celebrated
Prouhet-Thue-Morse sequence, but it is not k-automatic for any integer k ≥ 1.

1 Introduction

Lorsque l’un des auteurs (JPA) était enfant, il allait souvent voir sa mère (GA) en disant,
comme les enfants de son âge, “Je m’ennuie”. GA essayait alors de trouver quelque chose de
nouveau et intéressant : parmi les innombrables suggestions et idées dont se souvient JPA
se trouvait le dessin ci-dessous (figure 1). Le dessin – mathématico-ludique, un peu comme
les ponts de Koenigsberg – devait être obtenu en tournant autour des 16 points du réseau
carré représentés à la figure 1, sans lever le crayon. Le tracé sera expliqué plus précisément
plus loin (voir paragraphe 2). GA se souvenait qu’elle avait pris connaissance de ce dessin de
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nombreuses années auparavant et qu’elle en avait découvert une généralisation (récursive)
où les 4 × 4 boucles étaient remplacées par 2N × 2N boucles (le cas N = 3 est représenté
figure 3).

Figure 1

À la fin des annés 70 ou au début des années 80, JPA trouva par hasard une référence
sur les kolam indiens [35, p. 75], [37]. Les kolam (on trouve aussi la dénomination rangoli)
sont des tracés traditionnels qui se présentent comme des dessins sur le sol réalisés avec de la
farine de riz. Un de ces kolam (parfois appelé “serpent”) est représenté ci-dessous (figures 2 et
3). Les auteurs de [35] donnent une grammaire formelle de tableaux engendrant ces dessins.
Les grammaires de ce type permettent le plus souvent d’obtenir le dessin global mais pas
nécessairement le tracé, autrement dit elles ne donnent pas nécessairement un algorithme
permettant le tracé “sans réfléchir”.

Plus récemment, lors d’une conférence au musée des arts d’Afrique et d’Océanie le 30
octobre 1997 intitulée “La logique de la longue ligne Vanuatu”, M. Chemillier présenta des
dessins sur le sable aux ı̂les Vanuatu (anciennement Nouvelles Hébrides) et en Angola, fort
proches des kolam particuliers représentés ci-dessus. On pourra consulter :
http://recherche.ircam.fr/equipes/repmus/marc/publi/vanuatu/ephemere.html

(notons que le musée des arts d’Afrique et d’Océanie à Paris a vu ses collections déménager
en 2002 pour le musée du quai Branly qui n’ouvrira pas avant 2006).

Toute une tradition de dessins artistiques et/ou rituels dans différents pays a été étudiée
par Gerdes [16] et les dessins ci-dessous se retrouvent par exemple dans [16, vol. 3, p. 540–
543, p. 580] (voir aussi [16, vol. 1, p. 64 et p. 226] et [16, vol. 2, p. 272]). On pourra
consulter aussi les travaux d’Ascher (voir en particulier [9]).
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Figure 2 : Kolam 4 × 4

Figure 3 : Kolam 8 × 8

Dans ce qui suit nous proposons de montrer que le tracé du dessin de la figure 1 généralisé
aux carrés 2N × 2N peut s’obtenir à partir d’une suite morphique (un)n≥0 sur l’alphabet des
points cardinaux {S, E ,N ,O} (pour en savoir plus sur les suites morphiques et les suites
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automatiques, voir par exemple [5]). Cette suite peut-être recodée en une suite (vn)n≥0 sur
l’alphabet des virages à droite ou à gauche {G,D}. Nous verrons que la suite (vn)n≥0 est
très liée à la célèbre suite de Prouhet-Thue-Morse (voir par exemple [4]). De plus les suites
(un)n≥0 et (vn)n≥0 ne sont k-automatiques pour aucun k ≥ 1.

2 Un morphisme de monöıde pour tracer le “kolam

infini”

On peut coder le tracé des kolam 2× 2, 4× 4, 8× 8, ... en spécifiant vers quel point cardinal
on se dirige, étant sous-entendu qu’il faut contourner les 2n × 2n points du réseau ou qu’il
faut dessiner des boucles autour d’eux suivant le cas (la situation est claire lors du tracé,
mais elle est mieux expliquée dans la remarque 3 ci-dessous). Par exemple le tracé du kolam
2 × 2 correspond aux instructions

S E N O

alors que le tracé du kolam 4 × 4 correspond à

S E S O S E N E S E N O N E N O S O N O.

Dans le tracé du kolam 2n × 2n, l’on parcourt d’abord les points sous la diagonale principale
et l’on applique ensuite une symétrie centrale par rapport au centre du carré formé par les
2n × 2n points. Cette symétrie se traduit par l’application qui échange N et S d’une part et
O et E d’autre part. De plus l’examen des symétries du tracé pour entourer les points sous
la diagonale principale montre comment passer du tracé pour les points sous la diagonale
dans le kolam 2n×2n aux points sous la diagonale dans le kolam 2n+1×2n+1. Ces remarques
mènent aux définitions suivantes.

Définition 1

• On note ϕ l’application de {S, E ,N ,O} dans lui-même définie par

ϕ(S) = O, ϕ(N ) = E , ϕ(E) = S, ϕ(O) = N ,

(de sorte que ϕ2(N ) = S, ϕ2(S) = N , ϕ2(E) = O, ϕ2(O) = E).

• On définit les mots XN , YN , ZN sur l’alphabet {S, E ,N ,O} par : Z1 := S et pour
tout N ≥ 1

ZN+1 := ZN E S ϕ(ZN) S ϕ3(ZN) N E ZN ,
YN := ZN E ,
XN := YN ϕ2(YN) = ZN E ϕ2(ZN) O.

• On note Kg(N) le kolam sur le carré 2N ×2N représenté ci-dessus dans les cas N = 2, 3.
Le mot XN est dit mot du tracé de Kg(N).
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Remarque 1

– Le mot YN est le préfixe de XN de longueur moitié de celle de XN . De plus le tracé
finit toujours par O.

– La relation qui donne ZN+1 en fonction de ZN s’appelle une formule localement caténati-
ve (voir en particulier [28]). De plus ZN étant un préfixe strict de ZN+1, la suite de mots
(ZN)N≥1 tend vers une limite Z∞ qui est une suite (infinie) sur l’alphabet {S, E ,N ,O}. En
fait cette suite est morphique. C’est l’objet du théorème suivant. La preuve de ce théorème
reposera sur la relation de caténativité locale à laquelle satisfait la suite de mots (ZN) mais
on aura soin de remarquer qu’il n’y a pas équivalence en général entre caténativité locale et
morphicité.

Théorème 1 Les suites de mots (XN ), (YN) et (ZN) tendent vers une limite commune notée
X∞. De plus la suite X∞ est morphique. Plus précisément définissons le morphisme Θ sur
l’alphabet à 8 lettres {a0, a1, a2, a3,S, E ,N ,O} par

Θ(a0) := a0 E S a1 S a3 N E a0

Θ(a1) := a1 S O a2 O a0 E S a1

Θ(a2) := a2 O N a3 N a1 S O a2

Θ(a3) := a3 N E a0 E a2 O N a3

Θ(S) := S
Θ(E) := E
Θ(N ) := N
Θ(O) := O

et définissons l’application p : {a0, a1, a2, a3,S, E ,N ,O} → {S, E ,N ,O} par

p(a0) := p(S) := S, p(a1) := p(O) := O,
p(a2) := p(N ) := N , p(a3) := p(E) := E .

Alors
X∞ = p(Θ∞(a0)).

Démonstration. Le mot ZN étant un préfixe strict du mot ZN+1, il est clair que la suite ZN

tend vers une limite qui est une suite infinie sur l’alphabet {S, E ,N ,O}. La suite de mots
YN et la suite de mots XN tendent clairement vers la même limite que nous notons X∞.

Définissons alors les suites de mots (AN )N≥1, (BN)N≥1, (CN)N≥1, (DN)N≥1 sur l’alphabet
{S, E ,N ,O} par

AN := p(ΘN−1(a0)), BN := p(ΘN−1(a1)), CN := p(ΘN−1(a2)), DN := p(ΘN−1(a3)).

La définition du morphisme Θ et de l’application p montre que

AN+1 = AN E S BN S DN N E AN

et des relations analogues pour BN+1, CN+1, DN+1. Il ne reste plus qu’à constater que les
suites de mots (ZN), (ϕ(ZN)), (ϕ2(ZN)), (ϕ3(ZN)) satisfont respectivement aux mêmes re-
lations et que leurs valeurs respectives pour N = 1 sont égales aux valeurs respectives
de A1, B1, C1, D1 pour conclure que, quel que soit N ≥ 1, l’on a (AN , BN , CN , DN) =
(ZN , ϕ(ZN), ϕ2(ZN), ϕ3(ZN)). �
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Remarque 2 Les suites de mots (XN), (YN) et (ZN) tendent vers la même limite X∞.
Cependant la suite de mots (ZN) a la propriété que chacun des ZN est un préfixe de X∞ :
plus précisément la longueur `N de ZN satisfait à `N+1 = 4`N + 5 donc ZN est le préfixe de
longueur 2.4n−5

3
de X∞ et, bien sûr, XN s’en déduit par XN = ZN E ϕ2(ZN) O.

Nous allons recoder la suite XN et obtenir un lien inattendu entre le tracé de Kg(N) et
la célèbre suite de Prouhet-Thue-Morse (pour cette suite voir par exemple [4]).

Définition 2 Posons X∞ := (un)n≥0. Notons ψ l’application de l’alphabet {S, E ,N ,O}2

vers l’alphabet {G,D} définie par

ψ((S, E)) := ψ((N ,O)) := ψ((O,S)) := ψ((E ,N )) := G
ψ((S,O)) := ψ((N , E)) := ψ((E ,S)) := ψ((O,N )) := D

On définit alors la suite (vn)n≥0 sur l’alphabet {G,D} par

vn := ψ((un, un+1))

Théorème 2 La suite (vn)n≥0 est point fixe du morphisme λ défini sur l’alphabet {G,D}
par

λ(G) := GDD, λ(D) := G.

Démonstration. La relation localement caténative à laquelle satisfait la suite de mots (ZN) et
la remarque que ZN (respectivement ϕ(ZN), ϕ2(ZN), ϕ3(ZN)) commence et finit par la lettre
S (respectivement O, N , E), jointes à l’observation que pour tout α et tout β appartenant à
{S, E ,N ,O} l’on a ψ(ϕ(α), ϕ(β)) = ψ(α, β), montrent que la suite de mots VN définie pour
N ≥ 2 par

VN := v0 v1 · · · v 2.4N
−11

3

satisfait à la relation localement caténative

VN+1 = VN G D D VN G G VN G D D VN .

Notons que V2 = G D D G G G D D. Définissons alors, pour N ≥ 2, les mots EN et FN

par
EN := VN G D D, FN := VN G G.

La relation entre VN et VN+1 donne

EN+1 := EN FN EN EN , FN+1 := EN FN EN FN .

On en déduit sans peine, par récurrence sur N , que

(EN , FN) = (λ2N−1(G), λ2N−1(DD)).

Ceci montre en particulier que la suite de mots (EN) tend vers le point fixe de λ lorsque N
tend vers +∞. Mais alors la suite de mots VN tend vers cette même limite. �
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Remarque 3 Comme nous l’a fait remarquer S. Laplante il y a une différence dans le tracé
du kolam Kg(N) suivant que l’on tourne à gauche ou à droite : dans le premier cas (G) on
trace une boucle autour du point du réseau carré sous-jacent, dans le second cas (D) on se
contente de contourner ce point.

La suite (vn)n≥0 est point fixe itératif d’un morphisme. On peut se demander si cette
suite n’est pas k-automatique pour un certain entier k ≥ 1, c’est-à-dire si elle n’est pas
l’image lettre à lettre d’une suite, sur un alphabet peut-être plus gros, qui soit point fixe
itératif d’un morphisme uniforme de longueur k. Nous prouvons ci-dessous qu’il n’en est
rien.

3 Non-automaticité de la suite du tracé de kolam

Le but de ce paragraphe est de prouver la non-automaticité de la suite (un)n≥0 du tracé du
kolam sur l’alphabet {S, E ,N ,O} et de la suite (vn)n≥0 du tracé du kolam sur l’alphabet
{G,D}.

3.1 Énoncé du résultat et réduction du problème

Théorème 3 Les suites (un)n≥0 et (vn)n≥0 sont morphiques (c’est-à-dire images lettre à
lettre de point fixe itératif de morphisme), mais elles ne sont k-automatiques pour aucune
valeur de k ≥ 1.

Démonstration. D’après le théorème 1 la suite (un)n≥0 est morphique. De plus, d’après le
théorème 2, la suite (vn)n≥0 est point fixe itératif de morphisme, donc morphique. Si la suite
(un)n≥0 était k-automatique, alors, d’après la définition des suites (un)n≥0 et (vn)n≥0 et de
l’application ψ, et les propriétés de stabilité des suites automatiques (voir par exemple [5]),
la suite (vn)n≥0 serait aussi k-automatique. Or cette suite est point fixe du morphisme λ
qui est primitif. Elle est donc uniformément récurrente. Si elle était k-automatique pour
un entier k, il existerait un morphisme uniforme de longueur k sur un certain alphabet A,
un point fixe itératif de ce morphisme, (v′n)n≥0, et une application π de A dans l’alphabet
{G,D} telle que pour tout n l’on ait π(v′n) = vn. D’après un théorème de [14] on peut choisir
la suite (v′n)n≥0 et le morphisme uniforme qui l’engendre de manière que ce morphisme soit
primitif. Comme la valeur propre dominante de la matrice d’incidence de λ est 2, il résulte
alors d’un théorème de [15] que k doit être une puissance de 2. Il suffit donc de montrer que
la suite (vn)n≥0 n’est pas 2-automatique. C’est l’objet du théorème 5 ci-dessous. �

3.2 Étude de la suite (dn)n≥0

Si l’on remplace l’alphabet {G,D} par l’alphabet {2, 1}, le morphisme λ du théorème 2
devient 2 → 211, 1 → 2. La suite (vn)n≥0 est remplacée par le point fixe itératif de ce
morphisme 2112221 · · · , suite qui code les longueurs des blocs successifs de 0 et de 1 (sauf le
premier zéro) dans la suite de Thue-Morse ; si l’on garde le premier zéro, la suite des longueurs
des blocs est la suite 12112221 · · · qui est point fixe du morphisme 1 → 121, 2 → 12221,
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(voir par exemple [3, p. 307] ou [29, p. 354] ; notons que ce résultat peut s’obtenir aisément
à partir d’une relation localement caténative pour les préfixes de la suite de Thue-Morse de
longueur 4N). Cette suite a été introduite dans [11] pour énumérer les facteurs de la suite de
Thue-Morse. Notre objectif est de montrer que le point fixe itératif de 1 → 121, 2 → 12221
n’est pas 2-automatique.

Définition 3 On note h le morphisme défini sur l’alphabet {1, 2} par h(1) := 121, h(2) :=
12221, et (dn)n≥0 le point fixe de h.

Lemme 1 Posons, pour tout n ≥ 0, hn(1) = 1Sn = Tn1 où Sn et Tn sont des mots sur
l’alphabet {1, 2}. Alors Sn+1 = 21h(Sn), Tn+1 = h(Tn)12 et hn(2) = Tn2Sn.

Démonstration. Immédiate.

Définition 4 On définit la suite d’entiers (Vn)n≥0 par V0 := 0, V1 := 1, et, pour tout n ≥ 2,
Vn := Vn−1 + 2Vn−2.

Si les xi valent 0 ou 1, on note [xkxk−1 · · ·x1]V = n si n =
∑

1≤k≤t xkVk.

Remarque 4 La suite (Vn)n≥0 = 0, 1, 1, 3, 5, 11, 21, 43, 85, · · · a été étudiée dans [12].

Lemme 2 La suite (Vn)n≥0 a les propriétés suivantes.

(i) Pour tout n ≥ 0 on a Vn = (2n − (−1)n)/3 et Vn+1 = 2Vn + (−1)n.

(ii) Pour tout n ≥ 0 la longueur du mot hn(1) est égale à V2n+1 et la longueur du mot
hn(2) est égale à V2n+2.

(iii) Pour tout entier n ≥ 1 on a

Vn =

{

2n−1 − 2n−3 − 2n−5 − · · · − 21 − 1, si n est pair,

2n−1 − 2n−3 − 2n−5 − · · · − 20, si n est impair.

(iv) Pour tout entier n ≥ 1 on a

∑

0≤k<n

Vk =

{

Vn, si n est pair,

Vn − 1, si n est impair.

Démonstration. Les démonstrations sont immédiates. �

Lemme 3 Tout entier n ≥ 1 s’écrit, et de manière unique, sous la forme

n =
∑

1≤k≤t

xkVk = [xkxk−1 · · ·x1]V

où le mot xkxk−1 · · ·x1 est composé de lettres 0 et 1, commence par un 1 et finit par un
nombre pair (qui peut être nul) de 1.
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Démonstration.
a) Nous montrons d’abord l’existence d’une telle représentation. On a [10]V = 1 et

[11]V = 2. Supposons que tous les entiers n tels que 1 ≤ n < Vk aient une telle représentation,
et soit n ∈ [Vk, Vk+1[. Comme Vk = [10k−1]V , on peut supposer que n appartient à ]Vk, Vk+1[.
Soit m := n − Vk. On a m ≤ Vk (lemme 2 (i)). Si m = Vk, alors n = 2Vk et k est
pair (lemme 2 (iv)) ; on a alors n = [1k]V . On peut donc supposer que m < Vk. D’après
l’hypothèse de récurrence, l’entier m admet une représentation m = [x`x`−1 · · ·x1]V qui com-
mence par 1 et finit par un nombre pair de 1. Collons 10k−1−` en tête de cette représentation
obtenant ainsi une représentation de longueur k de l’entier m+Vk = n. Cette représentation
commence par 1 et elle finit par un nombre pair de 1, sauf peut-être si elle ne comprend
que des 1, en nombre impair ; dans ce cas on aurait n = V1 + V2 + · · ·Vk = Vk+1 (d’après le
lemme 2 (iv)), alors qu’on a supposé n ∈]Vk, Vk+1[.

b) Nous montrons l’unicité d’une telle représentation. Comme il y a Vn+1 − Vn entiers
dans l’intervalle [Vn, Vn+1[, autrement dit Vn+1−Vn entiers s’écrivant, d’après ce qui précède,
d’au moins une manière sous la forme [xnxn−1 · · ·x1]V avec les xi égaux à 0 ou 1, xk = 1 et
le mot xnxn−1 · · ·x1 finissant par un nombre pair de 1, il suffit de montrer que le nombre de
tels mots est égal à Vn+1 − Vn pour conclure à l’unicité de ces écritures.

Combien y a-t-il de mots de longueur n sur l’alphabet {0, 1} qui commencent par 1 et
finissent par un nombre pair de 1 ? On enlève des 2n−1 mots de longueur n qui commencent
par 1 ceux qui finissent par 01, par 0111, par 011111, etc. obtenant ainsi

{

2n−1 − 2n−3 − 2n−5 − · · · − 20 − 1, si n est impair,

2n−1 − 2n−3 − 2n−5 − · · · − 21, si n est pair.

D’après le lemme 2 (iii), ceci vaut Vn − 1 si n est impair et Vn + 1 si n est pair, c’est-à-dire
exactement Vn+1 − Vn. �

Théorème 4 La suite (dn)n≥0 = h∞(1) peut être caractérisée par : dn = 1 si et seulement
si n = 0 ou n = [xkxk−1 . . . x1]V où les xi valent 0 ou 1, xk = 1 et le mot xkxk−1 . . . x1 finit
par un nombre pair non nul de 0 ou un nombre pair non nul de 1.

Démonstration. Le résultat est vrai pour n = 0, 1, 2. Supposons qu’il soit vrai pour les
entiers n < V2k+1, et soit n un entier tel que V2k+1 ≤ n < V2k+3. Comme (dn)n≥0 = h∞(1)
et que, en rappelant que hk(1) = 1Sk = Tk1, on a hk+1(1) = hk(121) = hk(1)Tk2Skh

k(1)
(lemme 1), on obtient en comparant les longueurs et en utilisant le lemme 2 (ii)

(a) d(n) = d(n− V2k+1) si n est tel que V2k+1 ≤ n < V2k+2,

(b) d(V2k+2) = 2,

(c) d(n) = d(n− V2k+2) si n est tel que V2k+2 < n < V2k+2 + V2k+1,

(d) d(n) = d(n− (V2k+2 + V2k+1)) si n est tel que V2k+2 + V2k+1 ≤ n < V2k+3.
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Dans le cas (a) on colle en tête de la représentation de n − V2k+1 le mot 10 · · ·0 pour
obtenir une représentation de n de longueur 2k + 1. La seule possibilité à examiner qui ne
soit pas immédiate est si le mot qui représente n− V2k+1 est composé de 2k lettres égales à
1 ; mais cela signifierait, d’après le lemme 2 (iv) que n = V2k+1 + (V2k + · · · + V1) = V2k+2,
ce qui n’est pas.

Dans le cas (b) n a pour représentation [102k+1]V , qui finit par un nombre impair de 0.

Dans le cas (c) on colle en tête de la représentation de n− V2k+2 le mot 10 · · ·0 (avec un
nombre non nul de 0) pour obtenir une représentation de n de longueur 2k + 2. Il est clair
que ceci ne change pas le nombre de 0 ou de 1 en queue de la représentation de n− V2k+2.

Dans le cas (d), on colle en tête de la représentation de n − (V2k+2 + V2k+1) le mot
110 · · ·0 pour obtenir une représentation de n de longueur 2k + 2. Il est clair que la parité
du nombre de 0 en fin de représentation n’a pas changé. La seule possibilité à examiner est
si la représentation de n− (V2k+2 + V2k+1) est composée uniquement de 1, mais dans ce cas
celle de n s’obtient en collant en tête deux 1 ce qui ne change pas la parité du nombre de 1.
�

Lemme 4 Définissons l’entier b(k, n) pour k ≥ 1 et n ≥ 0 par

b(k, n) := [(102k−1)n]V =
∑

1≤j≤n

4jk − 1

3
=

4k(n+1) − 4k

3(4k − 1)
−
n

3
.

Alors on a b(k, n) = 4kb(k, n− 1) + 4k−1
3

pour n ≥ 1, et pour tout k ≥ 1, on a 4k−1
3

| b(k, n).
De plus on a

(a) d(b(k, n)) = 2 pour tout k ≥ 1 et tout n ≥ 0,

(b) d(b(k, n) − (b(k, r) + 24k−1
3

)) = 1 pour tout r, k ≥ 1 et pour tout n assez grand,

(c) pour tout k ≥ 1, pour tout c ≥ 0, et pour tout i tel que 0 ≤ i < 4c, il existe une infinité
de r ≥ 0 tels que b(k, r) ≡ i (mod 4c).

Démonstration. Les premières assertions sont triviales. Les assertions (a) et (b) résultent
facilement du théorème 4 et des représentations

b(k, n) = [(102k−1)n]V

b(k, r) = [(102k−1)r]V

b(k, n) − b(k, r) = [(102k−1)n−r(02k)r]V = [(102k−1)n−r−1(102k−1)(12k)r]V

b(k, n) − b(k, r) − 2 ·
4k − 1

3
= [(102k−1)n−r−1(012k−1)(12k)r−102k]V

Pour montrer l’assertion (c), il suffit de prendre r ≥ c
k
− 1 qui satisfasse à la congruence

r ≡ −4k(4k − 1)−1 − 3i (mod 4c). �

Nous pouvons alors prouver notre résultat de non-automaticité de la suite (dn)n≥0 (donc
bien sûr de la suite (vn)n≥0).

Théorème 5 La suite (dn)n≥0 n’est pas 2-automatique.

10



Démonstration. Il suffit (voir [5] par exemple) de montrer que le 2-noyau de la suite (dn)n≥0,
c’est-à-dire l’ensemble des sous-suites {(d2an+b)n≥0, a ≥ 0, b ∈ [0, 2a − 1]} n’est pas un
ensemble fini. Nous allons montrer que pour tous les entiers c, c′ tels que 0 ≤ c < c′, les
suites (d(4cn)n≥0) et (d(4c′n)n≥0) sont distinctes.

Définissons l’entier k ≥ 1 par k := c′ − c. Soit i = (1 − 2 · 4k)3−1 (mod 4c). D’après le
lemme 4 (c), il existe une infinité d’entiers r tels que b(k, r) ≡ (1−2·4k)3−1 (mod 4c). Posons

` := 2 + b(k,r)
(4k−1)/3

. D’après le lemme 4, j est un entier. De plus, en prenant r assez grand on

peut faire en sorte que k` ≥ c. On en déduit sans peine que b(k, `− 1) ≡ 0 (mod 4c). Or, en
utilisant le lemme 4 (a), on a d(b(k, `− 1)) = 2. Par ailleurs

4kb(k, `− 1) = b(k, `) −
4k − 1

3
`

= b(k, `) −
4k − 1

3

(

2 +
b(k, r)

4k−1
3

)

= b(k, `) − 2 ·
4k − 1

3
− b(k, r).

D’après le lemme 4 (b), on a donc d(4kb(k, `− 1)) = 1.
En posant finalement j = b(k, `− 1)/4c (c’est un entier), on a donc d(4cj) = 2 alors que

d(4c′j) = 1. �

Remarque 5 Le 2-noyau de la suite (dn)n≥0 n’est pas fini mais certains de ses éléments sont
bizarrement “assez proches” comme le montrent les exemples numériques suivants :

min{n ≥ 0, d(16n+ 1) 6= d(8n+ 1)} = 57
min{n ≥ 0, d(32n) 6= d(8n)} = 14563
min{n ≥ 0, d(32n+ 21) 6= d(8n+ 5)} = 29127
min{n ≥ 0, d(64n+ 1) 6= d(16n+ 1)} = 1864135
min{n ≥ 0, d(64n) 6= d(16n)} = 119304647.

4 Miscellanées et conclusion

La suite (dn)n≥0 a été introduite dans [11] pour énumérer les facteurs de la suite de Thue-
Morse. Cette suite ou sa première décalée (dn)n≥1 apparâıt aussi dans [31] et [1]. Une occur-
rence inattendue de cette suite dans l’étude du quotient de récurrence des suites sturmiennes
se trouve dans [13] où apparâıt la fraction continuée ρ := [2, 1, 1, 2, 2, 2, 1, · · · ]. (Notons que
ρ est transcendant [2].)

La géométrie du kolam Kg(N) étudié ci-dessus est la même que celle de la courbe de Sier-
pinski [32, 33]. On peut engendrer cette courbe de la même manière, nous nous contenterons
de donner le dessin suivant (figure 4).

11



Figure 4

Notons que, curieusement, cette courbe de Sierpinski peut être utilisée dans le problème
du voyageur de commerce (voir [21], voir aussi [20]).

Les dessins engendrés par grammaires ou par morphismes (comme ci-dessus ou en utili-
sant les morphismes différemment) sont nombreux dans la littérature en mathématiques ou en
informatique théorique. Citons par exemple [10, 19, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 30, 34, 35, 36, 37].

En conclusion nous voudrions souligner qu’une discipline relativement nouvelle, appelée
ethnomathématique s’intéresse aux activités artistiques (arts plastiques, musique) et/ou ri-
tuelles chez des peuples parfois qualifiés à tort ou à raison de “peuples sans écriture”, sous
l’angle des mathématiques qui sont – ou que l’on peut trouver – derrière. Nous nous nous
contenterons ici de suggérer quelques références qui permettent une première approche de ce
domaine [6, 7, 8, 9, 16, 17, 18].
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