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Classe « homogène »

Approche géométrique
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Modèles de mélange

On suppose que la structure probabiliste est connue à l’exception 
des valeurs des paramètres du modèle de mélange:

Le nombre K de classes est connu.
Les probabilités a priori  πj des classes sont connues.
La forme des lois de probabilités conditionnellement aux 

K classes est connue.
Les valeurs des paramètres des densités de 

probabilités sont inconnues.
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La loi de probabilité sur D est donnée par

Cette loi de probabilité est la loi de probabilité d’un 
mélange de K composants.
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Exemple
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densité de deux lois normales de variances égales

mu = 1.67, sigma = 0.1 F
mu = 1.76, sigma = 0.1 H

Lk(x)

Les variances et les probabilités a priori sont égales

La taille moyenne des 
femmes est égale à 1,67

La taille moyenne des 
hommes est égale à 1,76

μ1=1,67 et μ2=1,76
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Loi de probabilité est identifiable

L’objectif est d’utiliser l’échantillon App pour l'estimation des 
paramètres de cette loi de probabilité

La population théorique Ω est connue. Dans ce cas nous 
pouvons déterminer la valeur               pour tout 
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Estimation

Un estimateur est une variable aléatoire, fonction d’un N-
échantillon d’une distribution de paramètre θ.
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Où C(θ,θ(x)) est le coût de choisir θ(x) alors que la vraie valeur 
est θ. 

Si c’est C est un coût quadratique alors
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Estimateur du maximum de 
vraisemblance (1/3)

Supposons que nous avons un échantillon 
dont la loi de probabilité p est égale à:
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La vraisemblance de cet échantillon est égale à:

L’estimateur      du maximum de vraisemblance est
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Estimateur du maximum de 
vraisemblance (2/3)

Si la vraisemblance est dérivable en fonction de θ et que les 
paramètres des composants sont fonctionnellement indépendants
alors le gradient du logarithme de la vraisemblance est égal à:
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),/( θijP z est la probabilité a posteriori (i.e. la probabilité qu’une 
observation  z appartienne à la classe j sachant   θ fixé) 

alors ce gradient s’écrit sous une forme plus intéressante:
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Estimateur du maximum de 
vraisemblance (3/3)

Alors l’estimateur      du maximum de vraisemblance doit vérifier 
les conditions:
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On peut généraliser ces résultats en supposant que les probabilités 
a priori  πj des classes sont inconnues. Dans ce cas l’estimateur   πj
de la probabilité a priori πj et l’estimateur              de la 
probabilité a posteriori de la classe j sont égaux à:
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Une résolution efficace de ces équations de vraisemblance peut 
être obtenue par les algorithmes EM (Dempster et al,1977). 
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Principe de EM

( )App i N= z z z1, , , ,L L

Chaque zi=(zib , zim ) est composé d’une partie complète zib et 
d ’une partie manquante zim .
θi est fixé et on prend comme critère espérance mathématique 
sur les valeurs manquantes du log de la vraisemblance
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Initialisation : fixer θ0,ε,t=0
Étape E (estimation) : calculer Q(θ,θt)

Étape M (maximisation) : θt+1 = arg maxθ Q(θ,θt)

Arrêt si Q(θ,θτ)-Q(θ,θt+1)< ε

un N-échantillon
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Algorithme EM en 
classification

Posons le problème de l’estimation de Θ=(π1,…, πK,θ1,…,θK) 
sous une forme traitable par le principe d’information 
manquante.
L’échantillon complet s’écrit x=(x1,…,xN) avec xi=(zi,yi) , yi est 
un vecteur qui indique de quelle composante du mélange est 
issu xi. { } ∑
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Algorithme EM

Étape d’Estimation : calcul des probabilités a posteriori et a priori

Étape de Maximisation : calcul de Θ qui maximise

Initialisation Θ=(π1,…, πK,θ1,…,θK) et K fixés. θ1,…,θK
dépendent des hypothèses sur les lois

[ ]  )(/)/(;/Pr ikikkiik zfzfzkyc θπ=Θ==

[ ])/(.log .),(max arg
1 1

Γ=ΘΓ←Θ ∑∑
= =Γ ikk

N

i

K

k
ik zfcQ π

[ ] Nzky
N

i
ik ∑

=

Θ==
1

;/Prπ

Pour i=1,..,N et k=1,..,K on calcule
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Distributions Gaussiennes
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moyenne Matrice de variance-covariance
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Stochastique EM

Cet algorithme (Celeux, Diebolt, 1986) introduit une 
étape supplémentaire entre E et M:

Étape S (stochastique)

Cette étape suit le principe de l’affectation stochastique

Pour chaque zi, on tire au hasard yi=(yik, k=1,…,K) 
avec yik=1 si ei est affecté à la classe k, en fonction 
d’une loi multinominale de paramètres (ci1,…,cik) qui 
sont les probabilités a posteriori .

La matrice y définit une partition « dure » sur E
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Classification et EM

Cet algorithme (Celeux, Govaert, 1992) introduit une 
étape supplémentaire entre E et M:
Étape C (classification)
Cette étape suit le principe du MAP (maximum a posteriori)
Pour chaque zi est affecté à la composante k du mélange de plus 
forte probabilité a posteriori,  k= arg max{ci1,…,cik}.
La matrice y définit aussi une partition « dure » sur E
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Critère optimisé

Vraisemblance classifiante
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Distributions Gaussiennes
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Critère optimisé par CEM

Si Σ est égal à I alors CEM est exactement l’algorithme 
des centres mobiles

Logiciel : MIXMOD
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K-means dans le cas des mélanges

Cette approche impose que les probabilités a posteriori doivent être 
toutes égales à 0 ou à 1.

Dans le cas de classes très bien séparées les probabilités a posteriori 
sont toutes proches de 0 ou de 1, et la solution                du 
maximum de vraisemblance peut être alors approchée par une 
solution                       dont chaque composant         est estimé
uniquement à partir des observations de la classe j indépendamment 
des autres observations. 

C’est  une méthode alternative de la méthode du maximum 
de vraisemblance.
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algorithme

(a) Étape 1
A partir d’une fonction d’affectation φ on calcule les 
estimateurs du maximum de vraisemblance des classes 
Qj qui vérifient:
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(b) Étape 2
A partir des estimateurs on construit une nouvelle 
fonction d’affectation φ comme ceci:

(c) Si la nouvelle fonction d’affectation est différente 
de la précédente alors on va en (a).
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SOFM et STPEM

SOFM : Self-Organizing Feature Maps

STPEM :Stochastic Topology Preserving EM
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SOFM et STPEM

si on suppose que les densités suivent des lois normales 
alors nous retrouvons la formule de mise à jour de 
Kohonen ( ) ( ) ( ) ( )[ ]φ φ α φij ij t t

j
ijt t K i c z t+ = + −1 ,

Dans ce cas la fonction de voisinage 
utilisée est
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Ambroise C. et Govaert G. Constrained Clustering and 
Kohonen Self-Organizing Maps. Journal of 
Classification 13,1996, 299-313.


