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Méthodes de classement
Discrimination

o Les méthodes de classement ont pour objet
d’identifier la classe d’appartenance
d’objets definis par leur description

* Un objet a classer est une entite appartenant
a une population théorique IT constituant
I’ensembles des objets susceptibles d’avoir
a étre classes. Cette population est supposée
connue de facon exhaustive.
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Notations

[T est muni d’une partition (I'1y,...,IT).
« G={1,...,K}
e Y la fonction de classement

e D, espace de description (souvent RP)

* Un couple (X,y) ou X represente sa

description et y I’indice de sa classe
d’appartenance.
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couple «description, classe»

Dx .

X Un couple (X,y) ou X
represente sa
description ety I’indice

y G de sa classe
a’appartenance.
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Objectif des methodes de
classement

Trouver une procédure de classement Y |,
dite fonction de décision, qui a toute
description de Dy fournit I’'indice d’une
classe de IT.

D Cette procédure devra étre
X X aussi bonne que possible et
A fournir le classement des
Y objets de & partir de leur
description.
I1 \
Y G
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Fonction de deéecision

Toute fonction de deécision Induit sur une
partition en classes (Ry,---, R¢,--sRy)  appelées
région d'affectation de Y

R, =Y (k) = {x & DyV (x) = k|

Pour un descripteur X et une fonction de décision Y
on peut définir sur IT une partition en K classes
d'affectation.
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Fonction de decision vy

Tous les objets appartenant a une méme classe
d'affectation sont attribués de la méme facon

par Y [, = X oV (k) = X (R
Dx
X v
1 (H]_ 11111 Hk ----- HK)
Y G
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Espace de description Dy
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+valeur dans Dy
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° élémentde E

IT
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Fonction de deéecision vy
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Tableau de données

Tableau de données (modéle « vectoriel »)

Iris d’Anderson/Fisher
# Sépale Pétale Espece
long. | larg. | long. | larg.
1 5.1 3.5 1.4 0.2 setosa
51 7.0 3.2 4.7 1.4 | versicolor
114 | 5.7 2.5 5.0 2.0 | virginica

Représentation dans RP de trois Iris.

Web Site : http://www.ics.uci.edu/~mlearn/MLSummary.html|
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Visualisation des Iris

On sélectionne
deux variables:
Sepalwidth et
Sepallength

Les trois classes
sont representées
par 3 couleurs
différentes
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Erreur de classement

A chague fonction de decision on a une regle de decision
Si \?(x) =k alors x ﬁk

La performance globale R(Y) de la fonction de décision Y est la
moyenne des probabilités d'erreur de cette fonction de décision sur
I'espace de description.

R(Y) =Pr[Y =Y]=>" 3 pr(r1, 011, )=1- 3 Pr(rT, N1, )

hzk

La régle d'affectation Y st la régle de bayes d'erreur minimale
si elle est verifie :

VY R(Y)>=R(Y)
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Approche Bayesienne

 Probabilites a priori des classes m,

* Les lois de probabilité L,(x) du vecteur x
dans chaque classe a priori.

Une fonction C de colt du classement d’un
objet de la classe a priori P, dans la classe
d’affectation P,  cout C(h/k)

Une fonction de décision Y*.
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Regle de Bayes d’erreur minimale

vXx Y *(x) =koukesttelquePr(k /x) = maxPr(h/x)

Cette definition est peu opeérationnelle, en effet, on connait
rarement la probabilité d'un classement sachant une description.

Théoreme de Bayes Pr(k / x) = m Ly (X)
L(x)
n, =PrlY =Kk]
L, (X) =Pr[X =x/Y =k]est la densite de la classe k

vx Y *(x)=kouk est telquePr(k/x) =maxr, L, (x)
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Les descriptions suivent une lol
normale

Le descripteur X des exemples est constitue de p
descripteurs numeériques et que sa distribution,
conditionnellement aux classes, suit une loi normale
multidimensionnelle centree sur le vecteur p, et de
matrice de variance-covariance Y, C

La vraisemblance conditionnelle de X pour la classe k
s'ecrit alors

L.(x) = ((2m)° det=, ) * exp(- 2 (x — 1) S (x - )
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Geénéralisation

Capacité de bien affecter de nouvelles données

Modele simple

Yves Lechevallier
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Geénéralisation

A Modele un peu
¢t trop flexible

»

Complexité du modele : Comment adapter au mieux
le modele aux données sachant que I’on ne possede
gu’un échantillon ?

Yves Lechevallier
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Complexité du modele

Plot Matrix sepallength

sepalwidth

Analyse discriminante

s Perceptron
linéaire
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Comment ameliorer cette solution ?

X2
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| es arbres de décision

e Un arbre de décision est un enchainement
hiéerarchique de regles logiques ou de
production construites de maniere
automatique a partir de E.

 La construction de I’arbre de décision
consiste a utiliser les descripteurs, pour les
subdiviser progressivement I’ensemble E en
sous-ensembles de plus en plus fins.
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Exemple d’arbre binaire

Bien-portants 100
Malades 100

Température Température
<375 >37.5
[ 11

Bien-portants 97 Bien-portants 3 a
[ Malades 38 ] Reglel

Malades 62

Coeran oo () Regle?

"Bien-portant"

Bien-portants 91 Bien-portants 6 a
Malades 1 Malades 37 Regle 3

Regle 1 : [température > 37.5]

Regle 2 : [température < 37.5] ET [gorge irritee]:
Regle 3 : température < 37.5] ET NONJ[gorge irritée]
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Segmentation/arbres de décision

* Découpage successif de E a I’aide d’une
sequence de regles de production.

* Dans chague sous-ensemble, une nouvelle
evaluation est faite, celle-ci va permettre un
nouveau decoupage.

* Les ensembles terminaux sont appelés
feuilles et les ensembles intermédiaires sont
appelés nceuds.
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Construction d'un arbre de décision

*un mode d'écriture des questions binaires,
sune regle d'etiquetage de chacun des segments terminaux,

eun critere d'evaluation de la qualite d'une subdivision

pour déterminer la meilleure subdivision d'un neceud
Intermediaire,

eun critere d’arrét permettant d'arréter la construction de
I'arbre et décider si un nceud est une feuille.
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Définition d'un arbre binaire

Un arbre binaire est défini par un triplet (T, g, d)
constitue d'un ensemble T non vide d'entiers positifs
et de deux fonctions g et d deéfinies sur T. Les
fonctions g et d respectent les deux proprietés
caractéristiques :

(g(t) = 0Ad (t) = 0V(g (1) > OAd(t) > 0)

Autre que le plus petit entier de T, Il existe pour
chaqgue t un elément unique s de T tel que

(t=g(s)V(t=d(s))
Les eléments de T sont les nceuds de l'arbre et le plus
petit élement de T la racine de l'arbre.
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Définitions

si (s=g(t))V(s=d(t)) alors le nceud t est appelé pére de s.
si s =g(t)alors s est appele fils gauche du nceud t

si s=d(t)alorss est appele fils droit de t

S g(t)=0Ad(t)=0 lenceud tn'apas de fils alors il est
appelé nceud terminal.

Dans le cas contraire t est appelé nceud non terminal de T.

~

On note T I'ensemble des segments terminaux de T. A
chaque segment terminal on peut associer une région de D,

Yves Lechevallier Master-1SF W 29




Sous-arbre

Sous-arbre quelconque

T' est appelé sous-arbre de T si les trois élements T’ , g' et d'
définissent un arbre

Un sous-arbre est dit « élaguée » s’il possede la racine et dans ce
cas I’ensemble des segments terminaux forme une partition de Dy

Yves Lechevallier Master-1SF W 30




Question binaire

variable continue
[X>3.5]7

a(t) d(t)

Q=0 Q=1 Variable qualitative
[X e{m,,...m_}]?

*Dans le cas d’une variable continue on évalue toutes coupures
possibles c’est-a-dire au maximum n-1

 Pour une variable qualitative ordonnée Y, on évalue ainsi au
maximum m-1 bipartitions

*Dans le cas d'une variable qualitative non ordonnée, on se
heurte vite a un probleme de complexité, le nombre de
dichotomies du domaine d'observation étant alors égal a 2™-1-1.

Yves Lechevallier
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Regle optimale d'étiquetage d'un
segment terminal

Une regle d'étiquetage d'un arbre T est une application définie sur
l'ensemble T’ des segments terminaux de l'arbre T dans G

C(k/t)=>_C(k/h)Pr(h/t)

heG
La performance globale est mesurée par le risque associé a son

utilisation Cf* _ Z 5(\(‘*/t)Pr(t)

teT

A partir des fréquences empiriques

C(k/t) =S C(k/h)22

((t)
heG o(t)
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Choix d'un critere d'evaluation

Il y a K étiquetages possibles pour t. La moyenne pondérée
des risques associes a ces différentes étiquettes s'écrit sous la
forme. C(t) = C(k/t)Pr(k/t)

keG

- Z ZC(k [h)Pr(h/t)Pr(k/t)

keG heG
Cette  quantité  représente  également  l'espérance

mathématique du risque encouru a affecter aléatoirement
les descriptions de t suivant la loi  Pr(Y(x) =k/x et) =Pr(k/t)

Le gradient A du risque, induit par une question Q au nceud t

A< Q) = CO-C(a®)Pr(g) /thC(d () Pr(d (t)/1)]
Rechercher  Ag(Q',t) = max Az(Q,1)
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Cas ou les codts d'un mauvais
classement sont identiques

Si les codts d'un mauvais classement sont tous identiques alors le
risque associe au segment t prend la forme de I'indice d'impurete
de Gini utilisé dans CART

i) = S Pr(k/t)Pr(h/t)

keG heG
h=k

La notion d'impureté a été introduite par Breiman et al.
[BRE8B4] et elle caractérise un concept tres utile dans les
méthodes de segmentation.
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Impurete

Pour mesurer la qualité d’une coupure au
nceud t et le pouvoir discriminant de I’arbre
on va utiliser la notion d’impurete qui
caracterisera le degré de melange du nceud.

Un nceud est dit pur si le segment qui lui est
associé ne contient que des descriptions
d'eléments d'une méme classe. Inversement un
segment est d'impureté maximum quand les K
classes sont équiprobables dans ce segment.
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1(t) : Impureté d’un nceud t

Coupure du nceud t L
Ny, Ny, vevy Ny
tg / \ td
Nigr Mgy +-os Mg Nygr Nagy -1 Mg

L’algorithme consiste @ maximiser de diminution de I’impureté
Ai = i(1) - [p(t)i(t,) + p(ti(t,)]
avec p(t) = n(t)/ N :kzj o (K, 1) :p(t)kzz p(k /1) et p(t) = n(t)/n(t)

1
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Propriétes de I’impureté

i(t) = d(p(1/1), p2/1),..., p(K /1))

> étre une fonction symetrique des p(k/t)

» étre minimum si le nceud est pur
> (p(1/t),...,p(K/1))=(1,0,..,0) ou (0,1,..,0) ou (0,..,1)
> Etre maximum si le mélange est identique a la distribution
de depart (parfait)
> (p(1h),...,p(K/t))=(ny/n, n, /n,.., n/n)
> Etre une fonction concave afin que la diminution
d’impureté soit toujours positive ou nulle
» La diminution est nulle si quel que soit k on a : p(k/t)=p(k/t,)
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Quelques definitions de I’impurete

* Indice de diversité de Gini (CART)

=3, 3 pr/9ps/) =| 3001y | -3 pr T

r=1 s=1,s#r

 L’entropie de Shannon (ID3)
) == p(r /) loglp(r /)]
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Impurete de I’arbre

T est I’ensemble des noeuds terminaux, I’impureté de I’arbre T est:

(M =311 =Y it)p(t)

teT teT

Ona: AIT) = I(T) = I(T —t+1, +1,) = pOAI(D)

Minimiser I’impureté a chaque coupure revient a minimiser
I’impurete totale de I’arbre
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Regle de decision

Regle d’affectation d’un nceud

Le nceud t est affecté a la classe j si p(j/t) est supérieur a tous les p(k/t)

() =1-max p(k /) =1- p( /) = Y p(r /1)

r=1;r#j

r(t) est le taux apparent de mauvais classement du nceud t

Taux apparent de mauvais classement de I’arbre

R(T) = 3 r(®p(®)

teT
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Criteres d’arrét de I’arbre

On arréte le déecoupage du neceud t si:

o t est pur

I’ impureté est au dessous d’un seuil s
svariation de I’impureté trop faible
enombre d’individus dans t est trop faible

ot est presque pur

On obtient ainsi I’arbre maximal Tmax

Yves Lechevallier Master-1SF W
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Validation de I’arbre

La croissance de I’arbre permet de faire converger I’estimateur de
> pt)p(k /t) vers p(k/x)
t

Au nceud t guand le nombre de nceuds croit

n(t)
il y une réduction du biais E( nk(t) j = p(k /1)

une augmentation de la variance Var( gk((tt)) j = n%t) p(k /(1 - p(k /1)

Compromis biais/variance
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e compromis biais/variance

 la complexite du modele est elle suffisante

oour réaliser une approximation correcte de
a fonction de deécision Y*?

e | ’erreur d’estimation realisée sur

echantillon est un bon indicateur de la

nerformance du modele sur les données
futures?

o L’estimation de Y™ est elle tres dépendante
de I’échantillon?

Yves Lechevallier
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Recherche de I’arbre optimal

Elagage de I’arbre:

L’arbre maximal Tmax est construit en
minimisant I’impurete. L’ arbre est trop
développé pour étre robuste

En élaguant progressivement I’arbre maximal,
on construit une suite de sous-arbres qui
sont tous emboités avec I’arbre maximal
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Critere de reduction de la complexite

R,(T) = R(T) +ofT|

o est un coefficient de penalité

Pour o donné, on choisit I’arbre elagué T optimal en
minimisant , sur I’échantillon test ou par validation croisee, le
risque moyen R_(T). Puis, parmi ces arbres, le meilleur est
retenu.

Existe-t-il parmi ces sous-arbres un arbre T qui
minimise ce risque?

Est-il possible de construire un algorithme d’élagage
efficace ?
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Avantages des arbres

 Avantages

— Méthode est non parametrique et insensible aux
valeurs extrémes

— Elle permet de traiter de variables de natures
différentes

— Elle comporte une sélection des variables

— Elle détermine des sous-populations definies
par des regles facilement interpretables.

— On peut isoler certains nceuds et définir des
classes de risque
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Inconvénients des arbres

e |nconvénients

— La méthode peut étre peu robuste car elle
selectionne pas a pas les variables

— Elle est liee a la définition de seuils donc elle
est sensible a de legeres perturbations sur les
donneées

— La construction est assez délicate en particulier
au moment de I’élagage. Il est difficile de
selectionner I’arbre optimal
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