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Organisation du cours

* Format de I'UE :

I - 12h de cours : C. B. (LRI, UPSud)
- 12h de TD (2 groupes) :
 Pierre Le Bodic (LRI, UPSud)
 Maxime Delorme (LIMSI, UPSud)

 Evaluation :

- CC (partiel(s)) = 40% de la note
- Examen final sur table (2h) = 60% de la note

* Pre-requis :

,  — Maths de base (pre-bac), notions d'algorithmique



Plan du cours (1/2)

* |[ntroduction

- Définitions, mise sous forme standard ou canonique
- Modélisation, linéarisation
- Reésolution graphique

» Résolution par l'algorithme du simplexe

- Description a l'aide de dictionnaires
- Degénerescences et cyclage
- Initialisation (méthode des deux phases)



Plan du cours (2/2)

 Dualité

I - La dualité : point de vue économique

- Théoremes de dualité

 Théoremes de dualité : dualité faible et dualité forte
 Theoreme des écarts complémentaires

- Interprétation economique des variables duales
- Analyse de sensibilite
» Liens avec la programmation mathématique

- Optimalité locale et méthodes de descente
- Problemes d'optimisation convexe
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Programmation Lineaire

Premiere partie :

Le modele de la
Programmation Lineaire
et sa resolution graphique



La programmation linéaire (PL)
en 2 mots et 3 slides (1/3)

Origines militaires de la PL :

- G. Dantzig, conseiller scientifique a la U.S. Air
Force, met au point la méthode du simplexe pour
resoudre des PL en 1947

- Le terme « programmation » fait ici référence a
I'« organisation » d'opérations militaires et a leur
« planification » (et non au sens informatique usuel)

* Puis, extension au domaine « civil » grace a

- L'essor des connaissances dans le domaine,
- L'améelioration de la puissance de calcul des CPU.



I La programmation linéaire (PL)
I en 2 mots et 3 slides (2/3)

* Aussi appelée Optimisation linéaire
I - Car on cherche a optimiser (min/max) une fonction
linéaire sous des contraintes linéaires

- Cas particulier de la programmation mathématique
(fonction a optimiser et contraintes quelconques)

» Utilisation optimale de ressources limitees ?

- Problemes fréequents dans l'industrie : FT, EDF,
GDF, SNCF, RATP, Air France, etc.

- La PL peut étre vue comme un des moyens de
resoudre certains de ces problemes



I La programmation linéaire (PL)
I en 2 mots et 3 slides (3/3)

* PL = technique de resolution de problemes :

Modélisation par un Programme Linéaire (PL) :
 Modele assez generique,

 Permet de capturer de nombreux problemes concrets.
* Phase Initiale absolument indispensable !

'

Résolution par des algo. dédies efficaces en theorie et/ou en pratique
 Plus efficaces que des algorithmes generiques de Prog. Math.,
e Par ex. : algorithme du simplexe, points intérieurs, ellipsoides, etc.

Solveurs rapides maintenant disponibles, basés sur ces algorithmes
« Par exemple : CPLEX, LPSolve, Xpress, Excell...
» Intégration aisee dans tout type d'applications (Java, C++, C, C#...)
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Un exemple introductif (1/5)

 Un brasseur doit décider de son plan de
fabrication de biere. Il peut fabriquer :

- Biere blonde (prix de vente : 15 euros par UV)
- Biere brune (prix de vente : 25 euros par UV)

* 3 Ingrédients sont a disposition, presents en
quantites differentes dans les deux bieres :

- Mais
- Houblon
- Malt



Un exemple introductif (2/5)

e Quantités requises (par UV) :

- Biere blonde : 2.5 kg de mais, 125 g de houblon,
17.5 kg de malt

- Biere brune : 7.5 kg de mais, 125 g de houblon,
10 kg de malt

 Le brasseur dispose, apres achat, de ces
quantites de matieres premieres (MP) :
- 240 kg de mais
- 5 kg de houblon

- 595 kg de malt
11



I * Problematique du brasseur ?

Un exemple introductif (3/5)

- Maximiser son bénéfice

— Calcul du bénéfice ?

 Revenus de la vente des 2 types de bieres - Prix
d'achat des matieres premieres

e || « suffit » donc de maximiser son revenu

- Comment ? Autrement dit, quelles quantités (en
UV) de chaque biere fabriquer ?

12



* Formulation du probleme
I - Variables

* x,20estlenbdUVde biére blonde fabriquées

Un exemple introductif (4/5)

* X, 20 estle nb d'UV de biere brune fabriquées

- Objectif : maximiser le revenu
 Revenu = revenu b. blonde + revenu b. brune
- Contraintes de quantité sur les MP disponibles

 Utiliser au plus 240 kg de mais (en kg)
 Utiliser au plus 5 kg de houblon (en g)

" o Utiliser au plus 595 kg de malt (en kg)



\ -
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Un exemple introductif (5/5)

Modele mathématique obtenu (PL)

max 15 x, + 25 X2} Maximiser une fonction linéaire en x, et x,

sSous contraintes :

X, + 3 X, < 96 (mais) /en divisant par 2.5 \

o 3 contraintes
X, + X, <40 (houblon) //en divisant par 125 linéaires

en X, et X,

7 x, + 4 x, <238 (malt) /en divisant par 2.5 |
X,20,x,20

v

Deux variables réelles x, et x,, contraintes a étre positives



I Description formelle d'un PL

* Fonction économique / fonction objectif :

max/mln&x1 tC X, t ..t CanJ
V

c. = ieme coefficient (reel) de la fonction economique
 m contraintes linéaires = de la forme :

2 b
mX, +mXxX,+...+mxX
L1 272 " <b} b=second [Contraintes
' =b membrede |de borne:
m. = ieme coefficient (réel) \ la contrainte | x>0 x<5. ...

de la contrainte
 Les contraintes et |la fonction économique sont des

combinaisons linéaires des n variables réelles X
15



I Forme canonique (FC) d'un PL

- Objectif : max ¢ x, + ¢ X, + ... + C X
N N
I e Sous les contraintes :

m, X +m. X, +..+m X S b1

m X +m X +..+m X < b

m

X.2 0 pour touti entre 1 et n

16
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Notation comp

acte

pour la FC d'un PL

« Objectif : max ¢, x, + ¢, X, + ...

e Sous les contraintes :

\
m, X, +m_.x,+..+m X < b1

m_ X +m X +..+m X < bIrlrl )

+ ¢ x [ max c(x)

> 0 xOA
(A=polyedre

admissible)

x.2 0 pour tout i entre 1 et n } O x=0



Notation compacte pour
le probleme du brasseur

* Probleme du brasseur (rappel)
max 15 x, + 25 xz} 00 max c(x)=15 x, + 25 X,

X, + 3x,< 96 (mais)
X, + X, <40 (houblon) \ 0 xOA
7 x, + 4 x, <238 (malt)

S
x120,x220



I Proprieté de la FC d'un PL

 Tout PL peut etre mis sous FC
I - Contrainte m x, + mx,+ ...+ m x 2b « ?
- Contrainte m x, + mx,+ ...+ m X =b = 7
-X<0 & ?
- x. reelle (non contrainte en signe) < 7

- Transformation de la fonction objectif
* Min ¢c(x) =« Max ? (réponse dans la suite...)
* Hyp. non restrictive pour la suite : PL sous FC

19



I Forme standard (FS) d'un PL

I * Forme standard (FS) d'un PL ?

- ldem forme canonique, sauf que toutes les
contraintes sont des égalités

* Propriété : on peut passer de la FC d'un PL a sa
FS en ajoutant a chaque contrainte une variable

d'ecart € 2 0 (car associée a un ecart =2 0)

- On peut aussi retrancher une variable d'ecart a toute
contrainte de la forme =2 b

* Conséequence : tout PL peut étre mis sous FS !

20
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Petit lexique de la PL

X, X,, ..., X_: variables de decision (par
opposition aux variables d'ecart)

e Solution admissible = affectation de valeurs
aux X. vérifiant les contraintes

» Region/ensemble/domaine/polyedre admissible
= ensemble des solutions admissibles

» Solution optimale = solution admissible qui
maximise la fonction économique



I Optimalite d'une solution

I » Soit A un polyedre et ¢ une fonction objectif

* Une solution x* dans A est optimale pour le PL
P={max c(x), avec xLA} si et seulement si pour
tout x dans A, on a c¢(x) < ¢c(x¥)

- Transformation de min c(x) ? De max (-3 c(x)) ?
* Valeur optimale de P = ¢(x*), avec x* optimale

- Droite d'equation c(x)=c(x*) : droite optimale

22



» Parfois, un programme mathéematique PM peut
I étre « lineariseé », c'est-a-dire mis sous la forme
d'un PL equivalent au PM initial :

Linearisation d'un probleme

- Intérét : le resoudre a l'aide d'algorithmes de PL !

- lci, « equivalent » ne signifie rien d'autre que « qui a
a méme valeur optimale »

* Par exemple, comment lineariser :

- Le PM {max exp(c(x)), avec x[OA} ?
- Le PM {max min{c(x),c'(x)}, avec xOA} ?

23



I Reésolution graphique d'un PL

* Methode dite de « résolution graphique »
I - Exploite le fait qu'on a 2 variables : x, 20 et x, =20

» Toute inegalite est verifiee par une moitié du plan
- Contrainte d'inegalité = demi-plan (dimension 2)
- Frontiere/bord d'un demi-plan = droite (dimension 2)

- Trace du domaine admissible dans le plan

* Tracé du bord du demi-plan défini par chaque contrainte
e Région admissible = intersection de tous ces demi-plans

- Trace d'une droite parallele a la droite optimale

2 Recherche « visuelle » d'une solution optimale



I Reésolution graphique du
I probleme du brasseur (1/3)

* Dans le domaine admissible (en bleu), on cherche
I une solution qui maximise 15x, + 25x,

- On trace la droite 15x,+25x,=0 (en violet)
- La droite optimale est 15x,+25x,=7 (ou ?=val. opt.)
- Cette droite est donc parallele a 15x,+25x,=0

- Idee (visuelle) : « deplacer » la droite 15x,+25x,=0

- La faire «glisser» le plus possible dans le bon sens

» C'est-a-dire dans une direction qui augmente la
valeur de la fonction objectif 15x,+25x,

25  Tout en restant dans le domaine admissible



Résolution graphique du
probleme du brasseur (2/3)

19x,+25x, =0

26



Résolution graphique du
probleme du brasseur (3/3)

15x +25x, = 880

N\ 4
v

Droite optimale

Plan de fabrication
optimal (unique) :
12 UV de b. blonde,
28 UV de b. brune,
mais épuise,
houblon epuise,
revenu = 880 euros

27



Une deuxieme variante (1/2)

I  Sirevenu b. blonde = revenu b. brune = 20 ?

_ x, =12, x, =28
Nouvelle fonction 1 2

economique :
max 20 X, + 20 X,

houblon X, = 26, X,y = 14

(20,20)

20 x,+20 x = 0

28



Une deuxieme variante (2/2)

20x,+20x, = 800

\ - > 4

v

Droite optimale

Plans de fabrication
optimaux :

houblon epuise,
revenu = 800 euros
(Par exemple :

12 UV de b. blonde,
28 UV de b. brune)

29

2

x, =12,x, =28

1 Une infinité
de solutions

optimales !

2

X, =26,x,=14




I » Ensemble admissible d'un PL ?

Un premier bilan sur la PL (1/2)

- En dimension 2 (n=2), région du plan bornée par
des droites, c'est-a-dire polygone

- En dimension quelconque, region de IR" bornee
par p hyperplans (polyedre)

» Solutions optimales d'un PL ?

Domaine )
Pas de solution admissible \%:1001¢ OI)’tlmale
admissible non borné non bornee

Domaine admissible non vide

30



I » Si la valeur optimale est bornee, alors, que le

Un premier bilan sur la PL (2/2)

domaine admissible soit borné ou non, on a:

- Soit une seule solution optimale

 En un sommet du polyedre (polygone si n=2) constituant
la région admissible

- Soit une infinité de solutions optimales
« Si n=2, fonction objectif parallele a I'une des contraintes

e Dernier cas : lI'inverse est-il vrai ?

- Non, il peut n'y avoir qu'une solution optimale, méme
si la fonction objectif est parallele a une contrainte !

31



Aller plus loin ?

 On sait maintenant résoudre des PL sin =2

- On pourrait imaginer le faire avec n=3 variables
(résolution graphique en dimension 3)

- Et avec n =2 4 variables ?

« Résolution graphique inapplicable
* Nécessité d'une méthode algébrique (et automatisée)

* A retenir...
- PL = optimisation lineaire
- Forme canonique, forme standard

N Résolution graphique de PL a 2 variables (3 cas)



Programmation Lineaire

Deuxieme partie :

L'algorithme du simplexe

33



I Intuition « géometrique » derriere

I I'algorithme du simplexe
* Rappel : on veut resoudre des PL a n=24 variables
I - Methode graphigue inexploitable !

- Difficulté initiale en PL : trouver une meilleure solution
parmi un ensemble infini de solutions potentielles

- Se ramener a un nombre fini de solutions ?

- ldée simple conduisant a deux algorithmes :

« Approche naive (peu efficace)
 Algorithme du simplexe

34



I Solution de base
I (concept non géometrique)

e Base d'un PL en FS a n variables et m contraintes

- On suppose les contraintes lineairement indépendantes
- Base = choix de m variables

e Les m colonnes associées sont lineairement
iIndépendantes (sous-matrice inversible)

- Les n-m autres variables sont nulles (O <m var. > 0)
» Solution de base d'un PL en FS (définition « light »)

- Solution associee a une base de ce PL I exemple ?

- Une telle solution x est admissible ssi x=0
35— Un PL en FC peut en avoir jusqu'a C™ __=(n+m)!/(n!m!)

m



* Un ensemble SOIR" est convexe si pour tout X,y
I dans S, tout point du segment [x,y] est dans S

Convexite

- Exemple (n=2) : segment [X,y], un carre, un disque...
- Enveloppe convexe d'un ensemble de points x.

- C'est le plus petit ensemble convexe contenant les X,

- Par exemple : triangle pour 3 points non alignés...

36



I Sommet d'un polyedre
I (concept geometrique)

* Un point x d'un polyedre P est un sommet (ou
I point extréeme) ssi il n'est pas sur un segment
reliant deux autres points de P entre eux

- Ex. : sommets d'un segment [x,y]={x,y}

* Propriété : un polyedre borné est exactement
I'enveloppe convexe de ses sommets
- Corollaire 1 : tout polyedre borné est convexe

- Corollaire 2 : tout PL qui a une (ou des) solution(s)
optimale(s) a (au moins) un de ses sommets optimal

 VVrai méme si le domaine admissible est non borne...

37



I Approche « naive » pour la PL

* |dee initiale simple :
- Tout polyedre de IR" a un nombre fini de sommets

- Calculer la valeur de la fonction objectif en chaque
sommet et garder le meilleur d'entre eux ?

- NON : méthode peu efficace, car on peut montrer que

* Pour un polyédre P et pour x[P, x est un sommet de P
ssi x est une solution de base admissible de P

e Le PL du brasseur a donc 5 solutions de base admissibles
« Si m=n=50, on peut avoir C _=C% =~102=10"%(10°.10°)
solutions de base admissibles (impraticable) !

38



I Vers une approche moins naive :
I idee de l'algorithme du simplexe

I * Principe de l'algorithme du simplexe

- Plutot que d'énumeérer toutes les solutions de base
admissibles, on va en parcourir certaines

- Concretement, on passe d'un sommet (solution de
base admissible) a un autre, dont la valeur est
meilleure (vis-a-vis de la fonction objectif)

- Finalement, quand ce n'est plus possible, on peut
montrer qu'on obtient bien une solution optimale

- |l reste a trouver comment faire : la présentation qui
suit ne necessite méme pas d'avoir compris les liens

evoques avec les solutions de base admissibles...
39



I Une autre vision de la FS
I les dictionnaires

* Soit P={max c(x), xOA, x=0} un PL sous FS
- On définit le dictionnaire initial de P en faisant passer
toutes les variables a droite, sauf les variables d'écart
* Donc, equivalence entre la FS et ce dictionnaire initial

- Plus généeralement, un dictionnaire est I'expression de
m variables en fonction des autres (m = nb contraintes)

 Les variables « a gauche » sont supposées non nulles, les
variables « a droite » sont supposées nulles

 Dictionnaire - solution de base!

* Le dictionnaire « initial » est donc associé a l'origine
(variables de decision nulles, variables d'ecart non nulles)

40



Exemple de dictionnaire :
le PL du brasseur

AR NN NN NN NN NG IIlllllllllllllllIIllllllllllllllllllllIIlllllllllllllllllllIIIllllllllllllllllllllIIlllllllllllllllllllllIlllllllllllllllIlllllIlllllllllllllllllllllll:
-

X,=96-X%, -3X, . Dictionnaire initial de valeur 0 (associé aux

o - variables d'écart x,, x,, X,) : x,=96, x,=40, X, 238-

X,=40-x, -X, 4 ....... T T B

x =238 -7 x -4 x (Amellorer cette solution (admissible) ?
|dee : augmenter une seule des

variables nulles (a droite), en améliorant z
1. Choix de variable (dictionnaire initial) :
X, (choix arbitraire), x, reste nul

: i 2. Probleme : x,=0, mais de combien
x,= 110 -17/3 x, + 4/3 x :.< peut-on augmenter x, pour que :

.z =160 +4/3 x, - 5/3%, X20 « 96-3x20 « x, <32y
é.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.':.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.':.'.'.'.'.'.'.'.'.'.'.' ....................................................................................... .. X4ZO — 4O-X220 — Xzs 40 }X2_32

X,=12+1/2x, - 3/2 X, ()
X 20 & 238-4x 20 o x <119/2 ] 73
X,= 28 -1/2 x,+ 1/2 X, 2 E 2 y

X, = 42 - 3/2 x,+ 17/2 x,

e
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

X,=32-1/3 x, — 1/3 X,
X,=8-2/3 x,+1/3 X,

3. Recommencer (nouveau dictionnaire) ?

K Exprimer z, x,, X,, X, en fonction de x,, x,




I Bilan de la résolution du PL du
I brasseur par les dictionnaires

Durant le processus, 3 solutions admissibles (sommets) visitées

I X, =32

Montre que z = 0
Montre que z = 160

Montre que z = 176
(cette solution, de
valeur 5*176 = 880,
est optimale car

176-x -2x, < 176)

(origine) M |

S1, dans le ler dictionnaire, on augmente X etnonx,on visite 4>3 solutions

admissibles [ 158 O en général, quel est le meilleur chemin ? Sa taille ?
42



Tableaux du simplexe

e Tableau = dictionnaire avec toutes les variables
I (nulles et non nulles) a gauche de l'egalite

- Forme « traditionnelle » de I'algorithme du simplexe

- Principe identique aux dictionnaires

e Sur chaque ligne : une variable non nulle exprimee (donc de
coefficient 1) en fonction des variables nulles

« Condition d'optimalité identique : ligne de z quasi-inchangée
(gauche o droite), seul le terme constant change de cété
« Comme pour les dictionnaires, 1 tableau=1 solution de base

 Formules de mises a jour (= passage de la solution courante
a la solution suivante) ?

43



Vocabulaire des tableaux

 Variable :

- hors-base = variable nulle

- en base = variable non nulle

- entrante = variable nulle qui devient non nulle
- sortante = variable non nulle qui devient nulle

* Colts réeduits = coefficients dans |'expression de
la fonction objectif z

 Pivot = coefficient de la variable entrante dans
I'expression de la variable sortante

44



Résolution de PL sous FC
a I'aide de tableaux

Tableau initial
1. Définition des variables d'écart
2. Tableau initial = FS du PL obtenu

STOP
(Solution optimale de valeur z*,

car z = z'+2 colt reduit x < z%)

Y X N existe pas

Choix d'une variable entrante
hors-base x_ (de cout reduit>0)

X, existe

(plus grand X_existe
cout réduit ?) y

Choix de la variable de base
sortante x_= 1ere variable qui

s'annule quand x_ augmente

45 X_n'existe pas

-~

Nouveau tableau (sommet)

1. Diviser la ligne de X_ par le pivot

2. Calcul de la nouvelle ligne j
3. Calcul de la nouvelle ligne de z
= ancienne ligne de z — (cout
reduit de x_)(nouvelle ligne de x )

STOP
(Solution optimale rejetée a l'infini
car z augmente sans fin avec x )




lllustration de la méthode des
tableaux du simplexe

Cas geéncral Cas particulier 1 : la solution est optimale
v
| IR ||, Ligne 20
| _:Pivet: | ].i sortante
5 ; >0| () <0<0 .. <0
2
S 0 : CE.IS Par?icglier .2 : solution optimale
1 rejetée a l'infini
Colonne <0
entrante (Xe) >0
<0
> ()

46



I Une infinité de
I solutions optimales

» Rappel : un PL ayant une valeur optimale finie
I peut admettre une infinité de solutions optimales

- Condition nécessaire et suffisante (cf PL brasseur) ?

e Cas n=2 : une contrainte paralléle a la fonction objectif, qui
définit un des cotés « bien situés » de la région admissible

- Et en terme de tableaux du simplexe ?

A une itération associée a un des sommets situés sur cette
contrainte, une des variables hors-base a un cout réduit nul

- Augmenter cette variable ne modifie donc pas la valeur de I'objectif

* D'ou CNS : infinité de solutions optimales ssi une solution
optimale avec (au moins) un coult réduit hors-base nul

47



* Rappel : plusieurs « cheminements » possibles
I pour aboutir a la solution optimale par simplexe

Efficacite du simplexe

- Comment trouver le meilleur ? Et sa longueur ?
e Cf PL du brasseur : deux, de longueurs respectives 3 et 4

- Probleme : en theorie, I'algorithme peut étre oblige de
visiter un nb de sommets non polynomial en m et n

o Cf Klee & Minty
« Mais il finit : a chaque itération, on explore un sommet
meilleur, donc au pire on explore tous les sommets (nb fini)
- En fait, 'algorithme peut parfois ne pas finir : cf dégénérescences...

* En pratique, il est tres utilisé car tres efficace : entre 3m/2

i et 3m itérations en moyenne (m = nombre de contraintes)



Instances de Klee & Minty

* |nstances ou le simplexe fonctionne tres mal

- Les bonnes performances pratiques de l'algorithme
tendent a indiquer que ce genre d'instances est rare

- 2" Itérations nécessaires = 2"sommets visités

e Choix variable entrante ?

Forme geénerale

max X . 10 X

j=1an
sous contraintes :
(2% 101 x)+x;< 1001,

j=1ai1
pour1<i<n
x.=0,pour1<isn

49

Pour le cas n=2
max {10 x, + X,, sous contraintes :

x,£1,20x,+x,<100, x, 20, x,= 0}

Quatre sommets visités :
1. (x,=0, x,=0), de valeur 0

2. (x,=1, x,=0), de valeur 10

3. (x,=1, x,=80), de valeur 90

4. (x,=0, x,=100), solution optimale
de valeur 100




I Une premiere complication :
I les degenerescences

* En general, I'algorithme du simplexe termine car

I - A chaque itération, la valeur de la fonction objectif est
strictement augmentee (solution meilleure)

- Ainsi, on n'explore pas deux fois chague sommet

» Cette stricte augmentation provient du fait qu'une
variable nulle (hors-base) devient > 0 (en base)

- En cas de degénérescence, toutes les variables
d'une méme ligne peuvent étre nulles

* De telles solutions ont donc plus de n-m variables nulles
» La terminaison de l'algo. du simplexe est alors compromise

50
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Solutions degenerees
et cyclage

Un tableau correspond a une solution degéeneree

- S'il y a au moins un 0 dans le 2" membre du tableau

- De facon equivalente, si au moins une variable de
base est nulle dans la solution associée au tableau

Non seulement la preuve de terminaison de
I'algorithme du simplexe est remise en cause par
le phenomene de degénérescence, mais en fait |l
peut effectivement empécher sa terminaison

- Phénomene de cyclage : I'algorithme peut tourner
indéfiniment sans jamais trouver une solution optimale



Un exemple de cyclage (1/2)

* Pour decrire la version du simplexe utilisee, on a
besoin de specifier le choix de la variable :

- Entrante : une dont le coult reduit est le plus grand
- Sortante : s'il y a le choix, celle de plus petit indice

52

Dictionnaire obtenu pour
ce PL apres 6 iterations
= dictionnaire Initial

(6 dictionnaires qui
correspondent tous au
méme sommet, l'origine)

4 max 10 x, - 57 x, - 9 x, - 24 x,

sSous contraintes :
0.5x,-55x%,-25x%x,+9x,<0

0.5x,-15x%x,-0.5x%x,+x%x,<0

x1s1

\ Xx,20,x,20,x,20,x,20



Un exemple de cyclage (2/2)

X, = -1/2 X, +11/2 X, +5/2 X, — 9X4_>

z =53x +41x -204x —20x
2 3 4 5

X =-12x +3/2x +1/2x —Xx
6 1 2 3 4

Y

X7—1-X1 ~

=29/2x -98x —27/4x — 53/4x
3 4 5 6

z =10x -57x -9x —24x
1 2 3 4

Y

z =-20x +18x +15x —93x
1 4 5 6

Y

z =-20x -9x +21/2x —141/2x
1 2 5 6

zZ = -27X2 + X, - 44X4 - 2OX6|‘

Y
z=1-30x -42x -18x -Xx
2 4 6 7

~
~
~
~
~
Q.
~
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Y

7z =22x -93x -21x +24x
1 2 3 6




Regle de Bland

* Des regles existent pour eviter le cyclage, dont la
regle de Bland, décrivant le choix de la variable

- Entrante : celle de cout reduit > 0 de plus petit indice

- Sortante : s'il y a le choix, celle de plus petit indice

* Pour le PL precédent, on trouve alors une solution optimale
(couts réduits < 0) de valeur 1>0, apres 7 itérations

- En pratique, les degenerescences et, plus encore, le
cyclage, sont des phénomenes rares

e S'il n'y en a pas, alors le simplexe converge souvent plus vite
si la variable entrante est celle de plus grand cout réduit

 Ainsi, on peut définir une stratégie mixte (on utilise cette regle
54 ssi la solution associée au tableau courant est degenerée)



Degenerescences et
solutions optimales

» La présence de degenéerescences peut parfois géner la
reconnaissance de solutions optimales :

X, =2+2/7x,-1/7 x, X, =2-2/5x,+1/5x,
X,=9—114 x, - 3/14 X X,= 95+ 1/10 x, — 3/10 X,
4= -OIT X, +6/7 X, .= -1/ X, +6/5 X,
X,=1-2/7 %, +1/7 X, X,=1+2/5x,-1/5 X,
z =7+3/M14x,-5/14 x, z =7-3M10x,-110x, (Colts
~ ~" ~ réduits < 0)

Un dictionnaire Dictionnaire optimal
(de valeur 7, donc optimal) (de valeur 7)

Le dictionnaire initial, bien qu'optimal, a un cott réduit > 0 :
c'est 1'un des effets du phénomene de dégénérescence !
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I Une seconde complication :
et si l'origine ne compte pas ?

» Solution admissible initiale pour un PL P ?
I - Origine = solution initiale associee aux var. d'ecart

- Contrainte x. 2 5 O origine non admissible (cas
défavorable, par opposition au cas favorable)

- La confrainte x -e =5 la rend non admissible

- La contrainte x -e +a =5 la rendrait admissible

« Ces 2 contraintes sont équivalentes ssi a 1=O
- Idée pour trouver une solution admissible (Phase 1) :

- Modifier les contraintes (ajouter les a,)

56 o Chercher a rendre les a. nuls, en min. leur somme



Phase 1 et PL auxiliaire

* On appelle PL auxiliaire le PL P' obtenu en

- Partant de la FS de P (hypothese non restrictive :
2" membres positifs),

- Ajoutant une variable artificielle (ou auxiliaire)
sur chaque contrainte non verifiee par l'origine,

- Remplacant la fonction de colt par la minimisation
de la somme des variables auxiliaires.

 La Phase 1 consiste a resoudre P’

- Si sa valeur optimale est nulle (a.=0 pour tout i), on
a une solution admissible pour P,

57 - Sinon, P n'admet aucune solution admissible !



Tableaux initiaux de P et P’

» Si x*,a* est une solution optimale non degenéree
I de P' de valeur 0, alors :

- a*=0, et toute variable auxiliaire est donc hors-base

- x* est donc une solution admissible pour P, et le
tableau initial du simplexe pour P est obtenu en
supprimant les colonnes associées aux var. aux. a*

 Tableau initial de P' ?

- Base initiale : variable en base sur la j° ligne = variable
auxiliaire s'il y en a une, variable d'ecart sinon

- Solution initiale admissible car 2" membre positif
s¢ — |l reste a reecrire la fonction objectif z' = max 2 -a....



Tableau initial de P (cas general)

* Et si la solution optimale de P' est de valeur nulle,
mais il reste des variables artificielles en base ?

- Ces variables etant nulles, la solution est dégénéree !

- On peut eliminer ces variables de la base :

e Si la ke variable de base est une variable artificielle, on
choisit I'element en colonne | de cette ligne
- Non nul (et donc pas en base)
- Correspondant a une variable du PL initial

e Si j n'existe pas, alors la matrice M n'est pas de rang plein,
et la ligne k correspond donc a une contrainte redondante

e Sinon Kk sort de la base, j rentre dans la base, puis pivotage
du tableau (tableau associe a la nouvelle base)
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Bilan : un algorithme COMPLET
pour la resolution des PL

Phase 1 (P") Phase 2 (P)

1.2 membre >0| Valeur optimale | 1. Suppression des variables auxiliaires
de P'=0 et des colonnes correspondantes dans le
tableau optimal de P’

2. Calcul de la ligne des codts réduits
(expression de z a l'aide des variables de
base) et obtention du tableau initial

3. Résolution de P par la méethode du
simplexe a partir de ce tableau

2. Var. auxiliaires
3. Nouvel objectif

Var. aux.
dans la

base opt.
de P'?

Valeur
optimale de gy P' <0
STOP

(Le PL initial P n'a
aucune solution . 1 Détection d'une Terminaison| normale
admissible) oui"'—-._,_ colonne entrante| (co(ts réduit < 0)
atermes <0
Note: N, \ Y y
ofn eca[)tle |et083 : Si possible : pivotage pour: | STOP STOP
avorable et on L Al : .
subbose 'absence del elllmlner’u.ne. va[’lable' aux. i (Solution (Obtention
PP \ : Sinon : élimination d'une : d'une
cyclages (cfregle /' : .,ntrainte redondante optimale '
de Bland) : contrainte redondante ¢ rejetée a solution
60 'infini) optimale)




I A retenir...

* Methode du simplexe

- Solutions de base admissibles, dictionnaires et
tableaux du simplexe

- Variable entrante, variable sortante, colts réduits
* Dégenerescences

- Solution de base degenéree, cyclage, regle de Bland
* Methode des deux phases

- Variables artificielles/auxiliaires, PL auxiliaire

- Variante : méthode du grand M (la fonction objectif

. s'écrit alors max c(x) — M.2. a,)
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Programmation Lineaire

Troisieme partie :

Dualité en
Programmation Linéaire



I La dualité : point de vue
I economique (1/5)

e On considere a nouveau le PL du brasseur :
I max15x1+25x2

sSous contraintes :
2.5 x, + 7.5, <240 (mals)

0.125 x, + 0.125 x, < 5 (houblon)
17.5 x, + 10 x, <595 (malt)
X,20,x,20
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I La dualité : point de vue
I economique (2/5)

* Rappel : ce PL est equivalent au PL suivant
I max 15 x, + 25 X,

sous contraintes :

X, + 3 X, <96 (mais)

X, + X, 40 (houblon)
7 X, +4Xx,<238 (malt)
X,20,x,20
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I La dualité : point de vue
I economique (3/5)

« Pour produire sa biere, le brasseur doit
I auparavant acheter ses matieres premieres (MP)

- mais, houblon et malt

* A partir de quel(s) prix d'achat des MP [l'activite
de production de biere n'est-elle plus rentable ?
- Cout de fabrication d'une UV 2= Prix de vente d'une UV

- On cherche donc a minimiser la somme des prix des
MP sous les 2 contraintes de non rentabilité

« Soit u=0 le prix de la i®* MP : ce probleme d'achat des MP
peut se modeéliser par un PL a 3 variables et 2 contraintes
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I La dualité : point de vue

I economique (4/5)
 PL obtenu :
I min 240 u, + 5 u, + 595 u,

Sous contraintes :
2.5u,+0.125u, +17.5 u, 2 15 (biere blonde)

7.5u,+0.125u, + 10 u, = 25 (biere brune)
u,20,u,20,u, 20

 Réécriture du PL ?

- Via un changement de variables... (Ex. :y,= 2.5 u,)
66
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La dualité : point de vue
éeconomique (5/5)

* On obtient un nouveau PL (qui est le PL «dual»
du PL «primal» = PL du brasseur modifie) :

min 96y, +40y, + 238y,
sSous contraintes :
y,ty,*+ 7y, 215 (biere blonde)

3y,ty,+4y, 225 (biere brune)
y,20,¥,20,y,20



I Bilan : écriture du PL dual

I * Primal P : max c(x), avec xOA et x=0

* Regles de passage Primal P - Dual D :

- «max » —» « min »
& Proprieté : la

- b - ¢ (b =2"" membres de P) | dualisation (passage

~ . primal - dual) est
C- une opération

- lianes - colonn involutive. (Le c_lual
Jnes CcOIONNEs du dual est le primal.)

—KSE» 5 K2»
- m contraintes primales — m variables duales

g N variables primales — n contraintes duales
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Dualiser un PL primal :
s'affranchir de la FC ?

 Comment ecrire le dual directement sion a:
- Contrainte 1 (mais) de la forme x, + 3 x, 296 (y,) ?
- Forme equivalente : - x, -3 x,<-96 (y',), avecy’ 20
« On a alors y, = -y'1, et donc y, S 0
- Contrainte 1 (mais) de la forme x, + 3 x, =96 (y,) ?

- Forme équivalente : x, + 3 x,<96 (y",) et -x, - 3 x,<- 96

(y’,), avecy* =20ety 20
«Onaalorsy =y -y, etdoncy OIR



I Bilan : ecriture du PL dual a partir
I d'un PL primal quelconque (1/2)

I PRIMAL

contraintes . variables

20

variables <0 . contraintes

reelle

70



I Bilan : ecriture du PL dual a partir
I d'un PL primal quelconque (2/2)

PRIMAL

contraintes

variables

variables

71

reelle

contraintes



Théoremes de dualité

 |ntéerét du dual ? Lien entre primal P et dual D ?
I * Théoreme de dualité faible (TDFa)

- La valeur de toute solution admissible de P est
au plus celle de toute solution admissible de D

* Preuve simple (x et y admissibles pour P et D resp.) :
c(x)=2cx £2(Zmy)Xx = Z(Zm X)y <Zyb=2Dby

I it ij jooi

* Theoreme de dualité forte (TDFo)

- Si P admet une solution optimale x*, alors P et D
ont la méme valeur optimale

- Preuve (idee) : X* a méme valeur que y” =-colt reduit
72 (£ 0) de la i° var. d'écart de P dans le tableau de x*
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TDFa et TDFo : bilan

D ual

Prim ql
Optimum finiINonborne Nonadmissible
0 ptimum finl Possible | Impossible [ Impossible
Nonborné | Impossible | Impossible Possible

Nonadmissible| Impossible | Possible

. max2x1—x2

&—§S1
X +X <-2
1 2

L x120, X220

Possible
le 4C Possible

miny -2y,
y,—y,22

-y, ty, 21
y,20,y,20
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Utilisation du TDFo

* Observation : on peut résoudre le primal a l'aide
du dual... Mais quand a-t-on interét a le faire ?

- 1¢r cas : le primal P a seulement 2 contraintes (et le
dual D a donc 2 variables), mais plus de 4 variables
* On peut alors résoudre D graphiqguement, mais pas P !

- 2¢ cas : le primal P a peu de variables, mais un
nombre éleveé de contraintes

 Le dual a alors peu de contraintes, et peut donc étre
efficacement résolu par le simplexe !



I * Test d'optimalite pour un PL P

Conseéquences du TDFo

- Soit x solution admissible pour P et y solution
admissible pour le dual D, alors x est optimale pour
P et y est optimale pour D ssi elles ont méme valeur

* Pour un PL P et son dual D, équivalence entre
- Condition d'optimalité de P (colts reduits < 0)
- Condition d'admissibilite de D (variables duales = 0)
* Theoreme des ecarts complementaires (TEC)
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Théoreme des écarts
complémentaires (TEC)

 TEC : deux solutions x* (admissible pour un PL
donne P) et y* (admissible pour le dual D de P)
sont optimales pour P et D respectivement ssi

- (1) Pour tout j, la j® variable de x* est nulle OU la |°
contrainte duale est saturee (vérifiee a I'egalite)

ET

- (2) Pour tout i, la i° variable de y* est nulle OU la i®
contrainte primale est saturée (vérifiee a lI'égalite)



I Preuve du TEC

* Demonstration (avec P : {max c(x), xOA, x=0}) :
- Onac x*,< (2 m, y")x* et ( m,x")y",< b, y*,
(b= 2nds membres de P)
- Ces deux inégalités impliquent :
2 Cx* S 2 (2, my* )X, = 2, (& mX*)y < Z by,
(On a I'égalite ssi tous les < sont des =)

- Onadonc 2, cx* = 2, b,y si et seulement si
2 (c-2, m.y",)x*=0 et 2, (b-Z, m,x*)y*=0
- D'apres le TDFo, 2, cx* = 2, b,y ssi x™ et y” sont

77 simultanement optimales



I  En pratique, une solution admissible x* de P

I est optimale ssi la solution y*, calculée de
facon a satisfaire (1)+(2) avec x*, est
admissible pour le dualD de P

- En effet, si x* est optimale pour P, alors :

* D a une solution optimale (donc admissible) y* (cf TDFo)
» Ces deux solutions optimales satisfont (1)+(2) (cf TEC)

- Reciproguement, si y* existe, elle est admissible pour
le PL dual D, et donc, d'apres le TEC, optimale

Utilisation pratique du TEC
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Test d'optimalite utilisant le TEC

I » Tester I'optimalité d'une solution x de P ?

- On injecte la valeur des X. dans (1)+(2)
- On en deduit les valeurs des y. via ces regles :

* X > 0 O j° contrainte duale saturee

« I° contrainte primale non saturee U y=0

- Finalement, on verifie si y, la solution duale ainsi
obtenue, est admissible ou non pour le dual D
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Exemple d'application du TEC

* On considere a nouveau le PL du brasseur :
I - Soit la solution primale x, = 0 et x, = 32

» Solution duale associee :y,=y,= 0, et donc y, = 25/3

« Solution duale non admissible (y,<195), et donc solution
primale considéeréee non optimale !

- Soit a présent la solution primale x, = 12 et x, = 28

» Solution duale associee : y,= 0, etdoncy, =5 ety,=10
(solution du systeme {y, +y,= 15,3y, +y,= 25}

* Solution duale admissible, et donc, d'apres le TEC,

solution primale considerée optimale
80



I Interpretation economique des
I variables duales (1/2)

* On a vu que les variables duales pouvaient étre
I vues comme les prix maximaux des MP
garantissant la rentabilité de la vente de biere

* || existe une autre interpretation économique :

- On appelle colut marginal de la i® MP (la ressource
associee a la i® contrainte primale) la valeur dans la
solution optimale de la i® variable duale

- Cf ex. precedent : y,=5 (mais), y,=10 (houblon), y,=0 (malt)

- Ce nom signifie qu'augmenter cette ressource de €
unités genere un profit egal a € fois ce cout marginal

91 (vrai pour € suffisamment petit !) : ici € =24, € =84/17



I Interpretation economique des
I variables duales (2/2)

* Preuve (idee) ?
I - Utiliser la caractérisation matricielle des bases

- Soit B une base optimale (non dégenerée) pour le PL
primal P, et y* la solution optimale du dual D

* Comme B'b>0, B reste admissible pour P si on remplace le
2" membre b par (b+Ab) (ou Ab=(0,...,0,£,0,...,0))
 y* indépendant de b (car codlts reduits=c™ — c;B-'M)

- On a alors 2 solutions admissibles pour P et D vérifiant
les conditions du TEC : y* reste donc optimale !

*

 Sa valeur est (b+Ab)'y*, d'ou une variation de colt de Ab'y

% * Bilan : le critére a vérifier est donc B-'(b+Ab)=B-'b+B-'Ab=0



I » Soit x* une solution optimale pour un PL P :

Analyse de sensibilite

- Si la fonction objectif c est legerement modifiée, que
devient la valeur optimale de P ? En particulier, pour
qguelles modifications (de c) x* reste-t-elle optimale ?

- On repart du tableau du simplexe associe a x*

e Les variables de base sont écrites en fonction des autres

» Si z change, le nouveau tableau associé a x* est obtenu
en écrivant le nouveau z a l'aide des variables hors-base

- X* reste optimale ssi la solution duale associee reste
admissible, et donc ssi tous les couts reduits sont <0
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Analyse de sensibilite pour le
probleme du brasseur

|||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

. Dictionnaire optimal x*
X, =12 +1/2x,-3/2 %,

X,=28-1/2x,+ 1/2 %,
X, =42 —3/2 x, +17/2 %,

z=10X +25x,~~>z = (15+9) X, + 25X, ?
b 2-3550+ 125+ (-5+8/2) x, + (-10-352) x,
Ainsi : colts réduits < 0 ssi (-5+8/2) <0 ET (-10-38/2) <0

x* reste donc optimale ssi le coefficient de x,
dans z est compris entre 15-20/3 et 25

384



I A retenir...

* Ecriture du PL dual, involutivité de la dualisation

 Théoremes de dualitée (TDFa, TDFo, TEC),
et leurs consequences...

* Interprétation économique des variables
duales (couts marginaux)

* Analyse de sensibilite
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Programmation Lineaire

Quatriéme partie :

La Programmation Lineaire
et ses liens avec la
Programmation Mathéematique



87

Optimalite locale en
Programmation Mathematique

* Rappel : Programmation Mathématique (PM)

fonction objectif et contraintes quelconques

* Problemes tres difficiles a resoudre en géneral

* Notion fondamentale en PM : optimum local

Min Min
local global

Une solution admissible x* d'un PM
est un optimum local pour ce PM
s1 elle est meilleure que toute
solution admissible suffisamment

« proche » de x* (global I local)

Note : en opti. différentiable sans contraintes,
gradient nul = CN d'optimalite locale (pas CS)



Calculer des optimums locaux (1/2)

» Conditions generales d'optimalite (locale), cf TEC :

I - Conditions de Karush-Kuhn-Tucker = CN d'optimalité
sous I'hypothese de qualification des contraintes

* Methode iterative « de descente » pour trouver un
minimum local (on genere une suite de points X ) :

— Solution admissible initiale X, k:=0:
- Tant que le point x _est non optimal faire

X, =X tp d;k++t;/"oup =pasdedeplacement

et dk = direction de descente/direction admissible */
88



I « De nombreuses méthodes, en fonction du choix
I du pas de deplacement/de la direction admissible

Calculer des optimums locaux (2/2)

- Methode du gradient (d_= oppose du gradient de |a

fonction objectif, qui est le vecteur des derivées
partielles et |la direction de plus forte augmentation)

- Variante de la methode de plus forte pente (p, = pas
de déplacement assurant la plus grande diminution)

- Méthodes du gradient projeté/reduit (méthodes de
points interieurs pour 'optimisation avec contraintes)

- Méthodes de sous-gradient (opti. non differentiable)
g9 — Methodes de Newton (resolution des CN d'optimalite)



* Rappel : une fonction f est convexe si, pour tous
X,y et 0<A<1, on a f(Ax+(1-A)y) < Af(X) + (1-A)f(y)

- De facon équivalente, f est convexe ssi sa Hessienne
(matrice des dérivees secondes partielles) est semi-

définie positive (toutes ses valeurs propres sont 20)
* Un probleme d'optimisation convexe consiste a

90

Convexité en PM

- minimiser une fonction (objectif) convexe
- sur un domaine (admissible) convexe

* Propriete fondamentale en optimisation convexe :

optimum local = optimum global




I Convexite et conditions de
Karush-Kuhn-Tucker

 Dans le cas convexe différentiable, les conditions
I de Karush-Kuhn-Tucker deviennent suffisantes !

- Dans ce cas, on a aussi optimum local=optimum global

- La qualification des contraintes est vérifiée :

e Si toutes les contraintes sont convexes et si le domaine
admissible a un intérieur non vide,

 Ou bien si toutes les contraintes sont linéaires.

* On en déduit le résultat fondamental suivant :

Pour un probléme d'optimisation convexe différentiable
satisfaisant la qualification des contraintes, les conditions
de Karush-Kuhn-Tucker sont des CNS d'optimalité globale
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I Conséquences de
I la convexité en PM

* Trouver un optimum global devient alors possible
(famille de problemes d'optimisation « faciles »)

- La PL est un cas particulier d'optimisation convexe :
plusieurs méthodes de descente efficaces

Méthode « Points Intérieurs » : Méthode de descente
par exemple, « affine-scaling » (PL) de type « Simplexe »

- CPLEX integre un solveur efficace de programmes
9o quadratiques convexes sous contraintes lineaires



A retenir...
I

» Optimalité locale vs globale
I » Conditions de Karush-Kuhn-Tucker
* Methodes de descente
» Gradient, Hessien
* Optimisation convexe
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