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Chapitrel
Définitions

1.1 Groupes

Un groupe est un ensemble G muni d’une opération %, c’est-a-dire d’une application G x G — G,
soit (x,y) — X =Yy, qui a de plus les propriétés:

— pour tous X, Y,z dans G, ona (XxY) xz = X (Y *2)
— il y aun élément neutre e qui vérifie pour x de G xe = ex = x
— pourtoutx de G, il yauninversey tel que xxy=yxx=e.

Pour des raisons d’économie et de Iégereté de I’écriture, on ne met parfois aucun signe pour
I’opération.

Un homomorphisme de groupes G — H est une application f : G — H telle que f(xxy) =
f(x) * f(y) pour tous x,y de G. La premiére étoile est I’opération de G, la seconde celle de H.

Un isomorphisme de groupes G — H est un homomorphisme qui est en plus bijectif. L’applica-
tion réciproque est alors, elle aussi, un isomorphisme de groupes.

Un sous-groupe d’un groupe G est une partie H d’un groupe G non-vide, stable par I’opération
de G et par passage a I’inverse. La restriction de I’opération de G a H en fait un groupe.

Soit x un élément du groupe G. S’il existe des entiers n > 0 tels que x" = e, on appelle ordre de
X le plus petit de ces entiers.

1.1.1 Exemples

\oici les tables des deux groupes non isomorphes a 4 éléments: la case a I’intersection de la ligne
i et de la colonne j contientix j
|01 2 3 |00 10 01 11
00|00 10 01 11
1010 00 11 01
01|01 11 00 10
1111 01 10 00

wWN - O
wnN - O
O WN -
P O WwWN
NP, OW
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FiG. 1.1 - Symétries du rectangle dans le plan

On reconnait dans le premier cas I’addition des entiers modulo 4 et dans le deuxiéme I’addition
dans (Z/27)2. Il est isomorphe au groupe des isométries dans le plan d’un rectangle non carré (voir
1.1). L’élément neutre 00 est associé a I’identité.

Les groupes ci-dessus ont des sous-groupes a 2 éléments, {0,2} pour le premier, {00,01} entre
autres pour le second.

Pour en savoir plus: [137]

1.2 Groupe opérant sur un ensemble

On dit qu’on a une opération d’un groupe G sur un ensemble X quand on a une application
G x X — X, soit (g,x) — g*x qui vérifie en plus:

— pour tous g,h dans G et x dans X, ona (g*h) xx = g* (h*X)
— I’élément neutre e vérifie pour tout x de X exx =X

Il revient au méme de dire qu’on a un homomorphisme du groupe G dans le groupe des bijections
de X sur lui-m&me, muni de la composition, cet homomorphisme é&tant h — (x — hxX).

Si x € X, I’orbite Gx de x par G (il faut bien s{r préciser I’opération en cas de doute) est I’en-
semble des g+ X, ou g parcourt G. Le stabilisateur de x est la partie de G formée des h tels que
hxx=x.

On constate que “Etre dans la méme orbite” est une relation d’équivalence, dont I’ensemble des
classes est noté X /G. Si G est fini, on a pour chaque x de X la relation |G| = |Gx||Stabgx|, et si X est
fini aussi, le nombre d’orbites |X /G| satisfait

G|IX/G| = (gX = X}.
IG[[X/G| ggcl{xgx X}

Cette relation est le théoréme de Burnside.

Ainsi, prendre une orbite est une fagon de remplacer un objet “groupe opérant sur un ensemble”
par un objet plus petit, avec le méme groupe. Une autre “simplification” peut se produire: s’il existe
une partition de X en parties X;, i € I, telles que gX; est un des Xj quel que soit g € G, on a une
opération de G sur | déduite naturellement de celle de G. Cela devient intéressant quand X n’a qu’une
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orbite, et que la partition n’est pas triviale (i.e. I a plus d’un élément, et ses éléments contiennent
plus d’un élément de X), et les parties s’appellent alors blocs d’imprimitivité. S’il n’y a pas de telle
partition non-triviale, I’opération est dite primitive.

1.2.1 Exemples

Le groupe Gx des permutations de X est formé des bijections de X, avec la composition. Il a son
opération naturelle sur X, & savoir (p,x) — p(x).
Théoreme de Lagrange
On considere un groupe fini G, I’ensemble X = G et I’opération d’un sous-groupe H de G sur X
définie par (h,x) = hx par restriction de I’opération de G. Alors on constate que les orbites ont
toutes le méme nombre d’éléments, qui est |H|, donc |H|-|G/H| = |G|.

En particulier, I’ordre de tout élément de G divise G.
Théoréme de Cauchy
Soit G un groupe fini dont I’ordre est multiple du nombre premier p. On considére I’ensemble X des
listes de p éléments de G indexées par Z /pZ telles que g1 g2 * ---gp = €. Le groupe Z /pZ opére
dessus par mx(91,92,---,09p) = Om+1,0m+2,---,9p,J1---Om. Les orbites ont 1 ou p éléments. Les
orbites a un élément sont de la forme a,a,...,aavecaP =e. llyena, care,e,...,e en est une et leur
nombre est multiple de p car I’ensemble X a |G|P~1 éléments et ce nombre est multiple de p. Donc
il y a des éléements d’ordre p dans G.
Petit théoreme de Fermat
On considére I’ensemble X des applications Z /pZ — {1,2,...,k}, qu’on interpréte comme p em-
placements et k couleurs. On fait agir Z /pZ par (g,x) — gx avec (gx)(m) = x(m — g). On regarde
les orbites. Leur nombre est (kP + (p—1)k)/p. Le terme kP vient de I’élément O et chacun des p—1
autres éléements du groupe donne k car il ne préserve que les applications constantes. Ce nombre est
entier, donc p divise kP + (p — 1)k, et donc aussi kP — k pour tout entier k.

1.2.2 Variantes

Certains auteurs préférent que I’opération se fasse “de I’autre coté”, c’est-a-dire que le résultat
de I’opération de gh sur x soit celui de h sur le résultat de g appliqué a x, ce qui permet, en notant
(9,x) — x9 I’opération d’avoir (x9)" = x(@",

1.3 Graphes

Un graphe est formé d’un ensemble de sommets et d’un ensemble de paires de sommets, appelées
les arétes. Un graphe a 5 sommets et 6 arétes est dessiné dans la figure 1.2.

Un graphe orienté est formé d’un ensemble de sommets et d’un ensemble de couples de sommets,
appelés les arcs.

Sauf avis contraire, on ne considérera que des graphes ayant un ensemble fini de sommets et du
coup un ensemble fini d’arétes.
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FiG. 1.2 - Un graphe a 5 sommets et 6 arétes

FiG. 1.3 - Un graphe a 5 sommets et 6 arétes

1.3.1 Distances

Un graphe est dit connexe si toute paire de sommets {x,y} est reliée par une suite d’arétes
{xixi+1},0 <'i < k avec xg = x et xx = y. La longueur de la plus courte suite d’arétes connectant
x ay s’appelle distance de x & y. Pour un graphe orienté, ce sera la plus courte suite d’arcs successifs
allant de x vers y qui sera prise en compte (cette distance n’est plus alors symétrique, en ce sens que
I’on n’a plus forcément d(x,y) = d(y,x) comme dans le cas non-orienté). Le diametre d’un graphe
est la plus grande des distances entre deux sommets de ce graphe. L excentricité d’un sommet est la
distance maximum de ce sommet aux autres sommets. Le rayon est la plus petite des excentricités.
Dans le cas orientg, il faut distinguer excentricités entrante et sortante et, du coup, rayons entrant et
sortant, mais le diamétre n’est pas sujet a ces différences.

Le diamétre du graphe de la figure 1.2 est 2.

Le graphe de la figure 1.3 a pour rayon sortant 2 (sommet a) et pour rayon entrant 3 (tous sommets
sauf a), et le diamétre vaut 4 (aller de b a a).
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FIG. 1.4 — Un graphe sommet-transitif & 7 sommets

1.3.2 Symeétries des graphes

Un graphe peut avoir des symeétries, pompeusement appelées automorphismes, ce sont les bijec-
tions de I’ensemble des sommets qui préservent I’ensemble des arétes. Le graphe de la figure 1.2 a
deux automorphismes, I’identité (pas bien surprenant) et la bijection qui échange 1 et 2 d’une part, 4
et 3 d’autre part et laisse 0 en place. Cette bijection échange les arétes {01} et {02} d’une part, {14}
et {23} d’autre part, et laisse en place {12} et {34}.

Ces automorphismes forment un groupe pour la composition. Par la il faut entendre que si a,b
sont des automorphismes, ab en est un aussi (ab est défini par (ab)(u) = a(b(u)) pour tout sommet
u), que I’identité | (définie par 1(u) = u pour tout sommet u) est dans le groupe et vérifie al = la =
a pour tout automorphisme, que (ab)c = a(bc) et enfin que si a est un automorphisme, il y a un
automorphisme a1 appelé I’inverse de atel queaa *=a la=1.

Il va de soi que si un automorphisme d’un graphe G envoie le sommet u sur le sommet v, alors
il y a exactement autant d’arétes incidentes a u qu’a v. Autrement dit, une condition nécessaire pour
qu’il existe un automorphisme a de G tel que a(u) = v est que u et v aient le méme degré. Mais cette
condition n’est pas suffisante. Voir les sommets 0 et 3 dans la figure 1.2.

On dit qu’un graphe est sommet-transitif si pour tout couple de sommets il y a au moins un
automorphisme qui envoie le premier sur le second. Ce n’est bien sir pas le cas pour le graphe de la
figure 1.2. Mais ce I’est pour le graphe de la figure 1.4.

On dit que le graphe est aréte-transitif si pour tout couple d’arétes il y a au moins un automor-
phisme qui envoie la premiére sur la seconde. Ce n’est le cas ni pour le graphe de la figure 1.2 ni
celui de la figure 1.4. Ce I’est pour le graphe de la figure 1.5 qui n’est pourtant pas sommet-transitif.

Il va de soi que si le graphe est sommet-transitif, son diamétre se calcule en regardant la plus
grande distance a partir d’un sommet donné.

1.3.3 Variantes

On peut aussi admettre des arétes allant d’un sommet & lui-méme, plusieurs arétes joignant les
deux mémes sommets, plusieurs arétes allant d’un méme sommet de départ & un méme sommet
d’arrivée, etc. On parlera alors plutdt de multigraphes, de multidigraphes.
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FIG. 1.5 - Un graphe aréte-transitif a 5 sommets

vy

a b C

FiIG. 1.6 — 3 graphes sommet-transitifs & 10 sommets

1.4 Graphes de Cayley

Un graphe de Cayley est un graphe obtenu a partir d’un groupe G, d’une partie S de G telle que
e¢Setac S« ateS. Sessommets sont les éléments de G, ses arétes sont les paires {a,as} avec
a€e GetseS. Le graphe obtenu a partir de G et S sera noté Cay(G,S).

Le graphe de la figure 1.4 est le graphe de Cayley attaché au groupe Z /7Zet a la partie {1,2,5,6}
de ce groupe.

Un graphe de Cayley est toujours sommet-transitif, car on remarque que I’application x — hx
(translation par h) envoie I’aréte {x,xs} sur I’aréte {hx, (hx)s} car h(xs) = (hx)s.

Mais un graphe sommet-transitif n’est pas toujours un graphe de Cayley.

Le fameux graphe de Petersen (figure 1.6a) n’est en effet isomorphe a aucun des deux graphes
de degré 3 que I’on obtient avec les groupes d’ordre 10 (figures 1.6b et 1.6¢).

Cependant, si un graphe (V,E) est sommet-transitif, il existe un groupe G, un sous-groupe H,
une partie S de G (qu’on peut exiger disjointe de H) et une application surjective f : G —V telle que

— f(u) = f(v) si et seulementsi u € vH

— f(v) et f(u) sont adjacents si et seulement si u € vHS, c’est-a-dire s’il existe h € H et s € S tel
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FiG. 1.7 — Un graphe de Cayley aréte-transitif a 13 sommets

que u=vhs

En effet, on peut prendre pour G le groupe des automorphismes de (V,E), pour H le stabilisateur

d’un sommet a, et pour S I’ensemble des s € G tels que HaHs = Hb pour au moins un sommet b

voisin de a. Alors I’application G/H — V définie par gH — ga est un isomorphisme de graphes.
Cette caractérisation est dde a G. Sabidussi [144].

1.4.1 Exemples

G est le groupe additif de Z /13Z,S = {1,5,—1, -5}, A est le sous- groupe du groupe multiplicatif
de Z/13Z engendré par 5 (A est donc formé des multiplications par 1,5,—1, —5 dans Z /13Z).

On a ainsi un graphe de Cayley aréte-transitif (figure 1.7).

Le graphe Cg est le 6-cycle, c’est-a-dire le graphe de Cayley du groupe Z /6Z avec la partie
{1,5}. Son groupe d’automorphismes a 12 éléments, correspondant aux bijections a +— ua+ b, avec
ue{1,5}ethbeZ/6Z.1lyaune seule orbite, et deux partitions non triviales en blocs d’imprimitivité,
asavoir {{0,2,4},{1,3,5}} et {{0,3},{1,4},{2,5}}.

Le groupe &4 des permutations de I’ensemble {1,2,3,4} avec la partie {(12),(234),(243)}
donne le graphe de la figure 1.8. Ce graphe fait partie de la famille des cube-connected cycles.

1.4.2 Propriétés

La connexité du graphe de Cayley Cay(G, S) équivaut au fait que S engendre G, en d’autre termes,
que tout élément de G est produit d’éléments de S.

Si un sous-groupe A d’automorphismes de G vérifie AS = S, alors A induit un automorphisme de
graphes de Cay(G,S). Si de plus I’opération de A sur S est transitive (c’est-a-dire, ne produit qu’une
orbite), alors Cay(G, S) est aréte-transitif.

Il peut arriver que le graphe de Cayley ait plus de symétries que ne le laissait prévoir les automor-
phismes du groupe. Par exemple, le graphe de la figure 1.9 est défini a partir de trois symétries-points
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132 23
/| |\
13*24- 134{ /24— 34

1234—1243——143—142

12 14%23

N

/243— 234—1342— 13\
1423-1432 123-12*34

| 1324

14 124
Fi1G. 1.8 — Un graphe de Cayley sur G4

autour de trois points non alignés de (Z/3Z)2 Il y a 216 automorphismes, et pas seulement les
108 = 18- 6 prévisibles au vu des 6 bijections affines conservant I’ensemble des 3 points.

1.4.3 Variantes

On peut autoriser e a faire partie de S (ce qui met une boucle en chaque sommet) ou renoncer a
a€S«ales, cequi permet d’avoir des graphes orientés, etc.
Si G admet un sous-groupe H, on peut construire deux choses:

— On forme le graphe dont les sommets sont les classes Hg, et les arétes (ou les arcs) sont
les paires (ou les couples) [Hg, Hgs]. On trouve ainsi un graphe régulier de degré |S|, mais pas
forcément sommet-transitif, qui peut contenir des boucles (si HNS # 0) ou des arétes multiples
(si H x S — HS n’est pas injectif).

Plus généralement, on peut représenter I’opération d’un groupe G sur un ensemble A, avec les
arcs [a,s.a] ou les arétes {a,s.a}, ol a € Aets €S, avec S une partie de G (G opérant a droite
sur A).

— On forme le graphe dont les sommets sont les classes gH, et les arétes (ou les arcs) sont les
paires (ou les couples) [gH,gHsH]. On trouve ainsi un graphe régulier de degré |[HSH|/|H]|,
sommet-transitif, qui peut contenir des boucles (si HN'S # 0) ou des arétes multiples (si H x
S — HS n’est pas injectif). Ce graphe est connexe si HUS engendre G.

Enfin, on peut “décorer” le graphe de Cayley, par exemple en marquant les arétes provenant du
méme élément du groupe.
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FIG. 1.9 — Un graphe de Cayley trés symétrique

11
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o 0o A~ W N B O

o g~ W N B O

FiG. 1.10 - Un graphe de Cayley sur le groupe Z /7Z x 7/ 3Z et ses projetés

1.4.4 Exemples

Prenons le produit semi-direct G = Z /7Z x 7 /37, avec |’opération (a,b) (a’,b') = a+ 2", b+ 1’,
puis S = {(0,1),(1,1)} et H le sous-groupe engendré par (0,1).

Le graphe orienté et ses projections (classes gH en haut et Hg en bas) sont visibles dans la figure
1.10. Les classes sont les rangées a peu prés horizontales dans la partie de gauche, I’orientation
dans la partie de gauche va de la colonne de droite a la colonne centrale, de la colonne centrale a
celle de droite, de la colonne de droite a celle de gauche. Les numéros indiquent la correspondance
classe-sommet dans les deux cas.

Il y a des constructions voisines, certaines sont présentées par G. Gauyacq [76]. Essentiellemnt,
on affaiblit la structure de groupe. On a encore une opération G x G — G. et une partie S de G. On
forme le graphe avec pour sommets les éléments de G et pour arcs les (g,gs) avecge Gets € S.
La régularité des degrés sortants est acquise si |gS| ne dépend pas de g, celle des degrés entrants si
X > Xxs est bijective de G sur G, pour chaque s € S et la sommet-transitivité si x(yS) = (xy)S pour
tous x,y de G ety — xy bijective de G sur G pour toutx € G.
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Chapitre 2

Constructions

2.1 Graphes

On a des opérations pour fabriquer des graphes a partir de graphes existants.

Soient G; et Gy deux graphes dont les ensembles des sommets et arétes sont V1 et Vy, E; et E.
On peut former sur I’ensemble produit V1 x V2 des ensembles d’arétes, et donc des graphes, avec les
régles: {(us,u2),(v1,v2)} €V ssi

(U1 =ViA U2 ~V2) V(U ~ Vi AU =V2) somme cartésienne

Ug ~ Vi AUz ~ Vo produit cartésien

(Ul =V1AUpx ~ Vz) V (Ul ~ViAUpx = Vz) \ (Ul ~ViA  produit fort
U2 ~V2)

(U1 ~ V1A U2 =V2)V (U2 ~ V2) composition
Le line-graphe de G a pour sommets les arétes de G et pour arétes les paires d’arétes qui ont un
sommet en commun. Dans le cas orienté. on met un arc de (u,Vv1) vers (uz,vz) Si Uy = Vva.
Bien slr, on peut en inventer bien d’autres.

2.2 Groupes

On a des opérations qui a partir de groupes permettent d’en fabriquer d’autres, et des construc-
tions ex nihilo. Certaines peuvent étre mises a profit pour construire des graphes de Cayley.

On a par exemple le groupe Z des entiers relatifs pour I’addition.

Comme il est commutatif (on dit aussi abélien), c’est-a-dire que a+ b = b+ a pour tous entiers
a, b, ses sous-groupes sont normaux.

On dit qu’un sous groupe H d’un groupe G est normal si pour tout g € G on a gH = Hg. Il
s’ensuit que I’ensemble quotient G/H des classes gH,g € G est naturellement muni d’une structure
de groupe qui fait de la surjection naturelle g — gH un morphisme de groupes.

On a donc les quotients Z /nZ, qui sont des groupes abéliens, finis & n &léments pour n # 0; on
les appelle groupes cycliques. Le graphe de Cayley de Z /nZ et {1,—1} est le cycle a n sommets.
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FIG. 2.1 - Le line-graphe du graphe de Petersen

On peut faire le produit direct de deux groupes G; et G, ¢’est le groupe dont I’ensemble G1 x G2
est le produit des ensembles G et Gy, et I’opération est donnée par (a1,az) * (b1,b2) = (a1 xbg,a2*
b) pour tous a;,bs de G; et az, b, de Ga.

Si S; et Sy sont des parties de G; et G2 respectivement, on obtient avec les parties de G1 x G2

e1 X S, US; x e, la somme cartésienne

S1 x Sy le produit cartésien

e1 X SpUS1 x e2US1 x Sy le produit fort

S1 % Sz la composition

des graphes de Cayley attachés a G1,S; et G, Sy.

Une construction plus générale, le produit semi-direct . On a un groupe G et une opération x de
H sur G par automorphismes (ce qui veut dire que pour chaque h € H I’application g — h*g est
un automorphisme de G. Alors on définit le groupe G x H dont I’ensemble est G x H et I’opération
est définie par (g1,h1) * (92,h2) = (91 xh1xg2,h1 xh2). Alors la projection naturelle sur H est un
morphisme de groupes, de noyau G x 1,qui est un sous-groupe normal de G x H et qui est isomorphe
aG.

Parmi les produits semi-directs, notons celui ou H est le groupe des automorphismes de G, avec
son opération naturelle. Notons aussi le produit en couronne G H, produit semi-direct de GH et
H, avec I’opération de H sur GM donnée par (h«g)(i) = g(hi) pour toute application g: H — G
(autrement dit g € G").

2.2.1 Exemples

Le théoréme des restes chinois  Si m et n sont premiers entre eux, le morphisme naturel de groupes
et méme d’anneaux Z /mnZ — Z /m x Z/nZ est un isomorphisme.
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0,2) (0,4)
ong i ong

\(2,2) l \(6,4)
(4,2) 6.1 \(5,4)

FIG. 2.2 — Voisinages de I’origine

Le produit semi-direct de Z /3Z et de Z /27 attaché 3 0% x = x et 1 %x = —X est isomorphe & &3,

le groupe des permutations d’un ensemble & 3 éléments assimilés aux 3 éléments du groupe Z/3Z
par (X,y) = (z = X+y*2).
Les groupes a 10 éléments et leurs graphes de Cayley de degré 3 De tels groupes ont 4 + 5t
éléments d’ordre 5 et un nombre impair d’éléments 1 + 2s d’ordre 2. Donc 1+ 4 + 5t + 1+ 2s = 10.
Donct = 0. Si un élément a d’ordre 5 commute avec un élémentb d’ordre 2, il y a un élément d’ordre
10, ab, et alors le groupe est cyclique. Sinon, on doit avoir bab = a~, et on a le groupe dihédral, qui
est produit semi-direct de Z /5Z et de Z /2Z; il y a alors 5 éléments d’ordre 2.

Pour former un graphe de degré 3, avec le groupe cyclique, on doit prendre I’élément d’ordre 2,
et soit un élément d’ordre 5 et son inverse, (ce qui donne le 1.6.b), soit un élément d’ordre 10 et son
inverse, (ce qui donne le 1.6.c). Pour le groupe dihédral, on doit prendre soit un élément d’ordre 2, et
un élément d’ordre 5 et son inverse, (ce qui donne le le graphe 1.6.b), soit 3 éléments d’ordre 2 (ce
qui donne le graphe 1.6.¢).

Le graphe orienté de Cayley Cay(G,S) n’est en général pas isomorphe a Cay(G,S™1), comme
le montre I’exemple suivant G est le produit semi-direct du groupe additif Z /7Z et du sous-groupe
a 3 éléments {1,2,4} du groupe multiplicatif de I’anneau Z /7Z, avec I’opération naturelle (x,m) x
(y,n) = (x+my,mn), et la partie S = {(1,1),(0,2),(2,2), (4,2)} Le graphe induit sur voisinage sor-
tant du neutre, pour Cay(G, S) et pour Cay(G,S™1) est dessiné sur la figure 2.2.



CHAPITRE 3. ASPECTS CATEGORIQUES 16

Chapitre 3

Aspects catégoriques

3.1 Généralités

Une catégorie est une classe (on n’entre pas dans les subtilités classe vs. ensemble) d’objets et de
morphismes. Chaque morphisme va d’un objet (sa source) a un objet (son but). Les morphismes de
source X et de butY donnés dans une catégorie forment un ensemble Homgc(X,Y ). On peut omettre
le C si cela ne crée pas d’ambiguité. On peut composer deux morphismes dés lors que le but du
premier est la source du second, et alors le composé est un morphisme qui va de la source du premier
au but du deuxieme. En outre chaque objet X a un morphisme identité 1x qui I’a pour source et but.
Les égalités suivantes sont exigées (ab)c = a(bc) dés qu’on peut composer les morphismes a, b, c et
alx = a, 1xb = b dés que I’on peut composer I’identité 1x d’un objet avec les morphismes a et b.

Un isomorphisme entre deux objets X et Y est un morphisme j: X — Y tel qu’il existe un mor-
phismek:Y — X avec kj = 1x et jk = 1y, ou 1x et 1y sont les identités de X et Y.

Un foncteur F est une application d’une catégorie C vers une catégorie D, telle que pour tous
objets c1, ¢z de C, et tout morphisme a de ¢ vers ¢, le résultat F(a) est un morphisme de F(c1)
vers F(c2); on exige de plus que I’identité i1 de I’objet ¢ a pour image F (i) I’identité de F(c), et que
F(ab) = F(a)F(b) pour tous morphismes composables a,b de C.

Un foncteur F : C — D a un foncteur adjoint a droite G : D — C si on a un morphisme naturel
jx : X = GF(X) telle que I’application Homp (F (X),Y) — Homc(X,G(Y)) définie par f — G(f) jx
est une bijection pour tous X et Y. On alors aussi un morphisme naturel iy : FG(Y) — Y telle que
Homc(X,G(Y)) = Homp(F (X),Y) définie par g — iyF () soit la bijection inverse de la précédente.
De sorte que F est adjoint a gauche de G.

Pour plus de détails voir [25].

3.1.1 Exemples

Une catégorie bien usuelle est Ens, celle dont les objets sont les ensembles, et les morphismes
sont les applications.

Une autre est Grp, celle des groupes, avec comme morphismes les homomorphismes de groupe.
On a alors un foncteur d’oubli U: au groupe G on associe U(G), I’ensemble sous-jacent a G et
au morphisme a : G — H on associe I’application U(a) : U(G) — U(H) qui n’est autre que a, en
oubliant ses propriétés supplémentaires.
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Une troisiéme est celle des monoides, Mon. Les monoides sont comme les groupes, sauf qu’on
n’exige pas que chaque élément admette un inverse. Par exemple, les éléments d’un anneau, avec la
multiplication de cet anneau, forment un monoide. Voici la table de la multiplication pour I’anneau
Z]4Z

N~ O
O O O|o
WN - Ol
O N OIN
N WOl w

3|0 2 1

On voit que 1 est neutre, que 3 est son propre inverse, mais que ni 2 ni 0 n’ont d’inverse.

On peut observer un premier foncteur d’oubli Grp — Mon, et un deuxiéme Mon — Ens dont la
composition donne U.

On a un foncteur en sens inverse, des ensembles vers les monoides qui a un ensemble E associe
le monoide libre sur E, c’est I’ensemble des suites finies d’éléments de E, avec la concaténation
([az-..ak],[b1...be]) — [a1...akb1...bs], dont la suite vide [] est le neutre. On notera que ce foncteur
est I’adjoint a gauche du foncteur d’oubli de Mon dans Ens.

On a aussi un foncteur de Ens vers Grp, qui a un ensemble E associe le groupe libre sur E, et
qui est I’adjoint a gauche du foncteur d’oubli U de Grp dans Ens.

On s’accroche pour la description de cette chose! C’est un groupe. On considére I’ensemble
des chaines d’éléments de la forme [a1,ap,...ax], avec chaque a; qui est soit un élément de E soit
I’inverse (formel) d’un élément de E, avec I’opération de concaténation des chaines, quotienté par
la relation d’équivalence engendrée par [aa~1] = [] = [a~ta]. Ce qui veut dire que dans une chaine
on peut sans changer la classe d’équivalence insérer ou supprimer deux éléments successifs inverses
I’un de I’autre, et que deux chaines seront considérées comme équivalentes si on peut passer de I’une
a I’autre par une succession de telles modifications.

Si on a une application f : E — F, le foncteur Ens — Mon introduit plus haut donne un mor-
phisme de monoides [ay,...,ak] — [f(a1),..., f(ak)]. De méme pour la formation de groupes libres.

En particulier, si E = 0, (I’ensemble vide), le monoide libre sur E et le groupe libre sur E sont
réduits a un élément, ce qui ne laisse guére de choix pour I’opération, Pour |E| = 1, le monoide libre
est isomorphe a N avec son addition et le groupe libre a Z avec son addition.

3.2 Catégories de graphes

On doit décider des objets: les graphes, bien sdr, et des morphismes. Le plus naturel est de décider
gu’un morphisme de graphes G — H est une application de I’ensemble des sommets de G sur ceux
de H qui envoie toute aréte de G sur une aréte de H. Cette option 1 est la plus appropriéee dans les
problémes de colorations de graphes: voir par exemple [111].

Une autre décision (option 2) raisonnable est que chaque aréte est envoyée sur un aréte ou un
sommet. Ce qui revient a admettre tacitement que chaque sommet a une boucle. Dans cette seconde
option, il y a beaucoup plus de morphismes entre deux graphes donnés. Par exemple, les projections
de la somme cartésienne vers ses composantes sont alors des morphismes de graphes, ce qui n’est
pas le cas — sauf exceptions triviales — pour la premiére option.

Le line graphe est un foncteur de la catégorie des graphes (options 1 ou 2) vers la catégorie des
graphes (option 2).
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Pour les graphes orientés, on prendra pour objets les garphes orientés, pour morphismes de G
vers H les applications qui envoient arc sur arc (option 1). La aussi, il y a I’option de replier les arcs.

3.3 Produits, noyaux, objet final

Dans une catégorie, on appelle produit de deux objets X, Y, un objet P muni de deux morphismes
px :P— Xetpy:P—Y tel que chaque fois qu’on a un objet T avec deux morphismesqx : T — X
et T — Y on a un unique morphisme qz : T — Z avec gx = pxdz et gy = pyqz. Cela n’existe pas
toujours! Mais si cela existe, c’est unique a isomorphisme preés.

Pour les ensembles, le produit convient. Pour les groupes, le produit direct convient. Pour les
graphes (option 1), le produit cartésien convient; pour les graphes (option 2) le produit fort convient.

On peut aussi former (éventuellement) le produit d’une famille d’objets: X;,i € I; c’est I’objet P
s’il existe muni d’une famille p; : P — X; de morphismes tel que pout tout objet Q muni d’une famille
gi : Q — X il existe un unique morphisme q: Q — P tel que g; = piq pour tout i € I. Cela n’existe
pas toujours! Mais si cela existe, c’est unique a isomorphisme pres.

Le noyau d’une paire de morphismes kq,ks : X — Y est I’objet K muni d’un morphismei: K — X
tel que kii = koi tel que pout tout objet L muni d’un morphisme j: L — X il existe un unique
morphisme n: L — K tel que j = in. On peut bien sir définir de méme le noyau d’une famille de
morphismes kj : X — Y. Cela n’existe pas toujours! Mais si cela existe, ¢’est unique a isomorphisme
pres.

L’objet final T d’une catégorie C est tel que Hom(X,T) a exactement un élément pour tout objet
X deC.

Refrain: Cela n’existe pas toujours. . .

3.3.1 Exemples

La catégorie des ensembles a un élément final: n’importe quel ensemble a un élément convient.
Celle des groupes aussi: le groupe a un élément. Celle des graphes (option 2) aussi: le graphe a un
sommet. En revanche celle des graphes (option 1) n’en a pas.

3.4 Sommes, conoyaux, objet initial

On définit de méme la somme de X et Y: c’est —s’il en existe— un objet S muni de deux
morphismes ix : X — S, iy : Y — S tel que tout objet Z muni de deux morphismes fx : X — Z,
fy :Y — Z donne lieu & un unique morphisme m: S — Z tel que fx = mix et fy = miy.

L’objet initial I, s’il en existe, est caractérisé par [Hom(1,X)| = 1 pour tout objet X.

Le conoyau de deux morphismes kq,kz : X — Y est I’objet K s’il existe muni d’un morphisme
p:Y — K tel que pks = pka et que tout morphisme j:Y — L tel que jki = jko se factorise de fagon
uniqueen j=1p

3.4.1 Exemples

La catégorie des ensembles a pour élément initial I’ensemble vide, celle des groupes le groupe a
1 élément, celle des graphes le graphe sans sommet (et sans aréte).
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3.5 Objet nul

Si la catégorie C a un objet N initial et final, cet objet est dit nul. Dans ce cas chaque paire
d’objets X,Y admet un morphisme 0 : X — Y appelé le morphisme nul qui est le composé de I’unique
morphisme X — N (vu que N est final) et de I’unique morphisme N — Y (vu que N est initial.

Dans ce cas il y a un morphisme naturel de la somme de deux éléments X,Y vers leur produit;
on choisit les morphismes Ix : X — X et 0: X — Y, ce qui donne un morphisme ax : X — X xcY et
de méme les deux morphismes ly : Y — Y et0:Y — X donnentun morphismesay : Y — X xcY, et
cette paire ax,ay donne un morphisme: X +cY — X xcY.

3.5.1 Exemple

La catégorie Ens n’a pas d’objet nul: il n’y a pas de morphisme du tout de son objet final (a 1
élément) vers son objet initial (vide) et a fortiori pas d’isomorphisme.

Le groupe a 1 élément est nul dans la catégorie Grp et aussi dans la catégorie GrAb. Dans cette
derniére, le morphisme somme a produit est un isomorphisme.
Présentation de groupe Il s’agit de construire un groupe. On se donne un ensemble générateur G,
et un ensemble de relations R, c’est-a-dire d’éléments du groupe libre (G) sur G. On forme le sous-
groupe normal H de (G) minimal parmi ceux qui contiennent R, et le groupe-quotientK = (G)/H.

Alors K peut étre vu comme I’objet initial dans la catégorie dont les objets sont les groupes L
munis d’un morphisme d’ensembles G — U (L) dans lesquels les images des éléments de R sont le
neutre.

3.6 Groupes et groupes abéliens

On a une catégorie GrAb des groupes abéliens (on dit aussi commutatifs). Ses objets sont les
groupes abéliens (ce qui veut dire ab = ba pour tous éléments a, b du groupe) et les morphismes tout
simplement les morphismes de groupes. Il y a donc un foncteur d’oubli trés simple de GrAb dans
Grp.

Mais les deux catégories sont bien différentes. La somme dans GrAb de deux groupes X,Y dans
GrAb est isomorphe au produit direct, avec X — P défini par x — (x,ey) etY — P pary+ (ex,y). La
somme dans Grp de X etY est I’ensemble dont les &léments sont les chaines [X1y1X2Y2. . . XkYk], avec
I’opération de concaténation, quotienté par la relation d’équivalence engendrée par [xjeyX;j] = [XiXj]
et [yiexy;] = [yiyjl.

Ainsi la somme de deux exemplaires de Z /2Z dans GrAb est un groupe a 4 éléments, alors que
la somme de deux exemplaires de Z /27 dans Grp est isomorphe au produit semi-direct Z x {—1,1}
défini par (a,s)(b,t) = (a+st,st). L’isomorphisme est donné (par exemple) par x — (0, (—1)) si x
est dans le premier exemplaire, et 0 — (0,1) et 1 +— (1,—1) pour les &léments du second exemplaire.
Adjoint a gauche Ce foncteur d’oubli ¢ de GrAb dans Grp a un adjoint a gauche qui est défini a
I’aide du morphisme (dans Grp) G — ¢(G/G') ot G’ est le sous groupe (normal) de G engendré par
les ghg~th~2, o1 g et h parcourent G, ou si on préfére, a I’aide du morphisme ¢(G)/(c(G))' — G qui
est en fait un isomorphisme pour tout groupe G de GrAb, car le groupe ¢(G) est isomorphe a G et
tous les ghg=*h~1, avec g et h parcourent ¢c(G), sont égaux au neutre.

Pas d’adjoint a droite En revanche, ¢ n’a pas d’adjoint a droite w. En effet, on devrait avoir des
ensembles de morphismes égaux (& isomorphisme naturel prés)
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Homgrp(cX +GrpCY,Z) = Homgp(CX,Z) x Homgrp(CY,Z) = Homgrap (X, WZ) x Homgap(Y,WZ) =
Homgrab (X +crab Y,WZ) = Homgp(C(X +crabY),Z)

On devrait donc avoir cX +grp CY et ¢(X +grabY) isomorphes; ce n’est pas vrai en général (on
I'avupour X =Y =Z/2Z).

Et voila. C’était une preuve typique de la théorie des catégories!

3.7 Ensembles avec structure

On a déja vu des exemples (groupes, graphes, etc.) en voici d’autres qui vont revenir par la suite.

3.7.1 Ensembles pointés

Les objets sont les ensembles non vides avec un élément spécial. Soit (E,e) et (D,d) de tels
objets. Un morphisme f dans cette catégorie de (D,d) vers (E,e) est une application de D dans E
qui de plus envoie d sur e.

Cette catégorie a un objet nul: un ensemble a un seul &lément, qui est son élément spécial
convient. Elle a des produits: E x D avec le point (e,d) est le produit de (E,e) et (D,d), des noyaux:
si f,g:(D,d) — (E,e) sont des morphismes, le sous-ensemble de D formé des x tels que f (x) = g(x),
avec I’élément d est noyau de la paire f,g, des sommes: I’union disjointe de E et F quotientée par
e = d avec I’élément spécial formé de e et d, des conoyaux: si f,g: (D,d) — (E,e) sont des mor-
phismes, on quotiente E par la relation d’équivalence engendrée par les f(x) = g(x),x € D.

3.7.2 Ensembles munis d’une partition

Les objets sont les ensembles mnui d’une partition. Les morphismes de (E,P) vers (F,Q) sont
les applications E — F telles que des éléments de la méme classe dans E aient pour images des
éléments de la méme classe dans F.

Iy a un objet initial (0,0) et un objet final, I’ensemble & 1 élément avec sa seule partition. Le
produit de (E,P) et (F,Q) est E x F muni des parties A x B, avec A, B parcourant P,Q. Le noyau de
f,g9: (E,P) — (F,Q) est le sous-ensemble H de E formé des x € E tels que f(x) = g(x), avec les
parties de la forme HNA, A € P qui ne sont pas vides.

Iy a des sommes: (prendre I’union disjointe de E et F, avec les parties copiées de celles qu’on a
dans P et Q), et des conoyaux: pour fornmer un conoyau de f,g: (E,P) — (F,Q) prendre le conoyau
j:F — K d’ensembles et la partition R de K la plus fine telle que les j(A),A € Q sont contenus dans
des parties appartenant a R.

Par exemple, si E = {a} avec la partition {{a}}, si F = {c,d,e} avec la partition {{c,d},{e}},
si f(a) =c et g(a) = e alors dans le conoyau (K,R) I’ensemble K a deux éléments, j(c) = j(e) et
j(d), comme c et d sont dans la méme classe, il faut mettre j(c) et j(d) dans la méme classe, donc
R ={K}.

On notera que le foncteur d’oubli de la catégorie des ensembles avec partition dans Ens (on
oublie la partition) a un adjoint a droite et un adjoint a gauche. Pour I’adjoint & droite, on munit
chaque ensemble Y de sa partition (grossiére) en au plus une partie. Pour I’adjoint a gauche on munit
chaque ensemble de sa partition en parties a un élément.
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5

O—e—e SOMME produit

FIG. 3.1 — Somme et produit de deux chemins pointés

3.8 Produit tensoriel

Il peut arriver que I’ensemble Homc(X,Y) soit naturellement lui aussi un objet de la catégorie
C, ce qui veut dire que si f : Y — Z est un morphisme, alors Homg(X,Y) — Homc(X,Z) défini par
g+~ fgestun morphisme de C, que Hom¢(Z,T) — Home(Y,T) défini par g — gf est un morphisme
de C, etc. Dans ce cas on peut envisager I’existence d’un objet de C, noté X ® Y tel que Hom¢(X ®
Y,Z) ~ Hom¢(X,Homc(Y,Z2)).

Plus généralement, si les morphismes de C ont une structure dans D, on peut tenter de représen-
ter Homp(X,Homc(Y,e) par un objet dans C, c’est-a-dire de former un objet X ® Y de C tel que
Homp (X,Homc(Y,Z) ~ Homc((X ®Y),Z).

Dans la catégorie Ens, c’est le produit cartésien. Pour la catégorie des groupes abéliens, en don-
nanta Homgyap la structure de groupe abélien par (f +g)(x) = f(x) +g(x), c’est le produit tensoriel
habituel.

Un autre exemple fort utilisé en algébre: soit R un anneau, Modg la catégorie des modules a
gauche sur R et Modq celle des modules a droite sur R. On a une structure naturelle de R-module a
droite sur Hom(M, G) (les applications préservant I’addition — économisons I’écriture d’un foncteur
d’oubli) si M est un module & gauche et G un groupe commutatif, en définissant fA par (fA)(m) =
f(Am) pour tout m € M. On a alors un groupe abélien N ® M tel que Homgrap((N ® M),G) ~
Homp ody (N,HomModg(M,G)) de facon naturelle.

Si C a un objet initial 1, on a [Homc(1,Y)| = 1 pour tout Y, donc si on a un foncteur d’oubli
de C dans Ens qui est fidéle, c’est-a-dire transforme des morphismes distincts de C en morphismes
distincts d’ensembles, on a aussi |Homc (X,Homc(1,Y)) = 1|, ce qui se traduit par: X ® | existe, et
est isomorphe a I.

Pour la catégorie des graphes, on met une aréte entre deux morphismes de graphes f,g: G — H si
pour tout sommet x de G les sommets f(x) et g(x) sont adjacents dans H (ce qui autorise f(x) = g(x)
pour I’option 2).

Examinons par exemple, le n-cycle C, pour n > 3 et I’aréte K».

Dans I’option 1, on a deux morphismes C,, — K liés par une aréte si n est pair et aucun si n est
impair. Pour I’option 2, on a un graphe complet a 2" sommets dans les deux cas.

Dans I’option 1, il n’y a aucun morphisme C3 — Cg4, dans I’option 2 il y en a 28, qui sont les 4
constants et les 24 qui envoient un sommet du triangle (3 choix) sur un sommet du carré (4 choix) et
les deux autres sur un sommet voisin (2 choix). Le graphe de ces morphismes n’est pas complet.

Dans les graphes pointés, avec I’option 2, le morphisme somme a produit est facile a voir (figure
3.1):

Dans la catégorie des graphes orientés, on a aussi la possibilité de structurer en graphe orienté
Hom(G,H), en mettant un arc de f vers g si on a pour tout x € G un arc de f(x) vers g(x) dans H.
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a—>—c¢ ac—=>—cd ac—>—cd

GY ><Hom

LG
d ab—>—bd ab——bd

FiG. 3.2 - Un graphe orienté G avec Hom(U1,G) non isomorphe au line-graphe

On note que le line-graphe dans les graphes orientés est un foncteur, presque isomorphe naturel-
lement 8 Hom(U4, ¢) (abréviation de H — Hom(U;,H)) pour I’option 1, ot U; est le graphe orienté
a 2 sommets et un arc qui les joint. En effet, le graphe orienté G de la figure 3.2 montre que ces
foncteurs ne sont pas isomorphes. Cependant on peut considérer la catégorie des graphes orientés
qui n’ont pas ce graphe G comme sous-graphe induit, avec I’option 1 pour le choix des morphismes.

Dans cette catégorie, comme dans les graphes orientés en général (option 1), on a donc pour U,
est le chemin orienté a n + 1 sommets.

U sim>n
Hom(Up,U :{ m-n SIM2
(Un,Um) = { g sinon
On constate alors que le line-graphe itéré n fois n’est autre (a isomorphisme naturel prés) que
Hom(Up, e), ou Uy, est le chemin orienté a n+ 1 sommets et on a donc Up ® Uy =~ Unm dans la
catégorie des graphes orientés dépourvus du graphe induit particulier G (option 1).
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Chapitre 4

Categories et graphes de Cayley

4.1 Groupes avec générateur,graphes orientés connexes pointés

On peut construire une catégorie GrGe dont les objets sont les groupes munis d’un générateur,
les morphismes entre (G, S) et (H,T) étant les morphismes de groupes f : G — H tels que de plus
f(S) C T. Cette catégorie a un élément initial (le groupe a 1 élément avec le générateur vide), un
élémentfinal (le groupe a 1 é&lément avec le générateur formé de cet é&lément), des sommes (la somme
de (G,S) et (H,T) est la somme dans Grp de G et S avec le générateur union des images de Set T
dans ce groupe-somme).

On peut construire une catégorie GrOP dont les objets sont les (G,g) avec G graphe orienté
et g sommet spécial de G. Les morphismes sont les morphismes de graphes orientés (option 2):
application f des sommets vers les sommets de sorte que f(u) = f(v) ou bien f(u) f(v) arc si uv arc,
I’image du sommet spécial est le sommet spécial.

On a un foncteur Cay, qui attribue & un groupe muni d’un générateur (G, S) le graphe Cay(G,S)
avec le sommet spécial qui correspond au neutre de G.

Il'y aun adjoint a droite (disons Yac) de Cay, qui s’obtient en associant au graphe orienté connexe
avec un sommet spécial (I,y), le groupe libre sur I’ensemble des arcs de I, quotienté par les cycles
deT.

Si on a un graphe pointé connexe (I, y) et un groupe G avec une partie génératrice S, pour chaque
morphisme de graphes pointés I,y vers Cay(G,S), il y a un morphisme de groupes Yac(I",y) vers
(G,S) qui envoie I’élément u correspondant & un arc u de I vers I’élément de G qui fournit I’arc
image de u dans Cay(G, S). Et ceci réalise une bijection.

41.1 Variantes

Une construction similaire peut se faire avec les groupes abéliens au lieu des groupes en général.
On peut aussi utiliser les graphes non-orientés et les groupes munis d’un générateur formé d’élé-
ments involutifs du groupe.
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FIG. 4.1 — Deux triangles coloriés

4.1.2 Exemple

I" est formé des deux arcs a de but y et b de source y. Alors Y = Yac(I") est le groupe libre sur 2
éléments, muni de son générateur {a,b}. Le graphe de Cayley de (Y, {a,b}) est un arbre ol chaque
sommet a deux arcs sortants provenant de a et b et deux arcs entrants provenant de a et b. Tout
morphisme f (dans GrOP) de (I, y) vers un graphe de Cayley Cay(G,S) donne un arc f(a) arrivant
en f(y), c’est-a-dire un arc (x,e) avec x "1 € S C G et un arc f(b) partant de f(y), c’est-a-dire un arc
(e,y) avecy € S C G. Il y aalors un unique morphisme de groupes qui envoie Y sur G, avec a+ x %
eth—y.

4.2 Graphes coloriés

On peut essayer de perdre moins d’information sur la structure en gardant la partition des arcs
selon I’élément (du groupe) qui a servi a les construire. On aura donc ainsi a considérer un foncteur
CayC (Cayley colorié) qui a un groupe muni d’une partie génératrice associe le graphe pointé orienté
connexe muni de cette partition.

Les morphismes entre les graphes coloriés sont bien entendu les morphismes de graphes qui de
plus envoient des arcs de la méme classe du graphe source sur des arcs de la méme classe dans le
graphe but.

Il y a alors un adjoint a droite. On forme le groupe libre sur les arcs, comme pour Yac et on
quotiente ensuite par les relateurs a = b provenant des paires d’arcs a,b prises dans la méme partie
de la partition.

4.2.1 Exemple

Le graphe est le triangle colorié T de la figure 4.1.a, le groupe est alors Z avec a qui correspond a
1etba—2. Un morphisme de graphes coloriés etc. de T vers un graphe de Cayley Cay(G,S) envoie
I’arc colorié a issu de y vers un arc (e,x) partant du sommet spécial e de Cay(G,S), I’arc colorié a de
but y vers un arc (y,e) de méme classe que (e, x), ce qui veut dire y = x* et enfin I’arc colorié b va
vers I’arc (x,y), qui provient donc de x 2.

Ceci correspond bien & un morphisme de groupes qui envoie a sur x et b sur x =2,

Il va de soi que si les parties de la partition sont toutes réduites a un élément, le groupe formé est
le méme qu’a la section précédente.

Il arrivera, surtout si les parties sont trop grosses, que les morphismes vers les graphes de Cayley
ne puissent pas étre injectifs.

Par exemple dans le triangle de la figure 4.1.b, les deux sommets de droite ont forcément la
méme image. Ceci se voit déja dans le groupe, les relations abc™ = e (cycle) et a = ¢ (coloration)
impliquentb =e.
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Chapitre5

Hamiltonisme

Une question fameuse est de reconnaitre les graphes finis (resp. graphes orientés finis) qui ont
un cycle (resp. circuit orienté) hamiltonien, c’est-a-dire qui passe une fois et une seule par chaque
sommet.

A I’origine, Hamilton avait essayé de vendre un jeu des 20 villes, ou I’on cherchait un chemin
hamiltonien sur une sphére avec la disposition suivante des villes et routes (étalée plus étre plus
visible dans la figure 5.1

Une condition nécessaire évidente est que le graphe soit 2-connexe, (resp. que le graphe orienté
soit fortement connexe).

A part le graphe de Cayley de Z /2Z avec le générateur 1, les graphes de Cayley connexes passent
le test.

En effet, si le graphe orienté fini est connexe, ets’il yaunarcdeaab, il y a un chemin orienté de
b vers a: suivre les arcs provenant du méme élément du groupe que I’arc (a,b). Par récurrence, on en
déduit que s’il y a un chemin qui suit les arcs ou leurs opposés pour aller de a a b, on pourra construire
un chemin orienté en remplagant les arcs pris a I’envers par des chemins, et en court-circuitant au
besoins les circuits qui ont pu apparaitre.

Pour un graphe de Cayley non-orienté connexe fini a au moins 3 sommets, faisons un raisonne-
ment par I’absurde. Le degré commun a tous les sommets est au moins 2, car le graphe est connexe
et a au moins 3 sommets. S’il y a un point d’articulation, tous les sommets le sont, par sommet-
transitivité. Soit alors deux arétes {e,x} et {e,y} dans deux blocs distincts passant par le sommet
associé a e. Alors xy 1 est d’ordre fini m, ce qui permet de construire un cycle de longueur 2m
contenant les deux arétes. Ce qui contredit I’appartenance a deux blocs distincts.

Dans le cas orienté, le graphe de Cayley de &4 avec un générateur formé d’une permutation cir-
culaire et d’une transposition qui I’engendrent n’est pas hamiltonien. Voir figure 5.2, et belle preuve
dans [78].

Les graphe de Cayley de 214 (le groupe alterné des permutations de 4 éléments a 12 sommets. Il
y a 3 graphes de Cayley orientés de degré 2. Certain(s) sont hamiltoniens, d’autre(s) non. Voir figure
5.3.

Cependant, le cycle hamiltonien n’a en général que peu de rapport avec la structure de groupe.
Ce qui rend
ennuyeuse
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FIG. 5.1 — Le graphe de Hamilton

>

FIG. 5.2 — Le graphe de Cayley orienté du groupe &4 avec (1234) et (12)

FIG. 5.3 — Graphes de Cayley orienté du groupe 24 avec 2 générateurs

26
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— k

—k J

-

FIG. 5.4 — Le graphe de Cayley orienté du groupe de Hamilton a 8 éléments

intéressante
la recherche de tels circuits ou cycles, voire la décomposition de I’ensemble des arétes en de tels
circuits ou cycles.

Pour en savoir plus, voir [65] ou [122] ou [7] par exemple.

Le graphe orienté de la figure 5.4 est biparti, hamiltonien. Le groupe est formé des 8 quaternions
+1,+i, +j, k.

1. biffer lamention inutile
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Chapitre 6

Isomorphismes d’Adam

On a vu que des morphismes de groupes avec générateur induisent des morphismes de graphes
de Cayley (de diverses sortes).

La réciproque est fausse, naturellement: les deux groupes non isomorphes a 4 éléments, muni des
trois éléments non nuls donnent le méme graphe, complet a 4 sommets.

\oici un exemple un peu plus subtil:

Le graphe de la figure 6.1 peut &tre obtenu comme graphe de Cayley de deux groupes a 16
éléments, avec 3 éléments a, b, ¢ tous trois d’ordre 2 pour générateur. Le premier est le groupe diédral
(c?=1,(ac)® =1,a% =1,b = (ac)?a), ce qui permet de voir que le graphe est hamiltonien. Le second
n’a pas d’élément d’ordre 8, (donc ce n’est pas un groupe isomorphe au précédent), mais admet des
automorphismes extérieurs qui permutent a, b, ¢, ce qui montre que le graphe est aréte-transitif.

Le graphe est un sous-graphe du cube de dimension 4, mais le plongement ne peut se faire en
rajoutant un élément d’ordre 2 au générateur.

Le probléme d’Adam est le suivant: Les isomorphismes de groupes induisent des isomorphismes
de graphes de Cayley. Inversement, si (G,S) et (G,T) (Ile méme groupe G) donnent des graphes de
Cayley isomorphes, existe-t-il un isomorphisme (G,S) — (G,T)?

Ce n’est pas toujours vrai
Un exemple est le groupe Z /16Z avec les générateurs (1,7,2,14,9,15) et (1,7,6, 10,9, 15) [56] voir

FIG. 6.1 — Deux graphes de Cayley isomorphes en tant que graphes
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FIG. 6.2 — Contre-exemple de Elspas et Turner

figure 6.2.

Inversement, pour le degré 4 (non orienté) ou 2 (orienté), le graphe de Cayley permet de reconsti-
tuer le groupe, supposé abélien, & une famille d’exceptions prés: le groupe Z /2pZ avec son généra-
teur {1, p+ 1} (symétrisé avec {—1,p— 1} pour le cas non-orienté) et le groupe Z/pZ x Z/ 27 avec
son générateur {(1,0),(1,1)} (symétrisé avec {(—1,0),(—1,1)} pour le cas non-orienté) donnent le
méme graphe, bien que non-isomorphes quand p est pair.

Mais un isomorphisme entre les graphes de Cayley avec sommet spécial n’est pas obtenu forcé-
ment comme image d’un isomorphisme des groupes. Voir par exemple Ks: il a 120 isomorphismes,
sur lui-méme dont 20 sont composés d’une translation et d’un isomorphisme issu du groupe Z /5Z.

\oici un autre exemple, un peu plus subtil:

Le groupe est celui des 18 homothéties-translations du plan sur le corps 3. Le générateur S est
formé des 3 symétries autour de trois points non alignés. 1l y a donc 6 automorphismes du groupe
préservant S, les conjugaisons par des éléments du groupe affine du plan qui permutent les trois 3
points. Cela suggere 6 - 18 = 108 automorphismes du graphe, mais il y en a 216.

\oici un dessin (figure 6.3) du graphe, qui est distance-régulier (ce qui ne se voit pas trop) et
hamiltonien (ce qui est apparent sur le dessin).

Pour en savoir plus: travaux de Cai-Heng Li et de Cheryl E. Praeger,(par exemple [116, 117, 118,
120, 61, 119]
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FiG. 6.3 — Graphe de Cayley des homothéties-translations de F3
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Chapitre 7

Spectres

Certains paramétres importants des graphes finis sont approchés plus ou moins efficacement par
des méthodes spectrales. Par exemple, le nombre de stabilité, le max-cut, le diamétre.
On peut donc se demander si pour les graphes de Cayley le spectre se calcule commodément.

7.1 Spectres

On peut représenter le graphe par sa matrice d’adjacence A: il y a autant de lignes et colonnes
que de sommets, chaque aréte {ij} donne les coefficients Aj; = Aji = 1, les autres coefficients sont
nuls. Le spectre de cette matrice ne dépend pas de I’ordre dans lequel on a mis les sommets. C’est le
spectre du graphe.

On peut également prendre la matrice Laplacienne L = D — A ou D est la matrice diagonale avec
Dj; égal au degré du sommet i. La aussi, le spectre de la matrice Laplacienne est attaché au graphe,
et non a I’ordre choisi pour les sommets. C’est le spectre Laplacien du graphe.

Pour un graphe régulier, chacun de ces spectres se calcule aisément a partir de I’autre.

7.2 Parametres liés au spectre

Le nombre d’arétes entre deux parties de taille t et n —t de I’ensemble des sommets s’encadre
avec pt(n—t)/net At(n—t)/n, ot et A sont la plus plus petite et la plus grande valeur propre, apres
suppression d’une occurrence de 0 dans le spectre Laplacien. Voir [128].

Le nombre de stabilité est majoré pour un graphe k-régulier selon a < (A —k)/A, ou A est la plus
grande valeur propre du Laplacien. Voir [123].

Le diamétre (non orienté) se majore avec les valeurs extrémes du spectre Laplacien:siA; =0 <

argcosh(n—1)

AntA
argcosh( )\27)&)

+ 1 (pour un graphe

A2 < -+ < Ap sont ces valeurs propres, le diamétre est au plus \‘

connexe non complet). Voir [35].

Pour des raffinements, voir [64, 63].

Le diameétre est majoré par le nombre de valeurs propres distinctes du graphe, diminué de 1. Voir
[24].
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7.3 Groupes abéliens

La réponse est franchement oui si le groupe est abélien. Car alors les valeurs propres de Cay(G, S)
sont tous simplement les S ¢csX(s), ou X parcourt les caractéres du groupe. On sait que tout groupe
abélien fini se met sous la forme

LZjaZ xL]arZi % --- X L[
et alors ses caractéres sont les fonctions
(X1,X2 -, Xkc) > EXP(2TT  XiYi/ai)

Ainsi chaque caractére est déterminé par les k &léments y; € Z/a;. On sait que tout groupe abélien
fini se met sous cette forme.

7.3.1 Exemple

Les valeurs propres de la matrice d’adjacence du graphe de la figure 1.7 sont 4 (multiplicité
1) et chacune des trois valeurs de 2cos(21p/13) + 2cos(101p/13) obtenues pour 0 < p < 13, soit
0.2738, 1.3772, —2.6510 environ, avec multiplicité 4.

On en déduit, par exemple, que le nombre de stabilité est au plus 13%‘; ~ 5.18, donc au plus
5. (la vraie valeur est 4), et le max-cut au plus (6 7/13) x6.6510 ~ 21.48, donc au plus 21. (la vraie

valeur est 20).

7.4 Autres groupes finis

On n’a plus autant de caractéres de degré 1, il faut donc se rabattre sur les représentations de
degré plus grand.

Par exemple pour le groupe &3, on a en choisissant le générateur {(12),(13)} et le générateur
{(12),(13),(23)} le 6-cycle et le biparti complet K3 3 respectivement, ce qui donne, en considérant
les 4 représentations irréductibles les cas suivants (les deux cas de dimension 2 donnent la méme
chose),

| 123 132 3 2 23 12,13 12,13,23
1 1 1 1 1 1 2 3
1 1 1 -1 -1 -1 -2 -3
1 01[0 -17[ -1 1 1 01[0 17[1 -1 11 00

B =R E

Ce qui donne le spectre [-2,—1,—1,1,1,2] pour le 6-cycle et [-3,0,0,0,0, 3] pour le biparti com-
plet. On peut aussi avoir ces graphes avec le groupe Z /6Z et les générateurs {—1,1} et {—1,1,3}

7.4.1 Cas du générateur stable par conjugaison

On note que si S est une réunion de classes de conjugaisons de G, (c’est-a-dire que si s € S alors
gsg~t € S pour tout g]inG), alors le spectre est assez facile & calculer, vu la théorie des schémas
d’association. Voir par exemple [29].
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(ad)(be)

FiIG. 7.1 — Voisinages de I’identité dans deux graphes de Cayley sur G4

7.4.2 Exemple

Les 6 transpositions dans le groupe &4 donnent en rangeant les classes de conjugaison des per-
mutations dans I’ordre {I}, {3-cycles}, {bitranspositions}, {transpositions}, {4-cycles}. la matrice
d’intersection suivante:

o o0 O OO
wwooo
A NOOO
[Nl N
oo nNBMO

ce qui signifie que pour toute bitransposition b il y a 2 transpositions telles que bt soit une trans-
position et 4 transpositions t telles que bt soit un 4-cycle etc. D’ou le spectre +61,+29,04.

La table est la méme en échangeant les transpositions et les permutations circulaires. Le graphe
de Cayley défini avec le générateur formé des 6 permutations circulaires a donc le méme spectre,
mais il n’est pas isomorphe au précédent, car il ne contient pas de sous-graphe induit isomorphe a
Ks,3. La figure 7.1 montre les points a distance au plus 2 de I’identité dans les deux cas.

7.5 Groupes engendrés par des transpositions

On considére un graphe connexe G. A chaque aréte est associée la transposition qui échange
ses extrémités. Le groupe engendré par ces transpositions est le groupe &y des permutations de
I’ensemble des sommets.

On peut considérer le graphe de Cayley défini par le groupe Sy et I’ensemble des transpositions
attachées aux arétes de G.

Un probléme est de montrer que le spectre Laplacien de G est inclus dans celui du graphe de
Cayley. Voir [14] ou [72].

7.5.1 Exemples

Le chemin de longueur n a pour spectre {2cos(Tt/(n+1)),1 < k < n} et pour spectre Laplacien
{4sin?(krt/(2n)),0 <k <n—1}
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FIG. 7.2 — Le permutoédre sur 4 éléments

Le graphe de Cayley correspondant a ces transpositions, pour n = 3 est le 6-cycle, dont le spectre
Laplacien est {0,1,1,3,3,4}, qui contient bien {0,1,3}.

Pour n = 4, on obtient le permutoédre sur 4 éléments (fig 7.2).

Le spectre laplacien est alors {0,2 +1/2,2}, il est bien contenu dans celui du permutoédre, qui
est {0,(3+v/3)2, (44 v/2)3,(2+/2)3,23,43,6}, oU les indices représentent les multiplicités. Re-
marquons que le sous groupe B a deux éléments de &4 correspondant a I’automorphisme du chemin
fournit un automorphisme du graphe. Le quotient par ce sous-groupe (les sommets sont les gB,
g € &4) est dessiné sur la figure 7.3).

Pour plus de renseignements sur les permutoédres, voir par exemple [114, 115].

Pour Ky 3 le spectre est {02,4+/3}, le spectre Laplacien est {0,15,4}, et le graphe de Cay-
ley correspondant est le star-graphe de la figure 7.4. Le spectre Laplacien de ce star-graphe est
{0,16,23,34,43,56,6}, les indices représentent les multiplicités.

Pour le n-cycle, n > 3, le spectre est le multi-ensemble {2 cos2krt/n,k = 0..n— 1}, et le spectre
Laplacien le multi-ensemble {4sin?krt/n,k = 0..n — 1}.

Le graphe attaché au 3-cycle (spectre Laplacien {0,35}) est Kz 3 (spectre Laplacien {0, 34,6}).
Pour le 4-cycle (spectre Laplacien {0,25,4}), on obtient le graphe de la figure 7.5. Ces deux graphes
ont (de fagon exceptionnelle) plus d’automorphismes que ne le laisse prévoir le groupe d’automor-
phismes du graphe de départ (voir [67]).
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FiG. 7.3 — Le quotient du permutoédre sur 4 éléments

FIG. 7.4 — Le graphe de Cayley associé a K13
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F1G. 7.5 - Le graphe de Cayley associé a C4
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Chapitre 8

Graphes de Ramanujan

Ces graphes sont en fait des familles de graphes, ayant la propriété que lorsque le degré d est
fixe et I’ordre tend vers I’infini le spectre (hormis les valeurs propres d et éventuellement —d) tend
a se concentrer dans I’intervalle —2+/d —1,2+/d — 1. C’est évidemment le cas pour la famille des
cycles— trop évidemment pour étre intéressant.

8.1 Description

8.1.1 Quaternions

Si on a un anneau commutatif R, on peut donner & R* une structure d’algébre associative sur
R, avec la base 1,i, j,k et la multiplication définie par bilinéarité a partir de i = j2 =k?® = —1 et
ij=k=—ji, jk=1i= —Kkj, ki=j = —ik. C’est I’algébre des quaternions sur R. La norme de
a+bi+cj+dkesta?4b?+c?+d?.

Il'y aisomorphisme entre les quaternions sur Fy et les matrices 2 x 2 sur Fy avec leur multiplica-
tion ordinaire peut &tre obtenu de la fagon suivante : on choisit une solution a a% + b? = —1 dans Fy.
On peut alors associer aux quaternions i, j,k les matrices suivantes :

BRI

La norme correspond alors au déterminant de la matrice. Si =1 mod 4, il y a un élément a de g
avec a® = —1, on peut donc prendre b = 0.

On forme le monoide des quaternions a coefficients entiers dont la norme est une puissance de
p, avec p premier congru a 1 modulo 4. 1l a un sous-monoide formé des quaternions avec la partie
réelle impaire et les trois autres paires. On quotiente ce monoide par le sous-monoide des +pX. On
obtient ainsi un groupe, qui a pour générateur un ensemble symétrique a p + 1 éléments. Le graphe
de Cayley de ce groupe, avec ce générateur, est un arbre. Pour revenir au cas fini, on calcule les
coefficients modulo g ou g est un nombre premier différent de p.

On obtient ainsi un groupe a g —q ou %‘q éléments, isomorphe au groupe PGL(2,FF) ou
PSL(2,Fq) de matrices 2 x 2 sur le corps Fy a g éléments, modulo I’'homothétie, selon que p est un
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non-résidu ou un résidu quadratique modulo g, avec une famille génératrice a p + 1 éléments, qui
sont tous distincts dés que q est assez grand (q > 2,/ suffit). Si p est un non-résidu, le graphe est
biparti.

Observons en outre que I’ensemble des quaternions a coefficients entiers de norme p est stable
par conjugaison par les 48 éléments du groupe de quaternions rationnels: +1, &i, & j, £k, (cela fait
8)ou +1+i,+i+ j (et 24 de plus) ou +1+i+ j+k (et encore 16). Ce qui donne des orbites d’ordre
divisant 24.

8.1.2 Variante

On prend p congru a 3 modulo 4, et les quaternions avec la partie réelle de parité opposée a celle
des trois autres. On obtient également ainsi un graphe de degré p + 1 qui se replie modulo g etc.

8.1.3 Exemples

Pour p =5 et g = 3, on trouve un graphe biparti de degré 6, diamétre 3, aréte-transitif a 24
sommets. Il est isomorphe au graphe de Cayley du groupe symétrique &4 avec le générateur formé
des 6 permutations cycliques.

Pour p = 7 et g = 3, on trouve un graphe de diamétre 2, de degré 8, aréte-transitif a 12 sommets.
Il est isomorphe au graphe de Cayley du groupe symétrique &4, avec le générateur formé des 8
permutations d’ordre 3. C’est le triparti complet K44 4.

Pour p=11etq=3, ona le biparti K2 1.

Pour p =3 et g =5, on obtient un graphe a 120 sommets, de degré 4, diamétre 6, biparti, aréte-
transitif.

Pour p=3etq=7, ungraphe a 336 sommets, degré 4, biparti, aréte-transitif, diameétre 6, maille
6.

Pour p =11 et g =5, on obtient un graphe a 60 sommets, de degré 12, aréte-transitif, et diamétre
3.

Pour p =13 et g =5, on a un graphe biparti de degré 14, diamétre 3, a 120 sommets, mais pas
aréte-transitif, car I’aréte provenant de 3 + 2i se trouve dans 33 cycles de longueur 4, alors que celle
provenant de 1+ 2(i + j + k) se trouve dans 27 cycles de longueur 4,
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Chapitre9

Diametre

9.1 Constructions

Le diamétre de la somme cartésienne de deux graphes est la somme de leurs diamétres.

Celui du produit fort le maximum de ces deux diametres.

En revanche, le produit cartésien de deux graphes connexes peut ne pas &tre connexe: il suffit
que les graphes soient bipartis. Dans le cas orienté, la connexité du produit demande que les index
d’imprimitivité (c’est-a-dire le p.g.c.d. des longueurs des circuits) des deux graphes soient premiers
entre eux.

Le calcul du diametre est un peu plus aisé pour les graphes sommet-transitifs, car il suffit de
calculer les distances a partir d’un seul sommet.

9.2 Groupes engendrés par des transpositions

Le diametre du permutoédre sur n éléments est n(n — 1) /2.

Celui du star-graphe asocié a Ky est 3n/2 si n est pair, 3(n — 1) /24 1 si n est impair.

Pour un graphe quelconque, de diametre d et de rayon r, le graphe de Cayley correspondant a un
diamétre évidemment au moins égal a d et au plus 2nr.

9.3 Groupes engendrés par des involutions

Dans le méme ordre d’idées, le graphe des n crépes est le graphe de Cayley sur &, avec le
générateur formé des n— 1 involutions (1,2), (1,3), (1,4)(2,3),...,(1,2k)(2,k — 1) --- (k,k + 1),
(1,2k+1)(2,2k)--- (k,k+2),...,

Celui des crépes brilées est le graphe de Cayley du groupe a n!2" éléments avec un généra-
teur formé des n involutions dans Sz (1,2), (1,4)(2,3),..., (1,2k) ---(k,k+1), ..., (1,2n)(2,2n—
1)---(n,n+1).

Leur diamétre (en fonction de n) est déja d’une évaluation délicate, bien qu’il se majore aisément
par 2n — 3 pour n > 2 pour le premier et 3n — 2 pour le second. On utilise le procédé suivant pour
cela:
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F1G. 9.1 — Le graphe des crépes (4 crépes)

p—

- =

F1G. 9.2 — Le graphe des crépes brilées(2 crépes)

Cas des crépes si la crépe en position n n’est pas la crépe n, prendre I’involution qui améne la
crépe n en position 1, puis celle qui la met en position n et recommencer avec les n — 1 autres crépes,
pourn > 3. Le cas n < 2 est trivial.

Cas des crépes brillées si la crépe en position 2n n’est pas la crépe (2n—1,2n), ramener la crépe
(2n—1,2n) en position (1,2) ou (2,1) au besoin la retourner pour la mettre en position (2,1), puis
I’envoyer en position (2n — 1,2n) puis recommencer avec les n — 1 autres crépes.

La figure 9.1 montre que la borne ci-dessus est déja trop grande pour n = 4. Cette borne a été
étudiée dans [75]. La figure 9.2 montre le cas n = 2 (ou la borne est juste) et la figure 9.3 montre une
statégie pour n = 3, ce qui donne le diamétre 6 au lieu de 7; quelques arétes inutiles sont omises. La
configuration “bien rangée” est a gauche dans les trois cas.
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s = =—=—==
- = =

Fi1G. 9.3 — Graphe (partiel) des crépes brilées(3 crépes)
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Chapitre 10

Un petit catalogue

Ce chapitre contient quelques graphes de Cayley non-orientés, connexes de petits ordres et de-
grés. On n’ira sGirement pas jusqu’a 1003.

Certains des graphes se trouvent déja dans [134], un ouvrage recommandé a qui aime voir les
graphes.

Pour le degré 2 on trouve les cycles, et c’est tout.

Pour le degré 3, on a les graphes a partir d’un groupe engendré par 3 éléments d’ordre 2 ou
engendré par un élément d’ordre 2 et un autre élément. Dans le cas commutatif, on a les prismes
(par Zn x Z2,{£(1,0),(0,1)}), et les échelles de Moebius (par Zzn, {#1,n/2}) de la figure 10.1.
Ce ne sont pas les seules facons d’obtenir ces graphes comme graphes de Cayley. Tous les prismes
apparaissent aussi a partir de groupes diédraux.

Outre les graphes des familles précédentes, les autres graphes de Cayley a 12 sommets de degré
3 sont

A I’ordre 14 en degré 3, il y a aussi le graphe de Heawood (prendre le groupe diédral, avec pour
générateur 3 éléments (distincts) d’ordre 2 a,b, c avec ababa = c). Ce graphe est distance-transitif.

10.1 Les graphes planaires

Outre ceux déja vus (figures 10.1 et 10.2), et la famille des antiprismes (par Z on, {+1,+2}, figure
10.4), les graphes de Cayley planaires sont les 5 associés aux polyédres réguliers, ceux obtenus en
les tronquant, et les versions snub (camus), a part deux exceptions: ce serait trop simple!

\oici la série a partir du tétraédre : tétraedre, tétraédre tronqué, octaédre, icosaédre.

\oici la série obtenue a partir du cube : cube, cube tronqué, cuboctaédre, snub-cube (figure 10.6).

Ajoutons les deux graphes de Cayley suivants, qui proviennent du cube et du dodécaédre. Le
tétraedre trituré de la méme facon donnerait le cuboctaédre (figure 10.10).

Un petit détour par les graphes planaires infinis, qui correspondent a un pavage périodique du
plan, car en passant au quotient par un réseau de translations, on obtient un graphe de Cayley dessi-
nable sur le tore (figure 10.11).

Un dernier point: I’avantage des graphes planaires est que les cycles de longueur > 2 se voient
avec les faces. Cela permet de trouver assez vite un systéme de relations.
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s

FiG. 10.1 — Prismes et échelles de Moebius
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FiG. 10.2 — Autres graphes & 12 sommets
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FiG. 10.3 — Le graphe de Heawood

FiIG. 10.4 — Un antiprisme
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FiG. 10.5— A partir du tétraédre

/N
N/

FIG. 10.6 — A partir du cube
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FIG. 10.7 — Octaédre tronqué

Fi1G. 10.8 — Icosaedre tronqué: ballon de foute
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FiG. 10.9 — A partir du dodécaédre

Fi1G. 10.10 — Graphes avec 3 sortes de faces
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FIG. 10.11 — Pavages de Cayley du plan
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Exercice bien long: trouver les intrus (qui ne sont pas des graphes de Cayley) et une fagon (au
moins) de représenter les autres a partir d’un groupe et d’un génerateur.
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monoide
libre, 16
multigraphe, 8

normal, 12
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opération, 4
orbite, 4
ordre, 3

Petersen, 8

produit
cartésien, 12
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