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Chapitre 1

Définitions

1.1 Groupes

Un groupe est un ensemble G muni d’une opération � , c’est-à-dire d’une application G � G � G,
soit

�
x � y ���� x � y, qui a de plus les propriétés :

– pour tous x � y � z dans G, on a
�
x � y � � z � x � � y � z �

– il y a un élément neutre e qui vérifie pour x de G xe � ex � x

– pour tout x de G, il y a un inverse y tel que x � y � y � x � e.

Pour des raisons d’économie et de légèreté de l’écriture, on ne met parfois aucun signe pour
l’opération.

Un homomorphisme de groupes G � H est une application f : G � H telle que f
�
x � y �	�

f
�
x � � f

�
y � pour tous x � y de G. La première étoile est l’opération de G, la seconde celle de H.

Un isomorphisme de groupes G � H est un homomorphisme qui est en plus bijectif. L’applica-
tion réciproque est alors, elle aussi, un isomorphisme de groupes.

Un sous-groupe d’un groupe G est une partie H d’un groupe G non-vide, stable par l’opération
de G et par passage à l’inverse. La restriction de l’opération de G à H en fait un groupe.

Soit x un élément du groupe G. S’il existe des entiers n 
 0 tels que xn � e, on appelle ordre de
x le plus petit de ces entiers.

1.1.1 Exemples

Voici les tables des deux groupes non isomorphes à 4 éléments : la case à l’intersection de la ligne
i et de la colonne j contient i � j

0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

00 10 01 11
00 00 10 01 11
10 10 00 11 01
01 01 11 00 10
11 11 01 10 00
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11

10

01

FIG. 1.1 – Symétries du rectangle dans le plan

On reconnaı̂t dans le premier cas l’addition des entiers modulo 4 et dans le deuxième l’addition
dans

� ���
2
� � 2. Il est isomorphe au groupe des isométries dans le plan d’un rectangle non carré (voir

1.1). L’élément neutre 00 est associé à l’identité.
Les groupes ci-dessus ont des sous-groupes à 2 éléments, � 0 � 2 � pour le premier, � 00 � 01 � entre

autres pour le second.
Pour en savoir plus: [137]

1.2 Groupe opérant sur un ensemble

On dit qu’on a une opération d’un groupe G sur un ensemble X quand on a une application
G � X � X , soit

�
g � x � �� g � x qui vérifie en plus :

– pour tous g � h dans G et x dans X , on a
�
g � h ��� x � g � � h � x �

– l’élément neutre e vérifie pour tout x de X e � x � x

Il revient au même de dire qu’on a un homomorphisme du groupe G dans le groupe des bijections
de X sur lui-même, muni de la composition, cet homomorphisme étant h �� �

x �� h � x � .
Si x � X , l’orbite Gx de x par G (il faut bien sûr préciser l’opération en cas de doute) est l’en-

semble des g � x, où g parcourt G. Le stabilisateur de x est la partie de G formée des h tels que
h � x � x.

On constate que “être dans la même orbite” est une relation d’équivalence, dont l’ensemble des
classes est noté X

�
G. Si G est fini, on a pour chaque x de X la relation �G � �	�Gx �
� StabGx � , et si X est

fini aussi, le nombre d’orbites �X �
G � satisfait

�G ���X �
G � � ∑

g � G

�
� x;gx � x �����

Cette relation est le théorème de Burnside.
Ainsi, prendre une orbite est une façon de remplacer un objet “groupe opérant sur un ensemble”

par un objet plus petit, avec le même groupe. Une autre “simplification” peut se produire: s’il existe
une partition de X en parties Xi � i � I, telles que gXi est un des X j quel que soit g � G, on a une
opération de G sur I déduite naturellement de celle de G. Cela devient intéressant quand X n’a qu’une
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orbite, et que la partition n’est pas triviale (i.e. I a plus d’un élément, et ses éléments contiennent
plus d’un élément de X), et les parties s’appellent alors blocs d’imprimitivité. S’il n’y a pas de telle
partition non-triviale, l’opération est dite primitive.

1.2.1 Exemples

Le groupe
�

X des permutations de X est formé des bijections de X , avec la composition. Il a son
opération naturelle sur X , à savoir

�
p � x � �� p

�
x � .

Théorème de Lagrange
On considère un groupe fini G, l’ensemble X � G et l’opération d’un sous-groupe H de G sur X
définie par

�
h � x � � h � x par restriction de l’opération de G. Alors on constate que les orbites ont

toutes le même nombre d’éléments, qui est �H � , donc �H ��� �G �
H � � �G � .

En particulier, l’ordre de tout élément de G divise G.
Théorème de Cauchy
Soit G un groupe fini dont l’ordre est multiple du nombre premier p. On considère l’ensemble X des
listes de p éléments de G indexées par

���
p
�

telles que g1
� g2

� ����� gp � e. Le groupe
� �

p
�

opère
dessus par m � � g1 � g2 � � � � � gp � � gm � 1 � gm � 2 � � � � � gp � g1 � � � gm. Les orbites ont 1 ou p éléments. Les
orbites à un élément sont de la forme a � a � � � � � a avec ap � e. Il y en a, car e � e � � � � � e en est une et leur
nombre est multiple de p car l’ensemble X a �G � p � 1 éléments et ce nombre est multiple de p. Donc
il y a des éléments d’ordre p dans G.
Petit théorème de Fermat
On considère l’ensemble X des applications

� �
p
� �� � 1 � 2 � � � � � k � , qu’on interprète comme p em-

placements et k couleurs. On fait agir
���

p
�

par
�
g � x � �� gx avec

�
gx � � m � � x

�
m � g � . On regarde

les orbites. Leur nombre est
�
kp � �

p � 1 � k � � p. Le terme kp vient de l’élément 0 et chacun des p � 1
autres éléements du groupe donne k car il ne préserve que les applications constantes. Ce nombre est
entier, donc p divise kp � �

p � 1 � k, et donc aussi kp � k pour tout entier k.

1.2.2 Variantes

Certains auteurs préfèrent que l’opération se fasse “de l’autre côté”, c’est-à-dire que le résultat
de l’opération de gh sur x soit celui de h sur le résultat de g appliqué à x, ce qui permet, en notant�
g � x � �� xg l’opération d’avoir

�
xg � h � x

	
gh 
 .

1.3 Graphes

Un graphe est formé d’un ensemble de sommets et d’un ensemble de paires de sommets, appelées
les arêtes. Un graphe à 5 sommets et 6 arêtes est dessiné dans la figure 1.2.

Un graphe orienté est formé d’un ensemble de sommets et d’un ensemble de couples de sommets,
appelés les arcs.

Sauf avis contraire, on ne considérera que des graphes ayant un ensemble fini de sommets et du
coup un ensemble fini d’arêtes.



CHAPITRE 1. DÉFINITIONS 6

0

1 2

34

FIG. 1.2 – Un graphe à 5 sommets et 6 arêtes

a b

FIG. 1.3 – Un graphe à 5 sommets et 6 arêtes

1.3.1 Distances

Un graphe est dit connexe si toute paire de sommets � x � y � est reliée par une suite d’arêtes
� xixi � 1 � � 0 �

i � k avec x0 � x et xk � y. La longueur de la plus courte suite d’arêtes connectant
x à y s’appelle distance de x à y. Pour un graphe orienté, ce sera la plus courte suite d’arcs successifs
allant de x vers y qui sera prise en compte (cette distance n’est plus alors symétrique, en ce sens que
l’on n’a plus forcément d

�
x � y ��� d

�
y � x � comme dans le cas non-orienté). Le diamètre d’un graphe

est la plus grande des distances entre deux sommets de ce graphe. L’excentricité d’un sommet est la
distance maximum de ce sommet aux autres sommets. Le rayon est la plus petite des excentricités.
Dans le cas orienté, il faut distinguer excentricités entrante et sortante et, du coup, rayons entrant et
sortant, mais le diamètre n’est pas sujet à ces différences.

Le diamètre du graphe de la figure 1.2 est 2.
Le graphe de la figure 1.3 a pour rayon sortant 2 (sommet a) et pour rayon entrant 3 (tous sommets

sauf a), et le diamètre vaut 4 (aller de b à a).
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0

12
3

4
5 6

FIG. 1.4 – Un graphe sommet-transitif à 7 sommets

1.3.2 Symétries des graphes

Un graphe peut avoir des symétries, pompeusement appelées automorphismes, ce sont les bijec-
tions de l’ensemble des sommets qui préservent l’ensemble des arêtes. Le graphe de la figure 1.2 a
deux automorphismes, l’identité (pas bien surprenant) et la bijection qui échange 1 et 2 d’une part, 4
et 3 d’autre part et laisse 0 en place. Cette bijection échange les arêtes � 01 � et � 02 � d’une part, � 14 �
et � 23 � d’autre part, et laisse en place � 12 � et � 34 � .

Ces automorphismes forment un groupe pour la composition. Par là il faut entendre que si a � b
sont des automorphismes, ab en est un aussi (ab est défini par

�
ab � � u � � a

�
b
�
u � � pour tout sommet

u), que l’identité I (définie par I
�
u � � u pour tout sommet u) est dans le groupe et vérifie aI � Ia �

a pour tout automorphisme, que
�
ab � c � a

�
bc � et enfin que si a est un automorphisme, il y a un

automorphisme a � 1 appelé l’inverse de a tel que aa � 1 � a � 1a � I.
Il va de soi que si un automorphisme d’un graphe G envoie le sommet u sur le sommet v, alors

il y a exactement autant d’arêtes incidentes à u qu’à v. Autrement dit, une condition nécessaire pour
qu’il existe un automorphisme a de G tel que a

�
u � � v est que u et v aient le même degré. Mais cette

condition n’est pas suffisante. Voir les sommets 0 et 3 dans la figure 1.2.
On dit qu’un graphe est sommet-transitif si pour tout couple de sommets il y a au moins un

automorphisme qui envoie le premier sur le second. Ce n’est bien sûr pas le cas pour le graphe de la
figure 1.2. Mais ce l’est pour le graphe de la figure 1.4.

On dit que le graphe est arête-transitif si pour tout couple d’arêtes il y a au moins un automor-
phisme qui envoie la première sur la seconde. Ce n’est le cas ni pour le graphe de la figure 1.2 ni
celui de la figure 1.4. Ce l’est pour le graphe de la figure 1.5 qui n’est pourtant pas sommet-transitif.

Il va de soi que si le graphe est sommet-transitif, son diamètre se calcule en regardant la plus
grande distance à partir d’un sommet donné.

1.3.3 Variantes

On peut aussi admettre des arêtes allant d’un sommet à lui-même, plusieurs arêtes joignant les
deux mêmes sommets, plusieurs arêtes allant d’un même sommet de départ à un même sommet
d’arrivée, etc. On parlera alors plutôt de multigraphes, de multidigraphes.
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FIG. 1.5 – Un graphe arête-transitif à 5 sommets

a b c
FIG. 1.6 – 3 graphes sommet-transitifs à 10 sommets

1.4 Graphes de Cayley

Un graphe de Cayley est un graphe obtenu à partir d’un groupe G, d’une partie S de G telle que
e
�� S et a � S � a � 1 � S. Ses sommets sont les éléments de G, ses arêtes sont les paires � a � as � avec

a � G et s � S. Le graphe obtenu à partir de G et S sera noté Cay
�
G � S � .

Le graphe de la figure 1.4 est le graphe de Cayley attaché au groupe
� �

7
�

et à la partie � 1 � 2 � 5 � 6 �
de ce groupe.

Un graphe de Cayley est toujours sommet-transitif, car on remarque que l’application x �� hx
(translation par h) envoie l’arête � x � xs � sur l’arête � hx � � hx � s � car h

�
xs � � �

hx � s.
Mais un graphe sommet-transitif n’est pas toujours un graphe de Cayley.
Le fameux graphe de Petersen (figure 1.6a) n’est en effet isomorphe à aucun des deux graphes

de degré 3 que l’on obtient avec les groupes d’ordre 10 (figures 1.6b et 1.6c).
Cependant, si un graphe

�
V � E � est sommet-transitif, il existe un groupe G, un sous-groupe H,

une partie S de G (qu’on peut exiger disjointe de H) et une application surjective f : G � V telle que

– f
�
u � � f

�
v � si et seulement si u � vH

– f
�
v � et f

�
u � sont adjacents si et seulement si u � vHS, c’est-à-dire s’il existe h � H et s � S tel
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FIG. 1.7 – Un graphe de Cayley arête-transitif à 13 sommets

que u � vhs

En effet, on peut prendre pour G le groupe des automorphismes de
�
V � E � , pour H le stabilisateur

d’un sommet a, et pour S l’ensemble des s � G tels que HaHs � Hb pour au moins un sommet b
voisin de a. Alors l’application G

�
H � V définie par gH �� ga est un isomorphisme de graphes.

Cette caractérisation est dûe à G. Sabidussi [144].

1.4.1 Exemples

G est le groupe additif de
� �

13
�

,S � � 1 � 5 ��� 1 ��� 5 � , A est le sous- groupe du groupe multiplicatif
de

� �
13

�
engendré par 5 (A est donc formé des multiplications par 1 � 5 ��� 1 ��� 5 dans

� �
13

�
).

On a ainsi un graphe de Cayley arête-transitif (figure 1.7).
Le graphe C6 est le 6-cycle, c’est-à-dire le graphe de Cayley du groupe

� �
6
�

avec la partie
� 1 � 5 � . Son groupe d’automorphismes a 12 éléments, correspondant aux bijections a �� ua � b, avec
u � � 1 � 5 � et b � � �

6
�

. Il y a une seule orbite, et deux partitions non triviales en blocs d’imprimitivité,
à savoir � � 0 � 2 � 4 � � � 1 � 3 � 5 � � et � � 0 � 3 � � � 1 � 4 � � � 2 � 5 � � .

Le groupe
�

4 des permutations de l’ensemble � 1 � 2 � 3 � 4 � avec la partie � � 12 � � � 234 � � � 243 � �
donne le graphe de la figure 1.8. Ce graphe fait partie de la famille des cube-connected cycles.

1.4.2 Propriétés

La connexité du graphe de Cayley Cay
�
G � S � équivaut au fait que S engendre G, en d’autre termes,

que tout élément de G est produit d’éléments de S.
Si un sous-groupe A d’automorphismes de G vérifie AS � S, alors A induit un automorphisme de

graphes de Cay
�
G � S � . Si de plus l’opération de A sur S est transitive (c’est-à-dire, ne produit qu’une

orbite), alors Cay
�
G � S � est arête-transitif.

Il peut arriver que le graphe de Cayley ait plus de symétries que ne le laissait prévoir les automor-
phismes du groupe. Par exemple, le graphe de la figure 1.9 est défini à partir de trois symétries-points
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132 23

13*24 134 24 34

1234 1243 143 142

12 14*23

I 1324

243 234 1342 13

1423 1432 123 12*34

14 124

FIG. 1.8 – Un graphe de Cayley sur
�

4

autour de trois points non alignés de
� ���

3
� � 2. Il y a 216 automorphismes, et pas seulement les

108 � 18 � 6 prévisibles au vu des 6 bijections affines conservant l’ensemble des 3 points.

1.4.3 Variantes

On peut autoriser e à faire partie de S (ce qui met une boucle en chaque sommet) ou renoncer à
a � S � a � 1 � S, ce qui permet d’avoir des graphes orientés, etc.

Si G admet un sous-groupe H, on peut construire deux choses :

– On forme le graphe dont les sommets sont les classes Hg, et les arêtes (ou les arcs) sont
les paires (ou les couples)

�
Hg � Hgs � . On trouve ainsi un graphe régulier de degré � S � , mais pas

forcément sommet-transitif, qui peut contenir des boucles (si H � S �� /0) ou des arêtes multiples
(si H � S � HS n’est pas injectif).

Plus généralement, on peut représenter l’opération d’un groupe G sur un ensemble A, avec les
arcs

�
a � s � a � ou les arêtes � a � s � a � , où a � A et s � S, avec S une partie de G (G opérant à droite

sur A).

– On forme le graphe dont les sommets sont les classes gH, et les arêtes (ou les arcs) sont les
paires (ou les couples)

�
gH � gHsH � . On trouve ainsi un graphe régulier de degré �HSH � � �H � ,

sommet-transitif, qui peut contenir des boucles (si H � S �� /0) ou des arêtes multiples (si H �
S � HS n’est pas injectif). Ce graphe est connexe si H � S engendre G.

Enfin, on peut “décorer” le graphe de Cayley, par exemple en marquant les arêtes provenant du
même élément du groupe.
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FIG. 1.9 – Un graphe de Cayley très symétrique
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FIG. 1.10 – Un graphe de Cayley sur le groupe
� �

7
� � � �

3
�

et ses projetés

1.4.4 Exemples

Prenons le produit semi-direct G � � �
7
� � � �

3
�

, avec l’opération
�
a � b � � a � � b � � � a � 2ba

� � b � b
�

,
puis S � � � 0 � 1 � � � 1 � 1 � � et H le sous-groupe engendré par

�
0 � 1 � .

Le graphe orienté et ses projections (classes gH en haut et Hg en bas) sont visibles dans la figure
1.10. Les classes sont les rangées à peu près horizontales dans la partie de gauche, l’orientation
dans la partie de gauche va de la colonne de droite à la colonne centrale, de la colonne centrale à
celle de droite, de la colonne de droite à celle de gauche. Les numéros indiquent la correspondance
classe-sommet dans les deux cas.

Il y a des constructions voisines, certaines sont présentées par G. Gauyacq [76]. Essentiellemnt,
on affaiblit la structure de groupe. On a encore une opération G � G � G. et une partie S de G. On
forme le graphe avec pour sommets les éléments de G et pour arcs les

�
g � gs � avec g � G et s � S.

La régularité des degrés sortants est acquise si � gS � ne dépend pas de g, celle des degrés entrants si
x �� xs est bijective de G sur G, pour chaque s � S et la sommet-transitivité si x

�
yS ��� �

xy � S pour
tous x � y de G et y � xy bijective de G sur G pour tout x � G.
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Chapitre 2

Constructions

2.1 Graphes

On a des opérations pour fabriquer des graphes à partir de graphes existants.
Soient G1 et G2 deux graphes dont les ensembles des sommets et arêtes sont V1 et V2, E1 et E2.

On peut former sur l’ensemble produit V1 � V2 des ensembles d’arêtes, et donc des graphes, avec les
règles : � � u1 � u2 � �

�
v1 � v2 � � � V ssi�

u1 � v1
�

u2 � v2 ���
�
u1 � v1

�
u2 � v2 � somme cartésienne

u1 � v1
�

u2 � v2 produit cartésien

�
u1 � v1

�
u2 � v2 ���

�
u1 � v1

�
u2 � v2 ���

�
u1 � v1

�

u2 � v2 �
produit fort

�
u1 � v1

�
u2 � v2 ���

�
u2 � v2 � composition

Le line-graphe de G a pour sommets les arêtes de G et pour arêtes les paires d’arêtes qui ont un
sommet en commun. Dans le cas orienté. on met un arc de

�
u1 � v1 � vers

�
u2 � v2 � si u1 � v2.

Bien sûr, on peut en inventer bien d’autres.

2.2 Groupes

On a des opérations qui à partir de groupes permettent d’en fabriquer d’autres, et des construc-
tions ex nihilo. Certaines peuvent être mises à profit pour construire des graphes de Cayley.

On a par exemple le groupe
�

des entiers relatifs pour l’addition.
Comme il est commutatif (on dit aussi abélien), c’est-à-dire que a � b � b � a pour tous entiers

a � b, ses sous-groupes sont normaux.
On dit qu’un sous groupe H d’un groupe G est normal si pour tout g � G on a gH � Hg. Il

s’ensuit que l’ensemble quotient G
�
H des classes gH � g � G est naturellement muni d’une structure

de groupe qui fait de la surjection naturelle g �� gH un morphisme de groupes.
On a donc les quotients

� �
n
�

, qui sont des groupes abéliens, finis à n éléments pour n �� 0; on
les appelle groupes cycliques. Le graphe de Cayley de

���
n
�

et � 1 ��� 1 � est le cycle à n sommets.
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FIG. 2.1 – Le line-graphe du graphe de Petersen

On peut faire le produit direct de deux groupes G1 et G2, c’est le groupe dont l’ensemble G1 � G2

est le produit des ensembles G1 et G2, et l’opération est donnée par
�
a1 � a2 � �

�
b1 � b2 � �

�
a1
� b1 � a2

�
b2 � pour tous a1 � b1 de G1 et a2 � b2 de G2.

Si S1 et S2 sont des parties de G1 et G2 respectivement, on obtient avec les parties de G1 � G2

– e1 � S2 � S1 � e2 la somme cartésienne

– S1 � S2 le produit cartésien

– e1 � S2 � S1 � e2 � S1 � S2 le produit fort

– S1 � S2 la composition

des graphes de Cayley attachés à G1 � S1 et G2 � S2.
Une construction plus générale, le produit semi-direct . On a un groupe G et une opération � de

H sur G par automorphismes (ce qui veut dire que pour chaque h � H l’application g �� h � g est
un automorphisme de G. Alors on définit le groupe G � H dont l’ensemble est G � H et l’opération
est définie par

�
g1 � h1 � �

�
g2 � h2 � �

�
g1
� h1 � g2 � h1

� h2 � . Alors la projection naturelle sur H est un
morphisme de groupes, de noyau G � 1,qui est un sous-groupe normal de G � H et qui est isomorphe
à G.

Parmi les produits semi-directs, notons celui où H est le groupe des automorphismes de G, avec
son opération naturelle. Notons aussi le produit en couronne G

�
H, produit semi-direct de GH et

H, avec l’opération de H sur GH donnée par
�
h � g � � i � � g

�
hi � pour toute application g : H � G

(autrement dit g � GH ).

2.2.1 Exemples

Le théorème des restes chinois Si m et n sont premiers entre eux, le morphisme naturel de groupes
et même d’anneaux

� �
mn

� � ���
m � � �

n
�

est un isomorphisme.
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(0,1)
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(0,2)

(2,2)

(4,2)

(0,1)
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(6,4)

(5,4)

FIG. 2.2 – Voisinages de l’origine

Le produit semi-direct de
���

3
�

et de
� �

2
�

attaché à 0 � x � x et 1 � x � � x est isomorphe à
�

3,
le groupe des permutations d’un ensemble à 3 éléments assimilés aux 3 éléments du groupe

� �
3
�

par
�
x � y � �� �

z �� x � y � z � .
Les groupes à 10 éléments et leurs graphes de Cayley de degré 3 De tels groupes ont 4 � 5t
éléments d’ordre 5 et un nombre impair d’éléments 1 � 2s d’ordre 2. Donc 1 � 4 � 5t � 1 � 2s � 10.
Donc t � 0. Si un élément a d’ordre 5 commute avec un élément b d’ordre 2, il y a un élément d’ordre
10, ab, et alors le groupe est cyclique. Sinon, on doit avoir bab � a � 1, et on a le groupe dihédral, qui
est produit semi-direct de

� �
5
�

et de
� �

2
�

; il y a alors 5 éléments d’ordre 2.
Pour former un graphe de degré 3, avec le groupe cyclique, on doit prendre l’élément d’ordre 2,

et soit un élément d’ordre 5 et son inverse, (ce qui donne le 1.6.b), soit un élément d’ordre 10 et son
inverse, (ce qui donne le 1.6.c). Pour le groupe dihédral, on doit prendre soit un élément d’ordre 2, et
un élément d’ordre 5 et son inverse, (ce qui donne le le graphe 1.6.b), soit 3 éléments d’ordre 2 (ce
qui donne le graphe 1.6.c).

Le graphe orienté de Cayley Cay
�
G � S � n’est en général pas isomorphe à Cay

�
G � S � 1 � , comme

le montre l’exemple suivant G est le produit semi-direct du groupe additif
� �

7
�

et du sous-groupe
à 3 éléments � 1 � 2 � 4 � du groupe multiplicatif de l’anneau

� �
7
�

, avec l’opération naturelle
�
x � m � ��

y � n � � �
x � my � mn � , et la partie S � � � 1 � 1 � � � 0 � 2 � � � 2 � 2 � � � 4 � 2 � � Le graphe induit sur voisinage sor-

tant du neutre, pour Cay
�
G � S � et pour Cay

�
G � S � 1 � est dessiné sur la figure 2.2.
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Chapitre 3

Aspects catégoriques

3.1 Généralités

Une catégorie est une classe (on n’entre pas dans les subtilités classe vs. ensemble) d’objets et de
morphismes. Chaque morphisme va d’un objet (sa source) à un objet (son but). Les morphismes de
source X et de but Y donnés dans une catégorie forment un ensemble HomC

�
X � Y � . On peut omettre

le C si cela ne crée pas d’ambiguı̈té. On peut composer deux morphismes dès lors que le but du
premier est la source du second, et alors le composé est un morphisme qui va de la source du premier
au but du deuxième. En outre chaque objet X a un morphisme identité 1X qui l’a pour source et but.
Les égalités suivantes sont exigées

�
ab � c � a

�
bc � dès qu’on peut composer les morphismes a � b � c et

a1X � a, 1Xb � b dès que l’on peut composer l’identité 1X d’un objet avec les morphismes a et b.
Un isomorphisme entre deux objets X et Y est un morphisme j : X � Y tel qu’il existe un mor-

phisme k : Y � X avec k j � 1X et jk � 1Y , où 1X et 1Y sont les identités de X et Y .
Un foncteur F est une application d’une catégorie C vers une catégorie D, telle que pour tous

objets c1, c2 de C, et tout morphisme a de c1 vers c2 le résultat F
�
a � est un morphisme de F

�
c1 �

vers F
�
c2 � ; on exige de plus que l’identité i1 de l’objet c a pour image F

�
i � l’identité de F

�
c � , et que

F
�
ab � � F

�
a � F � b � pour tous morphismes composables a � b de C.

Un foncteur F : C � D a un foncteur adjoint à droite G : D � C si on a un morphisme naturel
jX : X � GF

�
X � telle que l’application HomD

�
F
�
X � � Y � � HomC

�
X � G � Y � � définie par f �� G

�
f � jX

est une bijection pour tous X et Y . On alors aussi un morphisme naturel iY : FG
�
Y ��� Y telle que

HomC
�
X � G � Y � � � HomD

�
F
�
X � � Y � définie par g �� iY F

�
g � soit la bijection inverse de la précédente.

De sorte que F est adjoint à gauche de G.
Pour plus de détails voir [25].

3.1.1 Exemples

Une catégorie bien usuelle est Ens, celle dont les objets sont les ensembles, et les morphismes
sont les applications.

Une autre est Grp, celle des groupes, avec comme morphismes les homomorphismes de groupe.
On a alors un foncteur d’oubli U : au groupe G on associe U

�
G � , l’ensemble sous-jacent à G et

au morphisme a : G � H on associe l’application U
�
a � : U

�
G � � U

�
H � qui n’est autre que a, en

oubliant ses propriétés supplémentaires.
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Une troisième est celle des monoı̈des, Mon. Les monoı̈des sont comme les groupes, sauf qu’on
n’exige pas que chaque élément admette un inverse. Par exemple, les éléments d’un anneau, avec la
multiplication de cet anneau, forment un monoı̈de. Voici la table de la multiplication pour l’anneau� �

4
�

0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

On voit que 1 est neutre, que 3 est son propre inverse, mais que ni 2 ni 0 n’ont d’inverse.
On peut observer un premier foncteur d’oubli Grp � Mon, et un deuxième Mon � Ens dont la

composition donne U .
On a un foncteur en sens inverse, des ensembles vers les monoı̈des qui a un ensemble E associe

le monoı̈de libre sur E, c’est l’ensemble des suites finies d’éléments de E, avec la concaténation� �
a1 � � � ak � � �

b1 � � � b � � � �� �
a1 � � � akb1 � � � b � � , dont la suite vide

� � est le neutre. On notera que ce foncteur
est l’adjoint à gauche du foncteur d’oubli de Mon dans Ens.

On a aussi un foncteur de Ens vers Grp, qui à un ensemble E associe le groupe libre sur E, et
qui est l’adjoint à gauche du foncteur d’oubli U de Grp dans Ens.

On s’accroche pour la description de cette chose! C’est un groupe. On considère l’ensemble
des chaı̂nes d’éléments de la forme

�
a1 � a2 � � � � ak � , avec chaque ai qui est soit un élément de E soit

l’inverse (formel) d’un élément de E, avec l’opération de concaténation des chaı̂nes, quotienté par
la relation d’équivalence engendrée par

�
aa � 1 � � � � � �

a � 1a � . Ce qui veut dire que dans une chaı̂ne
on peut sans changer la classe d’équivalence insérer ou supprimer deux éléments successifs inverses
l’un de l’autre, et que deux chaı̂nes seront considérées comme équivalentes si on peut passer de l’une
à l’autre par une succession de telles modifications.

Si on a une application f : E � F , le foncteur Ens � Mon introduit plus haut donne un mor-
phisme de monoı̈des

�
a1 � � � � � ak � �� �

f
�
a1 � � � � � � f

�
ak � � . De même pour la formation de groupes libres.

En particulier, si E � /0, (l’ensemble vide), le monoı̈de libre sur E et le groupe libre sur E sont
réduits à un élément, ce qui ne laisse guère de choix pour l’opération, Pour �E � � 1, le monoı̈de libre
est isomorphe à

�
avec son addition et le groupe libre à

�
avec son addition.

3.2 Catégories de graphes

On doit décider des objets: les graphes, bien sûr, et des morphismes. Le plus naturel est de décider
qu’un morphisme de graphes G � H est une application de l’ensemble des sommets de G sur ceux
de H qui envoie toute arête de G sur une arête de H. Cette option 1 est la plus appropriéee dans les
problèmes de colorations de graphes: voir par exemple [111].

Une autre décision (option 2) raisonnable est que chaque arête est envoyée sur un arête ou un
sommet. Ce qui revient à admettre tacitement que chaque sommet a une boucle. Dans cette seconde
option, il y a beaucoup plus de morphismes entre deux graphes donnés. Par exemple, les projections
de la somme cartésienne vers ses composantes sont alors des morphismes de graphes, ce qui n’est
pas le cas — sauf exceptions triviales — pour la première option.

Le line graphe est un foncteur de la catégorie des graphes (options 1 ou 2) vers la catégorie des
graphes (option 2).
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Pour les graphes orientés, on prendra pour objets les garphes orientés, pour morphismes de G
vers H les applications qui envoient arc sur arc (option 1). Là aussi, il y a l’option de replier les arcs.

3.3 Produits, noyaux, objet final

Dans une catégorie, on appelle produit de deux objets X � Y , un objet P muni de deux morphismes
pX : P � X et pY : P � Y tel que chaque fois qu’on a un objet T avec deux morphismes qX : T � X
et T � Y on a un unique morphisme qZ : T � Z avec qX � pXqZ et qY � pY qZ . Cela n’existe pas
toujours ! Mais si cela existe, c’est unique à isomorphisme près.

Pour les ensembles, le produit convient. Pour les groupes, le produit direct convient. Pour les
graphes (option 1), le produit cartésien convient; pour les graphes (option 2) le produit fort convient.

On peut aussi former (éventuellement) le produit d’une famille d’objets: Xi � i � I; c’est l’objet P
s’il existe muni d’une famille pi : P � Xi de morphismes tel que pout tout objet Q muni d’une famille
qi : Q � Xi il existe un unique morphisme q : Q � P tel que qi � piq pour tout i � I. Cela n’existe
pas toujours ! Mais si cela existe, c’est unique à isomorphisme près.

Le noyau d’une paire de morphismes k1 � k2 : X � Y est l’objet K muni d’un morphisme i : K � X
tel que k1i � k2i tel que pout tout objet L muni d’un morphisme j : L � X il existe un unique
morphisme n : L � K tel que j � in. On peut bien sûr définir de même le noyau d’une famille de
morphismes ki : X � Y . Cela n’existe pas toujours ! Mais si cela existe, c’est unique à isomorphisme
près.

L’objet final T d’une catégorie C est tel que Hom
�
X � T � a exactement un élément pour tout objet

X de C.
Refrain: Cela n’existe pas toujours. . .

3.3.1 Exemples

.
La catégorie des ensembles a un élément final: n’importe quel ensemble à un élément convient.

Celle des groupes aussi: le groupe à un élément. Celle des graphes (option 2) aussi: le graphe à un
sommet. En revanche celle des graphes (option 1) n’en a pas.

3.4 Sommes, conoyaux, objet initial

On définit de même la somme de X et Y : c’est —s’il en existe— un objet S muni de deux
morphismes iX : X � S, iY : Y � S tel que tout objet Z muni de deux morphismes fX : X � Z,
fY : Y � Z donne lieu à un unique morphisme m : S � Z tel que fX � miX et fY � miY .

L’objet initial I, s’il en existe, est caractérisé par �Hom
�
I � X � � � 1 pour tout objet X .

Le conoyau de deux morphismes k1 � k2 : X � Y est l’objet K s’il existe muni d’un morphisme
p : Y � K tel que pk1 � pk2 et que tout morphisme j : Y � L tel que jk1 � jk2 se factorise de façon
unique en j � l p

3.4.1 Exemples

La catégorie des ensembles a pour élément initial l’ensemble vide, celle des groupes le groupe à
1 élément, celle des graphes le graphe sans sommet (et sans arête).



CHAPITRE 3. ASPECTS CATÉGORIQUES 19

3.5 Objet nul

Si la catégorie C a un objet N initial et final, cet objet est dit nul. Dans ce cas chaque paire
d’objets X � Y admet un morphisme 0 : X � Y appelé le morphisme nul qui est le composé de l’unique
morphisme X � N (vu que N est final) et de l’unique morphisme N � Y (vu que N est initial.

Dans ce cas il y a un morphisme naturel de la somme de deux éléments X � Y vers leur produit:
on choisit les morphismes IX : X � X et 0 : X � Y , ce qui donne un morphisme aX : X � X � C Y et
de même les deux morphismes IY : Y � Y et 0 : Y � X donnent un morphismes aY : Y � X � C Y , et
cette paire aX � aY donne un morphisme: X �

C Y � X � C Y .

3.5.1 Exemple

La catégorie Ens n’a pas d’objet nul: il n’y a pas de morphisme du tout de son objet final (à 1
élément) vers son objet initial (vide) et a fortiori pas d’isomorphisme.

Le groupe à 1 élément est nul dans la catégorie Grp et aussi dans la catégorie GrAb. Dans cette
dernière, le morphisme somme à produit est un isomorphisme.
Présentation de groupe Il s’agit de construire un groupe. On se donne un ensemble générateur G,
et un ensemble de relations R, c’est-à-dire d’éléments du groupe libre

�
G � sur G. On forme le sous-

groupe normal H de
�
G � minimal parmi ceux qui contiennent R, et le groupe-quotient K � �

G � � H.
Alors K peut être vu comme l’objet initial dans la catégorie dont les objets sont les groupes L

munis d’un morphisme d’ensembles G � U
�
L � dans lesquels les images des éléments de R sont le

neutre.

3.6 Groupes et groupes abéliens

On a une catégorie GrAb des groupes abéliens (on dit aussi commutatifs). Ses objets sont les
groupes abéliens (ce qui veut dire ab � ba pour tous éléments a � b du groupe) et les morphismes tout
simplement les morphismes de groupes. Il y a donc un foncteur d’oubli très simple de GrAb dans
Grp.

Mais les deux catégories sont bien différentes. La somme dans GrAb de deux groupes X � Y dans
GrAb est isomorphe au produit direct, avec X � P défini par x �� �

x � eY � et Y � P par y �� �
eX � y � . La

somme dans Grp de X et Y est l’ensemble dont les éléments sont les chaı̂nes
�
x1y1x2y2 � � � xkyk � , avec

l’opération de concaténation, quotienté par la relation d’équivalence engendrée par
�
xieY x j � � �

xix j �
et

�
yieXy j � � �

yiy j � .
Ainsi la somme de deux exemplaires de

� �
2
�

dans GrAb est un groupe à 4 éléments, alors que
la somme de deux exemplaires de

� �
2
�

dans Grp est isomorphe au produit semi-direct
� � � � 1 � 1 �

défini par
�
a � s � � b � t ��� �

a � st � st � . L’isomorphisme est donné (par exemple) par x �� �
0 � � � 1 � x � si x

est dans le premier exemplaire, et 0 �� �
0 � 1 � et 1 �� �

1 ��� 1 � pour les éléments du second exemplaire.
Adjoint à gauche Ce foncteur d’oubli c de GrAb dans Grp a un adjoint à gauche qui est défini à
l’aide du morphisme (dans Grp) G � c

�
G
�
G

� � où G
�

est le sous groupe (normal) de G engendré par
les ghg � 1h � 1, où g et h parcourent G, ou si on préfère, à l’aide du morphisme c

�
G � � � c � G � � � � G qui

est en fait un isomorphisme pour tout groupe G de GrAb, car le groupe c
�
G � est isomorphe à G et

tous les ghg � 1h � 1, avec g et h parcourent c
�
G � , sont égaux au neutre.

Pas d’adjoint à droite En revanche, c n’a pas d’adjoint à droite w. En effet, on devrait avoir des
ensembles de morphismes égaux (à isomorphisme naturel près)
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HomGrp
�
cX �

Grp cY � Z � � HomGrp
�
cX � Z � � HomGrp

�
cY � Z � � HomGrAb

�
X � wZ � � HomGrAb

�
Y � wZ � �

HomGrAb
�
X �

GrAb Y � wZ � � HomGrp
�
c
�
X �

GrAb Y � � Z �
On devrait donc avoir cX �

Grp cY et c
�
X �

GrAb Y � isomorphes; ce n’est pas vrai en général (on
l’a vu pour X � Y � � �

2
�

).
Et voilà. C’était une preuve typique de la théorie des catégories !

3.7 Ensembles avec structure

On a déja vu des exemples (groupes, graphes, etc.) en voici d’autres qui vont revenir par la suite.

3.7.1 Ensembles pointés

Les objets sont les ensembles non vides avec un élément spécial. Soit
�
E � e � et

�
D � d � de tels

objets. Un morphisme f dans cette catégorie de
�
D � d � vers

�
E � e � est une application de D dans E

qui de plus envoie d sur e.
Cette catégorie a un objet nul: un ensemble a un seul élément, qui est son élément spécial

convient. Elle a des produits : E � D avec le point
�
e � d � est le produit de

�
E � e � et

�
D � d � , des noyaux :

si f � g :
�
D � d � � �

E � e � sont des morphismes, le sous-ensemble de D formé des x tels que f
�
x � � g

�
x � ,

avec l’élément d est noyau de la paire f � g, des sommes: l’union disjointe de E et F quotientée par
e � d avec l’élément spécial formé de e et d, des conoyaux: si f � g :

�
D � d ��� �

E � e � sont des mor-
phismes, on quotiente E par la relation d’équivalence engendrée par les f

�
x � � g

�
x � � x � D.

3.7.2 Ensembles munis d’une partition

Les objets sont les ensembles mnui d’une partition. Les morphismes de
�
E � P � vers

�
F � Q � sont

les applications E � F telles que des éléments de la même classe dans E aient pour images des
éléments de la même classe dans F .

Il y a un objet initial
�
/0 � /0 � et un objet final, l’ensemble à 1 élément avec sa seule partition. Le

produit de
�
E � P � et

�
F � Q � est E � F muni des parties A � B, avec A � B parcourant P� Q. Le noyau de

f � g :
�
E � P � � �

F � Q � est le sous-ensemble H de E formé des x � E tels que f
�
x � � g

�
x � , avec les

parties de la forme H � A, A � P qui ne sont pas vides.
Il y a des sommes: (prendre l’union disjointe de E et F , avec les parties copiées de celles qu’on a

dans P et Q), et des conoyaux: pour fornmer un conoyau de f � g :
�
E � P � � �

F � Q � prendre le conoyau
j : F � K d’ensembles et la partition R de K la plus fine telle que les j

�
A � � A � Q sont contenus dans

des parties appartenant à R.
Par exemple, si E �	� a � avec la partition � � a � � , si F �	� c � d � e � avec la partition � � c � d � � � e � � ,

si f
�
a � � c et g

�
a � � e alors dans le conoyau

�
K � R � l’ensemble K a deux éléments, j

�
c � � j

�
e � et

j
�
d � , comme c et d sont dans la même classe, il faut mettre j

�
c � et j

�
d � dans la même classe, donc

R � � K � .
On notera que le foncteur d’oubli de la catégorie des ensembles avec partition dans Ens (on

oublie la partition) a un adjoint à droite et un adjoint à gauche. Pour l’adjoint à droite, on munit
chaque ensemble Y de sa partition (grossière) en au plus une partie. Pour l’adjoint à gauche on munit
chaque ensemble de sa partition en parties à un élément.
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somme produit

FIG. 3.1 – Somme et produit de deux chemins pointés

3.8 Produit tensoriel

Il peut arriver que l’ensemble HomC
�
X � Y � soit naturellement lui aussi un objet de la catégorie

C, ce qui veut dire que si f : Y � Z est un morphisme, alors HomC
�
X � Y � � HomC

�
X � Z � défini par

g �� f g est un morphisme de C, que HomC
�
Z � T � � HomC

�
Y � T � défini par g �� g f est un morphisme

de C, etc. Dans ce cas on peut envisager l’existence d’un objet de C, noté X
�

Y tel que HomC
�
X
�

Y � Z ��� HomC
�
X � HomC

�
Y � Z � � .

Plus généralement, si les morphismes de C ont une structure dans D, on peut tenter de représen-
ter HomD

�
X � HomC

�
Y ��� � par un objet dans C, c’est-à-dire de former un objet X

�
Y de C tel que

HomD
�
X � HomC

�
Y � Z ��� HomC

� �
X
�

Y � � Z � .
Dans la catégorie Ens, c’est le produit cartésien. Pour la catégorie des groupes abéliens, en don-

nant à HomGrAb la structure de groupe abélien par
�
f � g � � x � � f

�
x � � g

�
x � , c’est le produit tensoriel

habituel.
Un autre exemple fort utilisé en algèbre : soit R un anneau, Modg la catégorie des modules à

gauche sur R et Modd celle des modules à droite sur R. On a une structure naturelle de R-module à
droite sur Hom

�
M � G � (les applications préservant l’addition — économisons l’écriture d’un foncteur

d’oubli) si M est un module à gauche et G un groupe commutatif, en définissant f λ par
�
f λ � � m ���

f
�
λm � pour tout m � M. On a alors un groupe abélien N

�
M tel que HomGrAb

� �
N
�

M � � G ���
HomModd

�
N � HomModg

�
M � G � � de façon naturelle.

Si C a un objet initial I, on a �HomC
�
I � Y � � � 1 pour tout Y , donc si on a un foncteur d’oubli

de C dans Ens qui est fidèle, c’est-à-dire transforme des morphismes distincts de C en morphismes
distincts d’ensembles, on a aussi �HomC

�
X � HomC

�
I � Y � ��� 1 � , ce qui se traduit par: X

�
I existe, et

est isomorphe à I.
Pour la catégorie des graphes, on met une arête entre deux morphismes de graphes f � g : G � H si

pour tout sommet x de G les sommets f
�
x � et g

�
x � sont adjacents dans H (ce qui autorise f

�
x � � g

�
x �

pour l’option 2).
Examinons par exemple, le n-cycle Cn pour n � 3 et l’arête K2.
Dans l’option 1, on a deux morphismes Cn � K2 liés par une arête si n est pair et aucun si n est

impair. Pour l’option 2, on a un graphe complet à 2n sommets dans les deux cas.
Dans l’option 1, il n’y a aucun morphisme C3 � C4, dans l’option 2 il y en a 28, qui sont les 4

constants et les 24 qui envoient un sommet du triangle (3 choix) sur un sommet du carré (4 choix) et
les deux autres sur un sommet voisin (2 choix). Le graphe de ces morphismes n’est pas complet.

Dans les graphes pointés, avec l’option 2, le morphisme somme à produit est facile à voir (figure
3.1):

Dans la catégorie des graphes orientés, on a aussi la possibilité de structurer en graphe orienté
Hom

�
G � H � , en mettant un arc de f vers g si on a pour tout x � G un arc de f

�
x � vers g

�
x � dans H.
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a

b

c

d
G

ac cd

ab bd
LG

ac cd

ab bd
Hom

FIG. 3.2 – Un graphe orienté G avec Hom
�
U1 � G � non isomorphe au line-graphe

On note que le line-graphe dans les graphes orientés est un foncteur, presque isomorphe naturel-
lement à Hom

�
U1 � � � (abréviation de H �� Hom

�
U1 � H � ) pour l’option 1, où U1 est le graphe orienté

à 2 sommets et un arc qui les joint. En effet, le graphe orienté G de la figure 3.2 montre que ces
foncteurs ne sont pas isomorphes. Cependant on peut considérer la catégorie des graphes orientés
qui n’ont pas ce graphe G comme sous-graphe induit, avec l’option 1 pour le choix des morphismes.

Dans cette catégorie, comme dans les graphes orientés en général (option 1), on a donc pour Un

est le chemin orienté à n � 1 sommets.

Hom
�
Un � Um ���

�
Um � n si m � n
/0 sinon

On constate alors que le line-graphe itéré n fois n’est autre (à isomorphisme naturel près) que
Hom

�
Un � � � , où Un est le chemin orienté à n � 1 sommets et on a donc Un

�
Um � Un � m dans la

catégorie des graphes orientés dépourvus du graphe induit particulier G (option 1).
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Chapitre 4

Catégories et graphes de Cayley

4.1 Groupes avec générateur,graphes orientés connexes pointés

On peut construire une catégorie GrGe dont les objets sont les groupes munis d’un générateur,
les morphismes entre

�
G � S � et

�
H � T � étant les morphismes de groupes f : G � H tels que de plus

f
�
S � �

T . Cette catégorie a un élément initial (le groupe à 1 élément avec le générateur vide), un
élément final (le groupe à 1 élément avec le générateur formé de cet élément), des sommes (la somme
de
�
G � S � et

�
H � T � est la somme dans Grp de G et S avec le générateur union des images de S et T

dans ce groupe-somme).
On peut construire une catégorie GrOP dont les objets sont les

�
G � g � avec G graphe orienté

et g sommet spécial de G. Les morphismes sont les morphismes de graphes orientés (option 2):
application f des sommets vers les sommets de sorte que f

�
u � � f

�
v � ou bien f

�
u � f

�
v � arc si uv arc,

l’image du sommet spécial est le sommet spécial.
On a un foncteur Cay, qui attribue à un groupe muni d’un générateur

�
G � S � le graphe Cay

�
G � S �

avec le sommet spécial qui correspond au neutre de G.
Il y a un adjoint à droite (disons Yac) de Cay, qui s’obtient en associant au graphe orienté connexe

avec un sommet spécial
�
Γ � γ � , le groupe libre sur l’ensemble des arcs de Γ, quotienté par les cycles

de Γ.
Si on a un graphe pointé connexe

�
Γ � γ � et un groupe G avec une partie génératrice S, pour chaque

morphisme de graphes pointés Γ � γ vers Cay
�
G � S � , il y a un morphisme de groupes Yac

�
Γ � γ � vers�

G � S � qui envoie l’élément u correspondant à un arc u de Γ vers l’élément de G qui fournit l’arc
image de u dans Cay

�
G � S � . Et ceci réalise une bijection.

4.1.1 Variantes

Une construction similaire peut se faire avec les groupes abéliens au lieu des groupes en général.
On peut aussi utiliser les graphes non-orientés et les groupes munis d’un générateur formé d’élé-

ments involutifs du groupe.
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γ
a b

FIG. 4.1 – Deux triangles coloriés

4.1.2 Exemple

Γ est formé des deux arcs a de but γ et b de source γ. Alors Y � Yac
�
Γ � est le groupe libre sur 2

éléments, muni de son générateur � a � b � . Le graphe de Cayley de
�
Y � � a � b � � est un arbre où chaque

sommet a deux arcs sortants provenant de a et b et deux arcs entrants provenant de a et b. Tout
morphisme f (dans GrOP) de

�
Γ � γ � vers un graphe de Cayley Cay

�
G � S � donne un arc f

�
a � arrivant

en f
�
γ � , c’est-à-dire un arc

�
x � e � avec x � 1 � S

�
G et un arc f

�
b � partant de f

�
γ � , c’est-à-dire un arc�

e � y � avec y � S
�

G. Il y a alors un unique morphisme de groupes qui envoie Y sur G, avec a �� x � 1

et b �� y.

4.2 Graphes coloriés

On peut essayer de perdre moins d’information sur la structure en gardant la partition des arcs
selon l’élément (du groupe) qui a servi à les construire. On aura donc ainsi a considérer un foncteur
CayC (Cayley colorié) qui à un groupe muni d’une partie génératrice associe le graphe pointé orienté
connexe muni de cette partition.

Les morphismes entre les graphes coloriés sont bien entendu les morphismes de graphes qui de
plus envoient des arcs de la même classe du graphe source sur des arcs de la même classe dans le
graphe but.

Il y a alors un adjoint à droite. On forme le groupe libre sur les arcs, comme pour Yac et on
quotiente ensuite par les relateurs a � b provenant des paires d’arcs a � b prises dans la même partie
de la partition.

4.2.1 Exemple

Le graphe est le triangle colorié T de la figure 4.1.a, le groupe est alors
�

avec a qui correspond à
1 et b à � 2. Un morphisme de graphes coloriés etc. de T vers un graphe de Cayley Cay

�
G � S � envoie

l’arc colorié a issu de γ vers un arc
�
e � x � partant du sommet spécial e de Cay

�
G � S � , l’arc colorié a de

but γ vers un arc
�
y � e � de même classe que

�
e � x � , ce qui veut dire y � x � 1 et enfin l’arc colorié b va

vers l’arc
�
x � y � , qui provient donc de x � 2.

Ceci correspond bien à un morphisme de groupes qui envoie a sur x et b sur x � 2.
Il va de soi que si les parties de la partition sont toutes réduites à un élément, le groupe formé est

le même qu’à la section précédente.
Il arrivera, surtout si les parties sont trop grosses, que les morphismes vers les graphes de Cayley

ne puissent pas être injectifs.
Par exemple dans le triangle de la figure 4.1.b, les deux sommets de droite ont forcément la

même image. Ceci se voit déjà dans le groupe, les relations abc � 1 � e (cycle) et a � c (coloration)
impliquent b � e.
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Chapitre 5

Hamiltonisme

Une question fameuse est de reconnaı̂tre les graphes finis (resp. graphes orientés finis) qui ont
un cycle (resp. circuit orienté) hamiltonien, c’est-à-dire qui passe une fois et une seule par chaque
sommet.

A l’origine, Hamilton avait essayé de vendre un jeu des 20 villes, où l’on cherchait un chemin
hamiltonien sur une sphère avec la disposition suivante des villes et routes (étalée plus être plus
visible dans la figure 5.1

Une condition nécessaire évidente est que le graphe soit 2-connexe, (resp. que le graphe orienté
soit fortement connexe).

À part le graphe de Cayley de
� �

2
�

avec le générateur 1, les graphes de Cayley connexes passent
le test.

En effet, si le graphe orienté fini est connexe, et s’il y a un arc de a à b, il y a un chemin orienté de
b vers a: suivre les arcs provenant du même élément du groupe que l’arc

�
a � b � . Par récurrence, on en

déduit que s’il y a un chemin qui suit les arcs ou leurs opposés pour aller de a à b, on pourra construire
un chemin orienté en remplaçant les arcs pris à l’envers par des chemins, et en court-circuitant au
besoins les circuits qui ont pu apparaı̂tre.

Pour un graphe de Cayley non-orienté connexe fini à au moins 3 sommets, faisons un raisonne-
ment par l’absurde. Le degré commun à tous les sommets est au moins 2, car le graphe est connexe
et a au moins 3 sommets. S’il y a un point d’articulation, tous les sommets le sont, par sommet-
transitivité. Soit alors deux arêtes � e � x � et � e � y � dans deux blocs distincts passant par le sommet
associé à e. Alors xy � 1 est d’ordre fini m, ce qui permet de construire un cycle de longueur 2m
contenant les deux arêtes. Ce qui contredit l’appartenance à deux blocs distincts.

Dans le cas orienté, le graphe de Cayley de
�

4 avec un générateur formé d’une permutation cir-
culaire et d’une transposition qui l’engendrent n’est pas hamiltonien. Voir figure 5.2, et belle preuve
dans [78].

Les graphe de Cayley de
�

4 (le groupe alterné des permutations de 4 éléments a 12 sommets. Il
y a 3 graphes de Cayley orientés de degré 2. Certain(s) sont hamiltoniens, d’autre(s) non. Voir figure
5.3.

Cependant, le cycle hamiltonien n’a en général que peu de rapport avec la structure de groupe.
Ce qui rend
ennuyeuse
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FIG. 5.1 – Le graphe de Hamilton

FIG. 5.2 – Le graphe de Cayley orienté du groupe
�

4 avec (1234) et (12)

FIG. 5.3 – Graphes de Cayley orienté du groupe
�

4 avec 2 générateurs
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1

–1

i

–i

j

–j k

–k

FIG. 5.4 – Le graphe de Cayley orienté du groupe de Hamilton à 8 éléments

intéressante 1

la recherche de tels circuits ou cycles, voire la décomposition de l’ensemble des arêtes en de tels
circuits ou cycles.

Pour en savoir plus, voir [65] ou [122] ou [7] par exemple.
Le graphe orienté de la figure 5.4 est biparti, hamiltonien. Le groupe est formé des 8 quaternions

�
1 � �

i � �
j � �

k.

1. biffer la mention inutile
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Chapitre 6

Isomorphismes d’Adám

On a vu que des morphismes de groupes avec générateur induisent des morphismes de graphes
de Cayley (de diverses sortes).

La réciproque est fausse, naturellement: les deux groupes non isomorphes à 4 éléments, muni des
trois éléments non nuls donnent le même graphe, complet à 4 sommets.

Voici un exemple un peu plus subtil:
Le graphe de la figure 6.1 peut être obtenu comme graphe de Cayley de deux groupes à 16

éléments, avec 3 éléments a � b � c tous trois d’ordre 2 pour générateur. Le premier est le groupe diédral
(c2 � 1 � � ac � 8 � 1 � a2 � 1 � b � � ac � 2a), ce qui permet de voir que le graphe est hamiltonien. Le second
n’a pas d’élément d’ordre 8, (donc ce n’est pas un groupe isomorphe au précédent), mais admet des
automorphismes extérieurs qui permutent a � b � c, ce qui montre que le graphe est arête-transitif.

Le graphe est un sous-graphe du cube de dimension 4, mais le plongement ne peut se faire en
rajoutant un élément d’ordre 2 au générateur.

Le problème d’Adám est le suivant: Les isomorphismes de groupes induisent des isomorphismes
de graphes de Cayley. Inversement, si

�
G � S � et

�
G � T � (le même groupe G) donnent des graphes de

Cayley isomorphes, existe-t-il un isomorphisme
�
G � S � � �

G � T � ?
Ce n’est pas toujours vrai

Un exemple est le groupe
� �

16
�

avec les générateurs
�
1 � 7 � 2 � 14 � 9 � 15 � et

�
1 � 7 � 6 � 10 � 9 � 15 � [56] voir

c

c
c

c

c

c
c

c

a

b

a
b

a b

a b

a

b

a
b

ab

ab

c

c
c

c

c

c
c

c

a

b

b
a

a b

b a

a

b

b
a

ab

ba

FIG. 6.1 – Deux graphes de Cayley isomorphes en tant que graphes
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FIG. 6.2 – Contre-exemple de Elspas et Turner

figure 6.2.
Inversement, pour le degré 4 (non orienté) ou 2 (orienté), le graphe de Cayley permet de reconsti-

tuer le groupe, supposé abélien, à une famille d’exceptions près: le groupe
� �

2p
�

avec son généra-
teur � 1 � p � 1 � (symétrisé avec � � 1 � p � 1 � pour le cas non-orienté) et le groupe

� �
p
� � � �

2
�

avec
son générateur � � 1 � 0 � � � 1 � 1 � � (symétrisé avec � � � 1 � 0 � � � � 1 � 1 � � pour le cas non-orienté) donnent le
même graphe, bien que non-isomorphes quand p est pair.

Mais un isomorphisme entre les graphes de Cayley avec sommet spécial n’est pas obtenu forcé-
ment comme image d’un isomorphisme des groupes. Voir par exemple K5: il a 120 isomorphismes,
sur lui-même dont 20 sont composés d’une translation et d’un isomorphisme issu du groupe

� �
5
�

.
Voici un autre exemple, un peu plus subtil:
Le groupe est celui des 18 homothéties-translations du plan sur le corps

�
3 . Le générateur S est

formé des 3 symétries autour de trois points non alignés. Il y a donc 6 automorphismes du groupe
préservant S, les conjugaisons par des éléments du groupe affine du plan qui permutent les trois 3
points. Cela suggère 6 � 18 � 108 automorphismes du graphe, mais il y en a 216.

Voici un dessin (figure 6.3) du graphe, qui est distance-régulier (ce qui ne se voit pas trop) et
hamiltonien (ce qui est apparent sur le dessin).

Pour en savoir plus: travaux de Cai-Heng Li et de Cheryl E. Praeger,(par exemple [116, 117, 118,
120, 61, 119]
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FIG. 6.3 – Graphe de Cayley des homothéties-translations de
� 2

3
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Chapitre 7

Spectres

Certains paramètres importants des graphes finis sont approchés plus ou moins efficacement par
des méthodes spectrales. Par exemple, le nombre de stabilité, le max-cut, le diamètre.

On peut donc se demander si pour les graphes de Cayley le spectre se calcule commodément.

7.1 Spectres

On peut représenter le graphe par sa matrice d’adjacence A : il y a autant de lignes et colonnes
que de sommets, chaque arête � i j � donne les coefficients Ai j � A ji � 1, les autres coefficients sont
nuls. Le spectre de cette matrice ne dépend pas de l’ordre dans lequel on a mis les sommets. C’est le
spectre du graphe.

On peut également prendre la matrice Laplacienne L � D � A où D est la matrice diagonale avec
Dii égal au degré du sommet i. La aussi, le spectre de la matrice Laplacienne est attaché au graphe,
et non à l’ordre choisi pour les sommets. C’est le spectre Laplacien du graphe.

Pour un graphe régulier, chacun de ces spectres se calcule aisément à partir de l’autre.

7.2 Paramètres liés au spectre

Le nombre d’arêtes entre deux parties de taille t et n � t de l’ensemble des sommets s’encadre
avec µt

�
n � t � � n et λt

�
n � t � � n, où µ et λ sont la plus plus petite et la plus grande valeur propre, après

suppression d’une occurrence de 0 dans le spectre Laplacien. Voir [128].
Le nombre de stabilité est majoré pour un graphe k-régulier selon α � �

λ � k � � λ, où λ est la plus
grande valeur propre du Laplacien. Voir [123].

Le diamètre (non orienté) se majore avec les valeurs extrêmes du spectre Laplacien : si λ1 � 0
�

λ2 � ����� � λn sont ces valeurs propres, le diamètre est au plus

�
argcosh

	
n � 1 


argcosh
	 λn � λ1

λn � λ1

�� � 1 (pour un graphe

connexe non complet). Voir [35].
Pour des raffinements, voir [64, 63].
Le diamètre est majoré par le nombre de valeurs propres distinctes du graphe, diminué de 1. Voir

[24].
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7.3 Groupes abéliens

La réponse est franchement oui si le groupe est abélien. Car alors les valeurs propres de Cay
�
G � S �

sont tous simplement les ∑s � S χ
�
s � , où χ parcourt les caractères du groupe. On sait que tout groupe

abélien fini se met sous la forme

���
a1
� � � �

a2
� � ����� � � �

ak
�

et alors ses caractères sont les fonctions

�
x1 � x2 � �
��� � xk � �� exp

�
2πi∑xiyi

�
ai �

Ainsi chaque caractère est déterminé par les k éléments yi � � �
ai. On sait que tout groupe abélien

fini se met sous cette forme.

7.3.1 Exemple

Les valeurs propres de la matrice d’adjacence du graphe de la figure 1.7 sont 4 (multiplicité
1) et chacune des trois valeurs de 2cos

�
2πp

�
13 � � 2cos

�
10πp

�
13 � obtenues pour 0 � p � 13, soit

0 � 2738 � 1 � 3772 � � 2 � 6510 environ, avec multiplicité 4.
On en déduit, par exemple, que le nombre de stabilité est au plus 13 2 � 6510

6 � 6510 � 5 � 18, donc au plus
5. (la vraie valeur est 4), et le max-cut au plus

�
6 � 7

�
13 � � 6 � 6510 � 21 � 48, donc au plus 21. (la vraie

valeur est 20).

7.4 Autres groupes finis

On n’a plus autant de caractères de degré 1, il faut donc se rabattre sur les représentations de
degré plus grand.

Par exemple pour le groupe
�

3, on a en choisissant le générateur � � 12 � � � 13 � � et le générateur
� � 12 � � � 13 � � � 23 � � le 6-cycle et le biparti complet K3 � 3 respectivement, ce qui donne, en considérant
les 4 représentations irréductibles les cas suivants (les deux cas de dimension 2 donnent la même
chose),

I 123 132 13 12 23 12 � 13 12 � 13 � 23
1 1 1 1 1 1 2 3
1 1 1 � 1 � 1 � 1 � 2 � 3�

1 0
0 1 � �

0 � 1
1 � 1 � � � 1 1� 1 0 � � � 1 0� 1 1 � �

0 1
1 0 � �

1 � 1
0 � 1 � � � 1 1

0 1 � �
0 0
0 0 �

Ce qui donne le spectre
�
� 2 ��� 1 ��� 1 � 1 � 1 � 2 � pour le 6-cycle et

�
� 3 � 0 � 0 � 0 � 0 � 3 � pour le biparti com-

plet. On peut aussi avoir ces graphes avec le groupe
���

6
�

et les générateurs � � 1 � 1 � et � � 1 � 1 � 3 �

7.4.1 Cas du générateur stable par conjugaison

On note que si S est une réunion de classes de conjugaisons de G, (c’est-à-dire que si s � S alors
gsg � 1 � S pour tout g � inG), alors le spectre est assez facile à calculer, vu la théorie des schémas
d’association. Voir par exemple [29].
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(ad)(bc)

(ac)(bd)

(ab)(cd)

() (ab)

(bc)

(ac)

(bd)

(ad)

(bc)

(abc)
(acb)

(abd)
(adb)

(acd)
(adc)

(bcd)
(bdc) (ad)(bc)

(ac)(bd)

(ab)(cd)

() (acbd)

(adbc)

(abcd)

(adcb)

(abdc)

(acdb)

(abc)
(acb)

(abd)
(adb)

(acd)
(adc)

(bcd)
(bdc)

FIG. 7.1 – Voisinages de l’identité dans deux graphes de Cayley sur
�

4

7.4.2 Exemple

Les 6 transpositions dans le groupe
�

4 donnent en rangeant les classes de conjugaison des per-
mutations dans l’ordre � I � , � 3-cycles � , � bitranspositions � , � transpositions � , � 4-cycles � . la matrice
d’intersection suivante:

0 0 0 1 0
0 0 0 4 4
0 0 0 1 2
6 3 2 0 0
0 3 4 0 0

ce qui signifie que pour toute bitransposition b il y a 2 transpositions telles que bt soit une trans-
position et 4 transpositions t telles que bt soit un 4-cycle etc. D’où le spectre

�
61 � �

29 � 04.
La table est la même en échangeant les transpositions et les permutations circulaires. Le graphe

de Cayley défini avec le générateur formé des 6 permutations circulaires a donc le même spectre,
mais il n’est pas isomorphe au précédent, car il ne contient pas de sous-graphe induit isomorphe à
K3 � 3. La figure 7.1 montre les points à distance au plus 2 de l’identité dans les deux cas.

7.5 Groupes engendrés par des transpositions

On considère un graphe connexe G. À chaque arête est associée la transposition qui échange
ses extrémités. Le groupe engendré par ces transpositions est le groupe

�
V des permutations de

l’ensemble des sommets.
On peut considérer le graphe de Cayley défini par le groupe

�
V et l’ensemble des transpositions

attachées aux arêtes de G.
Un problème est de montrer que le spectre Laplacien de G est inclus dans celui du graphe de
Cayley. Voir [14] ou [72].

7.5.1 Exemples

Le chemin de longueur n a pour spectre � 2cos
�
π
� �

n � 1 � � � 1 �
k

�
n � et pour spectre Laplacien

� 4sin2 � kπ
� �

2n � � � 0 �
k

�
n � 1 �
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FIG. 7.2 – Le permutoèdre sur 4 éléments

Le graphe de Cayley correspondant à ces transpositions, pour n � 3 est le 6-cycle, dont le spectre
Laplacien est � 0 � 1 � 1 � 3 � 3 � 4 � , qui contient bien � 0 � 1 � 3 � .

Pour n � 4, on obtient le permutoèdre sur 4 éléments (fig 7.2).
Le spectre laplacien est alors � 0 � 2 � �

2 � 2 � , il est bien contenu dans celui du permutoèdre, qui
est � 0 � � 3 � �

3 � 2 �
�
4

� �
2 � 3 �

�
2

� �
2 � 3 � 23 � 43 � 6 � , où les indices représentent les multiplicités. Re-

marquons que le sous groupe B à deux éléments de
�

4 correspondant à l’automorphisme du chemin
fournit un automorphisme du graphe. Le quotient par ce sous-groupe (les sommets sont les gB,
g � �

4) est dessiné sur la figure 7.3).
Pour plus de renseignements sur les permutoèdres, voir par exemple [114, 115].
Pour K1 � 3 le spectre est � 02 � � �

3 � , le spectre Laplacien est � 0 � 12 � 4 � , et le graphe de Cay-
ley correspondant est le star-graphe de la figure 7.4. Le spectre Laplacien de ce star-graphe est
� 0 � 16 � 23 � 34 � 43 � 56 � 6 � , les indices représentent les multiplicités.

Pour le n-cycle, n � 3, le spectre est le multi-ensemble � 2cos2kπ
�
n � k � 0 ��� n � 1 � , et le spectre

Laplacien le multi-ensemble � 4sin2 kπ
�
n � k � 0 ��� n � 1 � .

Le graphe attaché au 3-cycle (spectre Laplacien � 0 � 32 � ) est K3 � 3 (spectre Laplacien � 0 � 34 � 6 � ).
Pour le 4-cycle (spectre Laplacien � 0 � 22 � 4 � ), on obtient le graphe de la figure 7.5. Ces deux graphes
ont (de façon exceptionnelle) plus d’automorphismes que ne le laisse prévoir le groupe d’automor-
phismes du graphe de départ (voir [67]).
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FIG. 7.3 – Le quotient du permutoèdre sur 4 éléments

FIG. 7.4 – Le graphe de Cayley associé à K1 � 3
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FIG. 7.5 – Le graphe de Cayley associé à C4
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Chapitre 8

Graphes de Ramanujan

Ces graphes sont en fait des familles de graphes, ayant la propriété que lorsque le degré d est
fixe et l’ordre tend vers l’infini le spectre (hormis les valeurs propres d et éventuellement � d) tend
à se concentrer dans l’intervalle � 2

�
d � 1 � 2 �

d � 1. C’est évidemment le cas pour la famille des
cycles— trop évidemment pour être intéressant.

8.1 Description

8.1.1 Quaternions

Si on a un anneau commutatif R, on peut donner à R4 une structure d’algèbre associative sur
R, avec la base 1 � i � j � k et la multiplication définie par bilinéarité à partir de i2 � j2 � k2 � � 1 et
i j � k � � ji, jk � i � � k j, ki � j � � ik. C’est l’algèbre des quaternions sur R. La norme de
a � bi � c j � dk est a2 � b2 � c2 � d2.

Il y a isomorphisme entre les quaternions sur
�

q et les matrices 2 � 2 sur
�

q avec leur multiplica-
tion ordinaire peut être obtenu de la façon suivante : on choisit une solution à a2 � b2 � � 1 dans

�
q .

On peut alors associer aux quaternions i � j � k les matrices suivantes :

i j k�
0 1
� 1 0 � �

a b
b � a � �

b � a
� a � b �

La norme correspond alors au déterminant de la matrice. Si q � 1 mod 4, il y a un élément a de
�

q

avec a2 � � 1, on peut donc prendre b � 0.
On forme le monoı̈de des quaternions à coefficients entiers dont la norme est une puissance de

p, avec p premier congru à 1 modulo 4. Il a un sous-monoı̈de formé des quaternions avec la partie
réelle impaire et les trois autres paires. On quotiente ce monoı̈de par le sous-monoı̈de des

�
pk. On

obtient ainsi un groupe, qui a pour générateur un ensemble symétrique à p � 1 éléments. Le graphe
de Cayley de ce groupe, avec ce générateur, est un arbre. Pour revenir au cas fini, on calcule les
coefficients modulo q où q est un nombre premier différent de p.

On obtient ainsi un groupe à q3 � q ou q3 � q
2 éléments, isomorphe au groupe PGL

�
2 � �

q � ou
PSL

�
2 � �

q � de matrices 2 � 2 sur le corps
�

q à q éléments, modulo l’homothétie, selon que p est un
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non-résidu ou un résidu quadratique modulo q, avec une famille génératrice à p � 1 éléments, qui
sont tous distincts dès que q est assez grand (q 
 2

�
p suffit). Si p est un non-résidu, le graphe est

biparti.
Observons en outre que l’ensemble des quaternions à coefficients entiers de norme p est stable

par conjugaison par les 48 éléments du groupe de quaternions rationnels :
�

1 � �
i � �

j � �
k, (cela fait

8) ou
�

1
�

i � �
i

�
j (et 24 de plus) ou

�
1

�
i

�
j

�
k (et encore 16). Ce qui donne des orbites d’ordre

divisant 24.

8.1.2 Variante

On prend p congru à 3 modulo 4, et les quaternions avec la partie réelle de parité opposée à celle
des trois autres. On obtient également ainsi un graphe de degré p � 1 qui se replie modulo q etc.

8.1.3 Exemples

Pour p � 5 et q � 3, on trouve un graphe biparti de degré 6, diamètre 3, arête-transitif à 24
sommets. Il est isomorphe au graphe de Cayley du groupe symétrique

�
4 avec le générateur formé

des 6 permutations cycliques.
Pour p � 7 et q � 3, on trouve un graphe de diamètre 2, de degré 8, arête-transitif à 12 sommets.

Il est isomorphe au graphe de Cayley du groupe symétrique
�

4, avec le générateur formé des 8
permutations d’ordre 3. C’est le triparti complet K4 � 4 � 4.

Pour p � 11 et q � 3, on a le biparti K12 � 12.
Pour p � 3 et q � 5, on obtient un graphe à 120 sommets, de degré 4, diamètre 6, biparti, arête-

transitif.
Pour p � 3 et q � 7, un graphe à 336 sommets, degré 4, biparti, arête-transitif, diamètre 6, maille

6.
Pour p � 11 et q � 5, on obtient un graphe à 60 sommets, de degré 12, arête-transitif, et diamètre

3.
Pour p � 13 et q � 5, on a un graphe biparti de degré 14, diamètre 3, à 120 sommets, mais pas

arête-transitif, car l’arête provenant de 3 � 2i se trouve dans 33 cycles de longueur 4, alors que celle
provenant de 1 � 2

�
i � j � k � se trouve dans 27 cycles de longueur 4,
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Chapitre 9

Diametre

9.1 Constructions

Le diamètre de la somme cartésienne de deux graphes est la somme de leurs diamètres.
Celui du produit fort le maximum de ces deux diamètres.
En revanche, le produit cartésien de deux graphes connexes peut ne pas être connexe: il suffit

que les graphes soient bipartis. Dans le cas orienté, la connexité du produit demande que les index
d’imprimitivité (c’est-à-dire le p.g.c.d. des longueurs des circuits) des deux graphes soient premiers
entre eux.

Le calcul du diamètre est un peu plus aisé pour les graphes sommet-transitifs, car il suffit de
calculer les distances à partir d’un seul sommet.

9.2 Groupes engendrés par des transpositions

Le diamètre du permutoèdre sur n éléments est n
�
n � 1 � � 2.

Celui du star-graphe asocié à K1 � n est 3n
�
2 si n est pair, 3

�
n � 1 � � 2 � 1 si n est impair.

Pour un graphe quelconque, de diamètre d et de rayon r, le graphe de Cayley correspondant a un
diamètre évidemment au moins égal à d et au plus 2nr.

9.3 Groupes engendrés par des involutions

Dans le même ordre d’idées, le graphe des n crêpes est le graphe de Cayley sur
�

n avec le
générateur formé des n � 1 involutions

�
1 � 2 � , � 1 � 3 � , � 1 � 4 � � 2 � 3 � ,. . . ,

�
1 � 2k � � 2 � k � 1 � ����� � k � k � 1 � ,�

1 � 2k � 1 � � 2 � 2k � ����� � k � k � 2 � ,. . . ,
Celui des crêpes brûlées est le graphe de Cayley du groupe à n!2n éléments avec un généra-

teur formé des n involutions dans S2n
�
1 � 2 � , � 1 � 4 � � 2 � 3 � ,. . . ,

�
1 � 2k � ����� � k � k � 1 � , . . . ,

�
1 � 2n � � 2 � 2n �

1 � ����� � n � n � 1 � .
Leur diamètre (en fonction de n) est déjà d’une évaluation délicate, bien qu’il se majore aisément

par 2n � 3 pour n � 2 pour le premier et 3n � 2 pour le second. On utilise le procédé suivant pour
cela:
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FIG. 9.1 – Le graphe des crêpes (4 crêpes)

FIG. 9.2 – Le graphe des crêpes brûlées(2 crêpes)

Cas des crêpes si la crêpe en position n n’est pas la crêpe n, prendre l’involution qui amène la
crêpe n en position 1, puis celle qui la met en position n et recommencer avec les n � 1 autres crêpes,
pour n � 3. Le cas n

�
2 est trivial.

Cas des crêpes brûlées si la crêpe en position 2n n’est pas la crêpe
�
2n � 1 � 2n � , ramener la crêpe�

2n � 1 � 2n � en position
�
1 � 2 � ou

�
2 � 1 � au besoin la retourner pour la mettre en position

�
2 � 1 � , puis

l’envoyer en position
�
2n � 1 � 2n � puis recommencer avec les n � 1 autres crêpes.

La figure 9.1 montre que la borne ci-dessus est déjà trop grande pour n � 4. Cette borne a été
étudiée dans [75]. La figure 9.2 montre le cas n � 2 (où la borne est juste) et la figure 9.3 montre une
statégie pour n � 3, ce qui donne le diamètre 6 au lieu de 7; quelques arêtes inutiles sont omises. La
configuration “bien rangée” est à gauche dans les trois cas.
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FIG. 9.3 – Graphe (partiel) des crêpes brûlées(3 crêpes)
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Chapitre 10

Un petit catalogue

Ce chapitre contient quelques graphes de Cayley non-orientés, connexes de petits ordres et de-
grés. On n’ira sûrement pas jusqu’à 1003.

Certains des graphes se trouvent déjà dans [134], un ouvrage recommandé à qui aime voir les
graphes.

Pour le degré 2 on trouve les cycles, et c’est tout.
Pour le degré 3, on a les graphes à partir d’un groupe engendré par 3 éléments d’ordre 2 ou

engendré par un élément d’ordre 2 et un autre élément. Dans le cas commutatif, on a les prismes
(par

�
n � �

2 � � � �
1 � 0 � � � 0 � 1 � � ), et les échelles de Moebius (par

�
2n � � �

1 � n � 2 � ) de la figure 10.1.
Ce ne sont pas les seules façons d’obtenir ces graphes comme graphes de Cayley. Tous les prismes
apparaissent aussi à partir de groupes diédraux.

Outre les graphes des familles précédentes, les autres graphes de Cayley à 12 sommets de degré
3 sont

À l’ordre 14 en degré 3, il y a aussi le graphe de Heawood (prendre le groupe diédral, avec pour
générateur 3 éléments (distincts) d’ordre 2 a � b � c avec ababa � c). Ce graphe est distance-transitif.

10.1 Les graphes planaires

Outre ceux déjà vus (figures 10.1 et 10.2), et la famille des antiprismes (par
�

2n � � �
1 � �

2 � , figure
10.4), les graphes de Cayley planaires sont les 5 associés aux polyèdres réguliers, ceux obtenus en
les tronquant, et les versions snub (camus), à part deux exceptions: ce serait trop simple!

Voici la série à partir du tétraèdre : tétraèdre, tétraèdre tronqué, octaèdre, icosaèdre.
Voici la série obtenue à partir du cube : cube, cube tronqué, cuboctaèdre, snub-cube (figure 10.6).
Ajoutons les deux graphes de Cayley suivants, qui proviennent du cube et du dodécaèdre. Le

tétraèdre trituré de la même façon donnerait le cuboctaèdre (figure 10.10).
Un petit détour par les graphes planaires infinis, qui correspondent à un pavage périodique du

plan, car en passant au quotient par un réseau de translations, on obtient un graphe de Cayley dessi-
nable sur le tore (figure 10.11).

Un dernier point: l’avantage des graphes planaires est que les cycles de longueur 
 2 se voient
avec les faces. Cela permet de trouver assez vite un système de relations.
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FIG. 10.1 – Prismes et échelles de Moebius

FIG. 10.2 – Autres graphes à 12 sommets
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FIG. 10.3 – Le graphe de Heawood

FIG. 10.4 – Un antiprisme
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FIG. 10.5 – À partir du tétraèdre

FIG. 10.6 – À partir du cube
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FIG. 10.7 – Octaèdre tronqué

FIG. 10.8 – Icosaèdre tronqué: ballon de foute
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FIG. 10.9 – À partir du dodécaèdre

FIG. 10.10 – Graphes avec 3 sortes de faces
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FIG. 10.11 – Pavages de Cayley du plan
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Exercice bien long: trouver les intrus (qui ne sont pas des graphes de Cayley) et une façon (au
moins) de représenter les autres à partir d’un groupe et d’un génerateur.
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[68] Paraskevi Fragopoulou. Communication and fault tolerance algorithms on a class of inter-
connection networks. PhD thesis, Queen’University, Kingston, Canada, 1995.

[69] Paraskevi Fragopoulou and Selim G. Akl. Optimal communication algorithms on star graphs
using spanning tree constructions. J. Parallel Distrib. Comput., 24:55–71, 1995.

[70] Paraskevi Fragopoulou and Selim G. Akl. Optimal communication primitives on the genera-
lized hypercube network. J. Parallel Distrib. Comput., 32(2):173–187, 1996.

[71] Paraskevi Fragopoulou and Selim G. Akl. Spanning subgraphs with applications to commu-
nication on a subclass of the Cayley graph based networks. Discrete Appl. Math., 83:79–96,
1998.

[72] Joel Friedman. On Cayley graphs on the symmetric group generated by transpositions. Com-
binatorica, 20:505–519, 2000.

[73] E. Fuller and Balakrishnan Krishnamurthy. Symmetries in graphs : an annoted bibliogra-
phy. Technical report CR 86-03, Computer Research Lab., Tektronics Laboratories, Beaver-
ton, 1986.

[74] Max Garzon. Cayley automata. Theoretic. Comput. Sci., 108:83–102, 1993.

[75] W. H. Gates and C. H. Papadimitriou. Bounds for sorting by prefix reversal. Discrete Math.,
27:47–57, 1979.

[76] G. Gauyacq. Routages uniformes dans les graphes sommets-transitifs. Thèse, Université
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[135] Zsuzanna Róka. Automates cellulaires sur graphes de Cayley. PhD thesis, Ecole Normale
Supérieure de Lyon, Lyon, France, 1994.
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