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Récriture

(suite)
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Rappels

s—pt si s=sllo], t=s[ro], ou I—>reR

Théoréme
Si <g est bien fondée et —gr est localement confluente, alors

Vs, t, St &= st
R R R

Rappel : convergent = bien fondé + (localement) confluent
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Algebres de formes normales |

Théoréme
Si R est un systeme de récriture convergent, alors

Vs, t, S%t <~ s|p=1tlRr

quand R est un ensemble fini, on peut effectivement calculer les formes
normales
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Algebres de formes normales |l

Théoreme

R un systéme de récriture convergent sur 7 (%, Z"). La .7 -algébre </
définie par :

@ le support 275 est égal a 'ensemble des formes normales closes pour
—pg de sorte s,

@ sif:sy x...x s, — s estun symbole de fonction de .%, alors :

for(UilR, ..., unlR) = (f(U1,...,Un))lR

estisomorphe a 7 (.7 )/ ERg.
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Systémes de récriture canoniques

Définition
R un systéme de récriture sur 7 (F, Z") est dit interréduit si pour toute
régle| — r de R
o | =l
@ r=r|R.
Un systéme de récriture est canonique si il est convergent et interréduit.

Théoreme

R et R’ deux systémes de récriture sur 7 (%, Z") tels que
@ Vs,t, s=g,t &< s=¢, 1,
@ R et R’ sont canoniques,
@ <—p R estbien fondée.

Alors R = R’ (a renommage preés).
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Problemes

@ Comment savoir si «—pg est bien fondée ?
— cours XU

@ Que faire si «g n’est pas bien fondée ?
— suite de ce cours (récriture modulo)

@ Comment savoir si —pg est localement confluente ?
— suite de ce cours (lemme des paires critiques)

@ Que faire si —g n’est pas localement confluente ?
— prochain cours (complétion)
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Que faire si < g n’est pas bien fondée ?

Groupe commutatif

X-e X
x-1(x) = e
x-(y-z) = (x-y)-z

Xy = y-x

X-y—>y-x ou y-x—-x-y?

dans les deux cas
a-b—->b-a—>a-b—...
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Récriture modulo, v1

R sytéme de récriture + S ensemble d’équations

récriture dans les classes modulo =g (Ballantine & Lankford, 1977)

s —pst si 38, I, s=55 A t=st A & gt

probléme : trouver s’ et t/, donc énumérer les classes
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Récriture modulo, v2

R sytéme de récriture + S ensemble d’équations

récriture étendue modulo =g (Peterson & Stickel, 1981)

s —gspt si Il —>reR dpePos(s) do sl =sloc A t=s[ro]p

probléme : trouver o, donc filtrer modulo S
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Adapter la notion de confluence

Définition (Church-Rosser, confluence, confluence locale))
@/ un ensemble, —g et —g deux relations sur </, et > rE—gsS—R/s
@ —p est —»ps-Church-Rosser modulo — g ssi

o : 3 o,
VX,y € ,xmy:(zze x;;z?z;—sy)

@ —ps est confluente modulo — s ssi

Vx,y,zed, y & x5 z = (Av,vV e, y—>V<—>v & 2)
RS RS S RS

@ —ps estlocalement confluente avec —r modulo — g Ssi

3
Vx,y,zed,y;—sx?z = (Av,vVed, y—>v<?>v <R—Sz)

v
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Ga ne suffit pas : cohérence

Définition (cohérence, cohérence locale)
@ —ps est cohérente modulo — s ssi

VX, y,zed, Yy & X s z = AvVed, y Sves Vv &2
RS~ S RS S RS

@ —ps estlocalement cohérente modulo — s ssi

VX,y,zed, y —x+— z = (Av,Wed, ySv v <Lz
RS S RS S RS

<
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Définitions graphiques
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Convergence de la récriture modulo

Théoreme (Jouannaud & Kirchner, 1984)

o/ un ensemble, —g, —s et —pgs trois relations sur <7, avec
—RE—RsS«Rys €t «<pg/s bien fondée Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

o
o
o

—p est —rs-Church-Rosser modulo — g,
—ps est confluente et cohérente modulo —g,

—ps est localement confluente et localement cohérente avec —gr
modulo —g,

pour tous éléments x ety de </, x <—} o v sietseulement si pour
toutes les formes normales x’ de x et toutes les formes normales y’
de y pour —gs, X' «—% y'.
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Un cas pratique important : la récriture AC-étendue

infixe préfixe
X+y=y+x (C) f(x,y) = f(y, x)
x+y)+z=x+(y+2) (A)  f(f(x,y).2) = f(x.f(y.2))

(C)ne s’orientepas(a+b—->b+a—a+b—..)
en présence de (C), (A) ne s’oriente pas non plus

si (x+y)+z—x+(y+z) alors
(a+b)+c—aa+(b+c)=c(c+b)+a—ac+(b+a)=c(a+b)+c—a

si X+ (y+2z)— (x+y)+z alors
a+(b+c)—al@a+b)+c=cc+(b+a)—al(c+b)+a=ca+(b+c)—a
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Cohérence locale de la récriture AC-étendue

Proposition
@ La coherence locale de —ac\r avec (C) est toujours acquise.

@ Sipour toute regle de R de la forme |y + b — r,
R contient Iy + I + x — r + x, x ¢ Var(h + k) L Var(r), —ac\r est
localement cohérente avec (A).

lh+hkb+x—r+x:extension (AC)de ly + b —r
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Confluence locale de la récriture

X-e — X
R = x-I(x) — e
X-(y-z) - (x-y)-z

x____/

N
|
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D’ou vient le probleme ?

X (1) - 1)) |a = x-(y-2){y = I(x); 2 = 1(1(x))}
x- (1) - 1)) ]2 = x- 1) {x = 1(x)}

2 réductions possibles a des positions « incompatibles »

test possible directement sur les regles : le probléme d’unification

/

X' (Y22 = x - I(x)

a des solutions

Evelyne Contejean () Démonstration automatique 28 septembre 2012

18/47



Unification
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Unification syntaxique : Définition

Définition (Probleme)
T(F, %) une algébre de termes. Un probléeme d’unification est
o T

o 1
o ‘S1 = h VANEIVAN Sn == tn

Définition (Solutions)
@ Toute substitution est solution de T,
@ aucune substitution n’est solution de |,
@ o estsolutionde sy =t A ... A Sy =ty Sipourtouti=1,...,n,

Sjo = lio.

% (P) ensemble des solutions de P
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Unification syntaxique : unitaire

Théoréeme

Soit T (%, Z )une algébre de termes et soit P un probleme d’unification
dans cette algebre. Alors % (P) vérifie 'une des propriétés suivantes :
@ 7% (P) est vide,

@ 7% (P) est non vide, et admet une substitution principale, unique a
renommage prés u :

U (P) = {uo | o substitution}

mgu(P) pour most general unifier
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Problémes équivalents

Définition

P; et P> deux problemes sont équivalents si

U (P1) = % (P2)

Exemple : x = f(y,g(y)) ny = aetf(x,z) = f(f(y,g(a)),z) ny = a

{x—f(a,g(a)), y — a}
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Formes résolues

problémes en forme résolue : solutions immédiates

Définition

P est en forme résolue si P est égal a
o T
o L
@ X1 =t A...AXp=ln,

X; sont des variables deux a deux distinctes,
les t; ne contiennent pas les variables x;.
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Solutions des problémes en forme résolue

Proposition
P=xy =1t A... A Xy = t, en forme résolue, 0 la substitution
{X‘] = t‘],...,Xn (s tn}

alors
U (P) = {60 | o substitution}

Evelyne Contejean () Démonstration automatique 28 septembre 2012 24/ 47



Transformation en forme résolue : regles d’inférence |

. s=s
Trivial T
f = f(ty,...
Decompose (St 8n) = f(tr,..... 1)
S1 = t1 VANPIIVAN S[7 = tn
Clash f(st,....8n) = g(t1,....tm)

L
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Transformation en forme résolue : regles d’inférence Il

, XxX=yAP .
Union Var. X=y A Px ) si x, y € Var(P)
Var. Re X=srP si x € Var(P)\Var(s) ets ¢ 2~
Bt X=8AP{x— s}
Merge Xx=srx=t sixe Z,s,t¢ 2 etsize(s) < size(t)
X=sAns=t
Occur Check Xt = tielp A Xn = talXt]p, sipi-...-ppEN

1
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Correction |

Théoreme
Pour toute régle d’inférence de l'unification syntaxique,

% si C, si P satisfait C eto € % (P'), alors o € % (P).

Pas de nouvelles solutions introduites
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Correction Il

Théoreme

Pour toute régle d’inférence de l'unification syntaxique,

E, si C, siP satisfait C eto € % (P), alors o € % (P').

Pas de solutions perdues
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Terminaison

Théoreme
P, probleme d'unification, pas de sequence infinie

P=Py—yPir—u... >y Pn—uPnyr...

telle que P 1 est obtenu a partir de P, en appliquant une des regles
d’unification.

Pas de calcul infini
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Mesure ®(P)

Définition
@ Une variable x est résolue dans P si x apparait exactement une fois
dans P =x =s A Q (x ¢ Var(s) u Var(Q)).
o Lataille de s =t est égale a (max(size(s), size(t))).

®(P) = (®1(P), d2(P), ®3(P))

@ ®4(P) : nombre de variables non résolues dans P.
@ ®,(P) : multi-ensemble des tailles de ses équations.

@ ®3(P) : nombre d’équations dont 'un des membres (au moins) est
une variable.

P> Qsi®(P)>d(Q)
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Décroissance de la mesure

Oy | O | B3

Trivial =z | >
Décomposition = | >
Incompatibilité = | >
Union de deux variables >
Remplacement de variable | >

Fusion =z |z | >
Test d’occurrence = | >
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Complétude

Théoreme

Soit P un probléme d'’unification sur lequel aucune des regles d’unification
ne peut s’appliquer. Alors P est en forme résolue.

Formes normales = formes résolues
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Unification syntaxique : unitaire

Corollaire

P un probléme d'unification. Alors % (P) vérifie 'une des propriétés

suivantes :
@ 7 (P) est vide,

@ % (P) est non vide, il existe 1 unique a renommage pres :

U (P) = {uo | o substitution}

Démonstration.

P’ une forme résolue/normale de P :
@ obtenue en temps fini
o U%(P')=w(P)
° P=1L%P)=0
P =T, mgu(P) = {}
P = X{t=HA..., mgu(P’) = {X1 — 1,
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Exemple |

f(a,b) = f(a,a)

Décomposition
pT"I a=anb=a
rivia
| tibilité b=a
ncompatiollite
1

% (f(a,b) = f(a,a)) =
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Exemple Il

fx.y) = f(z.2)
X=ZAy=2Z

Décomposition

Y(f(x.y) = [(2.2)) = x> 2.y = 2}
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Exempile I

f(g(x). f(y,2)) = f(x, a)
g(x)=xna=f1y,2z)
1

Décomposition

Test d’occurrence

u (1(9(x), f(y,2)) = f(x,a)) = &
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Exercices

Evelyne Contejean ()

f(x.f(a, b)) = f(f(y.2).y)

f(x.f(a,y)) = f(f(b, 2), x)

f(g(a), f(y,z) = f(x, x)

f(x, f(x, v)) = 1(f(y, 2), y)

fx. f(x,v)) = f(f(y, 2),¥)

Démonstration automatique
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Un véritable algorithme

CAML
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Récriture

(suite de la suite)
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Paires critiques : définition

essence de la (non-)confluence locale

Definition
R un systéme de récriture; | —» r,g — d € R se superposent
s'il existe p renommage de | et p € Pos(/) avec
° lp)¢g &
@ Ip|p et g unifiables, u = mgu(lp|, = 9)
La paire critique de g — d sur | — r (a la position p) est

rop = (lo[d]p)u

Une régle peut se superposer sur elle-méme
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Exemple

(.7, Z,7) signature monosortée

o {s}

F = {el -}
7(e) = s
() = s—s
7() SXS—S

(x-y)-z— x-(y-z) se superpose sur elle-méme en 1 :
mgu((X'-y) -2l =p=(x-y)-2) ={X' > x-y;y >z}
paire critique r'u = I'[r] u :

Xy e xeyy o2t = (XY -2 X (Y- 2)
(x-y)-(z2:2) = (x-(y-2)-Z

paire joignable
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Exercice

Paires critiquesde x - e — xet(x-y)-z—>x-(y-2)?
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Théoreme (Huet, 1980)

Un systeme de récriture est localement confluent si et seulement si toutes
ses paires critiques sont localement confluentes.
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Schéma de démonstration : 3 cas

p q
Uu—y,.,8 et u —gdr t

I — r déja renommée

e casdisjoint,p|lg,p=p -i-p",q=p"-j-q",i#]
@ superposition dans les variables,gq=p-q' - q" avec I(q') = xe X
@ superposition dans les feuilles, g = p- ¢’ avec ¢’ € Pos(/) et (') ¢ 2~
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Schéma de démonstration : cas disjoint

plla.p=p" -i-p",q=p"-j-q",i#]

Evelyne Contejean () Démonstration automatique 28 septembre 2012 45/ 47



Schéma de démonstration : superposition dans les
variables

g=p-q-q"avecl(qd)=xe X
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Schéma de démonstration : superposition dans les
termes

g=p-q avecq €Pos(l)etl(q) ¢ Z
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