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Rappels

Étape de récriture

s
p

���Ñ
lÑr ,σ

t si s|p � lσ et t � srrσsp

Étape équationelle

s
p

Ð��Ñ
u�v ,σ

t si s|p � uσ et t � srvσsp
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Pics et paires critiques

l ÝÑ r et g ÝÑ d deux règles
Hypothèses :

il existe p position non variable de l

l|p et g sont unifiables avec pour unificateur principal σ

Pic critique de g ÝÑ d sur l ÝÑ r à la position p

rσ

lσ �lσrgσsp

lσrdσsp

g Ñ d
σ, p

r Ð l
σ,Λ

Paire critique

prσ, lσrdσspq ou rσ � lσrdσsp
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Joignabilité et confluence locale

Définition : un pic x Ð y Ñ z (ou une paire px, yq) est joignable si il existe
u tel que x Ñ� u et z Ñ� u.

x

y

z

u
R�R�

RR

Définition : R est localement confluent si toutes ses paires critiques sont
joignables.

Théorème : Si R est localement confluent et termine, alors

@s t , s �
Ð������Ñ
tl�r|lÑrPRu

t ðñ Du, s �
���Ñ

R
u �
Ð���

R
t
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Et si R n’est pas localement confluent ?

En fait, la vraie question est

on a un ensemble d’équations (pas d’orientation)
comment trouver un ensemble de règles

1 équivalent
2 localement confluent
3 qui termine

Solution : la complétion
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Les entrées de la complétion

Un ensemble d’équations
Un ordre de récriture, bien fondé, stable par instanciation et mise sous contexte

Idées de base :

Utiliser l’ordre pour orienter les équations

Ajouter les paires critiques non joignables entre règles sous forme de
nouvelles équations

But :

Ordre bien fondé ÝÑ récriture qui termine

Ajout de paires critiques ÝÑ confluence locale
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Les règles de complétion (0)
Structures de données et initialisation

L’ordre est fixé, et ne change pas au cours de la complétion

Les équations et les règles évoluent : E; R

Initial
E0 ; H
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Les règles de complétion (1)
Orientation

Oriente
E Y ts � tu ; R
E ; R Y ts Ñ tu

si s ¡ t

Oriente
E Y ts � tu ; R
E ; R Y tt Ñ su

si t ¡ s

Évelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012 8 / 130



Les règles de complétion (2)
Déduction (paires critiques)

Paire Critique
E ; R

E Y teu ; R
si e est une paire critique de R
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Les règles de complétion (3)
Trivial

Trivial
E Y ts � su ; R

E ; R
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Les règles de complétion (4)
Simplification (des équations)

Simplifie
E Y ts � tu ; R
E Y ts1 � tu ; R

si s �Ñ
R

s1

Simplifie
E Y ts � tu ; R
E Y ts � t 1u ; R

si t �Ñ
R

t 1
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Les règles de complétion (5)
Composition (des règles)

Compose
E ; R Y tl Ñ ru
E ; R Y tl Ñ r 1u

si r �Ñ
R

r 1
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Les règles de complétion (6)
Effondrement (d’une règle)

Collapse
E ; R Y tl Ñ ru
E Y tl1 � ru ; R

si l ���Ñ
gÑd

l1, g Ñ d P R, et

l|p � gσ avec p , Λ ou σ
n’est pas un renommage

ou l � gσ et r ¡ dσ avec
σ qui est un renommage.
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (1)

Entrées $&
%

E1 e � x � x
E2 Ipxq � x � e
E3 px � yq � z � x � py � zq

,.
-

RPO avec la précédence I ¡ � ¡ e,
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (2)

Orientation de E1

E1 e � x � x
E2 Ipxq � x � e
E3 px � yq � z � x � py � zq
R4 e � x Ñ x
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (3)

Orientation de E2

E2 Ipxq � x � e
E3 px � yq � z � x � py � zq
R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (4)

Orientation de E3

E3 px � yq � z � x � py � zq
R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (5)

Calcul de paire critique entre R4 et R6

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
E7 e � py � zq � y � z

Pic critique
e � py � zq Λ

Ð���
R6

pe � yq � z 1
���Ñ

R4
y � z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (6)

Simplification de E7 par R4

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
E7 e � py � zq � y � z
E8 y � z � y � z

Réduction
e � py � zq Λ

���Ñ
R4

y � z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (7)

Destruction de E8 par Trivial

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
E8 y � z � y � z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (8)

Calcul de paires critiques entre R5 et R6

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
E9 Ipxq � px � zq � e � z

Pic critique

Ipxq � px � zq Λ
Ð���

R6
pIpxq � xq � z 1

���Ñ
R5

e � z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (9)

Simplification de E9 par R4

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
E9 Ipxq � px � zq � e � z
E10 Ipxq � px � zq � z

Réduction

e � z Λ
���Ñ

R4
z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (10)

Orientation de E10

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
E10 Ipxq � px � zq � z
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (11)

Calcul de paire critique entre R6 et elle-même

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
E12 px1 � x2q � py � zq � px1 � px2 � yqq � z

Pic critique

px1 � x2q � py � zq Λ
Ð���

R6
ppx1 � x2q � yq � z 1

���Ñ
R6

px1 � px2 � yqq � z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (12)

Simplification de E12 par R6, et destruction de l’équation obtenue

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
E12 px1 � x2q � py � zq � px1 � px2 � yqq � z

Réductions
px1 � x2q � py � zq Λ

���Ñ
R6

x1 � px2 � py � zqq

px1 � px2 � yqq � z Λ
���Ñ

R6
x1 � ppx2 � yq � zq 2

���Ñ
R6

x1 � px2 � py � zqq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (13)

Calcul de paire critique entre R4 et R11

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
E13 z � Ipeq � z

Pic critique
z Λ
Ð����

R11
Ipeq � pe � zq 2

���Ñ
R4

Ipeq � z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (14)

Orientation de E13

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
E13 z � Ipeq � z
R14 Ipeq � z Ñ z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (15)

Calcul de paire critique entre R5 et R11

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
E15 x � IpIpxqq � e

Pic critique

x Λ
Ð����

R11
IpIpxqq � pIpxq � xq 2

���Ñ
R5

IpIpxqq � e
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (16)

Orientation de E15

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
E15 x � IpIpxqq � e
R16 IpIpxqq � e Ñ x
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (17)

Calcul de paire critique entre R11 et elle-même

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R16 IpIpxqq � e Ñ x
E17 x � y � IpIpxqq � y

Pic critique

x � y Λ
Ð����

R11
IpIpxqq � pIpxq � px � yqq 2

����Ñ
R11

IpIpxqq � y
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (18)

Orientation de E17

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R16 IpIpxqq � e Ñ x
E17 x � y � IpIpxqq � y
R18 IpIpxqq � y Ñ x � y
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (19)

Effondrement de R16 par R18

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R16 IpIpxqq � e Ñ x
R18 IpIpxqq � y Ñ x � y
E19 x � e � x

Réduction
IpIpxqq � e Λ

����Ñ
R18

x � e
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (20)

Orientation de E19

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R18 IpIpxqq � y Ñ x � y
E19 x � e � x
R20 x � e Ñ x
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (21)

Calcul de paire critique entre R18 et R20, suivi de simplification

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R18 IpIpxqq � y Ñ x � y
R20 x � e Ñ x
E21 x � IpIpxqq

Pic critique

x Λ
Ð����

R20
x � e Λ

Ð����
R18

IpIpxqq � e Λ
����Ñ

R20
IpIpxqq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (22)

Orientation de E21

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R18 IpIpxqq � y Ñ x � y
R20 x � e Ñ x
E21 x � IpIpxqq
R22 IpIpxqq Ñ x
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (23)

Effondrement de R18 par R22, et destruction immédiate

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R18 IpIpxqq � y Ñ x � y
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x

Réduction
IpIpxqq � y 1

����Ñ
R22

x � y
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (24)

Calcul de paire critique entre R14 et R20

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
E23 e � Ipeq

Pic critique
e Λ
Ð����

R14
Ipeq � e Λ

����Ñ
R20

Ipeq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (25)

Orientation de E23

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
E23 e � Ipeq
R24 Ipeq Ñ e
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (26)

Effondrement de R14 par R24, suivi d’une simplification par R4, et
destruction immédiate

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R14 Ipeq � z Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e

Réduction
Ipeq � z 1

����Ñ
R24

e � z Λ
���Ñ

R4
z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (27)

Calcul de paire critique entre R11 et R22

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
E25 z � x � pIpxq � zq

Pic critique

z Λ
Ð����

R11
IpIpxqq � pIpxq � zq 1

����Ñ
R22

x � pIpxq � zq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (28)

Orientation de E25

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
E25 z � x � pIpxq � zq
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (29)

Calcul de paire critique entre R20 et R26

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
E27 e � x � Ipxq

Pic critique
e Λ
Ð����

R26
x � pIpxq � eq 2

����Ñ
R20

x � Ipxq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (30)

Orientation de E27

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
E27 e � x � Ipxq
R28 x � Ipxq Ñ e
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (31)

Calcul de paire critique entre R6 et R28

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
E29 x � py � Ipx � yqq � e

Pic critique

x � py � Ipx � yqq Λ
Ð���

R6
px � yq � Ipx � yq Λ

����Ñ
R28

e

Évelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012 44 / 130



Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (32)

Orientation de E29

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
E29 x � py � Ipx � yqq � e
R30 x � py � Ipx � yqq Ñ e
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (33)

Calcul de paire critique entre R11 et R30

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
R30 x � py � Ipx � yqq Ñ e
E31 y � Ipx � yq � Ipxq � e

Pic critique

y � Ipx � yq Λ
Ð����

R11
Ipxq � px � py � Ipx � yqqq 2

����Ñ
R30

Ipxq � e
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (34)

Simplification de E31 par R20

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
R30 x � py � Ipx � yqq Ñ e
E31 y � Ipx � yq � Ipxq � e
E32 y � Ipx � yq � Ipxq

Réduction
Ipxq � e Λ

����Ñ
R20

Ipxq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (35)

Orientation de E32

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
R30 x � py � Ipx � yqq Ñ e
E32 y � Ipx � yq � Ipxq
R33 y � Ipx � yq Ñ Ipxq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (36)

Effondrement et destruction de R30 par R33.

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
R30 x � py � Ipx � yqq Ñ e
R33 y � Ipx � yq Ñ Ipxq

Réduction
x � py � Ipx � yqq 2

����Ñ
R33

x � Ipxq Λ
����Ñ

R28
e
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (37)

Calcul de paire critique entre R11 et R33

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
R33 y � Ipx � yq Ñ Ipxq
E34 Ipx � yq � Ipyq � Ipxq

Pic critique

Ipx � yq Λ
Ð����

R11
Ipyq � py � Ipx � yqq 2

����Ñ
R33

Ipyq � Ipxq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (38)

Orientation de E34

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
R33 y � Ipx � yq Ñ Ipxq
E34 Ipx � yq � Ipyq � Ipxq
R35 Ipx � yq Ñ Ipyq � Ipxq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (39)

Effondrement de R33 par R35,

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
R33 y � Ipx � yq Ñ Ipxq
R35 Ipx � yq Ñ Ipyq � Ipxq

Réduction

y � Ipx � yq 2
����Ñ

R35
y � pIpyq � Ipxqq Λ

����Ñ
R26

Ipxq
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Exemple : les groupes
Exécution de la complétion (40)

R4 e � x Ñ x
R5 Ipxq � x Ñ e
R6 px � yq � z Ñ x � py � zq
R11 Ipxq � px � zq Ñ z
R20 x � e Ñ x
R22 IpIpxqq Ñ x
R24 Ipeq Ñ e
R26 x � pIpxq � zq Ñ z
R28 x � Ipxq Ñ e
R35 Ipx � yq Ñ Ipyq � Ipxq

Toutes les paires critiques restantes sont joignables, et aucune autre règle
n’est applicable.

Le système obtenu est le résultat de la complétion. Il est confluent.
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Correction de la complétion

Théorème :
Si pE; Rq $ pE 1; R 1q par une des règles de la complétion,
alors les deux relations

�
Ð����Ñ

EYR
et �

Ð����Ñ
E1YR 1

coïncident.
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Horticulture dans les preuves (algèbre de preuves)
Croissance des étapes élementaires

Étape élementaire entre s et t

srlθsq
q,θ

Ð����Ñ
l
r

srrθsq

« Croissance » sous un contexte Cr�sp par une substitution σ.

Crsrlθsqσsp � Crsσsprlθσspq
pq,θσ

Ð����Ñ
l
r

Crsσsprrθσspq � Crsrrθsqσsp

Notation

s � P � t Crsσsp � CrPσsp � Crtσsp

Évelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012 55 / 130



Horticulture dans les preuves (algèbre de preuves)
Croissance d’une séquence d’étapes

Preuve entre s et t

s � P1 � s1 . . . sn � Pn � t

Preuve entre Crsσsp et Crtσsp

Crsσsp � CrP1σsp � Crs1σsp . . .Crsnσsp � CrPnσsp � Crtσsp

Crsσsp � CrpP1 � . . . � Pnqσsp � Crtσsp
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Horticulture dans les preuves (algèbre de preuves)
Taille d’une sous-preuve

Preuve P entre s et t

s � P1 � s1 . . . si � Pi�1 � . . . � Pk � sk . . . sn � Pn � t

Sous-preuve de P entre si et sk

si � Pi�1 � . . . � Pk � sk
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Horticulture dans les preuves (algèbre de preuves)
Greffe de deux preuves

Preuve P entre s et t
s � P � t

Preuve Q entre t et u
t � Q � u

Preuve PQ entre s et u

s � P � t � Q � u
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Horticulture dans les preuves (algèbre de preuves)
Remplacement d’une sous-preuve par taille et greffe (1)

Preuve PrQs entre s et t

s � P2 � u � Q � v � P2 � t

Autre preuve Q 1 entre u et v

u � Q 1 � v

Nouvelle preuve PrQ 1s entre s et t

s � P2 � u � Q 1 � v � P2 � t
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Horticulture dans les preuves (algèbre de preuves)
Remplacement d’une sous-preuve par taille et greffe (2)

Preuve PrQs entre s et t

s � P2 � u � urlθsq �
q,θ

Ð����Ñ
l
r

� urrθsq � v � P2 � t

Autre preuve Q2 entre l et r

l � Q2 � r

Nouvelle preuve PrurQ2θsqs entre s et t

s � P2 � u � urQ2θsq � v � P2 � t
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Correction de la complétion
Orientation

Oriente
E Y ts � tu ; R
E ; R Y ts Ñ tu

si s ¡ t

@x, xrsσsq
q

Ð��Ñ
s�t

xrtσsq ssi xrsσsq
q

��Ñ
sÑt

xrtσsq

Les deux preuves

xrps � tqσsq et xrps Ñ tqσsq

sont interchangeables
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Correction de la complétion
Déduction (paires critiques)

Paire Critique
E ; R

E Y teu ; R
si e est une paire critique de R

On suppose que e � rσ � lσrdσsp , où

l Ñ r et g Ñ d sont deux règles de R,

p est une position non variable de l,

σ un unificateur principal de l|p et g : lpσ � lσ|p � gσ

@x y, x �
Ð����Ñ

EYR
y ùñ x �

Ð��������Ñ
EYteuYR

y

rσ Ð��Ñ
e

lσrdσsp ùñ rσ Ð���
rÐÝl

lσ
p

���Ñ
gÝÑd

lσrdσsp
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Correction de la complétion
Trivial

Trivial
E Y ts � su ; R

E ; R

@x y, x Ð����Ñ
s�s

y ssi x �
Ð��Ñ
H

y ssi x � y
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Correction de la complétion
Simplification

Simplifie
E Y ts � tu ; R
E Y ts � t 1u ; R

si t ÑR t 1

Soit l Ñ r la règle de R qui réduit t en t 1 à la position p :
t � trlσsp et t 1 � trrσsp .

s Ð����Ñ
s�t

t ùñ s Ð����Ñ
s�t 1

t 1 � trrσsp
p

Ð����
rÐl

trlσsp � t

s Ð����Ñ
s�t 1

t 1 ùñ s Ð����Ñ
s�t

t � trlσs
p

����Ñ
lÑr

trrσsp � t 1
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Correction de la complétion
Composition

Compose
E ; R Y tl Ñ ru
E ; R Y tl Ñ r 1u

si r ÑR r 1

Soit g Ñ d la règle de R qui réduit r en r 1 à la position p : r � rrgσsp et
r 1 � rrdσsp .

l ����Ñ
lÑr

r ùñ l ����Ñ
lÑr 1

r 1 � rrdσsp
p

Ð����
dÐg

rrgσsp � r

l ����Ñ
lÑr 1

r 1 ùñ l ����Ñ
lÑr

r � rrgσsp
p

����Ñ
gÑd

rrdσsp � r 1

Évelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012 65 / 130



Correction de la complétion
Effondrement

Collapse
E ; R Y tl Ñ ru
E Y tl1 � ru ; R

si l ÑR l1

Soit g Ñ d la règle de R qui réduit l en l1 à la position p : l � lrgσsp et
l1 � lrdσsp .

l ����Ñ
lÑr

r ùñ l � lrgσsp
p

����Ñ
gÑd

lrdσsp � l1 Ð����Ñ
l1�r

r

l1 Ð����Ñ
l1�r

r ùñ l1 � lrdσsp
p

Ð����
dÐg

lrgσsp � l ����Ñ
lÑr

r
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Les métamorphoses d’une preuve
Exemple des groupes

On veut montrer que dans les groupes Ipa � bq � pIpbq � eq � Ipaq

Avec Rω

Ipa � bq Λ
����Ñ

R35
Ipbq � Ipaq 1

Ð����
R20

pIpbq � eq � Ipaq

Avec E0 ?
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Les métamorphoses d’une preuve (1)

2
Ð�
R4

21
Ð�
R5

2
�Ñ
R6

22
�Ñ
R5

22
Ð�
R6

221
��Ñ

R5

22
�Ñ
R4

2
Ð�
R6

21
�Ñ
R5

2
�Ñ
R4

22
Ð�
R4

221
Ð��

R5

22
�Ñ
R6

221
Ð��

R4

2211
Ð��

R5

221
��Ñ

R6

2212
��Ñ

R5

2212
Ð��

R6

22121
���Ñ

R5

2212
��Ñ

R4
221
Ð��

R6

2211
��Ñ

R5

221
��Ñ

R4

2212
Ð��

R6

22121
���Ñ

R5

2212
��Ñ

R4

221
Ð��

R6

2211
��Ñ

R5

221
��Ñ

R4

221
Ð��

R6
2211
��Ñ

R5

221
��Ñ

R4

2212
Ð��

R6

22121
���Ñ

R5

2212
��Ñ

R4

2212
Ð��

R5

221
Ð��

R6

2211
��Ñ

R5

221
��Ñ

R4

222
Ð��

R6
2221
��Ñ

R5

222
��Ñ

R4

2222
Ð��

R6

22221
���Ñ

R5

2222
��Ñ

R4

2222
Ð��

R5

222
Ð��

R6

2221
��Ñ

R5

222
��Ñ

R4

22
�Ñ
R6

2
Ð�
R6

21
�Ñ
R5

2
�Ñ
R4

Λ
Ð�
R6

1
�Ñ
R5

Λ
�Ñ
R4

1
Ð�
R4

11
Ð�
R5

1
�Ñ
R6

12
�Ñ
R5

12
Ð�
R6

121
��Ñ

R5

12
�Ñ
R4

1
Ð�
R6

11
�Ñ
R5

1
�Ñ
R4
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Les métamorphoses d’une preuve (2)

2
Ð�
R4

2
Ð�
E9

22
�Ñ
R5

22
�Ñ
E9

22
�Ñ
R4

2
�Ñ
E9

2
�Ñ
R4

22
Ð�
R4

22
Ð�
E9

221
Ð��

R4

221
Ð��

E9
2212
��Ñ

R5

2212
��Ñ

E9

2212
��Ñ

R4

221
��Ñ

E9

221
��Ñ

R4

2212
��Ñ

E9

2212
��Ñ

R4

221
��Ñ

E9

221
��Ñ

R4

221
��Ñ

E9
221
��Ñ

R4

2212
��Ñ

E9

2212
��Ñ

R4

2212
Ð��

R5

221
��Ñ

E9

221
��Ñ

R4

222
��Ñ

E9

222
��Ñ

R4

2222
��Ñ

E9

2222
��Ñ

R4
2222
Ð��

R5

222
��Ñ

E9

222
��Ñ

R4

22
�Ñ
R6

2
�Ñ
E9

2
�Ñ
R4

Λ
�Ñ
E9

Λ
�Ñ
R4

1
Ð�
R4

1
Ð�
E9

12
�Ñ
R5

12
�Ñ
E9

12
�Ñ
R4

1
�Ñ
E9

1
�Ñ
R4
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Les métamorphoses d’une preuve (3)

2
Ð��
E10

22
�Ñ
R5

22
��Ñ
E10

2
��Ñ
E10

22
Ð��
E10

221
Ð��
E10

2212
��Ñ

R5

2212
��Ñ

E10

221
��Ñ
E10

2212
��Ñ

E10

221
��Ñ
E10

221
��Ñ
E10

2212
��Ñ

E10

2212
Ð��

R5

221
��Ñ
E10

222
��Ñ
E10

2222
��Ñ

E10

2222
Ð��

R5

222
��Ñ
E10

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
E10

Λ
��Ñ
E10

1
Ð��
E10

12
�Ñ
R5

12
��Ñ
E10

1
��Ñ
E10
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Les métamorphoses d’une preuve (4)

2
Ð��
R11

22
�Ñ
R5

22
��Ñ
R11

2
��Ñ
R11

22
Ð��
R11

221
Ð��
R11

2212
��Ñ

R5

2212
��Ñ

R11

221
��Ñ
R11

2212
��Ñ

R11

221
��Ñ
R11

221
��Ñ
R11

2212
��Ñ

R11

2212
Ð��

R5

221
��Ñ
R11

222
��Ñ
R11

2222
��Ñ

R11

2222
Ð��

R5

222
��Ñ
R11

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
R11

12
�Ñ
R5

12
��Ñ
R11

1
��Ñ
R11
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Les métamorphoses d’une preuve (5)

2
��Ñ
E15

22
��Ñ
R11

2
��Ñ
R11

22
Ð��
R11

221
��Ñ
E15

2212
��Ñ

R11

221
��Ñ
R11

2212
��Ñ

R11

221
��Ñ
R11

221
��Ñ
R11

2212
��Ñ

R11
221
Ð��
E15

222
��Ñ
R11

2222
��Ñ

R11

222
Ð��
E15

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
��Ñ
E15

12
��Ñ
R11

1
��Ñ
R11
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Les métamorphoses d’une preuve (6)

2
Ð��
R16

22
��Ñ
R11

2
��Ñ
R11

22
Ð��
R11

221
Ð��
R16

2212
��Ñ

R11

221
��Ñ
R11

2212
��Ñ

R11

221
��Ñ
R11

221
��Ñ
R11

2212
��Ñ

R11
221
��Ñ
R16

222
��Ñ
R11

2222
��Ñ

R11

222
��Ñ
R16

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
R16

12
��Ñ
R11

1
��Ñ
R11
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Les métamorphoses d’une preuve (7)

2
Ð��
R16

2
Ð��
E17

22
Ð��
R11

221
Ð��
R16

221
Ð��
E17

221
Ð��
R17

221
��Ñ
E17

221
��Ñ
R16

222
��Ñ
E17

222
��Ñ
R16

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
R16

1
Ð��
E17
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Les métamorphoses d’une preuve (8)

2
Ð��
R16

2
��Ñ
R18

22
Ð��
R11

221
Ð��
R16

221
��Ñ
R18

221
��Ñ
R18

221
Ð��
R18

221
��Ñ
R16

222
Ð��
R18

222
��Ñ
R16

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
R16

1
��Ñ
R18
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Les métamorphoses d’une preuve (9)

2
Ð��
E19

22
Ð��
R11

221
Ð��
E19

221
��Ñ
R18

221
��Ñ
E19

222
��Ñ
E19

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
E19

2
Ð��
R20

22
Ð��
R11

221
Ð��
R20

221
��Ñ
R18

221
��Ñ
R20

222
��Ñ
R20

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
R20

2
Ð��
R20

22
Ð��
R11

221
Ð��
E21

222
��Ñ
R20

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
R20

2
Ð��
R20

22
Ð��
R11

221
��Ñ
R22

222
��Ñ
R20

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
R20

2
Ð��
R20

22
��Ñ
E25

222
��Ñ
R20

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
R20

2
Ð��
R20

22
Ð��
R26

222
��Ñ
R20

22
�Ñ
R6

2
��Ñ
R11

Λ
��Ñ
R11

1
Ð��
R20
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Les métamorphoses d’une preuve (10)

2
Ð����

R20

22
����Ñ

E27

22
���Ñ

R6

2
����Ñ

R11

Λ
����Ñ

R11

1
Ð����

R20
2

Ð����
R20

22
Ð����

R28

22
���Ñ

R6

2
����Ñ

R11

Λ
����Ñ

R11

1
Ð����

R20
2

Ð����
R20

22
Ð����

E29

2
����Ñ

R11

Λ
����Ñ

R11

1
Ð����

R20
2

Ð����
R20

22
Ð����

R30

2
����Ñ

R11

Λ
����Ñ

R11

1
Ð����

R20
2

Ð����
R20

2
Ð����

E31

Λ
����Ñ

R11

1
Ð����

R20
2

Ð����
E32

Λ
����Ñ

R11

1
Ð����

R20
2

Ð����
R33

Λ
����Ñ

R11

1
Ð����

R20
Λ

Ð����
E34

1
Ð����

R20
Λ

����Ñ
R35

1
Ð����

R20
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Persistance

Soit une exécution de la complétion

pE0;Hq $ pE1; R1q $ . . . pEi; Riq $ pEi�1; Ri�1q $ . . . pEn; Rnq $ . . .

E8 �
¤

i

Ei R8 �
¤

i

Ri

Définition : Une équation (resp. une règle) est persistante à partir du rang i
si elle appartient à

£
i¤j

Ej

�
resp.

£
i¤j

Rj

�

Une équation (resp. une règle) est persistante si elle appartient à

Eω �
¤

i

£
i¤j

Ej

�
resp.Rω �

¤
i

£
i¤j

Rj

�
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Succès et échec

Définition : Une exécution de la complétion

pE0;Hq $ pE1; R1q $ . . . pEi; Riq $ pEi�1; Ri�1q $ . . . pEn; Rnq $ . . .

est un succès si Eω � H, un échec sinon
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Équité

Définition : Une exécution de la complétion

pE0;Hq $ pE1; R1q $ . . . pEi; Riq $ pEi�1; Ri�1q $ . . . pEn; Rnq $ . . .

est équitable si toutes les paires critiques entre les règles persistantes
sont calculées

CPpRωq � E8
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Coût d’une étape élémentaire

Coût élémentaire : ptmu, l, tq avec tmu un multiensemble de termes, l et t
deux termes.

Ordre sur les coûts élémentaires : ordre lexicographique

première composante : extension multiensemble de l’ordre de la
complétion  

2ième composante : partie stricte du plongement

3ième composante :  

Suivant le cas sur le type d’étape :

s Ð��Ñ
E8

t { pts, tu,K,Kq

s ��Ñ
lÑr

t { ptsu, l, tq

s Ð��
rÐl

t { pttu, l, sq
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Coût d’une preuve générale

s � P1 � s1 . . . si � Pi�1 � . . . � Pk � sk . . . sn � Pn � t

multiensemble des coûts cpPiq

ordreÎ = extension multiensemble de l’ordre sur les coûts
élémentaires.

Remarque Comme   est bien fondé,Î est bien fondé
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Complétude

Lemme : Soit une exécution de la complétion équitable et qui réussit

pE0,Hq $ pE1,R1q $ . . . pEn,Rnq $ pEn�1,Rn�1q . . .

Si P preuve de s �
Ð������Ñ

E8YR8
t , différente de �

��Ñ
Rω

�
Ð��

Rω

alors il existe P 1 preuve de s �
Ð������Ñ

E8YR8
t et P 1

Î P
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve

Remarque Si P et Q sont deux preuves (élémentaires ou non) avec

P Î Q

alors
CrPσsp Î CrPσsp

Les ordres de base qui définissentÎ sont stables par mise sous contexte
et instantiation
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve

Comme Eω � H, toutes les équations de E8 disparaissent

Orientation

Trivial

Simplification
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve

Par définition de R8 et Rω, toutes les règles de R8zRω disparaissent

Compose

Collapse
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve

Comme CPpRωq � E8, tous les pics de Rω disparaissent

Pic non critique, par commutation (cf lemme des paires critiques)

Pic critique, par déduction
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve, orientation

Oriente
E Y ts � tu ; R
E ; R Y ts Ñ tu

si s ¡ t

@x, xrsσsq
q

Ð��Ñ
s�t

xrtσsq ùñ xrsσsq
q

��Ñ
sÑt

xrtσsq

cps � tq � pts, tu,K,Kq Ï ptsu, s, tq � cps Ñ tq
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve, trivial

Trivial
E Y ts � su ; R

E ; R

@x y, x Ð����Ñ
s�s

y ùñ x �
Ð��Ñ
H

y

cpts � suq � tpts, su,K,Kqu Ï cptuq
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve, simplification

Simplifie
E Y ts � tu ; R
E Y ts � t 1u ; R

si t ÑR t 1

Soit l Ñ r la règle de R qui réduit t en t 1 à la position p :
t � trlσsp et t 1 � trrσsp .

s Ð����Ñ
s�t

t ùñ s Ð����Ñ
s�t 1

t 1 � trrσsp
p

Ð����
rÐl

trlσsp � t

cpts Ð����Ñ
s�t

tuq � tpts, tu,K,Kqu Ï

tpts, t 1u,K,Kq; pttu, l, t 1qu � cps Ð����Ñ
s�t 1

t 1
p

Ð����
rÐl

tq
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve, composition

Compose
E ; R Y tl Ñ ru
E ; R Y tl Ñ r 1u

si r ÑR r 1

Soit g Ñ d la règle de R qui réduit r en r 1 à la position p : r � rrgσsp et
r 1 � rrdσsp .

l ����Ñ
lÑr

r ùñ l ����Ñ
lÑr 1

r 1 � rrdσsp
p

Ð����
dÐg

rrgσsp � r

cpl ����Ñ
lÑr

rq � tptlu, l, rqu Ï

tptlu, l, r 1q, ptru, g, r 1qu � cpl ����Ñ
lÑr 1

r 1
p

Ð����
dÐg

rq
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve, effondrement

Collapse
E ; R Y tl Ñ ru
E Y tl1 � ru ; R

si l ÑR l1

Soit g Ñ d la règle de R qui réduit l en l1 à la position p : l � lrgσsp et
l1 � lrdσsp .

l ����Ñ
lÑr

r ùñ l � lrgσsp
p

����Ñ
gÑd

lrdσsp � l1 Ð����Ñ
l1�r

r

cpl ÝÑ
lÑr

rq � tptlu, l, rqu Ï

tptlu, g, l1q, ptl1, ru,K,Kqu � cpl
p

����Ñ
gÑd

l1 Ð����Ñ
l1�r

rq
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve, effondrement (suite)

Les conditions de Collapse et l’ordreÎ sont liés :

l|p � gσ avec p , Λ ou σ n’est pas un renommage

l � gσ et r ¡ dσ avec σ qui est un renommage

Ordre de plongement Crsσs �D s, �B � �D z �E partie stricte

Si l|p � gσ avec p , Λ, alors ptlu, l, rq Ï ptlu, g, l1q

Si l|Λ � gσ et σ n’est pas un renommage alors ptlu, l, rq Ï ptlu, g, l1q

Si l � gσ, r ¡ dσ avec σ qui est un renommage alors
ptlu, l, rq Ï ptlu, g, l1q
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve, déduction

Soit un pic critique (de Rω)

rσ Ð���
rÐÝl

lσ � lσrgσsp
p

���Ñ
gÝÑd

lσrdσsp

Par hypothèse d’équité, on va calculer la paire critique associée, et avoir la
nouvelle preuve

rσ Ð������Ñ
rσ�lσrdσsp

lσrdσsp

cprσ Ð���
rÐÝl

lσ
p

���Ñ
gÝÑd

lσrdσspq � tptlσu, l, rσq, ptlσu, g, lσrdσspqu Ï

tptrσ, lσrdσspu,K,Kqu � cprσ Ð������Ñ
rσ�lσrdσsp

lσrdσspq

car
lσ ¡ rσ lσ ¡ lσrdσsp
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve, commutation d’un pic non critique

Soit un pic non critique
s Ð���

R
t ���Ñ

R
u

Il se referme par
s �
���Ñ

R

�
Ð���

R
u

cps Ð���
R

t ���Ñ
R

uq ¡ tpttu,K,Kqu ¡ cps �
���Ñ

R

�
Ð���

R
uq

car tous les termes de s �
���Ñ

R

�
Ð���

R
u sont   t
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Complétude de la complétion
Transformation d’une preuve

En résumé, on sait fabriquer une preuve Q , avec Q Î P dès que

P utilise une équation

P utilise une règle de R8zRω

P contient un pic de Rω

ce qui est la même chose que P n’est pas de la forme

�
���Ñ

Rω

�
Ð���

Rω
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Complétude de la complétion

Théorème : Soit une exécution de la complétion équitable et qui réussit

pE0,Hq $ pE1,R1q $ . . . pEn,Rnq $ pEn�1,Rn�1q . . .

�
Ð����Ñ

E8YR8
est équivalente à �

���Ñ
Rω

�
Ð���

Rω

Rω est équivalent à E0

Rω est convergent

(semi-)décision pour le problème du mot de E0
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Amélioration
Critère d’élimination des paires critiques

Idée : se baser sur la preuve de complétude pour éliminer les paires
critiques « inutiles »

Qu’est-ce qu’inutile veut dire ?

On peut éliminer le pic critique associé par une preuve plus petite qui
n’utilise pas la paire critique.
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Amélioration
Critère d’élimination des paires critiques

rσ Ð��
rÐl

lσ � lσrgσsp
p

���Ñ
gÑd

lσrdσsp

substitution σ réductible

lσ réductible strictement au dessous de p
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Et si ça ne marche pas ?

Problème lié à l’ordre choisi (voir la démo)

Problème inhérent au système d’équations de départ ;
par exemple commutativité

x � y � y � x
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Changer la relation de récriture (1)
Récriture ordonnée par un ordre ¡

Entrées :

un système d’équations E0

un ordre ¡

Étape de récriture ordonnée :

s
p

������Ñ
E¡;u�v ,σ

t si s|p � uσ , t � srvσsp et uσ ¡ vσ
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Changer la relation de récriture (1)
Récriture ordonnée par un ordre ¡

On ajoute les règles suivantes à la complétion usuelle

Deduction2 pE; Rq $ pEts � tu; Rq
if s ØEYR u ØEYR t and u ⊀ t , u ⊀ s

Simplification2 : pE Y ts � tu; Rq $ pE Y tu � tu; Rq
if s ÑE¡;l�r u and s �Bl

Composition2 : pE; R Y ts Ñ tuq $ pE; R Y ts Ñ uuq
if t ÑE¡ u

Collapse2 : pE; R Y ts Ñ tuq $ pE Y tv � tu; Rq
if s ÑE¡;l�r v and s �Bl
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Changer la relation de récriture (2)
Récriture modulo

Entrées :

un système d’équations A (commutativité ou AC)

un système d’équations E0

un ordre ¡ compatible avec A

�
Ð��Ñ

A
¡

�
Ð��Ñ

A
� ¡

Étape de récriture modulo A :

s
p

�����Ñ
AzlÑr ,σ

t si s|p �A lσ et t � srrσsp

Évelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012 103 / 130



Changer la relation de récriture (2)
Récriture modulo

Delete : pE Y ts � tu; Rq $ pE; Rq if s �A t

Compose : pE; R Y ts Ñ tuq $ pE; R Y ts Ñ uuq if t ��Ñ
AzR

u

Simplify : pE Y ts � tu; Rq $ pE Y ts � uu; Rq if t ��Ñ
AzR

u

Orient : pE Y ts � tu; Rq $ pE; R Y ts Ñ tuq if s ¡ t

Collapse : pE; R Y ts Ñ tuq $ pE Y tu � tu; Rq if s ��Ñ
AzR

u by a rule

l Ñ r P R with s �Bl

Extend : pE; Rq $ pE; R Y tt Ñ suq if s Ð�
R

u Ð��Ñ
A

t

Deduce : pE; Rq $ pE Y ts � tu; Rq if s Ð�
R

u ��Ñ
AzR

t
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Changer la relation de récriture (3)
Récriture normalisée

Entrées :

un système de récriture S convergent

un système d’équations E0

un ordre ¡ compatible avec S

�Ñ
S

� ¡

Étape de récriture modulo S :

s
p

�����Ñ
lÑr{S,σ

t si s1 � s ÓS et s1
p

���Ñ
lÑr ,σ

t
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Changer la relation de récriture (3)
Récriture normalisée

Normalisation E Y tu � vu; R $ E Y tu ÓS� v ÓSu; R

Orientation E Y tu � vu; R $ E YΘpu, vq; R YΨpu, vq si
u � u ÓS , v � v ÓS , u ¡ v

Déduction E; R $ E Y tu � vu; R si u � v P CPT pRq

Effacement E Y tu � vu; R $ E; R si u �AC v

Composition E; R Y tu Ñ vu $ E; R Y tu Ñ v 1u si v ��Ñ
R{S

v 1

Simplification E Y tu � vu; R $ E Y tu1 � vu; R si u ��Ñ
R{S

u1

Réduction E; R Y tu Ñ vu $ E Y tu1 � vu; R si$'&
'%

l Ñ r P R

u θ
���Ñ
lÑr{S

u1

pu, vq �Bplθ, rθq
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Assurer autrement la terminaison du résultat (1)
Multi-complétion

Idée : faire en parallèle plusieurs complétions avec plusieurs ordres
 1, 2, . . . , n

Structure de données : un ensemble N de faits

xs : t , LÑ, LÐ, L�y

avec

L�, LÑ, LÐ sont deux à deux disjoints

L� Y LÑ Y LÐ � t1, 2, . . . , nu

si i P L� et xs : t , L�, LÑ, LÐy P N, alors s � t P Ep iq

si i P LÑ et xs : t , L�, LÑ, LÐy P N, alors s Ñ t P Rp iq

si i P LÐ et xs : t , L�, LÑ, LÐy P N, alors t Ñ s P Rp iq
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Assurer autrement la terminaison du résultat (1)
Multi-complétion

DELETE : N Y txs : s,H,H, Lyu $ N if L ,H

REWRITE-1 : N Y txs : t , L1, L2, L3yu $ N Y

"
xs : t , L1zL , L2, L3zLy

xs : u, L X L1,H, L X L3y

*

if xl : r , L , . . . , . . .y P N, t ÑtlÑru u, L X pL1 Y L3q ,H , and either t .
� l or

L X L2 � H

REWRITE-2 :

N Y txs : t , L1, L2, L3yu $ N Y

"
xs : t , L1zL , L2zL , L3zLy

xs : u, L X L1,H, L X pL2 Y L3qy

*
if

xl : r , L , . . . , . . .y P N, t ÑtlÑru u, t �Bl and L X L2 ,H

ORIENT : N Y txs : t , L1, L2, L3 Y Lyu $ N Y txs : t , L1 Y L , L2, L3yu if L ,H
and s ¡i t for all i P L

DEDUCE : N $ N Y txs : t ,H,H, L X L 1yu if xl : r , L , . . . , . . .y P N,
xl1 : r 1, L 1, . . . , . . .y P N, L X L 1 ,H , and s ÐtlÑru u Ñtl1Ñr 1u t
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Assurer autrement la terminaison du résultat (2)
Complétion avec un TT ("termination tool")

Idée : au lieu d’attendre un ordre en entrée,
on utilise un outil automatique de terminaison

une équation est orientée si la règle obtenue ne casse pas la terminaison.

Attention :

à l’étape pEn,Rnq, l’ordre sous-jacent ÝÑ�
i¤n Ri

est bien fondé

ÝÑ�
i¤n Ri

� ÝÑ�
i¤n�1 Ri

ÝÑ�
i Ri

n’est en général pas bien fondé
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Assurer autrement la terminaison du résultat (2)
Complétion avec un TT ("termination tool")

Contre-exemple (récriture de mots)

E0 � twa � ab; ac � abcu Rn � twa Ñ abu Y
¤
i¤n

tab ic Ñ ab i�1cu

Paires critiques

abb icDGGGGGGG
ab Ð wa

wab icGGGGGGGGGGGGGA
ab ic Ñ ab i�1c

wab i�1cGGGGGGGA
wa Ñ ab

abb i�1c

Il faut se restreindre à des exécutions finies.
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Assurer autrement la terminaison du résultat (2)
Complétion avec un TT ("termination tool")

orient : pE Y ts � tu,R ,Cq $ pE,R Y ts Ñ tu,C Y ts Ñ tuq if
C Y ts Ñ tu terminates

deduce : pE,R ,Cq $ pE Y ts � tu,R ,Cq if s ÐR u ÑR t

delete : pE Y ts � su,R ,Cq $ pE,R ,Cq

simplify : pE Y ts � tu,R ,Cq $ pE Y tu � tu,R ,Cq if s ÑR u

compose : pE,R Y ts Ñ tu,Cq $ pE,R Y ts Ñ uu,Cq if t ÑR u

collapse : pE,R Y ts Ñ tu,Cq $ pE Y tv � tu,R ,Cq if s �B
�Ñ
R

v
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Unification

(suite)
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Unification modulo E

E un ensemble d’équations de T pF ,X q

Définition (Problème d’unification modulo)
1 J, K,
2 s � t ,
3 Dx,P,
4 P ^ Q, P _ Q

Définition (Solutions)
1 Toute substitution est solution de J, aucune n’est solution de K,
2 σ est solution de s � t si sσ �E tσ,
3 σ est solution de Dx,P s’il existe t tel que σ est solution de Ptx ÞÑ tu,
4 σ est une solution de P ^ Q si σ est une solution de P et de Q,
5 σ est une solution de P _ Q si σ est une solution de P ou de Q.

Notation UEpPq : ensemble des solutions de P modulo E
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Formes résolues

Définition
forme résolue si

J ou K

ou de la forme

Dy1, . . . , yp , x1 � t1 ^ . . .^ xn � tn

xis 2à 2 ,, txiui X tyjuj � H, txiui X
�

k Varptk q � H.

forme résolue compacte : pour toute équation variable-variable x � y,
x et y sont libres
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Forme résolue ÞÑ forme résolue compacte

appliquer la règle suivante autant que possible

Replace-nv
Dy1, . . . , yp , y P ^ x � y
Dy1, . . . , yp Pty ÞÑ xu
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Solutions des problèmes en forme résolue

Proposition
P � Dy1, . . . , yp , x1 � t1 ^ . . .^ xn � tn un problème en forme résolue, et
soit θ la substitution

tx1 ÞÑ t1, . . . , xn ÞÑ tnu

tθu est un ensemble complet minimal d’unificateurs pour P

même preuve que dans le cas E � H
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Ensemble complet minimal d’unificateur(s)

Définition (Ensemble complet minimal d’unificateurs)
M pPq est un ensemble complet minimal d’unificateurs si

M pPq � U pPq

minimal : pour tous µ1, µ2 P M pPq, si µ1 � µ2θ, alors µ1 � µ2

complet : U pPq � tµθ | µ P M pPq, θ substitutionu

Évelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012 117 / 130



Classification

E une théorie équationnelle est
1 unitaire si U pPq � H ou M pPq � tµu

2 finitaire si M pPq �
�i�nP

i�1 tµiu

3 infinitaire si M pPq �
�

iPNtµiu

4 nullaire sinon

1 E � H, unitaire
2 E � AC, finitaire
3 E � A , infinitaire
4 E � A Y tx � x � xu, nullaire
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Représentation commode des termes modulo AC

px � yq � z � x � py � zq pAq
x � y � y � x pCq

Définition (Forme canonique)

forme canonique t d’un terme t :

x � x si x est une variable
fpt1, . . . , tnq � fpt1, . . . , tnq si f n’est pas un symbole AC

�pt1, t2q �

$'''''&
'''''%

�pSortpt1, t2qq si tipΛq , �
�pSortpt1, v1, . . . , vnqq si t1pΛq , �, t2 � �pv1, . . . , vnq

�pSortpu1, . . . , um, t2qq si t1 � �pu1, . . . , umq, t2pΛq , �
�pSortpu1, . . . , um, v1, . . . , vnqq si t1 � �pu1, . . . , umq,

t2 � �pv1, . . . , vnq

Sort est une fonction de tri sur les listes de termes qui utilise un ordre
arbitraire fixé
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Égalité modulo AC

Théorème

s �AC t ðñ s � t
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Unification modulo AC

finitaire, mais pas unitaire

x � y � a � b a pour solutions

tx ÞÑ a; y ÞÑ bu et tx ÞÑ b; y ÞÑ au

pas de mgu µ
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Unification modulo AC élémentaire

élémentaire = 1 seul symbole AC + des variables

UACpx � s � x � tq � UACps � tq :
donc on peut se restreindre aux équations AC de la forme

E � x1 � � � � � x1loooooomoooooon
a1 fois

� � � ��xn � � � � � xnloooooomoooooon
an fois

� y1 � � � � � y1loooooomoooooon
b1 fois

� � � ��ym � � � � � ymlooooooomooooooon
bm fois

avec tx1, . . . , xnu X ty1, . . . , ymu � H

équation diophantienne linéaire associée à E

peq � a1v1 � � � � � anvn � b1w1 � � � � � bmwm � 0
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Lien entre E et peq

Lemme
σ une solution de E et z une variable introduite par σ.
c1, . . . , cn, d1, . . . , dm les nombres d’occurrences de z dans
x1σ, . . . , xnσ, y1σ, . . . , ymσ.
Alors pc1, . . . , cn, d1, . . . , dmq est une solution de peq.

Démonstration.
les formes canoniques de sσ et tσ ont le même nombre de z,
et ces nombres sont a1c1 � � � � � ancn et b1d1 � � � � � bmdm. �
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Représentation compacte des substitutions

Définition
v1, . . . , vn variables, t1, . . . , tm termes, aij P N et pour tout j P t1, . . . , nu
Σm

i�1aij , 0

tableau T �

v1 � � � vi � � � vn

t1 a11 � � � a1i � � � a1n
...

...
...

...
...

...

tm am1 � � � ami � � � amn

désigne la substitution

tvi ÞÑ t1 � � � � � t1looooomooooon
a1i fois

� � � � � tm � � � � � tmloooooomoooooon
ami fois

uiPt1,...,nu

sous-tableau admissible de T : sous ensemble de lignes de T où la
somme des coefficients d’aucune colonne n’est nulle.
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Unification AC élementaire

Théorème (Stickel (1975), Livesey & Siekman (1976))
P : p équations modulo AC, E1, . . . ,Ep avec n variables x1, . . . , xn. Soit

S � tpc1,1, . . . , c1,nq, . . . , pcm,1, . . . , cm,nqu

l’ensemble des solutions minimales pour ¤n, positives, non nulles de
pe1q ^ . . .^ pepq. Alors, les sous-tableaux admissibles de

T �

x1 � � � xn

z1 c1,1 � � � c1,n
...

...
...

...
...

...
...

...

zm cm,1 � � � cm,n

où z1, . . . , zm sont de nouvelles variables,

sont un ensemble complet d’unificateurs modulo AC de P.
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Exemple
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Combinaison d’algorithmes d’unification : hypothèses

F � F1 Z F2 est finie

E � E1 Y E2

Ei ne contient que des termes de T pFi ,X q, finitaire

Ei , i � 1, 2 est une théorie simple, les équations de la forme s � t où t est
un sous-terme propre de s, n’ont pas de solutions modulo Ei .

pour Ei , i � 1, 2, algorithme qui calcule un ensemble complet fini
d’unificateurs
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Séparation

Définition (Sous-terme étranger)
u � t |p est étranger dans t si p � q � n, tpqq P Fi , tpq � nq P Fj avec i , j.

VA
Dy1, . . . , yp srusp � t ^ P

Dx, y1, . . . , yp srxsp � t ^ x � u ^ P

si u est un sous-terme
étranger de srusp à la
position p.
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Règles d’inférence

E-Res
Pi

P 1
i

si Pi n’est pas en forme résolue et P 1
i est une

forme résolue compacte de Pi .

Lemme
s, t P T pF1,X q, γ de T pF ,X q telle que

sγ �E1YE2 tγ

Alors il existe σ de T pF1,X q, θ de T pF ,X q

sσ �E1 tσ et γ �E1YE2 σθ

La preuve de ce lemme repose sur la complétion close ordonnée.
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Règles d’inférence (suite)

Var-Rep
Dz1, . . . , zp x � y ^ P

Dz1, . . . , zp x � y ^ Ptx ÞÑ yu
si x, y P VarpPq, et x est
D-quantifié ou y est libre

Conflit-1
Dz1, . . . , zp x � s1 ^ x � s2 ^ P

K

si x P X, s1pΛq P F1 et
s2pΛq P F2

Conflit-2
Dz1, . . . , zp s1 � s2 ^ P

K
s1pΛq P F1 et s2pΛq P F2

Cycle
Dy1, . . . , yp x1 � t1rx2sp1 ^ . . . xn � tnrx1spn

K

si n ¥ 2, Di et
Dj, sipΛq P F1

et sjpΛq P F2.

EQE
Dx, y1, . . . , yp x � s ^ P

Dy1, . . . , yp P
si x n’apparaît ni dans s ni dans P

Évelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012 130 / 130


	Rappels
	Définition de la complétion
	Un exemple d'exécution : les groupes
	Correction
	Dans le jardin des preuves
	Correction : démonstration

	Les métamorphoses d'une preuve
	Complétude
	Ordre sur les preuves
	Complétude : démonstration
	Critères d'élimination des paires critiques

	Variantes
	Unification
	Associativité-Commutativité


