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Rappels

Etape de récriture

p

s ——t si slp=Ilo et t=s|ro]p
|—r,o0
Etape équationelle
s<fst si s|p=ur et t=s[vo]
u=v,oo p p
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Pics et paires critiques

| — r et g — d deux régles
Hypotheéses :
@ il existe p position non variable de /

@ /|, et g sont unifiables avec pour unificateur principal o

Pic critique de g — d sur | — r a la position p
lo =lo[go]p
reI g—d
o, \ o,p
ro lo|dop

Paire critique

(ro,lo|do|p) ou ro = lo[do]p
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Joignabilité et confluence locale

Définition : un pic x <— y — z (ou une paire (x, y)) est joignable si il existe

utelque x »>* uetz —»* u.
y
7N
X z

\ /
\ /
R* \\ // R*
4 >

u
Définition : R est localement confluent si toutes ses paires critiques sont
joignables.

Théoréme : Si R est localement confluent et termine, alors

VSt, § e—2 5t «— 3JuS — U ——t
{I=r|l—>reR} R R
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Et si R n’est pas localement confluent ?

En fait, la vraie question est

@ on a un ensemble d’équations (pas d’orientation)
@ comment trouver un ensemble de régles

@ équivalent
@ localement confluent
@ quitermine

Solution : la complétion
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Les entrées de la complétion

@ Un ensemble d’équations
@ Un ordre de récriture, bien fondé, stable par instanciation et mise sous contexte

Idées de base :
@ Utiliser I'ordre pour orienter les équations

@ Ajouter les paires critiques non joignables entre régles sous forme de
nouvelles équations

But :
@ Ordre bien fondé — récriture qui termine
@ Ajout de paires critiques — confluence locale
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Les regles de complétion (0)

Structures de données et initialisation

Lordre est fixé, et ne change pas au cours de la complétion

Les équations et les regles évoluent : E; R

Initial

Eov;, I
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Les régles de complétion (1)

Orientation

, Eu{s=t};R
Oriente E-Ru{s >0
_ Eu{s=t};R
Oriente E-Ru{t—s)
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Les regles de complétion (2)

Déduction (paires critiques)

E;R

Paire Critique m

si e est une paire critique de R
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Les régles de complétion (3)

Trivial

Eu{s=s};R

Trivial E R
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Les régles de complétion (4)

Simplification (des équations)

e Eu{s=t}; R . ,
Simplifie Eu{s =1]; R sis = s
N Eu{s=t};R . ,
Simplifie Eu{s=7]:R sit ?t
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Les régles de complétion (5)

Composition (des regles)

E:Ru{l—r}

Compose E-RU{>r)

sir - r
R
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Les regles de complétion (6)

Effondrement (d'une regle)

sil — I',g— deR,et
g—d
E;Ru{l—r}

@ l[p=goavecp#Aouc
Euv{l'=r}; R

n’est pas un renommage

Collapse

@ oul=go etr > do avec
o qui est un renommage.
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (1)

Entrées
E4 e-x = X
E> I(x)-x = e
Es (x-y)-z = x-(y-2)

RPO avec la précédence | > - > e,
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (2)

Orientation de E;

E> I(x)-x = e
Es (x-y)-z = x-(y-2)
R4 e-x — X
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (3)

Orientation de E»

Es (x-y)-z = x-(y-2)
R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (4)

Orientation de Ej

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Rs (x-y)-z — x-(y-2)
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (5)

Calcul de paire critique entre R4 et Rg

R4 e-x —
Rs I(x)-x —
Rse (x-y)-z —
Er e-(y-z) =

Pic critique
A
e-(y-2) «—(e-y)

6

< X O X
N
N

1
Z —— y-Z
Ry
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (6)

Simplification de E7 par R4

R4 e-x — X

Rs I(x)-x — e

Re (x-y)-z — x-(y-2)
Es y-z = y-z

Réduction
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (7)

Destruction de Eg par Trivial

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Re (x-y)-z — x-(y-2)
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (8)

Calcul de paires critiques entre Rs et Rg

R4 e-x — Xx

Rs I(x)-x — e

Re (x-y)-z — x-(y-2)
Es I(x)-(x-z) = e-z

Pic critique
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (9)

Simplification de Eg par R4

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Rs (x-y)-z - x-(y-2)
Ewo IxX)-(x-2) = z

Réduction

Evelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012 22/130



Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (10)

Orientation de Eqg

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Re (x-y)-z - x-(y-2)
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (11)

Calcul de paire critique entre Rg et elle-méme

R4 e-x — X

Rs I(x)-x — e

Re (x-y)-z - x-(y-2)

Ri1 I(x)-(x-2) —> z

Eio (x1-x2)-(y-z) = (x1-(x2-y))-z

Pic critique

(x1-x2)-(y-2) N (x1-x2)-y)-z %(x1-(x2-y))-z

Re Re
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (12)

Simplification de Eq» par Rg, et destruction de I'équation obtenue

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Rs (x-y)-z - x-(y-2)
Ri1 I(x)-(x-z) — z

Reéductions
(x1-x2) - (y-2) —— x1-(x2-(y-2))

6

(x1-(x2-y))-z TA>X1-((X2-y)-z) Lx1-(x2-(y-z))

3 Re
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (13)

Calcul de paire critique entre Ry et Ry4

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Re  (x-y)-2 — x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-2) — z
Ei3 z = le)-z
Pic critique
z (F:\T I(e)-(e-2z) % I(e) - z
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (14)

Orientation de Eq3

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Rs (x-y)-z - x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-z) — z
R14 I(e) z — Z
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (15)

Calcul de paire critique entre Rs et Ry1

Ra4 e-x — X
Rs I(X) X — e
Re  (x-y)-z — x-(y-2)
Ri1 I(x)-(x-z) — =z
Ria I(e) -z — Z
Eis X = /(/(X)) - e
Pic critique
X 1100) - (100 %) == I(1(x)) - e
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (16)

Orientation de E1s
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (17)

Calcul de paire critique entre Ry1 et elle-méme

Ry e-x — X
Rs I(x)-x — e
Re (x-y)-z = x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-2) — z
R14 I(e) Z — Z
Ris I(I(x))-e — x
Ei7 x-y = I(x)-y

Pic critique

X-y 2 1)) - (Ix) - (x - y)) —2— I(I(x)) -y

Ri1 Ry
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (18)

Orientation de E47
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (19)

Effondrement de Rig par Rys

R4 e-x — X

Rs I(x)-x — e

Re (x-y)-z = x-(y-2)
Ri1 I(x)-(x-2) — z

R14 I(e) z — Z

Rig  I(I(x))-y — Xx-y

E19 X-e = X

Réduction
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (20)

Orientation de Eqg
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (21)

Calcul de paire critique entre Rqg et Ry, suivi de simplification

R4 e-x — X
R5 I(X) X — e
Re (x-y)-z = x-(y-2)
Rt I(x)-(x-2) — z
R14 ) e) +Z — Z
Rig  I(I(x))-y — Xx-y
Rgo X-e — X
E21 X = I(I(X))
Pic critique
X <2 x-e <D I(I(x) e —2 I(I(x))
Rzo Ris Rzo
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (22)

Orientation de E»1

R4 e-x — X

Rs I(x)-x — e

Re (x-y)-z = x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-2) — z

Ris l(e)-z — =z

Rig  I((x))-y — x-y

Roo X-e — X

Fl’gg /(/(X)) — X
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (23)

Effondrement de Rig par Ro», et destruction immédiate

Réduction

Evelyne Contejean ()

R2o
Roo

e-x — X
I(x)-x — e
(x-y)-z - x-(y-2)
I(x)-(x-z) —> z
lle)-z — =z
X-e — X
I(I(x)) — x
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (24)

Calcul de paire critique entre Ry4 et Rxg

R4 e-x — X

Rs I(x)-x — e

Re (x-y)-z = x-(y-2)
Ri1 I(x)-(x-z) — =z

Rqa I(e) Z — Z

Rxg X-e — X

Rgg I(I(X)) — X

E23 e = I(e)

Pic critique
A
e <—R14 I(e)-e —>R20 I(e)
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (25)

Orientation de Ex3

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Re x-y)-z = x-(y-2)
Ri1 I(x)-(x-z) — =z
R14 I(e) +Z — Z
Rog xX-e — X
Rgg I(I(X)) — X
R24 l(e) — e
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (26)

Effondrement de R4 par Ro4, suivi d’'une simplification par Ry, et

destruction immédiate

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Re (x-y)-z - x-(y-2)
Ri1 I(x)-(x-z) — z
Rgo X-e — X
R22 I(I(X)) - X
R24 | e) - €
Réduction
I(e) -z ' ez 22
Rz4 Ry
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (27)

Calcul de paire critique entre Ry et Roo

Ry e-x — X

Rs I(x)-x — e

Re (x-y)-z = x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-z) — z

Rgo X-e — X

R22 I(I(X)) - X

R24 I(e) — €

Eos z = x-(I(x)-2)

Pic critique
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (28)

Orientation de Exs

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Re (x-y)-z - x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-z) — z
Roo X-e — X
R22 I(I(X)) - X
R24 / e) — €
Ry x-(l(x)-z) — =z
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (29)

Calcul de paire critique entre Ry et Rog

R4 e-x — X

Rs I(x)-x — e

Re (x-y)-z = x-(y-2)
Rt I(x)-(x-2) — z

Rxg X-e — X

Rgg I(I(X)) — X

R24 | e) - €

Ry x-(I(x)-2) — z

Ez7 e = x-I(x)

Pic critique

e <2 x.(I(x)-e) —2> x-I(x)
Rzs Rzo
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (30)

Orientation de Eo7

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
R  (x-y)-z —» x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-z) — =z
Rog X-e — X
Rgg I(I(X)) - X
R24 | e) — €
R x-(I(x)-z) — =z
Rgg X I(X) — €
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (31)

Calcul de paire critique entre Rg et Rog

Pic critique

R4

Rs

Re

Ri11
Ra2o
Ra2
Ro4
Roe
Rag
Eog

()
N X X

x
[0}
R A

>
O N®XXNX O X

>x
>
=<

. N e
N

SN—

—
~_~
—
=
o

>
- = -
>

x
—~
-
—
>
~—
N .
e e e N

x
—~~
<
=

<
<
~—

(y-2)

Xy x-y) o (o) dixy) — e
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (32)

Orientation de Exg

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
Re (x-y)-z = x-(y-2)
Ri11 I(x)-(x-z) — z
Rgo X-e — X
R22 I(I(X)) — X
R24 ) e) - €
Rog x-(I(x)-z) — z
Rgg X - I(X) — €
Rso x-(y-Ix-y)) — e
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (33)

Calcul de paire critique entre Rq1 et Rag

R4 e-x — Xx

Rs I(x)-x — e

Re x-y)-z = x-(y-2)
Ri11 I(x)-(x-z) — =z

Rgo X-e — X

Rez (1)) — x

R24 ) e) — €

Rog x-(I(x)-z) — z

Rog X - I(X) — e

Rso x-(y-Ix-y)) — e

E31 y-lx-y) = I(x)-e

Pic critique

Yl y) e 100 (X (y - xy)) o (x) - e

30
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (34)

Simplification de E31 par Rxg

R4 e-x — Xx
Rs I(x)-x — e
Re x-y)-z = x-(y-2)
Ri11 I(x)-(x-z) — =z
Rgo X-e — X
Rao I((x)) — x
R24 ) e) — €
Rog x-(I(x)-z) — z
Rog X-I(X) — e
R x-(y-I(x-y)) — e
Eso y-lx-y) = Ix)

Réduction
() - & —— I(x)
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (35)

Orientation de Es»

R4 e-x — X
Rs Ix)-x — e
Re (x-y)-z = x-(y-2)
Ri1 I(x)-(x-z) — z
Rog xX-e — X
Rz2 I(I(x)) — x
Ft'24 | e) — e
Rog x-(I(x)-z) —» z
Rog X - /(X) — €
R x-(y-I(x-y)) — e
Rs3 y-lx-y) — I(x)
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (36)

Effondrement et destruction de Rsg par Rags.

R4 e-x — Xx

Rs I(x)-x — e

Re x-y)-z = x-(y-2)
Ri11 I(x)-(x-z) — =z

Rgo X-e — X

Rez (1(x) — x

R24 ) e) — €

Rog x-(I(x)-z) — z

Rog X - I(X) — e

Rs3 y-lx-y) — Ix)

Réduction

2 A
X-(y-I(x-y)) —— x-I(x) —— e
Ras Ros
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (37)

Calcul de paire critique entre Ry et Ras

Ry e-x — X

Rs I(x)-x — e

Re (x-y)-z = x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-z) — z

Rgo X-e — X

R22 I(I(X)) — X

R24 ) e) — €

Ry x-(I(x)-2) — =z

Rog X I(X) — e

Rz y-I(x-y) — Ix)

Esa I(x-y) = Iy)-I(x)

Pic critique

I(x - y) <2 I(y) - (y - I(x - y)) —2— I(y)-I(x)
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (38)

Orientation de Ea4

R4 e-x — X

Rs I(x)-x — e

Re  (x-y)-z — x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-z) — z

Roo X-e — X

Rgg I(I(X)) - X

R24 | e) — e

Ry x-(I(x)-2) — =z

Rog X - /(X) — €

Rz y-Ix-y) — Ix)

Rss I(x-y) — Iy)-I(x)
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (39)

Effondrement de Rs3 par Rss,

R4 e-x — Xx
Rs I(x)-x — e
Rs (x-y)-z = x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-z) — z
Rgo X-e — X
R2 I(I(x)) — x
Roa / 6) — €
Ry x-(I(x)-2) — =z
Rog X I(X) — e
Rss I(x-y) — Iy)-I(x)
Réduction
y -l y) =2y (Iy) - 1(x)) —— (%)
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Exemple : les groupes

Exécution de la complétion (40)

R4 e-x — X
Rs I(x)-x — e
R  (x-y)-z — x-(y-2)
Ryt I(x)-(x-2) — z
Roo X-e — X
Rgg I(I(X)) - X
R24 I(e) — €
Ry x-(I(x)-2) — =z
Rog X - I(X) — e
Ras I(x-y) — Iy)-I(x)

Toutes les paires critiques restantes sont joignables, et aucune autre régle
n’est applicable.

Le systeme obtenu est le résultat de la complétion. Il est confluent.
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Correction de la complétion

Théoréme :

Si (E; R) + (E’; R’) par une des régles de la complétion,
alors les deux relations

EUR E'"UR’

coincident.
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Horticulture dans les preuves (algébre de preuves)
Croissance des étapes élementaires
Etape élementaire entre s et t

s[i6]g —=— s[r6q
=r

« Croissance » sous un contexte C|-|, par une substitution o

Cls[i6lq]p = Clsalpllber]og <2 Clsolp[rbe]pg = Cls[rb]qo]s

I=r
Notation

s —P—t Clso|, — C[Pco]p — Clto]p
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Horticulture dans les preuves (algébre de preuves)

Croissance d’'une séquence d’étapes

Preuve entre s et t

S —Py—s1...8y — P,—t

Preuve entre C[sc |, et Clto|p

Clsolp —C[(Py— ... —Pn)o]p, — Clto]p
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Horticulture dans les preuves (algébre de preuves)

Taille d’'une sous-preuve

Preuve P entre s et t

s —Py—5s5y...85 —Piy1—... —Px— sc...8p —Pp,—1t

Sous-preuve de P entre s; et s

Si —P,'+1—... —Pk— Sk
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Horticulture dans les preuves (algébre de preuves)

Greffe de deux preuves

Preuve P entre s et t
s —P—t

Preuve Q entre t et u
t—-Q—u

Preuve PQ entre s et u

s—-P—-t-Q-u
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Horticulture dans les preuves (algébre de preuves)

Remplacement d’une sous-preuve par taille et greffe (1)

Preuve P[Q] entre s et t
s —Po—u-Q—-v-P—1t
Autre preuve Q' entre u et v

u—-Q —v

Nouvelle preuve P[Q’] entre s et t

S —Pg— U—Ql— V—Pz—t
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Horticulture dans les preuves (algébre de preuves)

Remplacement d’'une sous-preuve par taille et greffe (2)

Preuve P[Q] entre s et t

s —Py— u = u[lf]g— </q—"> — u[rflg=v — Py — t
=r

Autre preuve Q" entre | et r

I —Q"—r

Nouvelle preuve P[u[Q"6],] entre s et t

s —Po—u—ulQ0lqg— v —Py—t
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Correction de la complétion

Orientation
, Eu{s=1t};R ,
Oriente E-Ru{s i) sis >t
VX, x[soq (ir) X[to]lq  ssi x[sog i; X[to]q
S= S—

Les deux preuves
(s =tely et x[(s = D)ol

sont interchangeables

Evelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012

61/130



Correction de la complétion

Déduction (paires critiques)

E;R

Paire Cr|t|que m

si e est une paire critique de R

On suppose que e = ro = lo[do|p, ou
@ | — ret g — dsontdeux regles de R,
@ p est une position non variable de |/,
@ o un unificateur principal de l|p et g : lpo = lo|p = go

#* *

Xy, X e—— = X e——
y EuR y Eu{e}uR Y
roc «— lo[do], = ro I lo —2— lo[do],
e re— g—
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Correction de la complétion

Trivial

o Eu{s=s};R
Trivial E R

VX y, X e—— Yy SSi X «——y
s=s o)
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Correction de la complétion

Simplification

Eu{s=t};R
Eu{s=1t};R

Simplifie sit gt

Soit | — r larégle de R qui réduit t en t’ a la position p :
t = t[lo]p et t' = t[ro]p.

S(—t>t = s> t' = tlro]p % tllo]), =t
s= s=t' r—

s——t = s R t = t{lo] %) tlrolp =t
S= —r
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Correction de la complétion

Composition

Compose E;Rull—1r} sir—pgr
P E;Ru{l—Tr} R
Soit g — d la régle de R qui réduit r en r’ & la position p : r = r[go], e
r' = r[do]p.
I,—>r = ll—>r’:r[do-]p<%r[go-]p=r
—r —r’ —g

| —— r — I—>r:r[go-]p%>r[da-]p=r’
g—>

[—=r |—r
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Correction de la complétion

Effondrement

E;,Ru{l—r} . /
Eoii=-r;r SI—r!

Collapse

Soit g — d la régle de R qui réduit / en I a la position p : | = I[go], et
I' = I[do]p.

I——r = I=lgolp Lf fdolp =1 «——r
—r g— I—=r

I' = l[dor]p % golp =1 —r
«—g —r
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Les métamorphoses d’une preuve

Exemple des groupes

On veut montrer que dans les groupes I(a - b) = (I(b) - e) - I(a)

Avec R,

I(ab) —"— I(b) - I(a) —— (I(b) ) I(a)

Avec Ey ?
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Les métamorphoses d’'une preuve (1)

2 21 2 22 22 221 22 2 21 2
— 5 =5 & = 5 =
Ry Rs Re Rs Re Rs Ry Rs Rs Ry
22 221 22 221 2211 221 2212 2212 22121 2212
& e S &S e
Ry Rs Rs Ry Rs Rs Rs Rs Rs Ry
221 2211 221 2212 22121 2212 221 2211 221 221
& = 2 & =, 2 &
Rs Rs Ry Rs Rs Ry Rs Rs Ry Rs
2211 221 2212 22121 2212 2212 221 2211 221 222
- = — =5 = &
Rs Ry Rs Rs Ry Rs Rs Rs Ry Rs
2221 222 2222 22221 2222 2222 222 2221 222 22
=S = — = =5 45
Rs Ry Re Rs Ry Rs Rs Rs Ry Rs
2 21 2 A 1 A 1 11 1 12
— o D e s 5 — — —
Re Rs Ry Re Rs Ry R4 Rs Re Rs
12 121 12 1 11 1
— 5 5 — — —
Re Rs R4 Rs Rs R4
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Les métamorphoses d’'une preuve (2)

2 2 22 2 22 2 2

22 22 221 221
e S S S D D — — ——
Ry Eys Rs Ey Ry Es Rs Ry Eg R4 Ey
2212 2212 2212 221 221 2212 2212 221 221 221
_— s S — — — —
Rs Eq R4 Eq Ra Eq R4 Eq Ra Eg
221 2212 2212 2212 221 221 222 222 2222 2222
—> _ s S S S —
R4 Eg Ra Rs Eq Ra Eg R4 Eqg Ra
2222 222 222 22 2 2 A A 1 1
—_— S S D 5 > > >
Rs Eg Ra Rs Ey Ry Es Rs Rs Eo
12 12 12 1 1
—_— —

—_— - —

Rs Eg Rs E9 Ra
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Les métamorphoses d’une preuve (3)

2 22 22 2 22 221 2212 2212
—_— — — — —

— S —
Evo Rs Ew Ewo Ewo Eio Rs Eio
221 2212 2212 221 222 2222 2222

—_— 0 e — — ——

Eio Eio Rs Eio  Ero Eio Rs
A 1 12 12 1
Y 5 5

Evo Eio Rs Ewo Epo
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Les métamorphoses d’'une preuve (4)

2 22 22

— S —

Ry Rs Rn

221 2212
=5 =5
Ri4 R4

Evelyne Contejean ()

2 22 221 2212 2212 221
I LSS/ & 25 25 2
Ri1 Rn Ri4 Rs Ri1 Ri1

2212 221 222 2222 2222 222
Pkl N i W i i $

Rs Ri4 R4 R4 Rs Ri4

A 1 12 12 1
0 — 5 5

Ry Rt Rs Ryt Rn
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Les métamorphoses d’une preuve (5)

2 22 2 22 221 2212 221 2212 221 221 2212
—_ o D s s S S VS s ——

Eis R R R Ess R R R Ri1 Ri Ri1
221 222 2222 222 22 2 A 1 12 1
e i Qe S L ety
Eis  Ri Ri1 Eis Re Rt R Eis Rt Rn
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Les métamorphoses d’une preuve (6)

2 22 2 22 221 2212 221 2212 221 221 2212
B e = Y kS Y
Rie R Rt Rir R R R R Ri1 Ri Ri1

221 222 2222 222 22 2 A 1 12 1
_ s S /> /> /> /> — —> —>
Ris  Rin Ri1 Rie Re Rt Rt R Ri Rnr
Démonstration automatique 5 octobre 2012
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Les métamorphoses d’'une preuve (7)

2 2 22 221 221 221 221 221 222 222 22
— = &£/ s & s 2 2 B .S s
Re Ei7 R R Ei7 Riz Eiz Rie Eiz R Re

2 A 1 1
— — — —

R+ R Rie Ei7
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Les métamorphoses d’une preuve (8)

2 2 22 221 221 221 221 221 222 222 22
D e s sy e s e S S
Re Ris Rt R Ris Rig Ris R R Rie BRs

2 A 1 1
—_— — — —

Rt Rir Rie  Ris
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Les métamorphoses d’une preuve (9)

2 22 221 221 221 222 22 2 A 1
— e S VS VS S — —

Eig Ry Ev9 Rig Ew9 Eg9 Rs Rt R Epo

2 22 221 221 221 222 22 2 A 1
e S VS VS S — — ——

Ro Rt Rxo Ris Ro BRo Rs R Rt R

2 22 221 222 22 2 A 1
— e S S — —

Roo Rt Exx Ro Re Rt Rt R

2 22 221 222 22 2 A 1
—_— S S D — —

Ro Rt Re2 R Re Rt Rin R

2 22 222 22 2 A 1
—_— s S D — — —

R Exs Rxo Rs Rit Rt R

2 22 222 22 2 A 1
— — VS S — —

Ro R Rxp Rs Rt R R
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Les métamorphoses d’une preuve (10)

2 22 22 2 A 1
Rzo Ez7 Re R4 R4 Rzo
2 22 22 2 A 1
Rzo Ros Re Ri1 Ry Rzo
2 22 2 A 1
Rzo Eog R4 R4 Rzo
2 22 2 A 1
Roo Rao R4 R4 R2o
2 2 A 1
R0 Esq Ri4 Reo
2 A 1
E3p Ri1 Rzo
2 A 1
Ras Ri1 Rzo
A 1
— —

E3q Reo
A 1
A N
Ras Rzo
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Persistance
Soit une exécution de la complétion

(Eo; D) + (Ei;R1) + ...(Ei;R) + (Eisx1;Riz1) = ...(En;Rn) + ...

Eoo:UEi ROO:UF{;
i i

Définition : Une équation (resp. une regle) est persistante a partir du rang i
si elle appartient a

ﬂ E; (resp. ﬂ R )
i<j i<j
Une équation (resp. une régle) est persistante si elle appartient a
Ew:UﬂEj <resp.R :UﬂRj >
i< i<
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Succes et échec

Définition : Une exécution de la complétion
(Eo; ) + (E1;R1) + ...(E;R) + (Eit1;Ris1) = ...(Em;Rn) + ...

est un succés si E,, = ¢J, un échec sinon
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Equité

Définition : Une exécution de la complétion
(Eo; &) + (E1;R1) = ...(Ei;R) + (Eix1;Ri1) + ...(EniBn) + ...

est équitable si toutes les paires critiques entre les régles persistantes

sont calculées
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Colt d’une étape élémentaire

Co0t élémentaire : ({m},1,t) avec {m} un multiensemble de termes, | et t
deux termes.

Ordre sur les colts élémentaires : ordre lexicographique

@ premiére composante : extension multiensemble de I'ordre de la
complétion <

@ 2ieme composante : partie stricte du plongement

@ 3ieme composante : <

Suivant le cas sur le type d’étape :
®s o t ~ ({s,t},1,1)

o0

°s — t ~ ({sh 1)
—r

os<r—t ~ ({t}1,s)
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Co0t d’'une preuve générale

s —Py—51...85 —Piy1—... —Px— s¢...sp —Pp—1t

multiensemble des colts c(P;)

ordre < = extension multiensemble de 'ordre sur les co(its
élémentaires.

Remarque Comme < est bien fondé, < est bien fondé
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Complétude

Lemme : Soit une exécution de la complétion équitable et qui réussit

(EO’Q) = (E1aR1) [ ---(EnaRn) = (En+1,Rn+1)---

Si P preuve de s <;R> t, différente de —— %
o UhRp w w
alors il existe P’ preuve de s <;R> tetP' < P
oYM
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve

Remarque Si P et Q sont deux preuves (élémentaires ou non) avec
P<Q

alors
C[Po]p < C[Polp

Les ordres de base qui définissent < sont stables par mise sous contexte
et instantiation
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve

Comme E,, = ¢J, toutes les équations de E,, disparaissent

@ Orientation
@ Trivial
@ Simplification
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve

Par définition de R, et R,,, toutes les régles de R.,\R,, disparaissent

@ Compose
@ Collapse
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve

Comme CP(R,) € E, tous les pics de R, disparaissent

@ Pic non critique, par commutation (cf lemme des paires critiques)
@ Pic critique, par déduction
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve, orientation

_ Eu{s=t};R .
Oriente E:Ru{s— i) sis>t
VX, x[sc]q (it) x[to]q — X[sco]q i; X[to]q
s= s—

c(s=1t)=({st}, L, L) > ({s},s,t) =c(s > 1)
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve, trivial

o Eu{s=s};R
Trivial E R
*
\/)( )/’ X «—— )/ > X «——— )/
s=8 %]
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve, simplification

e Eu{s=t}; R . ,
Simplifie Eu{s—7]: R sit—pt

Soit | — r la régle de R qui réduit t en t’ & la position p :
t =tllo]p ett’ = t[ro]p.

S<—t>t = S t' = t{ro]p <L/ tllolp =t
S= s=t/ re

o(fs —— 1) = {({s.th L 1)} »
({5t} L 1) (L)) = o(s —— ¢ L1
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve, composition

E;Ru{l—r}

H !
E.Ru{l>ry SI7Rf

Compose

Soit g — d la régle de R qui réduit r en r’ a la position p : r = r[go], et
r' = r[do]p.

| ——r = | ——r =r[do], «—2— rlgolp=r

[—r [—r’ d<g
ol —— 1) ={{}1.n} >
(L), (g = ol —— 12— 1)
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve, effondrement

E,Ru{l—r}
Euv{l=r};R

Collapse sil »g/

Soit g — d la régle de R qui réduit / en I a la position p : | = I[go], et

I'=I[do]p.
| - = I=llgo|p # lldo], = I <
c(l—r) ={{} LN} >
(ol LDy =cl —L— 1 ——r)
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve, effondrement (suite)

Les conditions de Collapse et I'ordre < sont liés :
@ /|p = go avec p # A ou o n'est pas un renommage
@ | = go etr > do avec o qui est un renommage

Ordre de plongement C[so| & s, > =& \ < partie stricte

@ Sil|, = goavecp # A, alors ({I},1,r) > ({I}.9.I')
@ Sil|p = go et o n’est pas un renommage alors ({/},/,r) > ({1}, 9./')
@ Sil = go, r > do avec o qui est un renommage alors

SUNNOD JCUNRD
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve, déduction

Soit un pic critique (de R,)

ro «—— lo = lo|go|p LN lo[do|p
re—I g—d

Par hypothése d’équité, on va calculer la paire critique associée, et avoir la
nouvelle preuve

ro «———— lo[do]p
ro=lo[do]p

o(roe «— lo gid lo|dor)p) = {({lo}, I, ro), ({lo}, g, lor[dor]p)} 3~
{{ro,loldo|p}, L, L)} = c(ro (T[d]p) lo|dop)
car
lo > ro lo > lo[do|p
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve, commutation d’un pic non critique

Soit un pic non critique

S«—t — u

Il se referme par

S — <LU
R R

c(s —t— u) > {({t}, L, L)} > c(s % —— u)

R

car tous les termes de s —;> % usont < t
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Complétude de la complétion

Transformation d’une preuve

En résumé, on sait fabriquer une preuve Q, avec Q < P dés que
@ P utilise une équation
@ P utilise une regle de R,\R,,
@ P contientun picde R,

ce qui est la méme chose que P n’est pas de la forme

* *
— Yy
Ro R
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Complétude de la complétion

Théoréme : Soit une exécution de la complétion équitable et qui réussit

(Eo,@) ~ (E1,R1) [ ...(En,Rn) [ (En+1,Rn+1)...

* z . N * *
@ «——— estéquivalented —— «——
E,URy Ry R,

@ R, est équivalent a Ey
@ R, est convergent
@ (semi-)décision pour le probléme du mot de Ey
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Amélioration

Critere d’élimination des paires critiques

Idée : se baser sur la preuve de complétude pour éliminer les paires
critiques « inutiles »

Qu’est-ce qu’inutile veut dire ?

On peut éliminer le pic critique associé par une preuve plus petite qui
n’utilise pas la paire critique.
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Amélioration

Critere d’élimination des paires critiques

ro «— lo = lo[go]p LJ lo[do]p

reI g—

@ substitution o réductible
@ Jo réductible strictement au dessous de p
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Et si ca ne marche pas ?

@ Probleme lié a I'ordre choisi (voir la démo)

@ Probleme inhérent au systéme d’équations de départ;
par exemple commutativité

X+y=y+x
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Changer la relation de récriture (1)

Récriture ordonnée par un ordre >

Entrées :
@ un systeme d’équations Eg
@ un ordre >

Etape de récriture ordonnée :

s —2 >t s Slp=uoc , t=slvolp et uoc>vo
E. u=v,o
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Changer la relation de récriture (1)

Récriture ordonnée par un ordre >

On ajoute les régles suivantes a la complétion usuelle

@ Deduction2 (E; R) - (E{s =t}; R)
ifsop,pUp ptandu£t,uts

@ Simplification2: (Eu {s=1t}; R) + (Eu{u=1t};R)
if s >g_ .= uand s/

@ Composition2: (E;Ru {s - t}) + (E;R u {s — u})
if t —E U

@ Collapse2: (E;Ru {s—>t}) - (Eu{v=1t}R)
ifs =g .—r vand se/
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Changer la relation de récriture (2)

Récriture modulo

Entrées :
@ un systeme d’équations A (commutativité ou AC)
@ un systeme d’équations Ey
@ un ordre > compatible avec A

<i>><i> C >
A A

Etape de récriture modulo A :

s —2 5t s Slp=alo et t=s|ro|p
A\l-r.o
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Changer la relation de récriture (2)

Récriture modulo

@ Delete: (Eu{s=1t};R) - (E;R)ifs=at

@ Compose: (E;Ru{s—t})(E;Ru {s > u})ift A—\R> u

o Simplify : (Eu{s=t};R)—(Eu{s=u};R)ift A—\F; u

@ Orient: (Eu{s=1t};R)+(E;Ru{s—t})ifs>t

@ Collapse: (E;Ru{s > t})H(Eu{u=t};R)ifs A—\R> uby arule
I — re R with s/

@ Extend: (E;R) - (E;Ru {t —» s})ifs < u?t

@ Deduce: (E;R)H (Eu{s=1t};R)ifs <~ u—t
R AR
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Changer la relation de récriture (3)

Récriture normalisée

Entrées :
@ un systeme de récriture S convergent
@ un systeme d’équations Ej
@ un ordre > compatible avec S

— c >
s
Etape de récriture modulo S :
p : r_ ’ 4
s ———t si s=s|s et § —>t
I—r/S,o |—r,0
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Changer la relation de récriture (3)

Récriture normalisée

@ Normalisation Eu {u=Vv};R+Eu{uls=v|s};R

@ Orientaton Eu{u=Vv};R+Eu®©(u,v);RuV¥(uv) si
U=uls, v=Vvl)s, U>V

Déduction E;R+Eu {u=v};R si u=veCPr(R)
Effacement Eu {u=Vv};RF+ E;R si u=ac Vv

Composition E;Ru {u—> v} + E;Ru {u— V'} si v m v

Simplification Eu {u=Vv};R+—Eu{U =Vv};R si u m u

Réduction E;Ru {u—> v} Eu{U =V} R si
|—->reR
0 !
u——ou
I—r/S

(u,v) (16, r)
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Assurer autrement la terminaison du résultat (1)

Multi-complétion

Idée : faire en paralléle plusieurs complétions avec plusieurs ordres
<1,<9,...,<p
Structure de données : un ensemble N de faits

(s:t, Lo, L, L)

avec
@ L_,L,, L. sontdeux adeux disjoints
ol_vul,ulc{1,2,....,n}
siiel_et(s:t,L_,L,,L.)e N,alorss =te E(<))
siiel,et(s:t,L_,L,,L_ye N,alorss — te R(<))
siiel_et{(s:t,L_,L,,L.)€e N, alorst — s e R(<j)
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-

-

-

-

Assurer autrement la terminaison du résultat (1)

Multi-complétion

DELETE:N U {(s: 5, &, &, L)} - Nif L #

REWRITE-1 : N U {(s : t, Ly, Lp, Lz)} - N U { (8t LL Lo, Le\L) }

<SZU,L(\L1,@,L(\L3>
Lnlb=g

REWRITE-2 :

. <S ot L1\L,L2\L,L3\L> .
Nu{<s.t,L1,L2,L3>}|—Nu{ A AT AT }.f

ORIENT:Nu {{s: t,Li,Lo,Lsu L)} - Nu{{(s:t,Ly UL, L)} if L # &
ands >;tforallielL

DEDUCE N Nu {(s: , &, &L aLDYIfd:rL,...... €N,
<I':r’,L’,...,...>eN,LmL'i@,andse{H,} U_){I’Hr’}t
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Assurer autrement la terminaison du résultat (2)

Complétion avec un TT ("termination tool")

Idée : au lieu d’attendre un ordre en entrée,
on utilise un outil automatique de terminaison

une équation est orientée si la régle obtenue ne casse pas la terminaison.

Attention :
@ al'étape (Ep, Ry), 'ordre sous-jacent —>R est bien fondé
e — <& — )
Uign Ri Uf<n+1 Ri
@ — n’est en général pas bien fondé

ity
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Assurer autrement la terminaison du résultat (2)

Complétion avec un TT ("termination tool")

Contre-exemple (récriture de mots)

Eo = {wa = ab; ac = abc} R, = {wa — ab} U U{abic N ab’+1c}

i<n
Paires critiques
abb'c wab'c wabt'lc———sabb'* ¢
ab «— wa abic — ab™ ¢ wa — ab

Il faut se restreindre a des exécutions finies.
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Assurer autrement la terminaison du résultat (2)

Complétion avec un TT ("termination tool")

orient: (Eu{s=1t},R,C) (E,Ru{s—t},Cu{s—t})if
C v {s — t} terminates

deduce : (E,R,C) - (Eu{s=1t},R,C)ifs—gu—opt

delete : (E v {s =s},R,C) + (E,R,C)

simplify : (Eu {s =t},R,C) + (Eu{u=1t},R,C)ifs -gu
compose : (E,Ru {s »>t},C) - (E,Ru{s - u},C)ift g u
collapse : (E,Ru{s —»t},C) - (Eu{v=1},R,C)ifs —;> v
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Unification

(suite)
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Unification modulo E

E un ensemble d’équations de 7 (#, Z")

Définition (Probléme d’unification modulo)
QT L
Qs=t,
@ Ix, P,
QPAQPVvQ

Définition (Solutions)
@ Toute substitution est solution de T, aucune n’est solution de 1,
@ o est solutionde s =t si so = to,
© o est solution de 3x, P s'il existe t tel que o est solution de P{x — t},
© o est une solution de P A Q si o est une solution de P et de Q,
©@ o est une solution de P v Q si o est une solution de P ou de Q.

Notation % (P) : ensemble des solutions de P modulo-E

Evelyne Contejean () Démonstration automatique 5 octobre 2012 113/130



Formes résolues

Définition
forme résolue si
@ Toul
@ ou de la forme

Ay, Y Xt =t AL A Xy =1y

XiS 2a 2 #, {X,'},' N {y]}] =, {X,'},' N Uk Var(tk) = .

forme résolue compacte : pour toute équation variable-variable x = y,
x et y sont libres
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Forme résolue — forme résolue compacte

appliquer la regle suivante autant que possible

Iy, ¥py PAx=y
yt,....¥p P{y — x}

Replace-nv
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Solutions des problémes en forme résolue

Proposition
P=3yi,....¥p, X1 = t{ A... A Xq = tn un probléme en forme résolue, et
soit 6 la substitution

{X1 = t‘],...,Xn = tn}

{6} est un ensemble complet minimal d'unificateurs pour P

méme preuve que dans le cas E = (J
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Ensemble complet minimal d’unificateur(s)

Définition (Ensemble complet minimal d’unificateurs)

# (P) est un ensemble complet minimal d’unificateurs si
o /#(P)< % (P)
@ minimal : pour tous p1,uz € A (P), siuy = uo0, alors uy = uo
o complet : % (P) = {u6 | u € .#(P),0 substitution}
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Classification

E une théorie équationnelle est

@ unitaire si Z (P) = & ou 4 (P) = {u}
Q finitaire si ./# (P ) = U= (i}

@ infinitaire si #Z(P) = i {1}

@ nullaire sinon

@ E = ¢, unitaire

@ E = AC, finitaire

@ E = A, infinitaire

Q@ E=Au{x+x=x},nullaire
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Représentation commode des termes modulo AC

(x+y)+2z X+ (y+2) (A)
X+y = y + X (C)

Définition (Forme canonique)

forme canonique t d’un terme't :

X = X si x est une variable
f(ti,....t)) = f(t,....t,) sif n'estpas un symbole AC
+(Sort(ty, 1)) siti(A) # +
+(Sort(ty, vy, ..., vn)) Sity(A) # +,to = +(v1,..., Vp)
+(t, ) = +(Sort(uy,...,Um 1)) Sity = +(Uy, ..., Un), t2(A) # -
+(Sort(uy, ..., Un, Vi,...,Vn)) Sity = +(U1,. .., Un),

to=+(Vi,...,Vn)

Sort est une fonction de tri sur les listes de termes qui utilise un ordre

arbitraire fixé

—+
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Egalité modulo AC

Théoreme
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Unification modulo AC

finitaire, mais pas unitaire

X +y = a+ b apour solutions

{x—>a,y— b}et{x—b;y— a}

pas de mgu u
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Unification modulo AC élémentaire

élémentaire = 1 seul symbole AC + des variables

Upnc(x +s=x+1t)=%Uc(s=1):
donc on peut se restreindre aux équations AC de la forme

EEX1+"'+X1+"'+Xn+"'+xn:y1+"'+y1+"'+}/m+"'+}/m
\ / A - \ /

v ~~

ay fois ap, fois by fois b, fois

avec {X1,....Xn} "Y1, Ym} = &

équation diophantienne linéaire associée a E

(e)=ajvi+---+apVp—bywy — -+« — bpwy =0
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Lien entre E et (e)

Lemme

o une solution de E et z une variable introduite par o
C1,...,Cn, dy,...,dn les nombres d’occurrences de z dans
X10, ..., Xpn0, Y10, ..., YmO.

Alors (¢cy,...,Cn, d4,...,dn) est une solution de (e).
Démonstration.

les formes canoniques de so et to- ont le méme nombre de z,
et ces nombres sont ajcy + - -- + apcy et bidy + - - - + bypdn.
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Représentation compacte des substitutions

Définition
Vi,...,Vq variables, ti, ..., tn termes, aj € N et pour tout j € {1,...
21(11 aj # 0
t ayy  c-oa v+ an
tableau T = ) ) ] )
tm ami T ami amn
désigne la substitution
{V,‘I—> h+---+H +"'+tm+"'+tm}ie{1 ,,,, n}
Y— —
ay; fois am fois

sous-tableau admissible de T : sous ensemble de lignes de T ou la
somme des coefficients d’aucune colonne n’est nulle.
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Unification AC élementaire

Théoréme (Stickel (1975), Livesey & Siekman (1976))
P : p équations modulo AC, E;, ..., E, avec n variables xi, . .., xn. Soit

S = {(01,1,---,01,n),~--,(Cm,1,---,Cm,n)}

I'ensemble des solutions minimales pour <", positives, non nulles de
(e1) A ... A (ep). Alors, les sous-tableaux admissibles de

Z1 | G414 - Cip
T =
Zm | Cma1 - Cmn
ol zy,...,Zm sont de nouvelles variables,

sont un ensemble complet d’unificateurs modulo AC de P.
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Combinaison d’algorithmes d’unification : hypothéses

F = F1 w Fo est finie
E=E ubE
E; ne contient que des termes de 7 (.%;, Z°), finitaire

E;, i = 1,2 est une théorie simple, les équations de la forme s = t ou t est
un sous-terme propre de s, n’ont pas de solutions modulo E;.

pour Ej, i = 1,2, algorithme qui calcule un ensemble complet fini
d’unificateurs
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Séparation

Définition (Sous-terme étranger)
u = t|p estétrangerdanstsip = q-n, t(q) € ¥i, t(q- n) € ¥ aveci # j. J

si u est un sous-terme
étranger de sfulp, a la
position p.

y1,....¥p S[ulp=t AP
VA
X, ¥, Yp S[Xlp=tAx=uAP
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Regles d’'inférence

Pi  si P; n’est pas en forme résolue et P/ est une

E-Res —— .
P,.’ forme résolue compacte de P;.

Lemme
S, teT(F1,Z),ydeT (F#,Z) telle que

S)/ ::E1kJEé ty
Alors il existe o de T (71, 27),0 de T (F, Z")

So =g, to et y =g g, 00

La preuve de ce lemme repose sur la complétion close ordonnée.
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Regles d’inférence (suite)

Var-Re 3z1,....Zpx=y AP si X,y € Var(P), et x est
P 3z4,....Zp x =y A P{x —»y}  3-quantifié ou y est libre
, 3z,...,Zpx =81 AX=85 AP sixe X, si(\) e Fy et
Conflit-1 T so(A) € Fo
. E|Z1,...,ZPS1=SQ/\P
Conflit-2 T s1(N) € F1 et so(N) € F2
sin> 2 diet
Cycle Ay, .Y X1 = H[Xalp, A Xn = | X1 ]p, 3, si(A) € F

1 et sj(A) € .

Iy, Ypx=8AP

EQE
yr,....yp P

si x n'apparait ni dans s ni dans P
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