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Chapitre 1

Petits rappels sur le principe d’'induction

Nous aurons I'occasion dans ce cours de faire un certain reodepreuves par induction sur un ordre
bien fondé. Nous rappelons donc ici les quelques notionsase.b

Définition 1.1 (Accessibilité) Soient.e un ensemble et une relatioR sur o/. Un élément: de <7 est
accessible par si (et seulement si) tous les élémentsls quey R x le sont. On le notelccr(x).

Par exempl® est accessible dam§par la relation<, mais ne I'est pas dars
La définition formelle de I'accessibilité en Coq :

I nductive Acc (A: Set) (R: A->A->Prop) : A->Prop :=
Acc_intro : forall x:A (forall y:AL Ry x -> Acc ARYy) -> Acc AR X.

La preuve de la réciproque («et seulement si») en Coq :

Lemma Acc_inv :
forall (A: Set) (R: A->A-> Prop) (x:A,
Acc ARXx ->forall y:AL Ry x -> Acc ARY.
Pr oof .
intros A RXx Acc_x; destruct Acc_x; trivial.
Def i ned.

Intuitivement (et non constructivement), un élément esessible pourR s'il n'a pas de chaines in-
finies descendantes a partir de lui. C’est la méme notion glle de la normalisation forte excalcul par
exemple.

On peut prouver des propriétés sur les éléments accespdr@sduction sur leur accessibilité :

Théoreme 1.2 Soients un ensembleR une relation sute’ et P une prédicat surz. Pour prouverP sur
tous les éléments accessibles paiil suffit de montrer :

Ve (Vy, yRx = Py) A Algc(x)) = Px

Lenmma non_i nduction :

forall (A: Set) (R: A->A->Prop) (P: A-> Prop),
(forall x : A
(forall y : AA Ry x ->Py) /\ Acc ARX ->PXx) ->
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forall x : A, Acc ARXx -> P x.
Pr oof .
intros ARP IHXx Acc_x; induction Acc_x as [a Acc_a | Ha].
apply I'H split.
apply | Ha.
apply Acc_intro; trivial.
Def i ned.

On peut donc utiliser I'hypothése supplémentaiféy, vy R = = Py) pour prouver
Vz Accr(z)) = Pux.
La notion classique de bonne fondation peut se définir eneediaccessibilité :

Définition 1.3 Une relation R est bien fondée sur un ensembiesi tout élément des est accessible par
R,

et le théoréme ci-dessous a pour conséquence bien conrméotérme classique d’'induction noethéri-
enne :

Théoreme 1.4 Soient« un ensembleR une relation sumien fondée« et P une prédicat surs. Pour
prouver P sur tous les éléments d€, il suffit de montrer :

Ve (Vy, yRx = Py) = Pz



Chapitre 2

Les algebres de termes

2.1 Unexemple

Considérons le petit programme CAML suivant :

type entier_penao :
Zero
| Succ of entier_peano

let rec plus_petit (x,y) =
match x with
Zero -> true
| Succ(x) ->
begin
match y with
Zero -> false
| Succ(y’) -> plus_petit(x',y’)
end
let rec add(x,y) =
match y with
Zero -> X
| Succ(y) -> Succ(add(x,y))
let rec mul(x,y) =
match y with
Zero -> Zero
| Succ(y) -> add(x,(mul(x,y)))

Les objets manipulés par ce programme, comme par exemdgle:, mul(z,y)) sont degermes batis
a partir d’'unesignature Les termes apparaissent naturellement en programmaiiatidnnelle, mais aussi
en programmation logique (PROLOG), en programmation patramtes, dans les formalismes logiques et
donca fortiori dans les démonstrateurs et les outils d’aide a la preuve.

Cet exemple sera utilisé tout au long de ce chapitre.
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2.2 Lestermes

Les termes sont définis formellement a partir d’'une sigeattid’'un ensemble de variables.

2.2.1 Signature

Définition 2.1 (Signature) Une signature est un triplgt?, 7, 1),
— . est un ensemble non vide de sortes,
— F est un ensemble de symboles de fonctions.
— 7 est une fonction définie sur les élémentsFdet a valeur dans les séquences non vides d’'éléments
de.. Sit(f) = (s1,..., Sn,s), ON NOte

fi81 X8y X...X8, 8§

Dans ce cas, le domaine dgeest égal as; x ... x s,, son codomaine est égalséet I'arité de f est
égale an. Les symboles de fonction d’'arité 0 seront parfois appelésmles de constante.

Sil'ensemble¥ est réduit a un singleton, il suffit de connaitre I'arité daagie symbole de fonction d€
pour définirr.

Exemple 2.2 La signature utilisée pour les entiers de Peano est €gal& a0, Fpeanos Tpeano) -

S peano = {entier_peano, bool }
Fpeano = {Zero, Succ, plus_petit, add, mul }

Tpeano €St définie par :

Zero : entier_peano

Succ : entier_peano — entier_peano

plus_petit : entierpeano x entier_peano — bool
add : entier_peano X entier_peano — entier_peano
mul : entier_peano X entier_peano — entier_peano

2.2.2 Une premiére définition des termes

On peut définir récursivement I'algébre des termes constauir une signature et éventuellement un
ensemble de symboles de variable comme le plus petit ensdatligjue :

Définition 2.3 (Termes) Soit (., F, 7) une signature ek’ = Wy » X5 un ensemble dont les éléments sont
appelés symboles de variable, et tel quetesont deux a deux disjoints.
— Siz appartient aX;, = est un terme de sorte
— si fappartient aF, f : sy X 89 X ... X s, — s, t1,...,t, sont des termes respectivement de sortes
S1y-+.,8n,alors f(ty,...,t,) estun terme de sorte

L'ensemble des termes béatis ur’, 7, 7) et X’ sera noté/ (F, X). Si X’ est réduit & 'ensemble vide,
T (F,0) sera notéd (F) et appelée I'algébre des termes closBuNotons que cette algébre est non vide
si et seulement sF contient au moins un symbole de constante.

Exemple 2.4 mul(add(Zero, Succ(Succ(Zero))), Suce(Zero)) est un terme bati sur la signature
(ypeanm ereano’ Tpeano)-
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Définition 2.5 L'ensemble des variables \(@j d’un termet est défini inductivement par :
— six appartient aXs, Var(z) = {z}.
— si fappartient &F, f:s1 X 89 X ... X 8, — 8, t1,...,t, SONt des termes respectivement de sortes
S1,...,8n, alors Var(f(t1,...,t,)) = Ui, Var(t;).
On dira qu’un terme editnéaires’il est une variable ou si tous ses sous-termes sont liaéait ont des
ensembles de variables deux a deux disjoints.

Un terme peut étre vu comme un arbre fini étiqueté par des étérdeX’ et 7. Pour cela, nous com-
mencerons par introduire la notion de position.
2.2.3 Positions

SoitN I'ensemble des entiers naturels usuBls,I'ensemble des entiers naturels strictement positifs, et
N I'ensemble des séquences Bur. La séquence vide sera not&get la concaténation de deux séquences
p etg parp - ¢. N*_ est muni d'un ordre partief s défini par :

p <prefq Si etseulementsir e N} p-r=gq
Sip <pret ¢, 0N dira quep est un préfixe dg. Un ensemble de positions est clos par préfixe si
VP’qui P <pretqg) Nq€ P =>pe P

Une feuille d’'un ensemble de positions clos par préfixe estpasition qui n'est préfixe d’aucune autre. Un
ensemble de position®” est unarbre de positions'il est clos par préfixe et si

Vpe NiVn,ie Ny (p-ne Z)AN(i<n)=p-icP

2.2.4 Une deuxiéme définition des termes

Définition 2.6 (Termes) Soient(.”, F, 7) une signatureX’ = Wy »Xs un ensemble de symboles de vari-
able. SoientZ un arbre de positions, étune fonction deZ dansF U X’ tels que
— Sit(p) appartient X ou est un symbole de constante&galors p est une feuille de?.
— Sit(p) = f,avecf : sy X ... x s, — s, alorsp - i appartient &7, pouri = 1,...n, fi =t(p-i) a
pour codomaine;, et
VieNy p-jeZ=j<n

2 seranotéPos(t), et sera appelé 'ensemble des positiong.de

Il faut noter que cette définition n'est pas exactement édgite a celle qui précede, car ici, il est
possible de définir des termes infinis comme celui qui suit :

Exemple 2.7 Nous utilisons encore une fois la Signati#),cqno, Fpeano, Tpeano)- & €St €gal a I'ensemble
(infini) de toutes les séquences composées uniquement de 1 :

P={A1,1-1,1-1-1,1-1-1-1,...}
et la fonctiont est la fonction constante qui associe a chaque positionrtédsie de fonctiorbucc.
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Sinous nous restreignons aux cas ou I'ensemble des pasisbiiini, nous retrouvons les mémes termes
gue ceux de la définition 2.3. Il est facile de voir qué sist un terme de sorteau sens de la définition
2.3, alorst(A) (au sens de la définition 2.6) a pour codomainka profondeur d’'un termeest la longueur
maximale des positions d@os(t) et la taille def est égale au cardinal d@os(t).

Exemple 2.8 Le termemul(add(Zero, Succ(Suce(Zero))), Succ(Zero)) peut ainsi étre vu comme I'ar-
bre étiqueté défini par :

o ={\1,1-1,1-2,1-2-1,1-2-1-1,2,2-1}

mul
et / \

t(A) = mul add Succ
#(1) = add PN |
t(1-1) = Zero Zero Suce Zero
t(1-2) = Succ 5 |
t(1-2-1) = Succ TCC
t(1-2-1-1) = Succ Zero
t(2) = Succ
t(2-1) = Zero

2.2.5 Sous-termes

Intuitivement un sous-terme d’'un terme vu comme une exjmes&léfinition 2.3) est une sous-
expression. Cependant pour repérer de quelle sous-exprems parle, on utilise la notion de position,
c’est pourquoi nous utiliserons la définition 2.6 :

Définition 2.9 (Sous-termes)Soitt un terme def (F, X'), etp une position déPos(t). Le sous-terme de
a la positionp notét|, est le terme dont I'ensemble des positions est égal a

{g €N} |p-qePos(t)}

et défini par
tp(a) =tp-q)

Exemple 2.10 Soit¢ le termemul(add(Zero, Succ(Succ(Zero))), Succ(Zero)). Le termet|;.o est égal
a Succ(Suce(Zero)).

Exercice 2.11 Vérifier que cette définition est correcte, c’est-a-dire djeasemble des positions dg,
est bien un arbre de positions, et que les conditions de Iaitdéfi 2.6 sur 'arité et les sortes sont bien
satisfaites.

Il est facile de voir que|p est un terme de sorte égale au codomaing e

Notation 2.12 (Relation sous-terme)On notet > s (Ou s <it) Si s est un sous-terme propre dec’est-a-dire
qu'il existe une positiop distincte de la position en téte, telle gtig = s.

12



Définition 2.13 Soitt, etu deux termes d& (F, X') etp une position de telle quet|, etu sont deux termes
de méme sorte. Le termp:], est le terme défini par

Pos(t[u]p) ={qe Nj- | ¢ € Pos(t) Ap ﬁpref(I} U{p-q|qePos(u)}

et
t[u]p(Q) = t(q) siq € Pos(t) Ap Lpref q
tlulplp-q9) = ulq)

tlu], est égal au termg ou I'on a mis le terme: & la positionp.

Exemple 2.14 Soitt le termemul(add(Zero, Suce(Succ(Zero))), Succ(Zero)), etu le terme
mul(Zero, Zero). tfu].o est égal anul(add(Zero, mul(Zero, Zero)), Succ(Zero)).

Exercice 2.15 Soientt et u deux termes dg (F, X') etp une position de telle quet|, etu ont la méme
sorte. Vérifier que

— t[u], est bien défini par rapport a la définition 2.6.

— Le terme et le termét[t|,], sont identiques.

— Le termeu et le terme(t[u], )|, sont identiques.

2.3 Les substitutions
Définition 2.16 (Substitution) Soit 7 (F, X') une algébre de termes. Une substitutiorde 7 (F, X') est

une application det dans7 (F, X) qui conserve les sortes et qui est égale a l'identité saufusunom-
bre fini de symboles de variables. Cet ensemble fini est appelémaine der et est notéDom/(o). Si

Dom(o) = {z1,...,x,}, o est parfaitement définie dés lors que I'on connajt . . , ¢, les valeurs prises
surzy,...,x,. On utlisera la notation

O':{I'l '—)tl,...,antn}
Sitous les termes, .. ., t, sont clos, la substitution elle-méme sera dite close.

La notation usuelle dans la littérature pet(r:) est postfixée zo.

Une substitutions s’étend de fagon naturelle en une fonctiomque 77, de 7 (F, X) dansT (F, X)
par :

— H,(x) =z six ¢ Dom(o),

— Hy(x;) = mjo Six; € Dom(o),

— Ao (f(s1y--y8m)) = [(Ho(s1)y- .y Ho(Sm)) Si f(81,-..,8m) €Stun terme d& (F, X).

A partir de maintenant nous confondrons volontairementsustitution et son extension.

La composition des substitutions est ainsi définie commeiaposition usuelle des fonctions. Il est
facile de vérifier que la fonction obtenue par compositiordegx substitutions est une substitution car elle
est égale a l'identité sauf sur un nombre fini de variableteriion, pour rester compatible avec la notation
postfixée o o # va s'écrireflo.

Une substitutiorr est idempotente sic = o. Toute substitution close est idempotente.
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2.3.1 Subsumption
La notion de substitution est intimement liée a celle danse et de subsumption :

Définition 2.17 (Subsumption) Soit 7 (F, X') une algébre de termes et soienét ¢ deux termes de cette
algébre.s estplus générafuet, ce qui est noté > ¢, s'il existe une substitutiodl de .7 (F, X) telle que
s = t. On dit ques subsume ou encore que est une instance de(on peut préciser une instance pay.
Cette définition s’étend naturellement aux substitutics@ients et deux substitutionsy est plus générale
quer s'il existe une substitutiofi telle quesd = .

Exercice 2.18 Est-ce que la propriété suivante est correcte @st plus générale que si et seulement si
pour toute variabler du domaine de ou du domaine de, xo est plus général quer. Si oui, donner une
preuve, sinon, un contre-exemple.
Contre-exemple : avec une signature monosaFiée { f, g}, f étant un symbole binaire gtun symbole

unaire X = {x,y, z, u}.

o={z— f(z,u),y = g(2)}

T={z— flg(u),u),y — g(f(u,u))}
xo est plus général quer, zo{z — g(u)} = x7, etyo est plus général quer, yo{z — f(u,u)} =y},
maisc n'est pas plus générale que car on ne peut pas trouver une méme substituditelle querc = z7
etyol = yr.

2.3.2 Renommages

Dans la suite, nous utiliserons parfois des substituti@mqulieres appelées renommages, et qui sont
pour les termes I'analogue deconversion en-calcul.

Définition 2.19 Soit 7 (F, X) une algébre de termes. Un renommage est une substitatien {z; —
Y1, .-, Ty — Yn} telle que legy; sont des variables deux a deux distinctes.

Sit est un terme dg (F, X') et p un renommage dont le domaine contient toutes les varialgesld
termet’ = tp est appelé un renommage tpar p, et on noterat = t'.

Exercice 2.20 Montrer que= est une relation d’équivalence.

Exemple 2.21 Sip est un renommage égaka — 2/, y — y'}, ett est un terme égal add(add(z,y), z),
on ne peut pas parler du renommagéd(add(z’,y’), z) det par p car Dom(p) ne contient pag, mais
il est possible d'étendre enp’ = {x — ',y — ¥,z — 2z}, et de parler du renommage deen
add(add(z',y'), z) par p'.

Si nous considérons maintenant le terthe- add(x, y), on ne peut pas parler non plus du renommage
det’ enadd(«’, ") par le renommage, mais cette fois on ne peut pas trouver un renommgégeont le
domaine contient: ety et tel queadd(x’,z’) = t'p" : add(z’, 2") est une instance stricte deld(x,y), et
non pas un renommage.

2.3.3 Interprétation des termes non clos

Un terme non clog est en fait interprété par 'ensemble de ses instancessglp$eet on a la propriété
suivante :

Proposition 2.22 Soit7 (F, X') une algébre de termes et soiergt¢ deux termes de cette algebre.
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— s>t siet seulement §i] C [s].
— s =t si et seulement §i] = [s].

Cette proposition justifie le fait que sk ¢, on dit ques est plus général que en effet,s représente un
ensemble d’instances closes qui contient celui associé a

2.4 LesF-algebres

Jusqu’a présent, nous nous sommes concentrés sur I'agpechgnt syntaxique des termes. Les al-
gebres de termes peuvent étre interprétées en des staubtareconnues telles qiémuni de<, + et de
x, en donnant une interprétation des symboles de la sign&ture

Définition 2.23 Soit(.#, F, T) une signature. Ung--algébre est constituée
— d’un support non videz, associé a chaque sortede .,
— d’une interprétationf., pour chague symbole de fonctigrde F telle que Sif : s1 X ... 8, — 8, for
est une application de7;, x ... x o7, —

Exemple 2.24 On peut définir laF,c.,.-algébre suivante :
— Le support de la sortentier_peano est 'ensembl&, le support de la sortéool est I'ensemble des
booléens{vrai, faux}.
— L'interprétation de la constant&ero est égale a 0, celle dgucc est la fonctionn — n + 1, celle de
plus_petit est<, celle deadd est +, et celle denul estx.

Exemple 2.25 Etant donnée une signatufe”, F, ), si F contient au moins un symbole de chaque sorte, il
existe uneF-algébre «naturelle», qui eSt(F) ; l'interprétation d’'un symbole de fonctiofi: s; x...s, —
s, étant définie par

from (e, tn) = f(t1, .. ta)

T (F, X) est également ung-algébre.

De méme que pour définir une substitution, il suffit de doneendaleurs prises par les symboles de
variable de son domaine, on peut définir une applicatioff €, X’) dans uneF-algébress, compatible
avec la structure d’'algébre en donnant les valeurs prise¥ su

Définition 2.26 Soiente’ et % deuxF-algébres. Un homomorphisme dédansZ est un ensemble d’ap-
plications{h, | s € .7} tel que pour toute sorte de.”, hs est une application de7; dans%;, et pour
tout symbole de fonctiofi: s1 x ... X s, — s

Vai,...,an € & hs(fo(ar,... an)) = fg(hs,(a1),..., hs,(ay))

Une «7-assignation est un homomorphisme AeF, X') dans laF-algebre /. Elle est définie de facon
unigue a partir des valeurs prises sif.
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2.4.1 Algébres quotients

Définition 2.27 (Précongruence, congruencegoit.Z une F-algébre. Ungrécongruence- est une rela-
tion définie sureZ compatible avec la structure d€-algébre, c’'est-a-dire que deux éléments en relation
appartiennent au support de la méme sorte, et pour tout sndefonctionf : s; x ... x s, — s, pour
tous les eéléments, ..., t,, u1, ..., u, tels quet;, u; € <7, , on a l'implication suivante :

tL~Uup Nty ~ Uy = ﬁgj(tl,...,tn) ~ fﬂ(ul,...,un)
Une précongruence est ugengruencssi c’est également une relation d’équivalence.

A partir d’'une F-algébres/ et d’'une congruence- sur cette algébre, on peut définir ufealgébre
quotient«? / ~ de la fagon suivante :
— Pour chaque sortede ., le support de I'algébre quotient est égajta
classe d’équivalence denodulo~.
— Pour chaque symbole de fonctign: s; x ... x s, — s, f/~ l'interprétation def dans I'algébre
guotient est donnée par :

t € o}, out désigne la

fo/N(E? 7%) = f&{(th 7tn)

Cette définition est correcte :la classefdg(t4, .. ., t,) ne dépend que des classes de. ., t,, et pas
des représentants choisis, eaest une précongruence.

Exemple 2.28 Si I'on considére une signatute”,). ..o, Fpeano» Tpeano) UN PEU Moins riche que celle des
entiers de Peano, avec une unique sertéier_peano, et les symboles de fonctidfero, Suce, add etmul,
(N,0,n = n +1,+, x) est unef,,,,,-algébre. La relation d’équivalence «égal modulo p», natgeest
une congruence au sens de la définition ci-dessuéZgtZ,0,n — n + 1,+, x) est laF),,..-algebre

peano
guotient obtenue.
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Chapitre 3

Logique équationnelle

Une équation est une paire de termes de méme §arté habituellement notée = ¢.

Définition 3.1 Soit7 (F, X') une algebre de termes, et séitun ensemble d’équations. Uréalgebre.o/
est un modeéle d& si pour toutes/-assignations, pour toute équatios = ¢ de £/, on aso = to. On le
notes/ = E.

Exemple 3.2 Reprenons I'exemple 2.2 des entiers de Peand=J.g,.-algébre(N,0,n — n + 1, <, +, x)
est un modele de 'ensemble d’équations

{add(z,y) = add(y,z); mul(add(z,y),z) = add(mul(z, z), mul(y, z))}

3.1 Lacongruence=g.

Soit 7(F, X') une algébre de termes, et séitun ensemble d’équations. On notg; la plus petite
congruence suy (F, X) telle que, pour toute substitutian

Vs=teFE so=pgto

Une telle congruence existe et est uniqi€.f, X')/ =g est munie d’'une structure dg-algébre de
facon canonique, en utilisant la construction de la se@idrl. Il est clair que par définition

T(F. X)) =p= B

Proposition 3.3 Soit 7 (F, X') une algébre de termes &t un ensemble fini d’équations. Seit une F-
algebre telle quer est un modéle d&. Si F contient au moins un symbole de chaque sorte, il existe un
unique homomorphisme d¢(F)/ =g dans.«/.

On noteE = s = t le fait que tout modeéle d& est aussi un modéle de = t}.

3.2 Probleme du mot, probléme d’unification, probleme indutif

Définition 3.4 Soit7 (F, X) une algebre de termes, sditun ensemble fini d’équations et ssit= ¢ une
équation. Le probleme du mot (associésa} ¢ consiste a décider 9t = s = ¢ (i.e. tout modele dd7 est
aussi un modéle dgs = ¢}).
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Exemple 3.5 En utilisant la signature des entiers de Peano,
{add(x, Zero) = x; add(x, Succ(y)) = Succ(add(x,y))} E add(z, Suce(Suce(y)) = Suce(Succ(add(z,y))

Définition 3.6 Soit7 (F, X) une algébre de termes, sditun ensemble fini d’équations et seit= ¢t une
éguation. Le probleme d'unification (modul) (associé ay = t consiste a trouver toutes les substitutions
o telles queE = so = to.

Exemple 3.7 Soit E = {add(x, Zero) = x; add(x, Succ(y)) = Succ(add(z,y))}. Une des solutions au
probléme d’unification modul& add(x, Succ(y)) = Succ(Suce(z)) est{y — Succ(u); z — add(x,u)}.

Définition 3.8 Soit& un ensemble de substitutions. Usnbstitution principalele & est une substitution
de & telle que tous les éléments desont des instances de

Théoréme 3.9 Soit7 (F, X) une algébre de termes, €t ¢ un probléme d’unification modulb L'ensem-
ble des solutions de ce probléme est vide, ou bien il admesulstitution principale.

Ce théoréme sera démontré au chapitre sur I'unification.

Définition 3.10 Soit 7 (F, X’) une algébre de termes, sdit un ensemble d’équations, et seit= ¢ une
équation. Le probléme inductif moduld (associé ay = t consiste a décider §f (F)/ =gl s = t.

3.3 Raisonnement équationnel

Le raisonnement équationnel est ce que nous faisons dameglt pour résoudre le probleme du mot.
Par exemple, on se donne une signature monosortée contareaobnstante, un symbole unaird, et un
symbole binaire (infixe). Considérons maintenant 'ensemble d’'équatiamngastes :

x-I(x) ; e
(@-y)-z = z-(y-2)

On reconnalit les équations usuelles des groupes non cotifmiintenant, comment démontrer que dans
un groupe, I'élément neutre a droite est aussi un élémenmtenagauche ? La méthode classique consiste a
essayer de montrer que pour tayton ae - x = ¢ en utilisant les équations dé. Cette démonstration se
présente habituellement sous la forme suivante :

z-I(I(y)) = (z-e)-I(I(y))
= - (e-I(I(y)))
= -y

e-x = e-I(I(x))

Le raisonnement équationnel peut étre formalisé commeligtion des régles de déduction suivantes,
en partant des axiomes qui sont les équation& den parle alors de logique équationnelle) :
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Réflexivité

S=S8
s=1 L.
Symeétrie
t=s y
s=1 =% Transitivité
S=Uu
s=1t

Remplacement

La démonstration ci-dessus se présente alors sous la fdtmearbre de dérivation que nous avons
décomposé, tout d’abord le sous-arbre correspondant/al(x)) = x, puis I'arbre pour - x = x, ou les
sous-arbres pour- I(I(z)) = = ne sont pas détaillés :

(z-I(x)=¢€
e=(z-I(x)) (x-y-z=z-(y-2)
e I(I(z)) = (z-I(z)) - I(I(z)) (x-I(z)) - I(I(z)) =z - ((z) - I(I(2))) z-I(z)=e
e-I(I(z) ==z (I(z) I(I(x))) v -(I(z) I(I(z)) ==z e
e-I(I(x)==x-¢ r-e=x
e-I(I(z)) ==
(z-e)=2z (z-y) z=z-(y 2) e I(I(z) ==
z=(z-e€) (x-e) - I(I(y) == (e-I(I(y))) z-(e-I(I(y)=z-y
x-I(I(y) = (z-e) I(I(y)) (x-e) - IU(y)=z-y
z-I(I(y)==z-y
e-I(I(z))=e-x :
e-x=-e-I(I(x)) e-I(I(x)) ==

e-xr=2x

Si on arrive & obtenir une équatien= ¢ a partir deE’ et en utilisant les régles de déduction de la logique
éguationnelle, on le note + s = ¢.

Le théoréme suivant établit la correction de ce mode dema&ment pour résoudre le probléme du

mot :
Théoreme 3.11 (Birkoff) Si chaque sorte contient au moins un terme clos, alors

Ets=t&EEs=tss=pt

Démonstration On montre par récurrence sur la longueur de la déductionigtié-ss = t alorsE = s =t :
— Sila déduction a une longueur nulle, c’est guet ¢ sont identiques, et dans ce das= s = ¢.
— Sila déduction a une longueur supérieure a 1, alors onlesalerniére déduction :

EFE1FS:15

Par hypothese de récurrende,= E1, et E; - s = t par 'une des quatre régles de déduction de la logique
équationnelle. L'égalité est une relation d’équivalenaegitout modele d&, donc si I'on a appliqué une des
trois premiéres régles, = t est valide dans tout modéle & Si I'on appliqué la quatriéme régle.est de la
formeu[s'c],, t de la formeu[t'c], et E, est égal s’ = t'}. Par hypothése de récurrence, tout modél&de
est un modéele de’ = t/, et par définition d’'un modéle, c’est aussi un modele’deet t’c. Comme I'égalité
est une congruence, c’est aussi un modele gef. Dans tous les cas, onf = s = t.
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SiE | s =t,commeT (F,X)/ =g est un modéle d&, c’est aussi un modeéle de= ¢, s ett sont donc dans
la méme classe d’équivalence modulg : s =g t.
Supposons que =g t. Considérons la relatio®y définie paruZgv si E - u = v : #Zg est une congruence
telle que
Yu=wv € EVo ucHrvo

Comme=g est laplus petite congruencgui vérifie cette propriétés =g t entraine quaZgt, donc par définition
queE F s =t.
[l

3.4 Etape équationnelle, théorie équationnelle

=p est définie comme la plus petite congruence/SUF, X') qui contientE. Nous considérerons une re-
lation plus pauvres g, la plus petite précongruence réflexive conterfant g est alors la cléture transitive
de«g. Sis < g t, C'est qu'il existe une équatiom = v de E et une substitutiom telle que

s = sfuo], t=slval,

Dans ce cas, on notera
s +—P t

U=v,0

Cette notation permet une représentation plus agréablprdases. Par exemple I'arbre de dérivation
associé & - ¢ = x devient :

e e (z-e) e (o (I(2) I(I() 3 e- (- I(2)) - II(2)))
e (e (1)) 4 (e-e) - I(I(x)) «— e I(I(2)) +—} (@ I(2)) - I(I(2))

- (I(2) I(I(2)) +—=22-e+—h o

La théorie équationnelle associé#& &st 'ensemble des équations- ¢ telles queE = s = t.

3.5 Exercices

Exercice 3.12Le but de cet exercice est de montrer que qu'en général lelgarabd du mot et le prob-
[éme inductif associé a une méme équation ont des compartermiérents. Considérons la signature
(S peanor Fpeanos Tpeano) QUi COMporte une seule sorte et un symbole de fonction auestaro, un sym-

bole unaireSucc et un symbole binairadd. Soit E I'ensemble d'équations
{add(x, Zero) = x; add(x,Succ(y)) = Suce(add(x,y))}

Montrer que la propriété7 (7. ...,
est faux.

)/ =g add(Zero,x) = x est vraie, mais QU& = add(Zero,x) = x
Correction On montre par récurrence sur la taille cle que pour toute substitution closgon a
add(Zero,x)o =g xo

On commence par montrer que tout terme dat .7 (F,.,,,) est égal moduld” a un terme de la

forme Succ(. .. Succ(Zero) .. .). Pour cela, on montre par récurrence sur la taille g'il existe un terme
s de la forme voulue, et que| < |¢|, ou| | désigne la taille d’un terme.
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— Le seul terme clos de taille 1 e8tro, qui est de la forme voulue.

— Soitt un terme de taille.+ 1, dont le symbole de téte est égaiacc : t = Succ(t’). Par hypothése de
récurrencet’ =g Succ™(Zero) avecm + 1 < |t'|. Donct =g Succ™ ™ (Zero), et|t| =1 + |t'| >
1+ (m+1) = |Succ™ 1 (Zero)|.

— Soitt un terme de taille: + 1, dont le symbole de téte est égaldl : t = add(t',¢"). Par hypothése
de récurrence’ =g Succ™ (Zero) avecm” + 1 < |t”|. Deux cas peuvent se produire :

— t" =g Zero, dans ce cas

t = add(t/, t//) =g add(t/, Z@’I"O) =F t/

Par hypothése de récurrente=p Succ™ (Zero) avecm’ + 1 < |t'|. donc

/

t =add(t',t") =g add(t', Zero) =g t' =g SZGC(ZGTO)

Pour ce qui est des tailles :
2] 1+ [t'] + [¢"]
|
m +1
| Succ™ (Zero)|

I AVARAVART

1"

— t"" =g Succ™ (Zero) avecm” # 0. Dans ce cas,

" "”_q

t =add(t',t") =g add(t, STLCC(ZG?”O)) =g Succ(add(t', Succ(Zero)))
On peut appliquer I'hypothése de récurrence au terdakt’, Succm”‘l(Z ero)) car

ladd(t', Succ™ ~Y(Zero))| = 1+|t|+(m” —1)+1
]t'\—l—m"—l—l

']+ [t"]

2]

AVAN|

Doncadd(t', Suce™ ~1(Zero)) =g Succ?(Zero) avecp + 1 < | add(t', Succ™ ~*(Zero))| :

" m'’—1

t =add(t',t") =g add(t', Succ(Zero)) =g Succ(add(t', Succ(Zero))) =g Succ(Sgcc(Zero))

Finalement

p+2

| add(t’, Succmﬁ_l(Zero))] +1
t]

| Succ(Succ?(Zero))|

IAIA I

Grace a ce qui précéde, on peut se restreindre aux sulostiutioses de la forme = {z —
Succ" (Zero)}.
— La seule substitution clogetelle quezo est de taille 1 est = {x — Zero}. Dans ce cas,

add(Zero,x)o = add(Zero, Zero) =g Zero = zo
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— Considérons maintenant une substitution close de la ferme{z — Swucc(t), t étant un terme clos.
On a alors
add(Zero,x)o = add(Zero, Succ(t)) =g Succ(add(Zero,t))

Soit o’ la substitution close définie paf = {z — t. Il est clair que la taille de:o’ est strictement
inférieure a celle deo. En appliquant I'hypothése de récurrence, on obtient

add(Zero,t) = add(Zero,z)o’ =g xo' =t
D’ou I'on conclut par transitivité et mise sous contexte que
add(Zero,x)o = add(Zero, Succ(t)) =g Succ(add(Zero,t)) =g Succ(t) = xo

On a donc bien7 (F)..,.,)/ =ek add(Zero,r) = x. Pour la seconde partie de I'exercice, il suffit de
trouver un modéle particulier d& qui ne soit pas un modéle deld(Zero, ) = x. Soit donc laF,,,,,,"
algébre de suppol x N, Zero étant interprété pgo, 1), Succ par la fonctionS : (n,m) — (n+1,m) et
add par la fonctiona : (n,m), (n',m’) = (n +n'/,m). CetteF,.,,,-algébre est bien un modele decar

pour toute assignatioh définie par

On a bien
h(add(x, Zero)) = a

h(add(z, Succ(y))) = agh(x)vs(h(y)))

I
S
3 +
:\
+
JD—\
2

Il
= N n

D’autre part, soit: I'assignation définie par
h(z) = (0,2)
Cette assignation est telle que

h(add(Zero,x)) =

I
SE
—~
N TN
o = O O

RN
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Chapitre 4

Unification

L'unification est un mécanisme clef de la démonstration mat@mue, elle intervient au cours de la
vérification de la confluence locale d'un systéme de réeijtde la complétion et dans la résolution par
paramodulation (cf. PROLOG). Nous avons déja vu la notiorpdbléme d’unification modulo un en-
semble d'équations au chapitre 3. Dans le présent chapittes allons élargir nos premiéres définitions,
et traiter des problemes d’unification modulo un ensemhlde @équations (unification syntaxique), mod-
ulo I'associativité et la commutativité d’un seul symboke fdnction (unification AC), et finalement nous
verrons comment combiner des algorithmes d’unificatiorr ples théories disjointes.

4.1 Unification syntaxique

Définition 4.1 (Probléme d'unification) Soit7 (F, X’) une algébre de termes. Un probleme d’unification
est de la forme

-T

-1

—S1 =01 N...Ns,=1p
Toute substitution est solution de, aucune substitution n’est solution de et o est solution des; =
t1A...ANs, =ty Sipourtouti = 1,...,n, s;,c = t;o. L'ensemble des solutions d’un probléme d’'unification
P sera notéZ (P).

Théoréme 4.2 Soit 7 (F, X' )une algébre de termes et séitun probléme d’unification dans cette algebre.
Alors 7 (P) vérifie 'une des propriétés suivantes :
— 7 (P) estvide,
— 7 (P) est non vide, et admet une substitution principale, uniqemammage prés. Cette substitution
est appelé unificateur principal d@, et est notéengu(P) (pour most general unifigr

Nous allons démontrer ce théoréme en exhibant un probléuméfidation équivalent dont les solutions
sont immédiates.

Définition 4.3 SoientP; et P, deux problémes d’unification sur la méme algelireet P, sont équivalents
si leurs ensembles de solutio#s(P; ) et % (P») sont identiques.
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4.1.1 Formes résolues

Les problemes dont les solutions sont immédiates sont tdsgmes en forme résolue :

Définition 4.4 SoitP un probléme d’unification sur une algébre de terrfigs, X'). P est en forme résolue
si P est égal a
-T
-1
—x1 =t A... Nz, =1, 0U lesz; sont des variables deux a deux distinctes, et Jeont des termes
qui ne contiennent pas les variables

Proposition 4.5 SoitP = z1 = t1 A ... Az, = t, un probléme d’unification en forme résolue, et $oia
substitution

{ZCll—)tl,...,xnl—)tn}

L'ensemble des solutions deest égal a I'ensemble des instanceslde
% (P) = {fo | o est une substitution

Démonstration Soit o une solution deP, nous allons montrer que est une instance dé par elle-méme,
o = 6o. En effet, soitr; une variable du domaine de

zi(0o) = (xif)o
tiO'
T;0 caro est solution deP.

Soity une variable qui n'appartient pas au domainé de

y(bo) (y0)o
= yo caryd = y.

Montrons maintenant que toute instardleeest une solution dé :

z;(0o) = (zif)o
= tiO'
= tifo cart; ne contient pas de variables du domainéde

O
D’aprés ce qui précéde la substitution associée a un preb&Enrforme résolue est une substitution
principale parmi I'ensemble de ses solutions, ce qui nowdnan introduire la définition suivante :

Définition 4.6 Si P est un probléme d’unification équivalent a la forme résatye=t1 A ... Az, = tp,,
la substitution{z — t1,...,z, — t,} est appelée unificateur principal d& ou unificateur plus général
de P.

4.1.2 Regles de transformation

Nous allons voir maintenant comment transformer étape tagreéun probléme d’unification en un
probléme en forme résolue. Ces transformations sont deruoéeme dans le cas de la logique équationnelle
sous forme de régles de déduction :

24



Trivial
Vi -
Décomposition F(s1,0 s 8n) =t o tn)
S1=t1N...N8, =1p
el s =gqg(t1,...,t .
Incompatibilité fls1, .- 5) T gty - tm) sif#g

r=yAP

Union de deux variables =y APz y

siz,y € Var(P).

T=8AP

Remplacement de variable
P x=sAP{x— s}

siz € Var(P) \ Var(s) ets ¢ X.

. rT=8ANx=1 .
< |t|.
Fusion P siz e X, s,t¢ Xetls| <[t

=t Aoozn=t .
Test d’occurrence 71 = ti[Taly, N Zn = tl21]p, Sipr ... pp#£A

4.1.3 Correction

Tout d’abord, il convient de s’assurer que les régles cedesransforment un probléme d'unification en
un probléme équivalent.

Théoreme 4.7 Les regledrivial , Décomposition Incompatibilité , Union de deux variables Remplace-
ment de variable Fusion et Test d’occurrence transforment un probléme d’unification en un probleme
équivalent.

Démonstration Les réglesTrivial , Union de deux variables Remplacement de variablest Fusion sont des
conséquences du fait que I'égalité est une congruence eigéessbécompositionet Incompatibilité proviennent du
fait que I'égalité moduld) sur les termes est une congruence sur les termes a partiedaemble d’axiomes vide.
Enfin, Test d’occurrencesignifie qu’un terme ne peut pas étre égal a un de ses sousststirioe
O

4.1.4 Terminaison
Dans un deuxieme temps, il convient de vérifier que les ragdasansformation terminent.
Théoreme 4.8 Quel que soitP, probléme d’unification, il n'existe pas de séquence infinie
P=FPy—-yPr—y...>v Pn—vu Poy1---
telle queP,, ;1 est obtenu a partir dé, en appliquant une des régles d’unification.
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Démonstration Nous allons donner une interprétation des problémes daatidin qui décroit strictement pour

chaque transformation des régles d’'unification. Cettepnéation® est un triplet{ ®,, @, ®3) :

— Une variabler est diterésoluedans le problemé si x apparait exactement une fois ddhscomme membre
d’'une équation P = = = s A Q, etz n'apparait pas dansni dansQ. ®;(P) est égal au nombre de variables
non résolues danB.

— La taille d’'une équation = t est égale au couplenax(|s|, |t])), et ®2(P) est égal au multi-ensemble des
tailles de ses équations.

— ®3(P) est le nombre d’équations dedont I'un des membres (au moins) est une variable.

Deux interprétationéry, M1, v1) et(rq, M2, v3) Sont comparées par, composition lexicographique de 'ordre usuel
surN, I'extension multi-ensemble de I'ordre naturel $ret I'ordre naturel suN. L'ordre strict > associé & est
bien fondé (voir le chapitre 6 sur les ordres).

L'ordre défini sur les probléemes d’unification par

P>Qsi®(P) > o(Q)

Le sens de variation dg;, ®,, ®3) par I'application des régles d'unification est donné paalddau ci dessous.

D | Do | P35

Trivial > | >
Décomposition > | >
Incompatibilité > | >
Union de deux variables >
Remplacement de variable| >

Fusion > | > | >
Test d’occurrence > | >

O

4.1.5 Complétude

Finalement, on vérifie que les problémes en forme normaleljgmsemble des regles d’unification sont
en forme résolue.

Théoreme 4.9 Soit P un probléme d'unification sur lequel aucune des régles @ication ne peut s’appli-
guer. AlorsP est en forme résolue.

Démonstration Soit P un probléme en forme normale, que I'on supposera différent et L. Comme ni
Décompositionni Incompatibilité ne s’appliquentP ne contient que des équations dont au moins un membre est
une variable P = z; = t; A ... Az, = t,,. CommeFusion ne s’applique pas, les; sont deux a deux distincts. Si
I'un desz; a au moins deux occurrences ddhs
x; apparait comme sous terme strict dgnsmpossible caffest d’occurrencene s’applique pas.

x; est égal &; : impossible caifrivial ne s’applique pas.

x; est un sous-terme strict de I'un dgs: # j : impossible caRemplacement de variablene s’applique pas.

x; est égal al'un des;, j # i : la jéme équation est; = x;.

— t; n'est pas une variable : impossible &&&mplacement de variabledevrait s’appliquer avee;.

— t; est une variable qui apparait ailleurs que dangiae équation : impossible cdnion de deux variables
ne s'applique pas.

— t; est une variable’, qui n'apparait pas ailleurs : on convient de regaf@omme

PE.Tl:tl/\...l’i,1:ti,1A$;:$i/\$i+1:ti+1/\.../\17n:tn
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Dans tous les cad? est une conjonction d'équations = ¢ A ... A x, = t, OU lesz; sont deux a deux
distincts et ont une seule occurrence.

O

Corollaire 4.10 Soit P un probléme d'unification, e¥ (P) I'ensemble de ses solutions. Alg#s( P) vérifie
I'une des propriétés suivantes :

— 7% (P) estvide,

— % (P) estnon vide, et admet une substitution principale, unigtenammage pres.

Démonstration D’apres les théorémes qui précédent, en appliquant (un reofin de fois) les régles d’unifi-
cation aP, on obtientP’, un probléme équivalent& et en forme résolue. Trois cas sont possibles :
— P’ = T : n'importe quelle substitution est solution &, donc deP. Soitid la substitution qui a un domaine
vide, Z (P) est non vide, et admet comme substitution principale.
— P’ = 1 :ni Pni P n'ontde solutions e¥ (P) est vide.

- P =z =t A... Nz, = t,. Soitf la substitution{z; — t1,...,2, — t,}. D'aprés la proposition
4.5% (P') est égal a 'ensemble des instanceg/ddonc? (P) est non vide et admétcomme substitution
principale.

Si % (P) est non vide, et admétet 9’ comme substitutions principales, par définition il existexdsubstitutiong et
o telles que :

0 _ e/p/

0 = 6p
Onadond = ¢'p' = Opp’, pp’ estl'identité sur les variables du codomaineddge. les variables apparaissant dans
lesz6, x € Dom(0)). De mémey’ p est I'identité sur les variables du codomainedtledonce’ est un renommage de
6.
[l

4.1.6 Exemples et exercices

Dans toute cette section, nous utiliserons la signatureoswtéer = {f, g,a,b}, ou f est binaireg
unaire, et etb sont constantes, et 'ensemble de variables: {z, y, z}.

\oici des exemples de dérivations partant de problemesfitation quelconques et s’arrétant sur des
problémes en forme résolue :

f(av b) - f(a7a)

Décomposition
P - a=alANb=a
Trivial
N b=a
Incompatibilité
il
= f(z,2
Décomposition fay) = 1(z2)
=z N\ Yy =

Décomposition
Test d'occurrence

z, f(a, ) = f(f(y,2),y)
:f( z) A fla,b) =y
= f(f(a,b),2) A f(a,b) =y

27

Décomposition
Remplacement de varlab




Décomposition

Fusion
Décomposition
Incompatibilité

Décomposition
Fusion
Incompatibilité

g(a)ZwAf(y, )—9( )

L
e TV BTy ToET;
Décomposition fla,y) =z A fy,2) = fla,y)

g —why—anz=y
fla,a) =zANy=aNz=a

z, f(w,v)) = f(y72)7y)
r=fly, ) Nf(2,2) =y
L

Remplacement de variable

f(x

Décomposition
Test d’occurrence

4.2 Quelques définitions pour l'unification modulo

Soit 7 (F, X) une algébre de termes, Btun ensemble d’équations définies §UtF, X'). Un probléme
d’unification moduloFE est défini d’'une fagon un peu plus générale que dans le caexgyne :

Définition 4.11 (Probléme d’unification modulo)

T et_L sont des problémes d'unification modui
s = t est un probléme d’unification modulg,

wn P

si P est un probleme d’unification modulg, 3z, P en est un,
4. si P et sont des problemes d’unification modulp P A Q et PV @Q en sont également.

Toute substitution est solution de aucune substitution n’'est solution de o est solution des = ¢ si
so =g to, o est solution dedz, P s'il existe un terme tel queo est solution deP{x — t}, o est une
solution deP A @ si o est une solution dé& et une solution dé&), o est une solution dé& Vv @ si o est
une solution deP ou une solution dé€). L’ensemble des solutions d’un probléme d'unificatidisera noté
U (P).

Contrairement au cas syntaxique, l'unification modulo n&sgénéral pas unitaire. En effet modulo la
commutativité det, le problémer + y = a + b a pour solutions

{z = a;y—blet{z— by — a}

Il n’existe pas de substitution qui soit plus générale qa@kux solutions a la fois. Mais cependant I'ensem-
ble des solutions peut parfois étre représenté par un efesdimtge solutions.
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Définition 4.12 (Ensemble complet d’unificateurs)Soit P un probléeme d'unification modul&. Un en-
sembld/y de substitutions est un ensemble complet d'unificateur® sie

1. tout élément d& est une solution dé,
2. toute solution dé” est instance modul& d’un élément dé(x (sur les variables libres d@),

Cet ensemble est dihinimal si en outre ses éléments sont deux a deux incomparables 'podrelde
subsumption modul&.

Comme dans le cas syntaxique, on a des problémes en fornhgeréso

Définition 4.13 (Forme résolue) Un probleme d’unification est en forme résolue si il est égal d ou de
la forme

Iy, Yp T = A AT, =1,
les z;s étant deux a deux distincts, distincts de tousylsset n’apparaissant pas dans legs. Si de plus

pour toutes les équations = y avecx ety variables,z ety sont libres, le probléme est en forme résolue
compacte

Il est toujours possible d’obtenir une forme résolue cortgéquivalente a partir d'une forme résolue
en appliguant autant que possible la régle suivante :

Jyp, ... P _
Replace-nv —2L ¥ Y NT=y
1,y Ply — x}

Proposition 4.14 Soit P = 3Jyi,...,yp, 1 = t1 A ... Az, = t, un probleme d'unification en forme

résolue, et soifl la substitution
{561 — tl,...,xn l—)tn}

L'ensemble singletofif} est un ensemble complet d’unificateurs minimal pBur

La preuve est calquée sur celle du cas syntaxique.

4.3 Unification AC

La théorie de I'associativité-commutativité est celle guité le plus étudiée pour l'unification [34, 41,
27,17,18, 22,9, 8, 1, 26, 16]. Nous rappelons que la thédTietA est présentée par les deux axiomes

(x+y)+z = o+ (y+2) (A)
r+y = y+x (C)

En général, il peut y avoir plusieurs symboles AC, et des sjfastde fonction quelconques.
L'unification AC n’est pas unitaire, mais elle est finitaicdest-a-dire que tout probléeme d’unification
modulo AC soit n"admet pas de solutions, soit admet un enkeoamplet d’unificateur§ini.
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4.3.1 Formes canoniques et égalité modulo AC

Les termes qui contiennent des symboles AC sont généralemmgrésentés sous une forme aplatie,
et parfois méme grace a un ordre total arbitraire sur lesagrsous une forme dite canonique. C'est sur
des termes aplatis que fonctionnent les algorithmes glassid’unification AC, et les formes canoniques
permettent de tester facilement I'égalité modulo AC de deuxes.

Définition 4.15 (Forme aplatie) La forme aplatiet” d’'un termet est définie de fagon récursive comme
suit :

T¢ = si x est une variable
fty,... ,tn)a = f(H", ") si f n’est pas un symbole AC
+(t1a,t2a) sit1(A) # +,t2(A) # +
Thn) { +(t", vy, . . vn) §i_t}L(A) #+,6" = +(v1,...,vp)
’ —|—(u1, um,t2 ) Slt; = —|—(u1,...,um),t2(A) #* +
(UL, ey Uy VT, -y Up) ST = Uty U )y B2 = (V1,0 V)

Intuitivement, cela revient a ignorer le parenthésage pesisymboles AC, ce qui est correct grace a
l'associativité.

La commutativité permet en outre de trier les arguments gedbasles AC en définissant une forme
canonique. On se donne pour cela un ordre total arbitrairbesisemble des termes.

Définition 4.16 (Forme canonique)La forme canoniqué d’'un termet est définie de facon récursive
comme suit :

T = x si x est une variable
fltr, .o oitn) = flt1,... tn) si f n'est pas un symbole AC
(507“ (t1,t2)) siti(A) # +,t2(A) # +
T = +(Sort(ty, vy, .. ) Szl(A) # +,to = +(v1,...,v,)
’ +(Sort(uy, ..., Un,t2)) Sit; = +(u1, ..., Um), t2(A) # +
+(Sort(ug, ...y Um, V1, ,0))  Sity = +(Ut, ...y Um), ta = +(v1, ..., 0p)

ou Sort est une fonction de tri sur les listes de termes qui utilisedle arbitraire cité plus haut.

Le théoréme qui suit fait partie du folklore dans la commuéaie la récriture. Une forme équivalente a
la premiére partie a été énoncée par Hullot et Contejean @édame preuve formelle en Coq de la seconde
partie.

Théoreme 4.17Deux termes ett¢ sont égaux modulo AC si et seulement si

1. les symboles de téte geet” sont identiques,

2. sile symbole de téte commun n’est pas AC, les sous-teiraetsdles® et?” sont deux a deux égaux
modulo AC.

3. sile symbole de téte commun est AC, les deux listes deéesouss directs dg® etz” sont identiques
a permutation prées, et modulo AC.

Deux termes sont égaux modulo AC si et seulement si leure$aramoniques sont identiques.
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4.3.2 Unification AC élémentaire

Nous supposerons dans le reste de cette section que laus@sat laquelle sont batis les termes contient
un seul symbole binaire¢- qui sera noté de facon infixe. Les termes seront en outre sapaplatis.

Nous allons donner une méthode pour l'unification AC-élémies, mais auparavant, nous introduisons
une notation pour les substitutions (formes résolues) sfLadaptée a ce probleme.

Définition 4.18 Soientwvy,...,v, des variablesty,...,t,, des termes, et pour € {1,...,m},j €
{1,...,n}, a;; € N. Le tableau suivant
‘ Ul DY UZ DY /l)n
1 2 R ¢ VAR (3 1)
T =
tm am1  Qms - Amn
ou, pour toutj € {1,...,n} X" a;; # 0 désigne la substitution qui a chaqugassocie le terme

bttt b+t b,
N——— —_——
a1, fois Ay fOIS

Lessous-tableaux admissiblee 7" sont les sous-tableaux (au sens ou I'on a enlevé certaigaed) dont
la somme des coefficients d’aucune colonne n'est nulletd@endition est nécessaire pour qu'un sous-
tableau représente une substitution bien formée).

Grace au théoréme 4.17, on peut se restreindre aux probléenesntenant que des équations de la

forme
E=zxi1+- 4o+ +xp+Fx, =1+ +y++yn+-+Un
N——— —_—

g

a; fois ay, fois b, fois bm fois
ou{zy,...,xn} N {y1,...,ym} = 0. En effet, 'équation: + s = x + ¢ a les mémes solutions que= ¢
modulo AC.

A I'équation E ci-dessus, on associe I'équation diophantienne linéaire

() = arv1 + - + apvy —bjwy — -+ — bpwy, =0
Le lemme suivant établit un lien entfeet (e) :

Lemme 4.19 Soito une solution de&. Soitz une variable introduite pab. Soientcy,...,c,,d1,...,dn
les nombres respectifs d’'occurrences:d#ansz o, . .., 2,0,y10,...,yno. Alors(cy, ..., cy,d1, ..., dpy)
est une solution dée).

Démonstration Grace au théoréme 4.17, les formes aplatiesodet to ont le méme nombre d’occurrences de
z, et ces nhombres sont respectivement, + - - - + a, ¢, €tbidy + - - - + by,

[l

Ce lemme se généralise évidemment a des problémes d'upificaimposés de plusieurs équations,
qui sont en correspondance avec des systémes de plusieat®ag diophantiennes linéaires.

Nous verrons dans la suite que I'ensemble des solutions systeme d’équations diophantiennes
linéaires posséde un nombre fini de solutions minimales pagre <™, et que les solutions minimales
forment une base. En outre cette base peut se calculer geethet d’obtenir un ensemble complet d’unifi-
cateurs modulo AC. Le résultat suivant a été trouvé indémnakent par Stickel et par Livesey et Siekmann
[40, 34, 41] :
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Théoreme 4.20 (Unification AC élémentaire)Soit P le probléme d'unification modulo AC composézde
équationsE, ..., E, ou interviennent les variablesz, . .., x,. Soit

S = {(6171, e ,CLn),. cey (Cm,la- .. ,Cm,n)}

'ensemble des solutions minimales podf, positives, non nulles du systéme composépdéguations
diophantiennes linéaires associées respectivemént a . , £,. Alors, les sous-tableaux admissibles de

'1"1 PEEEY xn
Z1 | €11 " Cn
T =
Zm | Cm,1 " Cmmn
ol z,..., 2, sont de nouvelles variables, forment un ensemble compleifidateurs modulo AC dB.

Démonstration Correction : Tout sous-tableau admissible est une subistitbien formée. Cette substitution
est une solution d& car le membre gauche et le membre droit de chaque équatierfipisninstanciés par, ont le
méme nombre d’occurrences de chaggeet sont donc égaux modulo AC.

Complétude : Soit une solution deP. Soit W = {ws,...,w;} 'ensemble des variables introduites garSoit
wy, € W, etu? le nombre d’occurrences dg, dansr;0 ; par le lemme 4.19u%, . . ., ul) est solution dée; A. . . Aep).
Commes est un ensemble générateur des solutionggde ... Ae,),

k k k k
(uy,...,uy) =ays1+ -+ a,,8m

ous; = (¢j1,...,¢jn) € S.0Onadonc

kb = a’fclﬂr ot akem
EJ 1a Cji

N

Montrons qué est instance d’un sous-tableau admissibl&'de

0 = u1w1+ .+ufwk+...+uéwl
= xk= 1u wk
= xk= (Ej e c“)wk
= Zj m(Zk la J¢jiwr)
k
E?:Tcyﬂ(zkﬂ%wk)

Soit.J le sous-ensemble d'indicgsle {1, ..., m} tel queX;=\ o # 0. La substitutiorp = {z; — Si=iakwy | j €
J} est bien définie et
0 = EJ 1 c“(Eﬁzlla?wk)
= E]EJC]-,l(ij)
= (Bjescjizj)p

Pour touti, le termeX ;¢ s¢;,:z; est bien formé, et donc le sous-tableadeT" ot I'on a conserve que les lignes de
est admissible, et

0 =ac op
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4.4 Résolution d’équations diophantiennes linéaires

Le probléme consiste a trouver les solutions entiérestipesia des systémes d’équations de la forme

a1r1+ -+ apxy, =k

olaq,...,an, k € Z. Pour cela, il faut calculer d’une part les solutions minesale I'équation, et d’autre
part I'ensembleS des solutions non-nulles, positives et minimales (potyy de I'équation homogene asso-
ciée

a1+ -+ apz, =0

Toute solution est alors somme d’une solution minimale ehé’combinaison linéaire de solutionsgle

Huet a proposé une borne sur les solutions minimales [24liarée par Lambert [32]. Disposant d’'une
telle borne, il suffit d’énumérdi™ jusqu’a la borne, et de retenir les solutions minimales.

Nous allons ici décrire une solution moins colteuse enquatpour calculeS. La méthode consiste
également & énumérk¥?, mais d’'une fagon astucieuse qui permet de réduire cordildnent I'espace de
recherche tout en préservant la complétude.

Nous commengons par présenter un algorithme pour une équatii a été proposé par Clausen et
Fortenbacher [10], puis, nous verrons comment Contejeddeeie ont étendu cette méthode au cas de
systemes d'équations [12]. Les deux algorithmes ont erediavantage de s'adapter facilement au cas
inhomogeéne.

4.4.1 Algorithme de Clausen-Fortenbacher
Le cas homogeéne

Notation 4.21 On noterae; le iéme vecteur de la base canoniqueNie Etant donné un vecteur € N”,
v(7) désigne laéme composante de

Définition 4.22 Le défautdu vecteurc = (c1,...,¢,) € N" par rapport a I'équation diophantienne
lindaire e = ayz1 + -+ + apzp = 0 (a1,...,a, € Z) est 'entier relatifaic; + -+ + ancy,. On le
note D(c, e) ou plus simplemenD(c), s'il 'y a pas d’ambiguité.

D’une certaine facon, le défaut mesure combien un veat@&st passolution d'une équation. En effet,
(c1,...,cn) € N™ est solution d’'une équationsi et seulement si son défaut par rapportest €égal a zéro.
La clef de la méthode réside dans le lemme trivial suivant :

Lemme 4.23 Soite I'équation diophantienne linéaire= ayx1+- - - +apx, = 0. Sic = (¢1,...,¢,) € N?
n'est pas solution de, alors, pour toute solutior, plus grande que pour I'ordre produit cartésien>", il
existe un vectew; de la base canonique d&" tel qued >" ¢ + e; avecD(e;) x D(c) < 0.

Démonstration Supposons quie= (b1, ..., b,) >" csoitsolution. AlorsD(b) = 0, etD(b) = D(c)+D(b—c).
D(c) et D(b — ¢) sont donc de signes opposés. Il existe au moins un vectewrse;Iplus petit que — ¢ et tel que
D(e;) et D(b — ¢) ont méme signe.

([l
La complétude de 'algorithme de la figure 4.1 découle du lerpnécédent.
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Entrée : I'équatiore = a1z1 + -+ + apzp, =0
— Soient
- So=10
- MO = {61,...,65”}.
— On définit
— Sit1=S;U{v e M; | D(v,e) =0}
- Mipq = {v +€; | ﬁs € Sz'Jrl t.g.v >" s,
etD(v,e) x D(e;,e) < 0}.
— On retourne le premie¥), tel queM;. = (.

FiG. 4.1 — L'algorithme de Clausen-Fortenbacher, pour unetéqubomogéne, premiere version.

Proposition 4.24 Etant donné une équation diophantienne linéaire
e=a1x1+- - +apr, =0

l'algorithme de la figure 4.1 termine toujours et calculen&mbleS des solutions non-nulles, positives,
minimales poue>" dee.

Démonstration La complétude découle du lemme 4.23. La terminaison esingarpar le fait que comme
chaque vecteur engendré est obtenu a partir du précéddrgjpat d'un vecteure; ayant un défaut de signe oppose,
la valeur absolue des défauts des vecteurs engendrésjesirtonférieure ou égale a celle des coefficients. Sdat
plus grande valeur absolue des coefficients. Si, partant\Bateur de base;, on ajoute2k fois un vecteur de base
ayant un défaut de signe opposé a celui du vecteur courarg pancipe des tiroirs, on engendrera deux vecteurs
etw tels quev <™ w et D(v) = D(w). Mais alorsuw — v est solution. Comme l'algorithme engendre les vecteurs en
ordre non décroissant por, et qu'il est completw — v appartient a 'ensemble des solutions déja calculées avant
d’engendreiw. Donc on n’incrémentera jamais, et I'algorithme termine apres au pl2a itérations.

[l

On remarquera, en appliquant I'algorithme de la figure 4:écquhtionz + 2y — 3z = 0 que la solution
(1,1,1) estengendrée 4 fois. Pour éviter d’engendrer plusieussufté solution, on peut, lorsque un vecteur
v peut étre incrementé payete; aveci < j, engendrer les vecteurst e; etv + e; ol laieme composante
dev + e; estgelée c’est-a-dire qu’'on s’interdit de jamais l'incrémentetalgorithme ainsi modifié est
évidemment plus efficace, et il reste complet pour la raisovaste. Soitv € M; un vecteur engendré
par I'algorithme, non plus grand qu’une solution minimaes.,, I'ensemble des solutions minimales plus
grandes que. Soiente;, ..., ¢, les vecteurs de base ayant un défaut de signe opposélPRour < k,
soit S, I'ensemble des solutions supérieures ou égales &;, . Alors les ensembles;, S, \ S1,.5, \ (S1U
S2), ..y Sy \ (S1 U -+ USg_1) forment une partition dé-.,,. Donc, il n’est pas nécessaire de considérer
les solutions plus grandes quer- ¢; issues de + ¢, car elles sont déja engendrées a partiv dee;. On
obtient ainsi I'algorithme de la figure 4.2 ou un vecteur hjamais engendré deux fois.

Proposition 4.25 Etant donné une équation diophantienne linéaire a1+ - -+a,x, = 0, 'algorithme
de la figure 4.2 termine toujours et calcule 'ensembldes solutions non-nulles, positives, minimales pour
>" dee. Chaque vecteur engendré au cours du calcul ne I'est qu'aise f

La figure 4.3 montre le fonctionnement de I'algorithme sagliationz + 2y — 32 = 0.

34



Entrée : I'équatiore = a1z1 + -+ + apzp, =0

— Soient
- So=10
- MO = {61,...,(‘3”}
ou les composantes(1),...,e;(i — 1) dee; sont gelées pour> 1.
— On définit

= Siy1=S;U{v e M; |D(v,e) =0}
- M1 ={v+e | Zs€ Siz1t.q.v >" s,
etD(v,e) x D(e;,e) <0,
etv(i) n'est pas gelée
ou, si'on a engendre + ¢; etv + e; aveci < j a partir dev, lai€me composante dee;) est
gelée.
— On retourne le premie$;, tel queM; = (.

FiG. 4.2 — L’algorithme de Clausen-Fortenbacher, pour unetéquhomogene, deuxiéme version.

Extension au cas inhomogéne

L'algorithme de Clausen-Fortenbacher s’étend facilenaentas inhomogeéne. En effet, toute solution
positive de I'équation

e=a1x1+ -+ apry, =k
est la somme d’une solution positive, minimale, non nulle @& d’une combinaison linéaire des solutions
positives, minimales, non nulles de I'équation homogesecse
a1+ -+ apxy, =0
Si I'on applique I'algorithme a I'équation homogene
€ =ax1+ - +apry, —kr' =0

les solutions o’ vaut 1, sont les solutions positives, minimales, non nulles:det celles o’ vaut 0
sont les solutions positives, minimales, non nulles deuladign homogéne associée. On pourra donc utiliser

I'algorithme précédent en ajoutant une nouvelle variablet en gelant la composante associée des qu’elle
atteint1.

4.4.2 Algorithme de Contejean-Devie

Contejean et Devie ont adapté I'algorithme précédent aslalu&on directe de systémes d’équations, a
partir d'une interprétation géométrique simple de I'altfone de Clausen-Fortenbacher [11, 12].
La notion de défaut s’étend naturellement au cas de systéiéggations :

Définition 4.26 Le défautdu vecteurc = (c1,...,c,) € N™ par rapport au systémé& d’équations dio-
phantiennes linéaires :

a1y + -+ apT, = 0

am1T1 + o+ + Appty, = 0
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(1,0,0)* (0,1,0)? (0,0,1)7°

(1,0,1)~ (0,1,1)7!

(2, 1,1)°

0,1)7"  (1,1,1)% (0,2,1)!
(3,0,1)%  (2,1,1)L,, (0,2,2)2
(0,3,2)3,

Calcul de I'algorithme de Clausen-Fortenbacher sur I'éiqna: + 2y — 3z = 0. Les défauts des vecteurs figur
en exposant et les composantes gelées sont soulignées.

ent

FiG. 4.3 — Exemple d'exécution de I'algorithme de la figure 4.2.
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ou lesa;; sont dansZ est le vecteuD(v) € Z™
(Eznzlauci, ey Eglzlamici)

Un vecteurc = (cy, ..., c,) € N" est alors solution d§ si et seulement si son défaut €8f. .. ,0).

: droite interdite

| | g

1 - -
3 espace interdit

Y

FIG. 4.4 — La restriction géométrique imposée sur les défauts.

La figure 4.4 montre comment on peut traduire la restrictierCthusen-Fortenbacher sur les défauts
des variables dans le cas de plusieurs équations. Dans uees équation, la condition que le défaut
du vecteur de base que I'on rajoute ait un signe contrairdua de défaut du vecteur courant impose de
n’'incrémenter que les composantes dont le défaut est tdlaqueevient vers I'origine Cela revient, dans le
cas d'un systeme a n’incrémenter que les composantes dibfalgt est dans le demi-espace ouvert délimité
par I'hyperplan orthogonal au défaut courant et conteriarigine. Cette restriction préserve la complétude
pour la méme raison que dans le cas d'une équation : si 'aénimente un vecteur tel que D(v) # 0
uniguement en ses composantes qui ne vérifient pas cettietiest on ne reviendra pas dans le demi-
espace contenant I'origine. On peut donc adapter I'algowt de Clausen-Fortenbacher a la résolution de
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systemes en n'incrémentant le vecteur coureshé e; que si le produit scalair®(v) - D(e;) est strictement
négatif.

Lemme 4.27 SoitS le systeme d'équations diophantiennes linéaires

apzr + -+ apzr, = 0
am1T1 + o+ ampxT, = 0
Sic = (c1,...,¢,) € N n'est pas solution de, alors, pour toute solutiorl, plus grande que: pour

I'ordre produit cartésien>", il existe un vecteue; de la base canonique d€” tel qued >" ¢ + e; avec
D(e;) - D(c) < 0.

Entrée : le systéeme d’équations diophantiennes linéaires S

anry + - 4+ apr, = 0
am1r1 + o+t appn, = 0
— Soient
- So=10
— MO = {61,...,(‘3”}
ou les composantes(1),...,e;(i — 1) dee; sont gelées pour> 1.
— On définit

- Oi4+1 = SZ'U{U e M, |D(U,€) = (0,...,0)}
- M1 ={v+e | Zs€ Siz1t.q.v >" s,
etD(v) - D(e;) <0,
etv(z) n'est pas gelée
ou, si'on a engendre + ¢; etv + e; aveci < j a partir dev, laiéme composante dee;) est
gelée.
— On retourne le premie$), tel queM;, = (.

FiG. 4.5 — L'algorithme de Contejean-Devie pour un systemewtiiqns diophantiennes linéaires

On obtient I'algorithme de la figure 4.5 qui est évidemmennptet par le lemme 4.27, mais dont la
terminaison n’est pas triviale,contrairement au cas d'@égeation. On pourra se reporter a [12] pour la
preuve de terminaison.

4.5 Combinaison d’algorithmes d’unification

Dans le but de construire des algorithmes d'unification ptag théories équationnelles présentées par

des ensembles d’axiomes qui concernent des ensembles delsgndisjoints, nous allons montrer com-

ment construire un algorithme d’unification a partir d’aifumes pour les sous-théories disjointes. Nous
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Y

(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)

N

(170707 0)7 (1707 17())7 (1707 17 1)7 (17 ]" 1’ 1)

Y

AV

FIG. 4.6 — Deux séquences de défauts correspondant a la salufibri, 1) du systéme

Seule la deuxiéme sera construite par I'algorithme de GeamieDevie, car la premiére viole la restriction

géométrique.

2.%'1
x1

+ 2z

+

21‘3
T3
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supposerons que la signatufeest finie, et sans perte de généralité qu’elle est partiéierendeuxparties
F1 U Fo, et que la théoridl est présentée pdr; U E5 ol les égalités dé’; (respectivement dés) ne
portent que sur des termes construits a partir de symbol&s (fespectivement;) et de variables.

Nous nous placerons dans un cadre un peu restreint, plutesaregpliquer que le cas général [7]. Nous
supposerons que; et E, sont des théories simples, c'est-a-dire que les équatiens firmes = ¢t out
est un sous-terme propre den’ont pas de solutions modulg;, i = 1, 2.

Nous supposerons gue I'on dispose d'algorithmes d’unifinanoduloE;, i = 1,2 pour résoudre des
problemes construits sur les termesTdeF;, X'). L'algorithme pour la combinaison est décrit par des regles
d’inférence.

4.5.1 Regles d'inférence

La premiére regle vise a transformer le probléeme de déparhgmobléeme équivalent, mais sur lequel
on pourra appliquer les algorithmes d’unification connusrpes sous-théories.

Définition 4.28 (Sous-terme étranger)Un sous-terme: det a la positionp estétrangeisi p est de la forme
q-n,ett(q) € F; ett(q-n) € F; aveci # j.

Jyi,...,yp slulp =t AP Siu est un sous-terme étranger gje|,, a la posi-

VA .
Jz,y1,...,ypslzlp=tAz=uAP tionp.

Il est clair queVA préserve I'ensemble des solutions.
Aprés une ou plusieurs applications de VA, il est possible cprtaines équations soient baties unique-
ment sur des termes d&(F;, X'), on peut alors appliquer les algorithmes connus pour les-#wories :

P . . .
E-Res PZ’ si P, n’est pas en forme résolue Bf est une forme résolue compacte®e

i

Il est clair que la régle (non déterministE}res est correcte, mais sa complétude est plus difficile a
démontrer. Elle repose sur le lemme suivant :

Lemme 4.29 Soients ett deux termes d& (F;, X') ety une substitution solution de= ¢ moduloE; U Es.
Alors il existe une substitution de 7 (F1, X'), solution des = ¢t moduloE, et telle quey est ung E, U E3)-
instance der sur les variables de ett.

Démonstration La preuve de ce lemme repose sur la complétion close ordoBn¢est une solution de = ¢
moduloF; U E5, alors

S’y —E,\UE5 t'Y
Sans perte de généralité, on pourra considérer toutesriables qui apparaissent dans cette preuve d’'égalité comme
des constantes (ce qui entraine en particuliergast vue comme une substitution close). On se donne un ordre de
récriture total sur les termes clos (étendus avec les \asabconstantifiées » de la preuve =g, g, tv); un tel

ordre existe, par exemple RPO. Cet ordre permet de faira¢oume exécution équitable de la complétion ordonnée
et d’obtenir un systéme de récriture (potientiellemenninfR & partir deE; U E, tel que

§Y YRR 1Y
De plus, comme les symboles @& et 7, sont disjoints et que les théories sont consistantes (ggalitéx = y

ol z ety sont des variables), il 'y a pas de paires critiques efifret £, et R peut étre partitionné eR; U Ry ouU
R; ne comporte que des symbolesBe
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Soith une bijection des formes normalesH€F, X)) modulo— p dansX’ (c’est possible cak’ est infini dénom-
brable, 'ensemble des term§¥F, X') est dénombrable, et les formes normales7deé, X') sont aussi infinies
dénombrables, car les variables sont des formes normaleséddeux distinctes), est étendue a toute I'algebre
T(F,X) de lafagon usuelle :

h()h(t Lr)

La partie homogéne das d'un termet, 7" est définie récursivement par :

z! = h(z) siz est une variable
G e) = fGE...50) sifer
-
f(s1,.o08n) = h(f(s1,...,8n)) sif¢rF

Cette définition est étendue aux substitutions :
7' ={z— 75" |z € Dom(o)}
De facon duale, on définit la « substitution » universg]lgar

pulht)) =t L

Strictement parlang,, a un domaine infini, mais ne sera jamais utilisée que sur ustdomaine fini.
De par la définition de,,, il est clair que

-1
Vt) t pu —FE,UE> t

Commencons par étendre explictememtar I'identité sur toutes les variables dett qui ne sont pas dans son

domaine, et définissons maintenarar
o= 71

Il est clair ques est une substitution d& (F1, X), et quey est une(E; U Es)-instance (pap,) de o sur les
variables des ett.

Montrons quer est unel; -solution des = t.

Supposons sans perte de généralité-gast en forme normale poui.

Montrons la propriété suivante :

Vst yenfnAs Ve T(F,X)ANs'Y =g,uE, 'Y = 5’71 =F, t’?l

par induction sur la pairés’y’, t'4'} avec pour ordre bien fondé I'extension multiensemble delt®utilisé pour
la complétion ordonnée.

Si sy etty sont en forme normale pout, commeR est convergent et quey =g tv, sy etty sont identiques;
leurs parties homogénes le sont aussi et

_ I —1
5025712571:t7 =to
Si par exempla~ n’est pas en forme normale, alors choisissons un redex d@nimal pour I'ordre sous-terme :
sy|p =11

avecl = r € Retlr > r7. Supposons sans perte de généralité que les variablext deont disjointes de celles de
ett (éventuellement en renommdretr), et que le domaine deest exactement égal a I'union des variable$ ele-.

Commey est en forme normalesy(p) ¢ Fa, etsy|, n'est pas une une variable (sinbest une variable, et comme
les théories sont cohérentesest un terme qui contietce qui contreditr > r7), doncsy(p) € F; etl = r estune
équation deR;. De plusp est une position de, car~y est supposée en forme normale.

41



Comme le redex choisi dars est minimal, tous les sous termes strictgdeont en forme normale. Sicontient
une variabler qui n’apparait pas daris on peut choisir de réduirer en forme normale pouR, ce qui donne une
substitutionr’ définie par

7 ={x— (z7) Lr| © € Dom(1)}
7/ est en forme normale et coincide avesur les variables de
On peut maintenant appliquer I'hypothése d’inductiorva,, t ety U 7/, donc

_1r —1 _
Y rt" |p =p, 7'

Il reste & montrer que

_ _1; =1
57 =g, 57 [T Jp

st = At cars est dang (Fy, &)
= S’Y[ZT]pl
=  sy'[I7!], carpestune position deetl est dans (Fi, X)
= s [lpl]p
=g, ST [r?l]p carl = r estdans?;, doncl =g, r

(I
Les différents sous-problémes communiquent uniqguemeantepaiais de variables, c’'est pourquoi la
regle suivante est cruciale :

21, ., 5p =y AP siz ety sont des variables d@, etz est quantifié
~zpr=yANP{r—y} existentiellement oy est libre.

Val’-Rep =P
1

Comme les théories sont supposées simples, les conflit€dedtsont insolubles :

Conflit-1 —7lrp® :fl NE=0 NP e X si(A) € Fretsa(A) € F.
Conflit-2 2L+ ’ijl =P s1(A) € Fi etsy(A) € Fo.

De méme, les cycles composés n'ont pas de solutions, canlbreanaximal d’alternances de théories
le long d’un chemin dans un terme est un invariant des classésilo E; U Es.

Jyi, .. yp 21 = ti[z2lp, A .ozp = ty[z1]p,  Sin > 2,0l existed et ) tels que
1 SZ(A) € F etsj(A) e Fo.

Cycle

Finalement une derniére regle permet de se débarrasseradables existentiellement quantifiées
«inutiles» :

Jz, 1, ypr=8sAP

EQE
Q Jyr,...,yp P

si z n'apparait ni dans ni dansP.

45.2 Terminaison

De fagon classique, on montre que I'application non-détéste des regles VA, E-Res, Var-Rep, EQE,
Conflit-1, Conflit-2, Cycle termine en utilisant une mesunedgcroit strictement a chaque application d’une
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régle. Cette mesure est un 5-upl&th(P), SV (P),USP(P), PV R(P), PEQE(P)). Les composantes
sont définies ci-aprées. Tout d’abord, les problémes corésdgont mis sous la forme

Elyl,...,prV/\PH/\Pl/\Pg,

ou Py ne contient que des équations entre variahlgs,contient les équations hétérogénes du prob-
leme, etP; (respectivement) contient les équations homogénes entre termes non tovsvdeable de
T (F1, X) (respectivement (F», X)).

Th(P) estle nombre de sous-termes étrangers présentstians

SV (P) est le multi-ensembl¢SV (P;), SV (F)} : deux variables: ety sont en relation pout( Si
x,y € Var(Q), deux variables ety sont en relation pours; si z ety sont dans la cléture transitive de
=y U~py U~p, a0 SV () estle nombre de variables partagée#de’est-a-dire les € Var(F)
tels qu'il existey € Var(P;) etz ~; y.

USP(P) estle nombre de problémes homogéne®dgii ne sont pas résolus.

PV R(P) est le nombre potentiel d’applications de Var-Rep ac’est-a-dire le nombre d'équations
x = y dansPy telles quer ety ont tous deux au moins un autre occurrence dans le probléme.

PEQE(P) est le nombre potentiel d’applications de EQEPac’est a dire le nombre de variables
existentiellement quantifiéastelles quer n’apparait que dans une seule équation s de P.

Exemple 4.30
Py P Py
S |
IR v =1+ v
Zz=a
SV(P) ={4,2}
Var-Rep
Py P Py
M T
TSV yEJw v =11 + U2
ZzZ=a
SV(P) ={2,2}
E-Res
Py P Py
=y | y=f(u) | u=u+u
Uu="v zZ=a V=01 + V2
SV (P)=1{0,2}
Var-Rep
Py P Py
=y | y=f(u) | u=u+uy
U= zZ=a U = v1 + v2
SV(P)=1{0,0}



Le tableau ci-dessous résume la preuve de terminaison :

Th SV USP PVR PEQE
VA N

E-Res = 1= |

Var-Rep(})| 1= 1= |= |
Var-Rep(2)| = | 1 |

EQE = 1= 1= 1= A

Cette preuve repose sur les lemmes non triviaux suivants :

Lemme 4.31 E-Resie fait pas croitreSV (P).

Démonstration La démonstration se fait en examinant tous les cas posgiblesles variables partagées #é
Supposons sans perte de généralitéEpiress’applique aP;, donc

P = 3]] Py ANPg NPy A\ Ps
P’ dy Iz’ Py UP\//\PH/\P{/\PQ

— Une nouvelle variable’ ne peut étre partagée car elle n'apparait que @apsr définition d’'une forme résolue
compacte.

— Siy est une variable partagée #&, il existe z une variable de?, telle quey ~%" z. Toutes les étapes de la
chainey ~f" = sont possibles dan?' :

1. siz; =p,, 22 alorsz; ~¥ 1z, (définition d’'une forme résolue compacte),

2. etsiz; ~ 2, soit niz; niz, ne sont des nouvelles variablesigt~" 25, soit I'une au moins est une
. / A .
nouvelle variable, et la preuve ge~l” = peut étre racourcie.

Dans tous les cag, était déja partagée daris.

— Siy est une variable partagée g, il existe z une variable deP; telle quey ~ z. Les étapes-p, et~1%
étaient des etapes possibles d&hdsolons la ou les premiéres étapes (de gauche a droite)-Je dans la
séquence ~ = :

1. lin'y aaucune étape p,,,y ~1 z, ety était déja partagée.

2. Ily a au moins une telle étape mais ce n'est pas la plus dhgadoncy ~! = %f, z; y €etait déja
partagée dan® carxz est membre d’'une équation @ donc est une variable d@ .

3. lly a exactementun bloc dep, ,, etil est complétementa gauchg=p, , x ~! 2. Dans ce cas était
partagée dan®;, mais ne I'est plus danB; car n'apparait plus dans les variablesije(forme résolue
compacte).

4. llya z%u moins deux blocs dep,,, le premier étant complétement a gauche=p,, ~P o =p,
2" =~ 2. Encore une fois, et pour les mémes raisanst 2’ étaient partagées dai%, maisz ne I'est
plus dansP;.

Dans le cas oy est une variable d& nouvellement partagée dai, elle « efface » au moins une variable
partagée dé”;. Si deux variableg; ety effacent la méme variable, elles sont égales moguig,, et donc
par définition d’une forme résolue compagieet y, sont identiques.

O

Lemme 4.32 Var-Repne fait pas croitre SV(P). De plus, si Var-Rep est appliquéé équationr = y
telle quex ety apparaissent tous deux dais, alors SV(P) décroit strictement.
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Démonstration Supposons qu¥ar-Rep remplace toutes les occurrencesadpary sauf dans I'équation = y.
Remarquons tout d’abord que :

1. Lavariabler n’est partagée dan®’ car elle n’a plus qu’une seule occurrence.

2. Siz ~F 2, alorsz ~F 2/ car=y estinchangée et les étapesﬂf/ y rendues possibles par le remplacement

3

dex pary peuvent s’expanser &an T =y y.
Examinons maintenant les variables partagéeB/de

1. Soitu une variable partagée @ différente dey : u est dans/ (et donc dang;) et il existe une variable de
P! telle queu zf' v. On sait quex ~! v. Siv est dans?;, u est partagée dar, sinon, c’est que est égale

ay, et dans ce cas, est également partagée ddnscette fois-ci avea, par la séquence ~" v =y =y .

2. Siy est partagée darf¥, alors il existe une variablede P/, distincte dey telle quey zf' z,doncy ~F z, et
z est une variable d&; distincte dex ety.
— Siy n'apparait pas danB;, c'est quer apparait dang;, et doncr est partagée darg, mais ne I'est plus
dansP; (bilan nul).
— Siy apparait dang;, y était partagée dang;. Si z ety apparaissent tous deux daRs tous deux étaient

partagés dank;, maisz ne 'est plus dan#®;.
[l

45.3 Correction

Toutes les régles d'inférence données a la section 4.5ttemectes, c'est-a-dire que si

P
R T siC.
est une regle, i’ est satisfaite, toute solution d& est une solution dé.
Il est facile de vérifier que c’est bien le cas pour toutes éggess, car I'égalité=r, ,, est une congru-
ence, et par définition d'une solution dans le cas des pradata la formélz, P (pour EQE).

4.5.4 Complétude

Toutes les régles d’'inférence données a la section 4.5templétes, c'est-a-dire que si

P .
R 7 siC.

est une régle, s’ est satisfaite, toute solution deest une solution dé”’.

455 Obtenir des formes résolues

Si un probleme est tel qu’aucune de régles VA, E-Res, Var-E€E, Conflit-1, Conflit-2, Cycle ne
s'applique, il est dans une forme dite séquentiellemertlués et il suffit d’appliquer le remplacement de
variable standard pour obtenir une forme résolue.
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Chapitre 5

Reécriture

Nous avons vu gu'il est difficile de savoir si deux termes ggaux en utilisant le remplacement des
égaux par des égaux. La récriture permet de limiter drastigunt la recherche et dans les cas favorables,
cette technique fournit un algorithme de décision pouetdsgalité de deux termes.

5.1 Regles de récriture

Contrairement aux équations de la logique équationnelerdgles de récriture somtientées

Définition 5.1 Soit 7(F, X) une algébre de termes. Une régle de récriture est un couplemees de
T(F,X), (I,r) qui sera notd — r. Un termes de7 (F, X') se récrit ert, par la réglel — r, & la position
p, avec la substitutionr si

slp=lo t=slro,

On le noteras —7, _ _¢. On omettra parfois 'une ou I'autre de ces indications. ysteéme de récriturd
est un ensemble de régles de récriture. La relatiop est définie par
s —p tsietseulementsll — re R 3pePos(s) Jo s =], t

L'ensemble d’équations associéfta{l =r | | — r € R} est notéEg.

Notation 5.2 Dans la suite, nous noterons souvent une relation queladrag un ensembles (et pas
uniquement une relation de récriture sur une algebre de és)npar— r. — 7, désigne la cloture réflexive
transitive de— g, —>§ sa clture transitive, ety la relation inverse.

Définition 5.3 (Forme normale) Soit.<” un ensemble, et soits z une relation définie sux’. Un élément
x de o/ est en forme normale pour i S'il n'existe pas d’élémenj de <7 tel quex —pr y. Un élémeny
est une forme normale d’un élémeng'il est en forme normale et —7 .

5.2 Confluence sur les relations abstraites

La récriture permet de résoudre le probléeme du mot, c'eliteaele tester I'égalité de deux termes, en
calculantleurs formes normales et en regardant si elles sont synixignt égales. Cette technique n’est
correcte que si un terme a une forme normale unigue. Noussath@intenant introduire plusieurs définitions
liées a cette propriété.
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Définition 5.4 (Church-Rosser, confluence, confluence lo&l Soit.« un ensemble. Une relation  sur
A
— possede la propriété dehurch-Rossesi et seulement si

Ve, y € o, x <%> y = (Fzed, x%z%y).

— estconfluentesi et seulement si

Vr,y,z € o, xS s = (ed, y oo 2).
y y oz ( y g2

— estlocalement confluentsi et seulement si

*

Ve, y,z € o, y <E T E> z = (vedd, y%v(;z).

Les définitions ci-dessus peuvent se voir plus graphiquemen

X X
7NN
R*
Y z Y z
\ / \ /

z Y
\ /
\\ // . // N //
\ / \ / \ /
R* \\ // R* R* \\ // R* R* \\ // R*
N/ N/ N ¥
z v v
Church-Rosser Confluence Confluence locale

Remarque : dans le cas de la récriture, par abus de langageaatiun systéme de régles de récriture
R qu'il posséde la propriété de Church-Rosser (resp. estummnifliresp. est localement confluent) si c’est le
cas pour la relation- .

Proposition 5.5 Une relation— r possede la propriété de Church-Rosser si et seulemenesstliconflu-
ente.

Démonstration Il est bien évident que Church-Rosser implique la conflugreeémonstration de la réciproque
se fait par récurrence sur le nombre de pas-dey entre deux éléments quelconquest y.
— Sile nombre de pas de— r entrex ety est égal &, x ety sont identiques et il est clair que

0 0 o
T =T < T=Y
R R

— Sile nombre de pas de—p entrex ety est égal & + 1, soit le premier pas a partir deest— p, soit c’est
<R.
— Cas—p:
T =1 sy
R R
Par hypothése de récurrence, il existel que

;%
r — v
R

=T
<

et donc
! *
xr ? v Y,

=
=l
=T
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— Cas+rp:
T — 1 sy
R R
Par hypothése de récurrence, il existel que

S s
i Ry7

et donc
! * *
T4~ T — U<,
R R R

On a un pic entre;, z’ etv, et par hypothése, commep, est confluente, il existe’ tel que

;o *
T (O
R

SRR

et donc
* / * *
x — VU — v+ t.
R R R

O
Par contre, la confluence et la confluence locale sont deipnsagui ne sont pas équivalentes. Consid-

érons I'ensemble? = {a, b, c,d} et la relation

{a = b;a — ¢;b— a;b — d}

]

La relation est localement confluente, mais pas confluente :

On a alors le graphe suivant :

—_—
-

S
S

N
A
~
A

=y
=y

Ne———Qe———o
N

ny
=y

Définition 5.6 Soiente un ensemble et; z une relation sure’. — i est convergente si elle est confluente
et<«p bien fondéé.

Remarque : encore un fois, on dira qu’'un systéme de récrituest convergent si la relation associée
— g l'est.

voir les rappels du chapitre 1.
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Lemme 5.7 Soit.«# un ensemble et une relation convergente sur. Alors tout élément de .« a une
R-forme normale unique qui est notéd .

Démonstration Nous allons montrer ce lemme par induction (Théoréme 1 Aaskelation bien fondée-x.
Soitz un élément dey. Nous allons distinguer trois cas :
— Siz n'a pas de prédécesseurs pedf, x a une unigue forme normale qui est lui-méme.
— Siz a deux prédécesseurety’ (éventuellement identiques) poufr, par inductiony a une forme normale
uniqueyl. ety’ a une forme normale uniqugl :

Ty - z =y
RyRyi 2y

i> /

rR A

2 a donc au moins une forme normale, par exempleEn utilisant I’hypothése ques g est confluente, on
obtient qu’il existe un élémenttel que

Sow &y
yiR Ryi

Or ¢ est en forme normale, donc il y en fait 0 pas entetv, ety| est identique a. De la méme facony’|
estidentique @. Finalementy] ety’| sont identiques.

O
On a vu plus haut que la confluence et la confluence locale rigpasren général équivalentes. C’est
cependant le cas pour les systemes bien fondés, comme l@éndgwman en 1942 [36] :

Théoreme 5.8 (Lemme de Newmanoit.«Z un ensemble ets ; une relation sureZ. Dans le cas ou—p
est bien fondée;> i est localement confluente si et seulement gi est confluente.

Démonstration |l est clair que si— r est confluente, elle est localement confluente. Il reste nerogue si—
est localement confluente, alors elle est confluente. Sepgaionc que- i est localement confluente, et montrons
par induction bien fondée sur g que
Ve € o/ P(x)

avec
(x) Vy,zeﬂ((ygx;z):(Ueﬂygvgz))

Soit donc(z, y, z) un triplet d’éléments dey tels que
k *
Y4~ T — Z
R R
— Siz n'a pas de prédécesseurs pedf; (i.e. pas de successeurs pouir), P(x) est trivialement vérifiée car
nécessairementet z sont égaux &, et doncv = x convient.
— Supposons maintenant qua des prédécesseurs pedr, et que tous ces prédécesseurs vérifient
— S’il n'y a aucun pas entre ety, alorsy = x est en relation pars g avecz en un certain nombre de pas, et
z en relation par» i avecz en 0 pas : on peut prendreen guise de.
y = T y = T

R* . R*
A
R* N

z z

z

Le raisonnement est similaire s’il n’y a aucun pas entet 2.
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— Supposons maintenant qu'il y a au moins un pas entety et entrez etz 1z —gr y —5 y et
r —pr 2/ —% z Comme—p estlocalement confluente, il existe un élémentel quey’ —73 o' et
z' —7% v'. Maintenant, par induction syt et avec le coupléy, v) on sait qu'il existe un élément’ tel
quey —7 v” etv’ —7} v”. Anouveau par induction suf avec le couplév”, z), on sait qu’il existe un
élémenw tel quev” —7} vetz —7% v, ce qui permet de conclure.

X
N
’ ’
y\ /Z

N //
AN
® *
N/
R* R , R R*
v
7/
7/
/
7/
7/

Yy / z
N /7 RY ’
AN / /
L N / //

R N /// ,
v /
/
\\ 7
N /
AN
\ 7 R*
\ /
O //
R* N ,
AN /
AN /
N Y

O

5.3 Paires critiques

Dans le cas ou I'on étudie une relation de récritur@g sur une algébre de termes, les paires critiques
permettent d'identifier facilement les cas a tester poufigéta confluence locale :

Définition 5.9 Soit 7 (F, X') une algeébre de termes, & un systéme de récriture. Une paire critique est
une paire de termes obtenue & partir de deux régle®Rdé — r; g — d} qui sesuperposentc’est-a-dire
qu'il existe un renommagge del, une positiorp € Pos(l) telle quel(p) ¢ X, etlp|, etg sont unifiables.
Soito l'unificateur principal delp|, etl. La paire critique est alors égale a

rpo = (Ipldly)o

Remarquons qu’une régle peut se superposer sur elle-méme.

Exemple 5.10 Soit (., F, 7) la signature monosortée telle que

S = {s}
Fo= {B’Ia }
T(e) = s
T(I) = s—s
() = sxs—s
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Considérons la regle de récriturer - y) - z — z - (y - z). Elle se superpose sur elle-méme a la position
(nous utiliserons le renommage= {z — 2/;y — v';2 — 2'}) 1 2/ - ¢/ S'unifie a(z - y) - z avec pour
unificateur principal{z’ — z - y; 4’ — z}. La paire critique est donc :

(@-y) - (z-2)=(z-(y-2)-7

Considérons laregle - e — x. Cette régle se superpose alaregle y)-z — z- (y- z) alaracine :2’ - e
s'unifie a(x - y) - z avec pour unificateur principajz’ — x - y; z — e}. La paire critique est donc :

(z-y)=z-(y-e)

Théoréme 5.11Un systeme de récriture est localement confluent si et seunlesn toutes ses paires cri-
tiques sont localement confluentes.

Démonstration Soit (u, s, ) un triplet de termes tels que—?! s etu —1

=0 t. Sans perte de genéralite,

—d,T

nous supposerons que la régle> r a déja été renommée, c’est-a-dire que I'ensemble des iesidp! et r est
disjoint de celui des variables gest d. Nous allons distinguer trois cas, les autres étant syquési:
— Si les redexes sont disjoints, c'est-a-dire guet ¢ ne sont pas préfixes I'un de I'autre, les deux récritures
commutent, en effet|, = (u[rol,)|, = ul, = go, doncs peut se récrire & la positianpar la régley — d en

ulro]p[do],, et de fagon analoguepeut se récrire a la positignpar la régld — r enu[do],[ro],.
u

— Siqg est de la formeq’q” aveci(¢’) = x € X, comme dans le cas précédent, I'idée est d’appliquer l&régl
g — dasetl — r at. Le probleme est qu8, = u[do]pqq|p = ulpldo]q e = lo[do]qyer N'est plus une
instance de si z a plus d'une occurrence dansll faut commencer par récrire tous les autres sous-termes
xo = xolgo]y delo enxoldo],s. Soit donc{q],...,q,} C Pos(l) 'ensemble des positions delistinctes
deq’ telles qud(q}) = z. Il est clair que

t

= [lo]p[do]pgq

= ullo]y[do]pg ¢ [wo']pq’1 e [ma]pq;

= u[la]p[da]pq’q” ga]pq’lq” S [ga]pq;q”
—gsa  ullolpldolpg g [dolpgqr - - - [dolpg, ¢

On noteo’ la substitution dont le domaine est identique a celurd telle que

xo! = zoldoly
yo! = yo Siy#z.
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On obtient alors

t =g ullo]y[do]pg [da']pq’lq” . [dolpg, ¢
= ullo]plzo’]py [zo’]pqi 2o pg
= ullo’],

et bien sOru[lo’], peut se récrire en[ro’],. Par ailleurss = u[ro], peut se récrire en[ro’],.

u

— Sig est de la formeyq’ ou ¢’ est une position non variable dé¢/(¢') ¢ X), nous allons utiliser le fait que les
paires critiques sont localement confluentes. Dans ceuas; lo etu|, = do. Or

do = ulg
= Ulpy
= (ulp)ly
= loly
Commeyq’ est une position dg lo|, = [|0. Donc
do =l|yo
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d etl|, sont unifiables, 'ensemble de leurs unificateurs est noe gicadmet un unificateur princip@ivoir
le théoréme 3.9). Par définition d’un unificateur principagst de la forme&r. Par hypothése, commé =
10[d6], est une paire critique, il existe un terméel que

rd —% v
0[dbly —% v

En instanciant les deux séquences de récriture ci-dessus @aobtient

ro = ror

Finalement, on conclut que

O

Corollaire 5.12 Soit R un systeme de récriture tel que la relatieny est bien fondéeR est convergent si
et seulement si pour toute paire critique= ¢ de R, il existes]. une forme normale de ett] une forme

normale de, telles ques|= ¢|. C’est encore équivalent a pour toute paire critiguie- ¢ de R, pour toute

forme normales| de s et toute forme normale] det, on as|= ¢].

5.4 Algebre de formes normales

Dans le cas d’'un systéme de récrituteconvergent (et fini), le probléeme du mot relatif a I'ensemble
d’équations associ€ est décidable :
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Théoréme 5.13Soit R un systéme de récriture convergent. Deux termet sont égaux modul@'; si et
seulement si leurs (uniques) formes normales respectu@sp z sont identiques (dans le cas @dliest un
ensemble fini, on peut effectivement calculer ces formesales).

Démonstration Soients ett deux termes. Il est clair que si leurs formes normales pegrsont identiquess
ett sont égaux modul@’z. Supposons maintenant quett sont égaux modul@y : il existe une séquence d’'étapes
de—p U < g entres ett, et comme— p est confluente, il existe un termeel que

S t
N
v

Soit par ailleurs une forme normadel z des :

S t
Wﬁ ]V
R* v

sir

R est confluent, donc il existe une preuve par récriture entfg etv, et commes |r est en forme normale, se

récritens | g :
S t
V’: V
R* v
/

slr
On peut compléter le diagramme de fagon symétrique poumpdite quelle forme normale|  det :

S t
W ]y
R* y R*
/ x
S iR t iR

R est confluent, donc il existe une preuve par récriture entfg et¢ |z, et comme ce sont deux termes en forme
normale, ils sont en fait identiques :




O
Le théoréme ci-dessus a pour conséquence :

Théoréme 5.14 Soit7 (F, X) une algébre de termes, Btun systéme de récriture convergent $utr, X).
La F-algébre.o/ définie par :
— Le support«, est égal a I'ensemble des termes clos de sogei sont en forme normale.
— Sif: s x...xs, — sestun symbole de fonction d& alors I'interprétation def dans.« est
égale a:

f%(uliv v 7un¢) = (f(u17 cee 7un))¢
est isomorphe & (F)/Er.

5.5 Systémes de récriture canoniques

Soit £ un ensemble d’équations sur une algébre de tefMés X'), et soitR un systéme de récriture
tel queE'i et E définissent la méme théorie équationnelleRSist convergent, on peut trouver un systéme
de récriture canonique associé’aPour cela, nous introduisons la notion de systéme inteitréd

Définition 5.15 Soit7 (F, X) une algébre de termes, &tun systéme de récriture sqr(F, X). R est dit
interréduit si pour toute réglé — r de R

— [ est en forme normale powk \ {I — r},

— r est en forme normale pouk.
Un systéme de récriture est canonique si il est convergantatéduit.

Théoreme 5.16 Soit 7 (F, X') une algébre de termes et soidhet R’ deux systemes de récriture tels que
— les deux relations-r,, et=p_, sont égales.
— R et R’ sont canoniques.
— < grur est bien fondée.

Alors R et R’ sont identiqgues a renommage pres.

Démonstration Soit! — = une régle dek. Nous allons montrer quB’ contient un renommage de cette régle.
etr sont égaux modul@'r, donc modulaE'z.. CommeR’ est convergent, il existe une preuve

l T

N

v

r etv sont égaux modul@'r., donc modulaE'r, commeR est convergent, il existe une preuve en V entet o :

l r
v - v

R
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CommeR est interréduity est en forme normale poui, et doncr etv’ sont identiques :

Or +gur' est bien fondée, doncetv sont identiques :
R/*
l

r

Comme<«— g est bien fondéd, etr ne sont pas identiques, donc il existe au moins une étapedwiré — - entrel
etr. Soitl’ — 7’ la régle utilisée lors de la premiére étape :

I R

P
\ R'*

On peut appliquer & — ' un raisonnement symétrique a celui fait su# 7, et on obtient :
RI
l/ /

T
\‘ />Z

[ contient une instance déqui lui-méme contient une instance glel est donc réductible par la régle— d de R.
CommeR est interréduit, la seule possibilité est gues d soit la réglel — r elle-méme! contient une instance de
I’ qui contient une instance de !’ est un renommage deparp :

R/ !

r

r est en forme normale powk, rp également, done’ et rp sont identiques, et la réglé — ' de R’ est un
renommage dé— r parp.
O

5.6 Récriture modulo

Le principe de la récriture est d'utiliser des égalités paire du remplacement d'égaux par des égaux
de facon orientéeToutes les égalités ne peuvent cependant pas étre osglgéas le plus simple et le plus
classique étant la commutativité :

r+y=y+uwx,

ou le membre droit et le membre gauche sont des renommageslid'Wautre. Dés lors qu’'un systeme
de récritureR contient un axiome de la forme ci-dessus, la relatiog n'est pas bien fondée. Plusieurs
solutions ont été proposées pour résoudre ce problémestétant basées sur une partition du systéme de
récriture de départ en deux parties, I'une «orientablesassijuement notég&, I'autre non-orientable et
notéesS. Le but ultime est encore de décider le probléme du mot moBylgs.
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5.6.1 Récriture dans les classes, récriture étendue

Le principe de la récriture dans les classes est d’appliguslation— r directement dans les classes
modulo=g, ce qui conduit a la définition suivante introduite par Batiiae et Lankord [33] :

Définition 5.17 SoientR un systéme de de récriture £tun ensemble d’équations. Un termee récrit en
t avecR moduloS si :
s’ W, s=g5 AN t=gt AN s =pt

Onle notes — /g t.

Pour utiliser effectivement cette récriture, il faut poindnumérer la classe d’'un terme mod$lpc’est-
a-dire gu’'elle soit finie. En outre, cela peut conduire a umalzinatoire rédhibitoire. En pratique, on utilise
une relation plus faible introduite par Peterson et Stif58].

Définition 5.18 Soit 7 (F, X) une algébre de terme® un systeme de récriture tune congruence sur
T (F,X). Larelation de récritureS-étendue parz, notée— g\  est definie par

s —g\r t Sietseulementsll — re R IpePos(s) do sl, =slo A t=slro],

5.6.2 Confluence de la récriture modulo

Certaines notions définies précédemment peuvent étresespsans changement (formes normales),
d’autres sont redéfinies :

Définition 5.19 (Church-Rosser, confluence, confluence Ideacohérence, cohérence localejoient o/
un ensemble> i et —g deux relations suk?, et— s une relation sureZ comprise entre- p et—p/s-
— —p est— ps-Church-Rosser moduler s si et seulement si

Ve, y € o, v (+—U+—)* = (@zded, vz &y
Y (2 Ue=) y (3=, AR vl )

— s est confluente moduler g si et seulement si

Ve,yzed, y x> 2z = (@i ed, y o v e & 2).
RS RS RS s RS

— —ps estlocalement confluente avecr modulo— g si et seulement si

Vo,y,z2€ 4, y+— o — 2z = (v ed, y > v & 2).
RS R RS S RS

— —ps est cohérente module g si et seulement si

Vo,yz€d, y & & z = (v, e, y@v@v’éz).
RS s RS s RS

— —ps est localement cohérente modules si et seulement si
Vo,yz€d, y «— x+— 2 = (o ed, y o vt & 2).
RS S RS S RS

Vision graphique des définitions :
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*

\ ’
\\* RUS . 7

ze——7
S
Church-Rosser

X X
* *
RS RS RS R
Yy z Y z
\ 4 \ 4

AN * 7 AN * 7
\\ // RS \\ // RS
S S
R \\ % // R \\ * ,/
Ve——">0 Ve-——"70
S S
Confluence* Confluence locale
X z X z
S / S /
* // //
/ /
R® x / R® x /
y\ // RS y\ // RS
Nk // N ok //
S N / S N\ /
RN % / RN * /
Ve——=>0 Ve——=>0
S S
Cohérence Cohérence locale

Le lemme de Newman 5.8 se généralise en le théoréme suivant :

Théoréme 5.20 (Jouannaud & Kirchner 1984) Soiente7 un ensemble»r, —g et — s trois relations
sur </, telles que— s est comprise entres g, et— g/ g €t<p /g est bien fondee. Les propriétes suivantes
sont équivalentes :

1. — R est— ps-Church-Rosser modules s,

2. —ps est confluente et cohérente moduig;,

3. —ps estlocalement confluente et localement cohérente avgomodulo— g,

4. pour tous élémentsety de.o/, z «—7, ¢ ¥ Si et seulement si pour toutes les formes normales

dex et toutes les formes normalgsdey pour — s, &’ «+—% v'.

Démonstration Il est évident qud. = 2. = 3..
Montrons maintenant qu = 4.
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Il est encore clair que pour tous les élémenety de.o tels que leurs formes normales peuiks sontS-égales,

T <—h,g Y. Montrons maintenant que

Vn, Y{x1,22,...,Tn-1,Tnt T1 < Tog & ... & Tp_1 <— T
V{1, 22, Bt RUS RUS RUS """ Rus "

=

Va!,z! z) estune forme normale dg A z/, est une forme normale dg, = 1z} % x,

par induction bien fondée avec I'extension multi-ensendele- s sur{z, 2, ..., Tn_1,Tn}.
1. Sin =1, 21 etx, sontidentiques, il faut montrer que toutes les formes nt@smdexr; sontS-égales.

() Siz; estenforme normale pous s, la seule forme normale dg estx; lui-méme, la propriété voulue

est bien démontrée.
(b) Sixz; n'est pas en forme normale pousrys, toute forme normale de; est obtenue a partir dg en au

moins une étape. Soient donc deux réductions de longueuosns h a partir de:; et conduisant a deux
formes normales) etz arbitraires, ou I'on identifie les termes obtenus aprés @rdeaéduction :

T1
Rf/ ‘25
Yy z
v N
RS RS
x) xf

— s est comprise entre; g et — /g, doncx; —p/s 2. Le pasr; —p/g z peutse décomposer par
définition en
T1 435 T2 4G ... 438 Tn—1 €35 Ty, —R 21 <05 2
On va montrer par induction sut la propriété suivante :

V2,281 = T AT 2 =
S S R S

P(m) = Va',z’ 2’ estune forme normale deA z’ est une forme normale de =
R
s
i. Sim = 0, on est dans la situation suivante :
x
R
*
— 2
S

Soientz’ une forme normale de et 2’ une forme normale de, remarquons que commese réduit
par— g, il ’est pas en forme normale pou# s, et qu'il y a donc au moins un pas entretx’ :

s x
RN
" (_L z
S
R® RS
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Gréce a la convergence locale, on peut clore en partie leadtage :

s
y R
*
" —Z
N * 78
\\ 2 5
RS RS N\ * Y R RS
* ve——=> *
S
! z
La partie basse du digramme entféet z
*
" —Z
\\ " * // S
\\ 7/ g
5 s
R” N * 4R
V=70
S

peut étre expansée en une séquence ne comprenant que degpeis—s entre des éléments
strictement plus petits que pour %E/S, on peut donc appliquer I'hypothése d’induction la plus

externe et en conclure que toutes les formes normales déz, en particuliers’ et 2z’ sontS-
égales:

ii. Sim > 1,on aledigramme suivant:

x T2 Tm
S S R

*
xo N'est pas en forme normale, sinon, en appliquant 'hypetBsductionP(m — 1) avecz, et
z, on peut conclure que, estS-égal a une forme normale deet donc que- /g est cyclique, ce
qui contredit la bonne fondationde ;5.
De mémey n'est pas en forme normale, car sinon, en appliquant la eoleérlocale entre, z- et
un réduit der, par— s, ON aurait encore un cycle pouf /g, ce qui est impossible.

Soientz’ une forme normale de et 2’ une forme normale de. D’aprés les remarques ci-dessus, il
y aau moins un pas entieet 2’ :
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x T2 Tm

Appliquons la cohérence locale eniré, x etzs. Comme indiqué ci-dessus; n’est pas en forme
normale, donc on a le diagramme suivant :

m—1
s x x9 T
R / S sl S R
! *
" xy —Z
\\ * * // S
S RS \\ * rs RS S
R o AN

Soitv” une forme normale de, en appliquant I'hypothése d’inductid®(m — 1) entrezs etz, on
peut refermer partiellement le diagramme :

m—1
s x X2 Tm
R I
S RS | S R
! *
x” xh —Z

\\ * * // S

RS/ R®~ xRS RS
% v «—>7 %
S AN

! RS \ " * /
X vV ———— == -z

Maintenant, on peut appliquer I'hypothése d’induction Buséquence obtenue en expansant la
séquence’ —,s v +—% v” endes étapes—pr U <—g. En effet tous les éléments quiy
apparaissent sont plus petits gtiepour la relation bien fondée;;/s. On peut donc conclure grace
au diagramme :

m—1
s x xr2 Tm
I
R/ ol 8 N‘i
'
1 1 *
T x5 — 2
N
Nk * 7 S
s N Vs S
RS R N * , R RS
* Ve—>0 %
S Nk
* RS N *
ZCI ———— e — U/I ——— - ZI
S S



2. Sin > 2, onva traiter 3 cas, suivant la nature du premier pas entetx, :
() Siz; +—g x9, il faut encore distinguer 2 cas :

i. Siz; esten forme normale, comme R/S est bien fondée, et a cause de la cohérence loeale,
est également en forme normale. Sdjtune forme normale quelconque dg. On peut appliquer

I'hypothése d’'induction sufzs, 3, . .., z, }, et obtenir le diagramme :
n—1
1 Z2 T,
0 S éRUS RS
R® 01 & *
*
€ T e————————————— — :E’;l

S S
ii. Six; n'estpasenforme normale, soiertetz! des formes normales quelconques respectivement
dex; etz,. En mettant en évidence le premier pas de réduction a partir,con obtient :

n—1
Z1 €2

Ln
RS/ S RUS
xf
* RS
RS
*
:L'I

Par cohérence locale, on referme partiellement le diagaemtrer!, x; etx,. Par le méme raison-
nement que ci-dessus, il y a au moins un pas:gg a partir dexs, et on le met en évidence :

n—1
S X1 x2 Tn
R S I RUS
RS
V
af al
\\ * * // RS
% *
AN
RS RS~ x4 RS
% V~———>v
S
! !
IL'I :L'n

Soit v” une forme normale quelconque dé& on peut appliquer I'’hypothése d’induction avec le

multi-ensemblg o, . . ., 2, } qui est strictement plus petit qde, =2, . .., z, }, v” etz), sontdonc
S-égaux :
n—1
S X1 i) In
R/ S s RUS
R |
v
xf xh
N x 7 S
\\\>|< e * R
RS RS ~ x4 RS
% V==
S N *
A
RY N S
x) e ——————— -z,
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Maintenant, on peut appliquer I'hypothése d’'induction Buséquence obtenue en expansant la
séquencey —hs v <—% v” endes étapes—r U <—g. En effet tous les éléments quiy
apparaissent sont plus petits gtiepour la relation bien fondée;;/s. On peut donc conclure grace
au diagramme :

n—1
S X1 T2 Tn
R S I RUS
RS |
V
xf xh
N 7/
\\\* * ’ g * RS
S * ¥
RS R \v«—*v’ R
* \
S NE
! S RS \ 1" S !
ri ~=-———————————————— - eE——_——————— - I
1 % * n

(b) Sizy —pr 2, par hypothése d’induction syr; }, on sait que toutes les formes normalesrdesont
S-égales, et donc en particulier, toutes les formes norntidas et toutes les formes normales de

sontS-égales. Par hypothése d’induction $us, . . . , x,, }, toutes les formes normales deet toutes les
formes normales de,, sontS-égales. On conclut par la transitivité dedaégalité.
(c) Sizy <R x2, par hypothése d'induction sy, . . ., z, }, toutes les formes normales dg, en partic-

ulier toutes les formes normales dg et toutes les formes normales.dgsontS-égales.

Il est finalement évident que = 1. en prenant les formes normales pour clore le diagramme.
O

5.6.3 Récriture AC-étendue

Un cas important en pratique est le cas ou I'on a des symbetexiatifs-commutatifs qui définissent
une relatiork— g qui est la théorie équationnelle définie par

r+y=y+u C
(Z+y)+tz=a+(y+2) AC

Dans ce cas particulier, la cohérence locale avec la contimitéigest toujours acquise. Si I'étape (C)
a lieu strictement au dessus éexc\r, —ac\r @ lieu en dessous d’'une position variable de (C), et donc
on a une commutation évidente, comme dans le cas du lemmeiles pritiques. Si I'étape (C) a lieu en
dessous, elle est prise en charge par le filtrage modulo AG &veecriture par— g.

La cohérence locale avec I'associativite est assurée degji® la récriture—ac\ @ lieu dans les
variables de (A), ou que (A) a lieu en dessous-elg-\ r- Le seul cas problématique est quand le membre
gauche dé de la régle deR se superpose a A a la positiori £ [; + I. Dans ce cas,

r+z —AC\R (ll +lg) + 2z +—acl —i—(lg—i—z)

La solution est d’ajouter & la réglel; + (lo + z) — r + z, appelée extension de la rédlet+ lo — 7.
Il n'est pas nécessaire d'étendre les extensions, caehsiin d’'une extension est une instance modulo AC
de I'extension de niveau 1. & est un systéme de récriture, on nétet(R) 'union de 'ensembleR et de
ses extensions.

En pratique, on travaille sur des termes aplatis (cf. Déimitt.15) ou méme en forme canonique (cf.
Définition 4.16) qui sont les structures naturellement paléies par les algorithmes d’unification et de
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filtrage modulo AC. De fagon classique, le terme- b est un sous-terme de + b) + c¢. Dans le monde
aplati,a + b est un sous-terme det b+ c. De fagon moins directe, + ¢ est aussi un sous-terme @e- b+ ¢
(cara + c est un sous-terme de + ¢) + b dont la forme canonique est+ b + c).

Il est possible de définir des notions de positff- et et de sous-termeac sur les termes aplatis qui
soit compatibles avec I'égalité modulo AC et cohérentes sv@otion usuelle, c’'est-a-dire telles que

Vstp,s =t = (Elp’j:%p
Vstp,s=t|, = (I, 5=t
Vstq,§:§|AC = (3t ¢,s=ac S Nt=act/ N =1|y)
Vstq,?zt]qc — (3_3’ t'qd,s=ac s Nt=pct' N’ =1t|y)
Vst,s <1t <= S<dacl <= 5<act

Heureusement les régles étendues permettent d’évitex cethplication. En conservarté notion
usuelle de positigrmais sur les termes aplatis ou les formes canoniques, antdéfi

5 —— tsietseulementsil — reR IpePos(3) o 3|, =aclo A t=s[ro],
AC\R

Etant donné un systéme de récritiRgon utilise la relation———— , par définition cohérente avec
AC\Ext(R)
AC. De plus sur les systémes de récriture clos par extenksmeux notions de récriture étendue coinci-
dent:

VRst,s —?AC\Ext(R) te=5 —— 1t
AC\Ezt(R)
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Chapitre 6

Ordres sur les termes

Définition 6.1 Un préordre < est une relation réflexive et transitive. La relation synggte > associée a
= est définie par

x > y Sietseulement gi < x
La relation d’équivalence~ associée a< est égale a< N = et l'ordre strict < associé a< est égal a
<\~

Définition 6.2 Soit7 (F, X’) une algébre de termes &t une relation sur cette algébre.
— Z est monotone si c'est une précongruence.
— Z est stable (par substitution) si pour tous terme=t ¢ et pour toute substitution, on a

sHt = soHto

Définition 6.3 Soit7 (F, X') une algébre de termes, gtun préordre sur cette algebres est un préordre
de récriture si :

— < et~ sont monotones,

— < et~ sont stables,

— < est bien fondé.

Si on a besoin de distinguer les propriétés de relatiorntatriet larges, il est commode d'utiliser la notion
de paires d’ordres Nous donnons une version simplifiée adesak reduction pairsle Kusakari, Nakamura
et Toyama [30].

Définition 6.4 Unepaire d’ordresest un couple de relations-, >) tel que
1. > estun préordre,
2. > estun ordre,
3. =->=>,
Une paire d’'ordres est dite :
— Bien fondéesi > est bien fondé ;
— Stablesi > et > sont stables par application de substitution ;
— Faiblement monotonsi = est monotone ;
— Strictement monoton@u plus simplemenmhonotong si > et = sont tous deux monotones.

Parmi les ordres couramment utilisés sur les termes, ordisinguer deux grandes familles : les ordres
sémantiquegui reposent sur une interprétation des termes et les aynéaxiquesjui restent dans I'algébre
des termes.
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6.1 Interprétations

Considérons un domain@ non vide et muni d'un ordre-, avec>p=>p — <p. Une fonctiony des
termes clos ver$ induit des relations-, et >, définies pars =, ¢ si et seulement sp(s) >p ¢(t) et
s >, t sietseulement $p(s) >p ¢(t). On obtient facilement que-,,, >,) est bien fondée sk p est bien
fondé.

La situation est plus compliquée pour les termes non clostémnes non clos vont étre interprétés par
des fonctions associant touté&svaluations de ses variables a un élémentdd interprétationp(¢) est
maintenant une fonctiofX — D) — D. On définit sur ces fonctions les relations :

f =p.x gsietseulement siv e X — D, f(v) >p g(v)
f>px gsietseulementsiv e X — D, f(v) >p g(v)

Remarque 6.5 Il est important de remarquer ici que la relationp x n'estpasla partie stricte de>p x.

Contre-exemple 6.6 Si une constante est associée a I'élément minimal dg on a bien pour toute vari-
ablex quex >=p x a etz Ap x a. Ainsi,(z,a) €=p x — <p,x Maisz ¥p x a.

Linterprétation sur les termes non clos induit les relagie-, et >, définies pas >, t si et seulement
Si@(s) =p,x ¢(t) ets >, t si et seulement sp(s) >p x ¢(t).
Finalement,-,, >, ) est une paire d’ordre bien fondéessp est bien fondé.

Définition 6.7 Uneinterprétation homomorphiqug est une interprétation qui & tout symbagfed’arité n
associe une fonctiopf], : D™ — D. On étend cette définition aux termes de la fagon suivanter. tpoite
valuationv : X — D

e(x)(v) = wv(z) pourx e X
p(f(tr, - ta))(w) = [fle(etr)(v), .. @(ta)(v))

On pourra n’écrire que f] en I'absence d’ambiguité sur.
Les interprétations homomorphiques se comportent biea-vis des substitutions.

Lemme 6.8 Pour une interprétation homomorphiqyg la paire d’ordre (>, >,,) est stable.

Démonstration On définit pour toute substitutiom et toute valuation la valuationy (o, v) qui a toute variable
x associep(zo)(v). On montre par induction structurelle que pour tout tetme(to)(v) = ¢(t)¢(o,v). Il faut
montrer que sk >, t alorsso >, to pour touts. Par définition, pour toute valuatian ¢(s)(v) >p ¢(t)(v) mais

p(s0)(v) = p(s)p(a,v) >p p(t)p(o,v) = p(to)(v), c'est-a-direso >, to.

O

Enfin on obtient immédiatement :
Lemme 6.9 Pour tout symbole d’arité n et1 < i < n, si pour tousds, ... ,d;—1,d;t+1,...,d, € D 0OnN
al[fl(di,...,di—1,2,dit1,...,d,) monotone croissante (resp. strictementlgmlors -, (resp.>.) est

monotone en I¢° argument def.

On obtient différents types d'interprétations suivant éengiine choisi. Nous allons nous intéresser ici
aux interprétations polynomiales.
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Interprétations polynomiales

Définition 6.10 Soit D,, = {x € Z|xz > u} et soit> l'ordre naturel sur les entiers. Une interprétation
arithmétiqueest une interprétation sub,,.

Une interprétation polynomial@st une interprétation homomorphique arithmétiqueelle que pour
tout symbolef, [ f], est une fonction polynomiale.

Exemple 6.11 La taille sur les termes est une interprétation polynomjadeticuliére définie par
[[f]](Xl,,Xn) =1+X7+...+ X,
si f est un symbole de fonction d'arité

Exemple 6.12 ConsidéronsF, une signature monosortée contenant une constgriua symbole unaird,
et un symbole binaire(infixe), et le systéme de récriture :

r-e —
x-I(z) — e
(@-y)-z = x-(y-2)

On a

[z - €]
[z - I(2)]

[=] +2

[x]

2[z] + 2

1

[e]

[«] + [y] + [=] + 2

[z (y-2)]

Les deux premiéres régles décroissent strictement, maigmterniére. Considérons maintenant 'interpré-
tation suivante :

v 1 Vv

[(z-y)-2]

[e]2 =1
[1]2(X) = X+1
[J2(X1,X2) = 2xX1+Xo+1
Ona
[« - €] = 2[z]2+2
> [=]2
[z I(x)]l = 2[z]2+ [I(x)]2+1
= 2[z]s + [x]2 + 2
> 1
= [e]2
[(-y)-2]2 = 2[z-ylo+ [2]2+1
= 2Q2[zla+ [ylo + 1) + [2]2 +1
= 4[z]2 +2[y]2 + [2]2 + 3
> 2[x]s +2[y]2 + [2]2 + 2

2[z]o + [y - z]2 +1
[z (y-2)]2

[ ]2 fait décroitre toutes les régles.
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Dans le cadre de preuves de terminaison, il faudra savoifieréque chaque fonction polynomiale
associée a un symbole d’aritéest bien deDj; vers D, (il suffit par exemple de vérifier pour un polyndme
P que P — y est positif) et qu’elle vérifie les bonnes propriétés dessance en chacun de ses arguments.
Il faudra aussi étre capable de comparer deux interprégtica comparaison d’équations diophantiennes
étant indécidable (c’est le $@robleme de Hilbert), on devra faire appel a des méthodesripletes.

6.2 Comment combiner des ordres

6.2.1 Combinaison lexicographique

Définition 6.13 Soient <1,..., =<, n préordres définis respectivement sur les domaines non vides
,...,9,. La composée lexicographique de <1, ..., <, est définie sur le domaing, x ... x 9,
par I'union disjointe des deux relations et < :

(1, yxn) =~ (Y1,---5Yn) SIVi=1,...n z;~ y
(1,...,2n) < (Y1,...,yn) SiFje{l,... n}Vi=1,...5—-1 x>~y N xj <y,

=< est notée égaleme(iy, ..., <,)iez-
Proposition 6.14 La composeée lexicographiquesy, . .., <, )i den préordres est un préordre ; la rela-
tion d’équivalence associée estet |'ordre strict est< donnés par la définition 6.13. Siq, ..., <, sont

bien fondés< est bien fondé.

Démonstration Toutes les preuves se font par inductionswar
(jl7 ) jn+1)lew = (jl7 (j2; D) jn-ﬁ-l)lez)lew-

Nous supposerons donc dans perte de généralité gue.
— Montrons que sK; et <, sont des préordres, alogsest un préordre :
— =< est réflexif car lesv; le sont.
— Montrons quex est transitif : supposons que;, z2) = (y1,y2) et (y1,y2) = (21, 22). |l faut distinguer 4
cas:
— (z1,22) ~ (y1,y2) €t (y1,92) =~ (z1,22). Doncxy =~ y1 =~ 2z etxo ~5 yo =~ 22, dONC
(x1,22) =~ (21, 22).
= (%1,22) = (y1,y2) €t(y1,y2) < (21, 22).
— y1 <1 21, donczy ~; y1 <1 21, 21 <1 21, (21, 22) < (21, 22) par décroissance stricte sur la premiere
coordonnée.
— y1 ™~ 21 €tys <2 29, dONCxy >~ Y1~ 21 €txe o Yo <2 29, (21, 22) < (21, 22) par décroissance
stricte sur la deuxiéme coordonnée.
= (71,22) < (y1,y2) €t(y1,y2) =~ (21, 22).
— x1 <1 Y1, donczy <1 y1 ™1 21, 1 <1 21, (@1, 22) < (21, 22) par décroissance stricte sur la premiere
coordonnée.
— x1 >~ Y1 etas <o Yo, dONCxy ~q Y1 > 21 €txe <9 Y2 ~a 22, (X1, 22) < (21, 22) par décroissance
stricte sur la deuxiéme coordonnée.
= (71,22) < (y1,y2) €t(y1,y2) < (21, 22).
— x1 <1 y1. Siy1 <1 21, par transitivitéz; <7 21 et (xz1,x2) < (21, 22) par décroissance stricte sur la
premiére composante.
Siy; ~1 21 €tys <2 22, 0N A1 <1 21 et(z1,22) < (21, 22) par décroissance stricte sur la premiére
composante.
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— 11 21 Y1 etws <2 y2,
Siy; <1 21, 0nax; <1 71 et(x1,x2) < (21, 22) par décroissance stricte sur la premiére composante.
Siy; ~1 21 etys <2 29, 0nadoncr; ~; y1 ™~ 21, Ta <2 Y2 <2 22 €t (x1,x2) < (z1,22) par
décroissance stricte sur la deuxiéme composante.

— Montrons que la relation d’équivalence associée @st~. Supposons que < y ety < z. Si l'une de ces
relations est<, en appliquant le raisonnement fait ci-dessus pour la ithaités, on obtientz < z, ce qui est
impossible, donc en fait; ~ y. Réciproquement, si ~ y, alors on a biem < y ety < x.

— Montrons que la relation d’ordre stricte associég ast<. < est par définition< \ ~, et d'aprés le point
précédenty est la relation d’équivalence associég donc< est la relation stricte associée<a

— Montrons que sk; et <5 sont bien fondés, alors est bien fondé, c’est-a-dire

Vo1, 22 Asc(xl,xg)
On va en fait montrer une propriété un peu plus forte
Vo, e, 1) Ty~ x1 = Agc(x’l,xg),
par induction bien fondée suf avec<;. Soit doncr; un élément de7;, on va donc montrer :
(Vy1, v <121 = (Vag,y, 27~y = ASC($/1J72))) = (Voo 2y, 2f 21 = AEC($/17$2))
Soit doncH; I'hypothése d’induction
Yy, y1 <121 = (Vae,2), o) ~1y1 = Agc(x'l,acg))

On veut montrer
Voo, 2y, o] =11 = Agc(z&,zg)

On va le montrer par induction bien fondée syravec<s,, soit doncr, un élément de’,, on va donc montrer
(vaa Yz <222 = (vxllv xll ~ T = Afc(z/layQ))) = (vxllv xll ~prn = Afc(z/lazQ))
Soit doncH; I'hypothése d'induction

Vya, y2 <oxe = Vo, 2i =~ 21 = Agc(xll,yg))
Soitz] tel quez| ~; 1, montrons maintenamcc< (x}, z2), c'est-a-dire

Yyi,y2, (y1,v2) < (2},22) = Agc(yhyz)-

Soient dongy; etys deux éléments tels qug:, y2) < (¢, z2). Distinguons deux cas :
— y1 <1 o). Commex) ~; 1, 0nay; <; z1, et il suffit d’appliquerH; avecy;, y2 ety;.
— y1 ~ @) etys <a xo. Il suffit d’appliquerH, avecys ety;.

O

6.2.2 Combinaison multi-ensemble

Nous commencerons par définir les multi-ensembles sur yposu@ensemble) non vid&. La notion
de multi-ensemble est une généralisation de celle d’engemib élément pouvant avoir un nombre entier
positif guelconque d’occurrences dans un multi-ensenalglus seulement 0 ou 1. Formellement un multi-
ensemble (fini) est défini comme suit :
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Définition 6.15 Soit 2 un ensemble non vide. Un multi-ensemble fini @uest une applicationV/ de
dansN qui est nulle sauf sur un nombre fini d’élémentsalel 'ensemble des multi-ensembles finis Sur
est noté.7(2). SoientM; et My deux multi-ensembles si.
— LintersectionM; N M, de M; et M- est définie paiV; N Ma(e) = min(M;(e), Ma(e)).
— L'union M; U M> de M; et M, est définie pa\/; U Ma(e) = max(M;(e), M: (e))
— Lasommé\f; + M, de M; et M, est définie padV; U Ma(e) = Mi(e) + Ma(e).
— LadifférenceM; — M, de M, et M est définie pai\/; — Ma(e) = max(0, Mi(e) — Ma(e)).
— L’ensemble vid@ est défini paive € 2 ((e) =

Définition 6.16 Soit < un préordre défini sur un domaine non vige La composée multi-ensembig,,;
de < est définie sur les multi-ensembles de. 7 () par la cléture (réflexive) transitive de la relation
_~l 1
—mul™ —mul U _<mul
Mu{z}~l MU{y}siz~y .
MU{y1,...,yn} <}nul MU{z}sivje{l,...,n} y; <z

Par définition, il est clair que,,,,,; est réflexive et transitive, donc que c’est un préordre.

Proposition 6.17 <,,,,; €st un bien fondé si et seulementksest bien fondé.

Démonstration En identifiant les éléments dg et les multi-ensembles singletons, il est clair que:si.; est
bien fondé < est fondé. Supposons maintenant guest bien fondé. Montrons que,,.; est bien fondé. Nous allons
en fait montrer que<? . est bien fondé.

La démonstration (constructive) se fait par 3 inductiomnlfondées imbriquées, en utilisant le lemme suivant :

Lemme 6.18 Soienta un élément d&” et M et N deux multi-ensembles tels qne <}, {a} + M. Alors on est
dans I'un des deux cas suivants :

. ilexisteN’ tel queN = {a} + N’ etN' <! . M,
. ilexisteK tel queN = K + M etK <! . {a}.

Ce lemme se démontre tout simplement en utilisant la définjiar cas de<?, ;.
La propositionvM, Acc_: (M) se démontre par induction structurelle sur les multi-erdesnconstruits a
partir def) et de I'ajout d’un singleton.
— ) est accessible car minimal.
— Dans le caga} + M, par induction, on a I'hypothése qué est accessible poux!
{a} + M est accessible powt! . parinduction bien fondée suravec< :

On va montrer que

mul”

(Vb, b<a = (VM, Acc(M) = Acc({b}+M))) = (VM, éCC(M) = Acc({a}+M))

mul mul mul mul

Soit doncH; I'hypothése :

Vb, b<a = (VM, Acc(M) = Acc({b}+ M))

=< =<

mul mul

Nous allons montrer
VM, Acc(M) = Acc({a}+ M)
3

mul mul

par induction bien fondée si avec<! ; :

(YN, N <!

mul

M = Ac({a}+N)) = (Acc(M) = Acc({a}+ M))

mul mul mul
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Soit doncH; I'hypothese :
VN, N<L.M = Acc ({a} + N)

mul
mul

On sait queM est accessible, montrons g{xe} + M est accessible, c’est-a-dire que

YN, N <pu{a}+M = Acc(N)

mul
_<7nul

Soit doncN un multi-ensemble teN <! . {a} + M, d’aprés le lemme 6.18, on distingue deux cas :
1. ilexisteN’ tel queN = {a} + N’ et N’ <! . M. |l suffit d’appliquerH, avecN’.

mul
2. ilexisteK tel queN = K + M etK <! . {a}. On encore une fois une induction structurelle Kur
— SiK = (), N = M est accessible par hypothése.
— SiK = {b} + K’, par hypothese d’inductioky’ + M est accessible. Utilisons maintendft avech
et K’ + M pour conclure.

O

6.3 RPO : ordre récursif sur les chemins

Outre les interprétations polynomiales, il existe un tyfmedte sur les termes bien adapté a la mécani-
sation, il s’agit de I'ordre récursif sur les chemins : RAR&¢ursive Path Ordering

Définition 6.19 Soit 7(F, X) une algébre de termes, so#t une précédence (c’est-a-dire une rela-
tion réflexive et transitive) su, et soitstatus une application deFdans I'ensemble a deux éléments
{lex,mul} compatible avee-. En outre, sif ~ g et status(f) = status(g) = lex, alors f etg ont la
méme arité~ est étendue & U X, une variable n’étant comparable a aucun élémentfde X’ (autre
qu’elle-méme). L'ordre récursif sur les chemifis,,, est défini par

s=f(s1,-,5n) Sepot =g(t1,... tm)
si 'une des conditions ci-dessous est remplie :
1. Htj S jrpo tj
2. f<getVie{l,...,n} s <ppot
3. f~g, status(f) = mul et{s1,...,sn}(Zrpo)mui{ts, .., tm}
4. f ~ g, status(f) = lex, (s1,...,50)(Zrpo)iex(t1, ..., tn) €V € {1,...,n} 8; <rpo t.
Nous allons montrer qu€,,, est un préordre de récriture.

Lemme 6.20 <,,, est réflexive.

Démonstration On montre que pour tout ternse s =rpo 8. La démonstration se fait par récurrence sur la taille
des, et en utilisant les cas 6.19.3 ou 6.19.4 suivant le statgythbole de téte de
O

Lemme 6.21 Sis = f(s1,...,5n) Zrpo t, AlOrs pourtouti = 1,...,n, $; <ppo t.

Démonstration La démonstration se fait par récurrence sur la somme ddsstaies et t. On écritt =
gltre. . tm).
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— Sis =,p0 t par sous-terme, alors il exisjdel ques =<,,, t;. Par hypothése de récurrence set¢;, pour tout
i, 8i <rpo t;j. Parle cas 6.19.1, on obtiesit <,.,, t. Sit <,p, s;, par hypothése de récurrence st s;, on
obtientt; <,po si, C€ qui contredib; <,p, ¢;. DONCs; <,po t.

— Sis <t parles cas 6.19.2 ou 6.19.4, alefs<,,, t par définition de I'ordre.

— Sis =< t par le cas 6.19.3, alors pour toutil existe j; tel ques; =<,p, tj,, doncs; =.p, t par le cas
6.19.1. Supposons que=,,, s;. Alors, par hypothése de récurrence suett, t;, <,po s;, Ce qui contredit
8i Zrpo tj,, AONCS; <ppo t.

O

Corollaire 6.22 Sis =, t par les cas 6.19.1 ou 6.19.2, alogs<,, ¢

Démonstration La démonstration se fait par contradiction. Supposong atig,, s. Par le lemme 6.2%; <, ,,
s pour tous les sous-termes immédigtsiet.

Sis <rpo t par le cas 6.19.1, il exist® tel ques <,p, t;,, d’ol une contradiction.

Sis =<,po t par le cas 6.19.2, comme le symbole de téte dst strictement plus grand que celui gda seule
possibilité pour obtenit <., s est par le cas 6.19.1. D'aprés le cas précédeat,,, s, ce qui contredis <, t.
O

Proposition 6.23 <,.,, est une relation transitive.

Démonstration Supposons que = f(s1,...,8n) =rpo t = g(t1,...,tm) €1t <rpo u = h(u,...,up). La
démonstration se fait par récurrence sur la somme desstdile ¢ etu.
— Sis <,po t parle cas 6.19.1, il existg, tel ques =,,, t;,. Par hypothése de récurrence ayea;,, ), on

concluts =<,.,, u.

— Sit =0 u parle cas 6.19.1, il existey, tel quet =<,,, uk,. Par hypothése de récurrence ayea, ux, ),

5 =rpo Uk, - EN appliquant le cas 6.19.1, on conclut,.,, u.

— Sit <,p0 uparle cas 6.19.2; < h et pour tous les;, t; <,po u.

— Sis <po t parlescas 6.19.2,6.19.3 ou 6.194% ¢, etdoncf < h. De plus, par le lemme 6.2%, <, ¢,
et par hypothése de récurrence afgct, u), s; =rpo u. Siu <rpo S5, €N utilisant 'nypothése de récurrence
avec(t, u, s;), on obtient <, s;, ce qui estimpossible d’aprés le lemme 6.21 ; dane,,, u, ets <, u
par le cas 6.19.2.

— Sit =<po uparlecas 6.19.3; ~ het{ts, ..., tm}H(Zrpo)mur{tit, .-, up}-

— Sis =,po t parle cas 6.19.2; < h, etdoncf < h. De plus, par le lemme 6.2%; <., ¢, et par hypothése
de récurrence ave;, t,u), s; =rpo u. Siu =,p0 S, €n utilisant 'hypothése de récurrence ayea, s;),
on obtientt <,,, s;, ce qui est impossible d'aprés le lemme 6.21; don&,p, u, €ts <,,, u par le cas

6.19.2.

— Sis <,po t parle cas 6.19.3f ~ g et{s1,..., 5} (Zrpo)mu{ts, ..., tm }. Par hypothése de récurrence,
=rpo €St transitive sur 'ensemble des term@s, ..., sn, t1, ..., tm, U1, ..., Up}, €1 AONC(=1po)mur €SE
transitive sur les multi-ensembles construits sur cetrabse donc{s1, ..., sp }H(Zrpo)mut{t1, - - -, up}, €t

5 =rpo u parle cas 6.19.3.

— Le cass =, t par 6.19.4 est impossible cfir~ g ~ h ne peut avoir a la fois le statut lexicographique et
multi-ensemble.

— Sit =,po uparlecas 6.19.4,~ h, (t1,...,tm)(Zrpo)iex (U1, - - ., up) €t pOUr tous leg;, t; <,po .

— Sis =,po t parle cas 6.19.2; < h, etdoncf < h. De plus, par le lemme 6.2%; <., ¢, et par hypothése
de récurrence ave;, t,u), s; <rpo u. Siu =0 S5, €n utilisant 'hypothése de récurrence ayge., s;),
on obtientt <,,, s;, ce qui est impossible d’'aprés le lemme 6.21; donN&,p, u, €ts <,,, u par le cas
6.19.2.

— Le cass <, t par 6.19.3 est impossible cfr~ ¢ ~ h ne peut avoir a la fois le statut lexicographique et
multi-ensemble.
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— Sis =,po t parle cas 6.19.4f ~ g, (s1,...,5:)(Zrpo)ies(t1,. .., tm) €t pOUr tOUS less;, s; <rpo
t. De méme que précédemment par récurreigg,. . ., sn)(Zrpo)icz (t1, ... tn) €1 (t1,. .., tn)(Zrpo
Jiew (U1, ..., uy) entraine que(si, ..., $n)(Zrpo)iez (U1, ..., uy,). Par ailleurs, pour tout = 1,...,n,
8i <rpo t Srpo U, dONCS; =ypo U, €1U =<rpo §; €Ntraine une contradiction <,p, s;), dONCs; <,po u, €1
s =rpo u parle cas 6.19.4.

O

Proposition 6.24 <., et~,,, sont monotones.

Démonstration Supposons que =rpo t. Il est facile de voir quex,.,,, est monotone en utilisant les cas 6.19.3
ou 6.19.4 suivant le statut depour conclure que

f(ula' sy Ug—1,5 8, Uit 1,5 - - - ,Un) jrpo f(ulv" 'auiflvtauz?kl;- o aun)-

On en déduit que,.,, €St monotone.
Supposons maintenant gsie<,,, t. D’apres ce qui précéde, = f(u1,...,Ui—1,8, Uit1s- -, Un) Srpo Ut =
flug, .o u 1,t Uit1, - - -, Up). SiON AU =,p0 Us, ON distingue suivant les cas :
- SI Ut Srpo Us PAr Ie cas 6.19.1, il existe un sous-terme direct.ggui est plus grand que;. Ca ne peut pas
étre unu;, donc c’ests, et donc <, Ut =rpo S, C€ Qui contredis <., ¢t. Ce cas estimpossible.
— Uy <Tpo us par le cas 6.19.2 est impossible ecaretu, ont le méme symbole de téte.
— Siug <rpo us parle cas 6.19.3{ur, ..., ui—1,t, Uig1, - - -5 Un F(Srpo)mut {UL, -+« s Wis1, S, Uik 1, -+ -, Un }
donc nécessairement<,,, s, ce qui contredit <,.,, t. Ce cas est impossible.
— Siu <rpo us par le cas 6.19.4, on conclut de méme.
Finalementy; <,,, us estimpossible, et dong, <,p, u;.
O

Proposition 6.25 <., et~,,, sont stables.

Démonstration Soients = f(s1,...,5,),t = g(t1,...,tn) deux termes. On montre par récurrence sur la somme
des tailles de et¢ que sis <,,, t alors pour toute substitution, on aso =<,,, to, et ques <,,, t alors pour toute
substitutiorr, on aso <., to.
— Sis =,p0 t par le cas 6.19.1, il existetel ques <., t;. Par hypothése de récurrenee <,.,, t;o, et donc
50 =ypo to parle cas 6.19.1. D'apres le corollaire 6.22,~< ., to.
— Sis =<, t parle cas 6.19.2f < g, etpourtouti = 1,...,n, s; <.po t. Par hypothése de récurrence,
8i0 =<ypo to, €t doncso =<,.,, to par le cas 6.19.2. D’aprés le corollaire 6.22,<,.,, to.
— Sis =,po t parle cas 6.19.3f ~ g, et {s1,...,5.}(Zrpo)mu{t1,...,tm}. Par hypothése de récur-
rence, {510, ..., 5,0 H{(=Zrpo)mut{t10, ..., tmo}, €t donc so =rpo to par le cas 6.19.3. Si en outre
5 <rpo b {51, ooy St (Zrpo)mut{t1, - - -, tm} €st une relation stricte, donc par hypothése de récurrence,
{s10,...,8,0}(= ,po)mul{tla .,tmo} est stricte également. on ne peut donc pas awoir,,, so par
le cas 6.19.3. Ca n’est pas possible non plus par les casl@8.19.2, sinon on aurdit <,,, so, ce qui
contreditso <., to. Comme le statut d¢ est multi-ensemble, le cas 6.19.4 n’est pas a envisaget.
— Sis Zppo tparlecas6.19.4, ~ g, (s1, ..., 5n)(Zrpo)iex(t1, . .-, tm), €LPOUrtOUE = 1,..., 1, 8; <ppo t. Par
hypothése de récurrende; o, . . ., $,0) (Zrpo)ies(t10, . . ., tmo) €tpOUrtout = 1,...,n, s,0 <,po to. DONC
$0 =,po to par le cas 6.19.4. Si en outse<,,, t, larelation(si, ..., sn)(Zrpo)iex(t1, - .., tm) €St Stricte,
donc(sio,...,5,0)(Zrpo)iex(ti0, ..., tmo) €St stricte également, et donc on ne peut pas avoik,p, so
par le cas 6.19.4. Ca n’est pas possible non plus par lesTad &t 6.19.2, sinon on aurait <,,, so, ce qui
contreditso <,.,, to. Comme le statut d¢ est lexicographique, le cas 6.19.3 n’est pas a envisager.

O

Proposition 6.26 <., est bien fonde.
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La démonstration est basée sur le lemme suivant :

Lemme 6.27 Soit7 (F, X') une algébre de termeg,c F un symbole de fonction d’arite, et (s, ..., s,)
un n-uplet de termes accessible poutr.,,. Alors si~< est bien fondéef (s, ..., s,) est accessible pour

~rpo-
Démonstration Soit.«Z 'ensemble

{(f, (t1,...,tn)) € FX (T(F,X)" |arit(f)=n A Vi, 1<i<n = Acc(t;)}

<rpo

et <<, l'ordre défini sure/ par

(f7 (Sla ) Sn)) <<7"PO (ga (tla v atm))
si et seulement si
[ =g
ou f~ge Mul,{s1,...,Sn}(<rpo)mut{tis. - tm}
ou f~ge Lex,n=m,(s1,...,5.)(<rpo)iex(t1,--.,tm)

Par définition dez7, si < est bien fondéex<,,, est une relation bien fondée dé.
Nous allons montrer
v(fa (tlv cee 7tn)) S A7 écc(f(tla ce atn))

Tpo

par induction bien fondée suravec—<,,,. Soit doncH; I'hypothése d’'induction

V(g,(s1,--.,8m)) €9, (g,(S1,---,8m)) <<rpo (f, (t1,...,tn)) = Acc(g(s1,...,5m))

_<7‘])O
Nous allons montredcc, . (f(t1,...,tn)), C'est-a-dire

VSET(]:7X)7 S'<7'po f(tl,,tn) = ACC(S)

<rpo

Nous allons montrer cette propriété par induction bien &mslr la taille de. Soit doncH, I'hypothése d’'induction

Vu e T(F,X), |lul <|s| = u=<rpo f(t1,.. . tn) = ﬁlcc(u)
rpo

— Sis <ppo f(t1,...,t,) parle cas 6.19.1, il existetel ques <., t;. Par hypothésg est accessible pou, .
doncs également.

— Sis <ppo f(t1,...,ts) par le cas 6.19.2, alors = g(s1,...,5m), g < f, et pour toutj = 1,...,m,
Sj =<rpo f(t1,...,t,). ParHy, less; sont accessible pouk,,,, et donc(g, (s1,...,sm)) est danse, et
(g, (815--+38m)) =<rpo (f, (t1,...,tn), donc patHy, g(s1,. .., sm) st accessible pout, ,,.

— Sis <ppo f(t1,...,tn) par le cas 6.19.3, alors = g(s1,...,5m), f =~ g, e {s1,..-, Sm}(Zrpo
Jmut{t1,-..,tn}. POUr touts;, il existet; tel ques; =,,, t;, et commet; est accessible poug,,,, s;
I'est aussi. On conclut comme précédemment Quési, ..., sy,)) est danseZ, et (g, (s1,...,5m)) <<rpo
(f, (t1,...,tn), donc parHy, g(s1,.. ., sm) est accessible pou, p,.

— Sis <ppo f(t1,.--,tn) >rpo Parle cas 6.19.4, alorss = g(s1,...,8,), f ~ g, et pour toutj = 1,...,n,
$j =<rpo f(t1,...,t,). ParHs, less; sont accessible pouk,,,, et donc(g, (s1,...,Sm)) est dans«, et
(g, (S15--+38m)) =<rpo (f, (t1,...,tn), donc patHy, g(s1, ..., sm) st accessible pout, ,,.

O
Proposition 6.28 Si < est bien fondéex,,, est bien fondé.
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Démonstration On montre que tout termeest accessible poux.,, par récurrence sur la taille de Soit

t = f(t1,...,ts) unterme : par hypothése de récurrencet/esont accessibles pous,,,, et par le lemme 6.2%,
est aussi accessible podr,,.
([l

D’aprés les propositions ci-dessus, nous pouvons conclure

Théoréme 6.29<,,, est un préordre de récriture.

Exemple 6.30 Considérons la méme signature et le méme systéme de réayiiiéx I'exemple 6.12. Soit le
RPO défini pare < I < -, - ayant un statut lexicographique de gauche a droite. On asalor

T <rpo T-€ par le cas 6.19.1.
e <ppo x-I(x) par le cas 6.19.2.
z-(y-2) <ppo (x-y)-z par le cas 6.19.4.

Détaillons la derniere ligne :
— (x,y - 2)(<rpo)iex(x - Y, 2) CAr T <,p, x - y par le cas 6.19.1.
— 2 <ppo (z-y) - z par le cas 6.19.1 itéré deux fois
— Y- 2 <ppo (r-y)-zparlecas6.19.4.:
— (, 2)(<rpo)iex(x - y, 2) CAry <,po x -y par le cas 6.19.1.
— Y <rpo (- y) - z par le cas 6.19.1 itéré deux fois.
— 2 <ppo (- y) - z parle cas 6.19.1.

6.4 KBO : Knuth-Bendix Ordering

L'ordre KBO [28] est antérieur au RPO et est défini a partimé'yprécédence sur les symboles de
fonction, et d'une fonction de poids : 7 — N. Le poids est étendu aux termes de la fagon suivante :

w(f(trs- - tn)) = w(f) + B w(t)

KBO est alors défini par :

w(s) < w(t)

S <kpo t

w(f(s1,---58n)) =w(g(t1,...,tm)) €Lf <g
f(Sl,. .. ,Sn) <kbo g(tl, .. ,tm)

w(f(81,---y80)) = w(f(t1,--,tn)) €(s1, ..y 8n) (<kbo)iex(t1s- - tn)
f(Sl,...,Sn) <kbo (tl,...,tn)

Pour que cette relation soit un ordre de récriture, il faubetne des conditions dites de compatibilité :
— toutes les constantes @eont un poids strictement positif.
— ily a au plus une fonction unaire de poids nul, et s’il y en a,lelle est maximale pouk.
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Chapitre 7

Terminaison

7.1 Notion de terminaison

7.1.1 Indécidabilité

Le probléme de savoir si un systeme de récriture quelcoreyuairte est intimement lié a I'arrét des
machines de Turing et, par 14, indécidable. La premiére détration est due a Huet et Lankford (en 1978)
qui codent un probleme indécidable avec un nombre non bamégles de récriture [25] que Dershowitz
a ensuite réduit a un nombre fixé (et petit) [15]. Enfin Dauehptoposé un codage pour une machine de
Turing arbitraire avec une seule regle, linéaire gaucharet superposition sur elle-méme [13]. On réduit
ainsi a la terminaison des systémes le probléme de I'argétndehines de Turing.

Huet & Lankford  Nous donnons ici la traduction simple inspirée des travaukidet & Lankford [25]
en quelques regles de récriture de mots.

Considérons une machine de Turif@, g0, A = {0,1},b,9) ou Q est 'ensemble des étatg, I'état
initial, 0 et1 les deux lettres de I'alphabet de travdil b le caractére de blanc étla fonction de transition
de@ x Avers@ x A x {«,»} qui aun état et a un caractére lu associe un nouvel état, aotéss ecrit
et un déplacement vers la drokeou la gauchedq sur le ruban borné a gauche.

Afin d’exprimer les configurations successives d’'une maekli@ Turing dans le formalisme de la récri-
ture sur les mots, nous considérons les mots sur la signatere) U A U {b}.

Dans un moy;a, ¢; représente I'état actuel de la machinevéé caractére sur lequel pointe la téte. Les
transitions peuvent donc étre codées de la maniére suivante

iné—>ﬁq]' Si 5(QZ7Q) = (qj767>)7
Oql-oz — qJ-Oﬁ . A . ‘
lgia g8 [ 7 Oain ) = (4, 6, )

Il reste a ajouter les cas dégénérés, c’'est-a-dire faisamvenir le caractére blanc, pour obtenir la simulation
désirée.

On obtient ainsi une correspondance entre les configueatoncessives de la machine et les mots
obtenus par réduction a I'aide du systéme.

Correspondance de Post Il existe également une illustration par réduction du peoi# de lacorrespon-
dance de Posd la terminaison d’un systéme de récriture.
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Une instance du probléme de correspondance de Post eseduamén alphabetsalettres{ay,...,a,}
et un ensemble de couples de mots sur cet alpHdbetv:), .. ., (up, vp)}. Le probléme a une solution s'il
existe une suite finie d’entiers entre Ipet ji. )« telle que

ujluJ-Q . = Uj1vj2 e

Cette instance est codée grace a un systéme de récrituresiéfia signature{ f, e, a1,...,a,}. Le
symbolef est ternaire, le symboleest une constante et les symbalgsont unaires.
Pour chaque couple@:;, v;), on définit une regle

fuj(), 05 (), 2) = f(z,y,2)

L'ensemble de cegrégles constituent un systéme de récrititse
En outre pour chaque symbalg on définit

f(E, €7ai(y)) - f(ai(y)7ai(y)v al(y))

Cet ensemble de regles est appelB&s.
Le systéme de récritur®; U Ry ne termine pas si et seulement si le probléme de correspomdhm
Post a une solution.
— Si le probleme de Post a une solution, il existe un mogui peut s’écrireu; u;, ...u;, €t
VjyVjg ++ - Ujgs donc
fle,e,w) = f(w,w,w) — f(e, €, w)
Ro R’

— SiR; U Ry ne termine pas, il y a forcément un nombre infini d’étape&glecar R, seul termine (par
décroissance sur les tailles). On a donc un schéma de la forme
— 5wy —

f(€> €, ’U)) Ry f(w> w, ’U)) R, w1 Ry w2
CommeR; ne change pas le symbole de téte des termesyqoue contient pas d¢, que R; nen
introduit pas et ne change pas le dernier argument des tepuriecrit, w; est de la formef (_, _, w)
et comme on peut lui appliquep r,, il est de la formef (e, ¢, w), ce qui signifie quev peut s’écrire
de deux fagons différentes comme

ujlujQ .. .Uj =W = Uj1vj2 .. .’Uj

q q

Le probléme étant indécidable, les techniques destinéesuagy la terminaison de systémes sont, bien

sQr, correctes mais surtout forcément incompletes. Eliestesssent donc & un argument de terminaison, un

argument de non-terminaison ou un constat d'impuissance.

7.1.2 Schéma de preuve

L'approche typique d’'une preuve (automatique) de terrsraiconsiste a passer de problémes de bonne

fondation a d'autres, équivalents mais plus faciles a dsjusqu’a obtenir des problémes triviaux ou bien
gui admettent une solution donnée par un ordre bien fondé.

On aboutit de fait a un arbre de preuve comme celui de la figdre 7

Nous appelleronsriteresles méthodes correctes et complétes permettant de passeprdbléeme de
bonne fondation a un (ensemble d’) autre(s). lls impliquias contraintes ditesontraintes de terminaison
La derniére étape de preuve fera éventuellement interdesiconstructions d’'ordres bien fondés.
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RPO

Interp. poly. i:
. DPRGL{ AFS SN
: "'k—SAFS"'islTERM
DPRG1 SN DPRG}, SN DPRG,, SN
S/GRAPH
DPR(G, R) SN
GRAPH
DPR(DP(R), R) SN

R SN

FiG. 7.1 — Un schéma typique de preuve de terminaison. La not8tibsignifie « est bien fondée ».

Par exemple, sur le schéma de la figure 7.1, le probléeme devimtison de la relation initiale est trans-
formé en un probléme de terminaison de la relaB&R induite par DRR) et R a l'aide du critére DP, puis
par le critere ®APH et ainsi de suite jusqu’a obtenir des contraintes d’ordéeslues par interprétations
polynomiales (& gauche), d’autres résolues par RPO (auegeztt encore d'autres réduites au probléme
trivial (a droite). Nous allons passer en revue ces critéres

7.2 Criteres

7.2.1 Manna & Ness

Il est clair qu'il suffit de prouver l'inclusion d’'une relatm de récriture dans un ordre bien fondé pour
prouver que la récriture termine.

La méthode dite de Manna et Ness (mais due a Lankford) cerssigbnger la relation de récriture dans
un ordre ditde récriture Il suffit alors de tester uniquement les régles du systémerepas toutes les paires
de termes dont le premier se récrit en le deuxiéme.

Théoréme 7.1 SoientR = {l; — r;}i=1,..» €t un préordre de récriture.
Sir; < l;pouri =1,...,n, alors R termine.

Démonstration Si s < g ¢, il existe une réglé; — r; de R qui a permis de faire cette récriture = ¢[/;0], et
s = t[r;o],. Par hypothése; < [;. Comme= est un préordre de récriture,

— < est stable, dong,o < [;0,

— < estmonotone, done= t[r;o], <t = t[l;0],.
En conclusions g est incluse dans:. Puisque< est bien fondés— g I'est aussi.
O

La réciproque est évidente : la relation qui termine définibtdre de récriture bien fondé.

7.2.2 Paires de dépendances (DP)

La méthode précédente est trop restrictive dans le sendeoiimglose la monotonie stricte des ordres
convenables. Arts & Giesl ont proposé en 1997 une analysefiple de la structure des termes non forte-
ment normalisables qui permet de dégager de nouvellesaimies d'ordres, plus nombreuses mais plus
souples [3].
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Intuitivement, s'il existe une réduction infinie alors iliste une réduction particuliére ou les étapes de
récriture « cruciales » sont de plus en plus profondes. Itlest suffisant de constater une décroissance
stricte sur ces étapes et une décroissance large sur les.duis étapes cruciales sont les réductions de
profondeur maximale nécessaire a la réduction infinie. Eat,ain argument simple de minimalité suffit
pour montrer que si un terntelonne lieu a une réduction infinie, alors il admet un souswanon accessible
f(ug,...,uy,) tel que tous les; sont accessibles.

On obtient ainsi I'existence d’une réduction particuliétgvant les sous-termes minimaux non acces-
sibles. Pour garantir la terminaison il reste a prouver @'telle dérivation ne peut se produire. Cette
dérivation reposant essentiellement sur I'existence de-sermes pouvant déclencher une réduction, c’est
cette propriété que nous allons chercher a contenir dansuwleles contraintes de terminaison.

Nous présentons successivement les versions non margigéaarguée des paires de dépendance.

Définition 7.2 (Paire de dépendance)soit R un systéme de récriture défini sur l'algebre de termes
T(F, X). Les symboles dg& sont partitionnés en deux ensembles :

— D I'ensemble desymboles définiest égal & f € F | 3l —r € R I(A) = [},

— C I'ensemble desonstructeurgst égal aF \ D.
Unepaire de dépendance, v) de R est formée a partir d’'une régle— r de R :

—u =1,

— v est un sous-terme detel quev(A) € D.

L’ensemble des paires de dépendance d’'un sysféest notéDP(R).

Exemple 7.3 SoitF = {0, S, +} et R le systéme de récriture défini SU(F, X') par

z+0 - T
x+Sly) — S+vy)

Les symboles définis sont égauxX-&} et les constructeurs sont égaux{, S}, DP(R) est réduit a
{{z +5@),z+u)}.

Définition 7.4 (Chaine de dépendancelJne chaine de dépendanest une séquence de paires de dépen-
dance(u;, v;); telle qu'il existe une substitution et

. A x
Vi, vio i——) Uit 10
) R +

Une chaine de dépendance est ditimimalesi les sous-termes stricts des instances de paires sont tous
fortement normalisables.

Remarquons que les substitutions sont considérées ici ecgtemt a suppornfini.

Théoreme 7.5 (Arts et Giesl) < n'est pas bien fondée si et seulement s'il existe une chardégen-
dance infinie.

Démonstration S'il existe une chaine de dépendance infipig v;);, montrons que—; n’est pas bien fondée :
soit o la substitution correspondante. A partir de la chaine dewmidgnce, on reconstruit une séquence de récriture
dansR en accumulant les contextes perdus :

— Au début le contexté€[_] est égal 4 ],

— La paire(u;, v;) provenant dé — r avecv; = r|, donne lieu a I'étape de récritutg_, [lo] — C;_1[ro], le

nouveau context€;[ | est égal &;_[r[_],| et les étapes;oc — 7 u;+10 deviennent;[v;o] =¥, C;uit10].
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On a donc construit une séquence de récriture infirig,n’est pas bien fondée.

Réciproquement, supposons gug; n'est pas bien fondée. Sdiun terme non accessible minimal pour I'ordre
sous-terme (c.-a-d. tous les sous-termes slent accessibles). En particulier le symbole de téte el un symbole
défini. Considérons le début d'une séquence de réductionardfipartir def, aprés un certain nombre de pas-de
strictement en dessous deelle comporte une étape en téte :

A * A
g I Ay
R l—r

t"” = ro n'est pas accessible, dotitcomporte un sous-terme non accessible minitfiadui est de la formeo ot v
est un sous-terme non variable:deéEn effet sit’”’ est entierement dans la partiget” = ro, alorst’”’ apparait déja
dans un sous-terme strict de= [0, ce qui implique qu’un sous-terme strict tlest non accessible, puisqu’aucune
récriture entre ett’ n'a lieu en téte.

Commevo est non accessible et minimal pour I'ordre sous-terme, hebsye de téte de est défini,(l, v) est
donc une paire de dépendancelllgle début de la séquence infinie de pas de récriture est tranéfen un début de
chaine de dépendance par

t AN Y =l — s o
R DP(R)

Commewo est non accessible et minimal pour I'ordre sous-terme, an jp&rer la construction et obtenir une
chaine de dépendance infinie.
O

Remarque 7.6 Dershowitz utilise le fait qu’on montre I'absence de chainimimale pour se passer de
certaines paires quie peuvent pag figurer : typiquement, les pairés, r) provenant dé — C|r| our est
un sous-terme de C’est ce qu’on fera dans la pratique (les preuves de ce tiepstent inchangées).

Le contrdle est effectué sur les réductions en téte destsouses minimaux non fortement normalisants.
On peut donc distinguer les symboles en téte de ces sousgerm

Définition 7.7 (Paires de dépendance marquéesjoit R un systeme de récriture défini sur I'algébre de
termesT (F, X). L'ensembleF est étendu par des copies marquées de chaque symbole

F=FU{f| fer}

On notet le termet ou le symbole de téte dea été remplacé par sa version marquée. Upaére de
dépendance marquée, v) de R est formée a partir d'une regle— r de R et telle que :
—u =1,
— v = W oUw est un sous-terme detel quew(A) € D.
Unechaine de dépendance margeéeune séquence de paires de dépendance marquées; telle qu'il
existe une substitution et
Vi, vio i%i) Uj+10

Théoreme 7.8 (Arts et Giesl) < n'est pas bien fondée si et seulement s'il existe une chardéden-
dancemarquéenfinie.

Démonstration La preuve du théoréme 7.5 s’adapte sans probléme car lesséd@précriture— ont lieu
uniguement dans des sous-termes stricts et ne sont passgiardes marques; les étapes de paires de dépendance
deviennent des étapes marquées.

1

Les chaines minimales suivent un certain schéma et peuvergénéralisées en une relation paramétrée

par un ensemble de « paires » et un systéeme de regles.
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Définition 7.9 On definit la relationk—ppr(2, z) Par pars —ppr(z,r) t Si:

— Tous les sous-termes stricts et ¢ sont fortement normalisables,

— Il existeo telle ques 725 s/ = ug —— ¢,

R (u,0)e2

La conclusion de ce paragraphe est donc que la bonne fondation-geest équivalente a la bonne
fondation de la relatior—ppr(pp(r),R)-

Nous obtenons le critére :

DPR(DP(R), R) SN

R SN

DP

7.2.3 Graphes de dépendanc&sRAPH, SIGRAPH)

On peut remarquer gue certaines paires de dépendance renpapparaitre qu’un nombre fini de fois
dans une réduction. Pour les détecter, on considére uneydipit les nceuds sont les paires et tel que les
paires qui peuvent apparaitre consécutivement dans uigecti@ dépendance sont reliées. Une chaine de
dépendance infinie fait donc intervenir des paires d'unéefortement connexe de ce graphe.

Dans la suite de cette section les systémes sont tous finis.

Définition 7.10 Soit R un systéme de récriture. On appefieaphe de dépendance f&de grapheG dont
les nceuds sont les paires de dépendanc® detel que((s, t), (s’,t')) € G si et seulement s'il existe une

. . L g A x
substitutiono vérifiantto 7&—> so.

Exemple 7.11 (Arts & Giesl [2]) Considérons un systéme de division des entiers de Peano :

xz—0 — 0= s(y) — 0
s(x) —s(y) — x—y  s(@)+s(y) — s((@—y)+sy)

On extrait trois paires de dépendance :

@) (s(@)=s@),z=y) @ (s(@)=s(y), (z —y)+s(y) @) (s(2)+s(y), 2y

On peut les agencer en :
C(l) < (3) = (20

Puisque(3) n'est pas sur une partie fortement connexe du graphe, eflstipas a considérer.

Théoreme 7.12 (Critére par graphe) Soit R un systeme de récriture sar(F, X'), soitG son graphe de
dépendance. Soiet, . . . , G;, lesk parties fortement connexes @éet doncg; C DP(R) pour touti < k).

Toutes les—ppr(g,,r) SONt bien fondées si et seulement-gipr(pp(r),r) €St bien fondee.

Démonstration Supposons queDPR(DP(R), R) ne termine pas et considérons une réduction infinie de
DPR(DP(R), R). Puisque le graphe est fini, une chaine infinie implique ufiriié d'occurrences d’instances de
mémes paires qui correspondent a des paires joignabledéfiaition). Ces paires appartiennent donc a une partie
fortement connexe, disorgs. Ainsi & partir d'un certain nombre de pas, cette réductidimie deDPR(DP(R), R)
estincluse dans-ppgr(g,,r) C€ qui estimpossible puisque cette derniere est bien fondée
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La réciproque est évidente puistt&pr(g,, r) S < bPR(G,R) S ¢ DPR(DP(R),R) -
[l
Ce méme argument permet en fait de montrer les deux critéres :

DPR(G, R) SN VG, fortement connex€& G, DPR(G;, R) SN
GRAPH SIGRAPH
DPR(DP(R), R) SN DPR(G, R) SN

Exemple 7.13 Soit R le systéme réduit & une seule régle :

f(F (@) = f(s(f(2)))
Ses paires de dépendances s(q?@"(x)), f(:n)> et (f(f(:c)), f(s(f(:n)))>. La premiére est écartée d’emblée

~

grace a la remarque 7.6. Comme il n’existe aucune subgiiutlle quef(f(z))o A f(s(f(x)))o— la

deuxiéme paire n'est pas sur un cycle du graphe. On en dédelD§R(DP(R), R) et doncR terminent
par les criteresGRAPH puis DP.

Approximation simple du graphe Le graphe de dépendance n'est pas calculable en toute Gnéra
I'existence deo telle quesoc — to n'est pas décidable. On doit donc I'approcher par un graplideq
contient.

Nous décrivons ici la premiére méthode introduite par Art&igsl. Elle est peu colteuse et souvent
suffisamment puissante.

On veut déterminer un ensemble d’arcs qui contient le grdpttEpendance. Les réductions éventuelles
des sous-termes stricts vont forcément laisser intacsy/ledoles constructeurs situés entre leur position et
la racine des instances de paires. En revanche, les soussteiont la racine est un symbole défini peuvent
étre récrits (de fagcon quelconque). On va donc sélectiol@sepaires suivant la possibilité d’unifier des
membres dont les sous-termes ayant des symboles définisméina ont été remplacés par des variables
distinctesguelles que soient les occurrences

Définition 7.14 Soit R un systeme de récriture sqr(F, X). Pour tout terme,
— CAP(t) désigne le terme obtenu en remplagant par des variable®lestermes dedont le symbole
a la racine est défini dang ;
— REN(t) est le terme obtenu en remplagant les variables gar de nouvelles variables distinctes
(pour toutes occurrences).
Le termef estconnectablé un terme’ si REN(CAP(t)) ett’ sont unifiables.

Par unification syntaxique sur les images des termeRpsret CAP on détermine des arcs entre les
paires de dépendance du systeme. Le graphe obtenu cori¢ieié igraphe de dépendance.

Proposition 7.15 Soit R un systéeme de récriture. S'il existe une substitutidelle que
A
to i—i t'o,
R
alorst est connectable #.
Démonstration Par induction sur la structure desupposons quer se récrive en un termé par le systeme.
— Sit est une variable ou si son symbole de téte est défini &IBK§CAP(t)) est une variable et donc unifiable &

"
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— Sit a pour symbole de téte un constructeuon peut alors poser= ¢(. .., t,,...). Ainsi REN(CAP(t)) s'écrit
¢(...,REN(CAP(t;)),...). Comme un terme dont la racine est un constructeur ne pewidsére qu’'en un
(autre) terme dont la racine est le méme constructéww’écritce(...,t";,...) avec les;o se récrivant en”;.
Par hypothése et par distinction des variables aprés afiplicdeREN, REN(CAP(t)) est unifiable &”.

On a le résultat poutc —* t”, donc en particulier pour —* ¢'o, il vient ainsi qUEREN(CAP(¢)) est unifiable &' o
et finalement, comme il ne contient que de nouvelles variaBlg.
O

Remarque 7.16 Il s’agit bien d’'unification et pas de filtrage : prenors= f(z, s(y)) ett = f(s(u),v) ou
f estle seul symbole défisigtt sont unifiables mais ne filtre past. Pourtant aved? : {f(z,y) — s(x)}
eto = {x — f(u,u), v— s(y)} on peut avoir la réduction

so = F(Fuu),s(y) T2 Fls(u),s(y)) = to.

Enfin, puisque plusieurs régles peuvent s’appliquer a un eri@&me, il est important de renommer
chacune des occurrences des variables pour ne pas obteninaasions erronées. En effet : un terme peut,
dans le cas général, se réduire en deux termes différents.

7.2.4 Subterm-criterion (STERM)

On peut encore affiner I'analyse du graphe en généralisaatiarque 7.6 et en ne considérant que les
parties fortement connexes convenant a une chainenale Nous présentons I'analyse de Hirokawa et
Middeldorp [23].

Définition 7.17 Une projection simpleP est une application dF - N qui associe a chaquﬁd’arité n

~

un indiceiy < n. Par abusP(f(ti,...,t,)) désignera le sous-ternte, .

Théoréme 7.18 (Hirokawa & Middeldorp [23]) Soit 2 I'ensemble des paires de dépendance d'un sys-
temeR formant une partie fortement connexe du graphe de dépeprdde&. S'il existe une projection
simpleP telle que :

1. Y(u,v) € 2, il existe une positiop telle queP(u)|, = P(v) (noté P(u) > P(v)),

2. p # A pour au moins ungu,v) € Z (noté P(u) > P(v)),
alors une chaine de dépendancedaur R n'est pas minimale.

Il s'agit bien d’une généralisation de la remarque de Dexdlzo: on construit grace a la projection
simple une réduction plus petite (profonde) au sens du ®yos. En conclusion il n'y a pas besoin de

contrbler la décroissance sur cette partie fortement c@ndens la preuve de terminaison.
Démonstration Par contradiction : supposons I'existence d’une chatimemaleinfinie

A * A A x A
tli—)SQ—)tgi—)Sg—)tg"'
R 2 R %

et d’une projection simplé vérifiant les hypothéses.

1. Pour chaque étape = uo ﬁ vo = t;, on a par hypothése que(s;) = P(t;) ou bienP(s;) > P(t;),
ce dernier cas arrivant une<i1;{17:i>r1€ité de fois.

2. Pour chaque étape % Si+1, commet;(A) = s;41(A) ona queP(t;) % P(si4+1), réduction qui difféere
éventuellement de la réduction originale car on perd lgseStayant pu se produire dans les sous-termes écartés
parP.
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On obtient donc une réduction infinie

dont une infinité d’étapes sont en fait des étapes et comme la relation sous-terme strict est bien fondée, orea u
infinité d’étapes de&k. Par applications de- —rC— g ->> On construit une réduction infinie p&r partant deP(¢1)

ce qui contredit la minimalité dg .

([

Exemple 7.19 Hirokawa et Middeldorp [23] sur un systéme de Steinbach éhé&it
intlist([]) — [] int(0,0) — 0:[] int(s(x),0) — []
intlist(z : y) — s(x) :intlist(y) int(0,s(y)) — 0:int(s(0),s(y)) int(s(x),s(y)) — intlist(int(z,y))

Les quatre paires de dépendances sont :

(1) (intlist(a : ), intlist(y)) (2) (int(0, (), int(s(0), 5(y)))
(3) (int(s(x),s(y)). intist(int(z,3))) (@) (int(s(z),s(y)).Mt(z,y))

Elles forment le graphe :
/\

N

— Le cycle réduit a la pairg1) est prouvé non minimal par le critére de sous-terme en atilida
projection simple déntlist sur son argument.

— Les cycles contenus dans la composante fortement cororewéef par(2) et (4) sont prouvés non
minimaux par le critére de sous-terme avec la projectiorpﬁmieﬁt sur son deuxiéme argument.

7.2.5 Filtrage d’arguments (AFS)

Il existe des méthodes de transformation d’'une relationrenautre dont la bonne fondation implique
celle de la relation originale. L'une d’elles met en ceuvre d&S ouArgument Filtering Systemsles
systemes de récriture de forme particuliére par lesquels dransformer les contraintes de terminaison.

Pour un system& sur7 (F, X') un AFS A est un systéeme sar(F’, X) avecF C F' tel que pour tout
l—>reA:

— [ est de la formef(xy,...,z,) OoU f € F d'arité n et ou lesz; sont des variables deux a deux
distinctes,

— [ apparait au plus une fois comme membre gauche,

— restsoit:
- x; € {x1,...,2,}, SOIt
- @iy, ... @i )ou f e (F'\ F)etlxi,...,x;] estune sous-liste (év. vide) de, ..., z,)].

Les AFS sont confluents et terminent par définition.

Intuitivement, un AFS est un systéme convergent qui va perende retirer certains arguments de
fonction et donc de profiter de la perte de monotonie. Ontjotéa forme normale dépar I'AFS A (qu'on
omettra en I'absence d’ambiguité) et, de maniére géndrnaldésigne pak| I'ensemble de régles constitué
desl|— r| pour chaqué — r € R. On peut remarquer que, puisque I'AFS est convergemt,—gi t alors

sl R t] (ousl=t]).
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Théoreme 7.20Soit R un systéme sur (F, X) et soitZ C DP(R). SoitA un AFSppr(,r) €st bien
fondée sk—ppr(9 Ry ,) €St bien fondée.

Exemple 7.21 Reprenons I'exemple 7.11. L'ARS — y — m(x)} permet d’obtenir un ensemble =
{(s(x)=s(y), 2—y), (s(z)+s(y), z=y), (s(x)+s(y), m(z)+y)} et des regles?’

m(x) = x 0+s(y)—0 m(s(x)) = m(x) s(z) + s(y) = s(m(x) + s(y))

Pour lesquelDPR(2, R’) termine et entraine qu& termine (voir I'exemple 7.23).

7.2.6 Prouver queDPR(Z,R) termine a I'aide d’ordres

Puisque la relation-ppr(5, 5y NE conserve pas les contextes, il n'est pas nécessaireaydeel’pour
lequel elle décroit strictement soit stable par contextep@ut donc utiliser des paires d’ordres (cf. déf. 6.4).

Proposition 7.22 Soit R un systéme de récriture défini s F, X' )et soit? C DP(R). S'il existe une
paire d’ordres(>, >) bien fondée, faiblement monotone et telle que

1. [ = r pour toute régld — r € R,
2. u > v pour toute paire(u,v) € 2

alors <—ppRr(2,r) €st bien fondee.

Exemple 7.23 La relation DPR(Z, R') termine parRPQOavec la précédence - — et+ > s = m.

Corollaire 7.24 En particulier, en reprenant les hypothéses de la propmsi#.22 :
R est bien fondée s = DP(R).

7.3 Modularité de la terminaison

La complexité des systémes rencontrés dans la pratique idiutilisation d’'une approche « Divide
and Conquer » de la preuve de terminaison, c’est-a-direalespr la terminaison d’'un ensemble de régle a
partir de la preuve de terminaison de (certaines de) sdgqditn’est cependant pas possible de le faire en
toute généralité : la terminaison n’est pas une proprigdéulairedes systéemes de récriture, méme lorsque
les symboles ne sont pas partagés.

Contre-exemple 7.25Considérons les deux systémes de récriture qui portentesisgimboles de fonction
disjoints :
Ry = {f(a,b2) = f(z,,2)}
I =A{n(z,y) = z,7(z,y) = y}

Le systemél termine trivialement. On peut montrer qiéig termine : le graphe de dépendance ne contient
pas de partie fortement connexe.

Toutefois, si on combing; etIl, I'ensemble ne termine plus puisqu’on a la réduction infinie

<o — f(a,b,7m(a,b)) ?ﬁ f(r(a,b),m(a,b),w(a,b)) E) fla,m(a,b),m(a,b)) ? fla,b,m(a,b)) — ---
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On considére donc en général des notions plus fortes den@igon (terminaisosimple terminaison
CE) ou des restrictions sur les relations (par exemple contioafsstratégie de réduction, etc.) qui se com-
portent mieux vis-a-vis de la modularité.

La plupart des outils utilisent la notion de terminaison @our « Collapse Exended »), introduite par
Gramlich [20] et étudiée par Ohlebusch [37] et Urbain [42]e [présente I'avantage d'étre modulaire pour
les unions sans symboles partagés. C'est également le gagepainions ou les seuls symboles partagés
sont desconstructeurgau sens de la déf. 7.ppur des systémes a branchement fini

Définition 7.26 SoientR un systéme suf (F, X) etll = {n(z,y) — z,7(x,y) — y} ouw ¢ F. Ondit
qgue R termine E si R U II termine.

Remarque 7.27 Le graphe de dépendance approché par la méthode présentiéense.2.3 est suffisam-
ment grossier pour permettre de prouver la terminai€m

C’est en fait la structure hiérarchique des systémes (et des programmes) qui nous intéresse.

Définition 7.28 On appelleunion hiérarchiquele deux systemds, sur 7 (F1, X) et Ry surT (F2, X) une
union R; U Ry qui, en notant

— D; et D5 les ensembles des symboles défini®det Ro,

— (1 ety leurs constructeurs respectifs,
vérifie les deux propriétés :

— (D2 \D1)NFy =10 et

— {l—)’l“ | Z(A) EDlmDQ}:leRQ.

La structure hiérarchique peut étre définie a I'aidemibelules

Définition 7.29 (Module de récriture)
Soit R; un systéme de récriture défini sti(F, X'). On noteF; I'ensemble des symboles dequi appa-
raissent dans les régles d& . Soit R, un second systeme de récriture §ufF, X), tel quaucun symbole
défini par R, n'appartient a7;. SoitF; I'ensemble des symboles qui apparaissent danamais pas dans
R;. On dit alors que lenodule(F;, Rs) étend(F;, Ry) ; on le note(Fi, Ry) « (Fz2, Ra).

Deux module$F;, Rs) et (Fs, R3) étendent indépendammef; , Ry ) si Fo N Fz = 0.

Cette définition des modules est assez naturelle dans laen@siles développements importants se font
de maniére incrémentale et modulaire. Nous allons repegndun exemple portant sur I'arithmétique [42].

Exemple 7.30 Le systéme de récritur® qui suit décrit I'addition et la multiplication des entiepositifs

en notation binaire # représente 0(z)0 représente 2 fois la valeur deet (z)1 représente deux fois la
valeur dex plus 1. Dans ce formalisme, 6 est noté gér10, sa représentation binaire usuelle précédée de
#. Ce systéme peut étre décomposé en 3 paktiesRy U R, U R, :

Ry = {#0—#

#+zr — =z 20+yl — (x+y)l
Ry = r+# = =z zl+y0 — (z+y)l
20+y0 — (z+y)0 zl+yl — ((x+y)+#1)0

R #xzx — # 20xy — (rxy)0
T Tx# — #  zlxy — (rxy)0+y

1C’est-a-dire lorsque tout terme n'admet qu’un nombre finiétkiits en un pas.
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Si on partitionne I'ensemble des symboles de fonctions en
Fo={#,0,1} Fi ={+} Fx ={x},
on obtient la séquence d’extensions de modules
(o, Ro) + (F4, Ry) « (Fx, Rx)

Avec l'introduction de la notion de module de récriture, @h &nené a étendre la notion de paires de
dépendance :

Définition 7.31 (Paires de dépendance de module§oit (F3, R2) un module étendantf;, R;). Une
paire de dépendance d&;, R») par rapport a(Fi, R;) est une paire(lA, v) telle que

— <lA, v) est une paire marquée de U Ro,

— I(A) etv(A) sont deux symboles d& définis dansRs.

Exemple 7.32 Dans l'arithmétique binaire, selon I'approche classiqilg; a 5 paires de dépendance pour
la multiplication :

(20 X y,z X y) (1 X y,z X y) (x1 Xy, (x x y)0+y)
(@0 Xy, (z x »0)  (z1 Xy, (z x y)0)

mais il n’y en a que deux pour I'approche modulaire :

Le fait d’étendre la notion de paire de dépendance induitreiément une extension de la notion de
chaine de dépendance :

Définition 7.33 (Chaine de dépendance relativeBoit (F»2, R2) un module étendaritF;, R;) et.S un sys-
téme de récriture quelconque. Un chaine de dépendan¢&dei,) relative &S est une séquende;, v;);
de paires de dépendance du modUte, R,) et une substitutionr telle que pour toui

#N)*
v;0 (% Uj410

Le théoréme suivant permet de démontrer la modularité derainaison @ pour I'union de systémes
et pour I'extension de modules :

Théoréme 7.34 (Urbain [42]) Soient(F;, Ry) < (F2, Ro) et(F1, Ry) < (Fs, R3) deux extensions in-
dépendantes dgFi, R;). Si

1. R; U Ry U R3 est a branchement fini,

2. R1 U R, termineCE,

3. Il n'y pas de chaines de dépendance infini€ g R3) relatives ar; U R3 UII,
alors Ry U Ry U R3 termineCE.

La démonstration de ce théoreme est basée sur le lemme fentdmauivant :
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Lemme 7.35 Soit (F», Re) un module étendaritF;, R;). SoientS; un sous-systéme de, et une chaine
de dépendance infinie deFy, S;) relative aR; U Ry minimalé. Si R; U R, est & branchement fini, il
est possible de construire une chaine de dépendance inéri&,d.S;) relative a Ry U II, comportant les
mémes paires, mais une nouvelle substitution et de nos\@lpes de récriture entre les paires.

Démonstration Le lemme se démontre en interprétant les termes composit@stgrviennent dans la chaine
de dépendance de fagon a effacer les symboleg,dat a recoller les sous-termes en fabriquant des « listescegra
au symbole binaire. Plus précisément, étant donséun ordre total arbitraire suT(]?l U {m, L}, X), on définit un
interprétation/ des termes par :

— I(z) = z siz est une variable,

= I(f(t1, ..., tn)) = f(I(t1) ,I(tn))S|fe]-‘1,

— I(f(t1,...,tn)) = List of( ed(f(t1,.. )) Si f € Fa, avec

List_of(0) =
List_of({a} U E) =m(a,List_of(E)) siVe€ E,a<e
Red(t) = {I(') | t = ryur, t'}

Cette interprétation n’est pas nécessairement bien défimi¢ous les termes a cause de I'imbrication des appels
récursifs del et des étapes de récriture modioU Rs, alors qu'il n'y a aucune garantie qug U R, termine.

Pour une substitutioa on noteral (o) la substitution qui a tout associel (zo).

Quelques remarques préliminaires :

Remarque 7.36 Sit est un terme dont tous les sous-termes ayant un symbotg da téte sont fortement normal-
isables pourR; U R, alors I(t) est bien définie. La démonstration se fait par induction b@rdée sur le couple
composé du multi-ensemble des sous-termes maximaux aleydeliéte dang det et de la taille de, avec I'ordre
((eElURz)mul, <)ex- Le fait queR; U R, est a branchement fini est crucial ici, car sinon le multi@mble des
réduits d’un terme n’est pas nécessairement fini.

Remarque 7.37 On montre maintenant que pour tous termex ¢ tels quel(s) et I(¢) sont bien définies,

sHt = I(s) 5 I(t)
Ry R,UIT

De plus sip # A ets(A) € 7, alors
AN

I(s) 7Y

R,UIT
La propriété se démontre par induction sur la longueupde

1. Sip = A, s est une instance d'un membre gauche d’'une régle » de Ry, doncs = lo ett = ro. Par
définition del et commé etr ne comportent que des symbolesAleet des variables on &(lo) = l1(0) et
I(ro) =rI(c). Donc

I(t)

I(s) =1(0) A I(t) =ri(o)

l—r
2. Sip =i - q, il faut distinguer deux cas :
(&) Sis(A) € Fis= F(s1,-38iy-eysn), I(s) = f(I(s1)s.--,1(8i),-..,1I(sn)), On peut appliquer I'hy-
pothése d’induction &; avec la positiony et conclure.

(b) Sis(A) € Fa, I(s) = List_of(Red(s)). Par définitionI(t) € Red(s), en utilisant les projections
présentes dard, on peut « extraire >f(t) del(s) = List_of(Red(s)) :

2c’est-a-dire construite comme dans la preuve du théoréfe 7.
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Remarque 7.38 De maniéere analogue, on montre maintenant que pour tousetesrat ¢ tels quel(s) et I(¢) sont
bien définies,
P +
I 1
s R—:t = I(s) = (t)
De plus sis(A) € 7, alors
"
1(s) 7Y 1(t)
La propriété se démontre par cas sur le symbole de téteadgar induction sur la longueur de
1. Sis(A) € Fi,s= f(s1y..0y8n), I(s) = f(I(s1,...,1(sn)). La régle deRs ne peut pas s'appliquer en téte
des, elle s'applique dans un sous-terme diregct on peut appliquer I'hypothése d’inductionsaet conclure.
2. Sis(A) € Fo, I(s) = List_of(Red(s)). Par définitionI(t) € Red(s), en utilisant les projections présentes
dansII, on peut « extraire > (t) de(s) = List_of(Red(s)) :

I(s) %1@)

Venons en maintenant a la preuve de lemme 7.35 elle-méntel@wi une chaine de dépendance infilig v;);
de (F1, 51) relative aR; U Re minimale. En particulier, la substitution associée est fortement normalisable pour
R1UR; etla substitution’ = (o) est bien définie. De plus comme les termestv; ne contiennent pas de symboles
deF,, I(u;0) etl(v;o) sont bien définies. Montrons que la chalng v;); avecs’ est une chaine deF;, S;) relative

a Ry UIIL. Par définition
AV
v;o0 (ﬂ Ui4+10.
R1UR>

Toutes ces étapes se passent strictement en dessous dimdaetaconservent donc le fait que le symbole de téte
soit dans7;. Donc par la remarque 7.36, tous les termes intermédiaisesit tels qud (s) est bien définie car leur
symbole de téte est dadg et les sous-termes stricts sont fortement normalisables RoU R, (minimalité de la
chaine).

Une étapes Hg’iﬁ)}% t se projette donc en une étape ou plusieurs étapes

(#M)F
) L 1

grace aux remarques 7.37 et 7.38, ce qui conclut la preuve.

O
Voici maintenant la preuve du théoreme principal :

Démonstration[Théoréme 7.34] Par contradiction. Supposons Bué&) R, U Rz ne termine pas £ c’est-a-dire
Ry U Ry U R3 UII ne termine pas. En utilisant le théoréme standard sur lesgpdé dépendance, il existe une chaine
de dépendance infinie d&; U R, U R3 U II. On peut choisir une chaine minimale, c’est-a-dire telle tpus les
sous-termes stricts du premier terme de la chaine sontrfertenormalisables et telle que les sous-termes stricts de
v;o sont fortement normalisables pour chaque pairev;); de la chaine et la substitutienassociée. Il en résulte que
o est fortement normalisable pofy U Ry U R3 U II.

Les pairesu, v) qui composent la chaine sont des types suivants :

{1, 2}2 U(A) € F1UFy etU(A) € F1U Fo,
(3,1) u(A) € Fsetv(A) € Fq,
(3, 3) U(A) € F3 etv(A) € Fs.

Comme les récritures intermédiaires ne peuvent pas chémggmbole de téte des termes, le symbole de téte de
u;+1 est égal a celui de; et, commg F», Ry) et(F3, Rs) sont des extensions indépendante§Bge R, ), on ne peut
pas « sauter » d'un symbole de tétefiea un symbole deF; et réciproquement a l'intérieur d’'une méme paire. La
chaine est donc forcément composée
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1. Unigquement de paires de type, 2} x {1,2}
2. Uniguement de paires de ty(% 3)

3. D’un nombre fini de paires de ty|§8, 3), une paire de typ€3, 1), puis uniqguement de paires de type 2} x
{1,2}.
Le dernier cas se ramene au premier en amputant la chaine peeseiéres paires.
S'il existe une chaine qui ne contient que des paires de{tyg® x {1, 2}, en appliquant le lemme 7.35 avec
- (]:1,R1) = (.7:1 UFo, Ry U Rg),
- S1=R1URy,
- (]'-2, RQ) = (fg U {W}, Rg U H),
on peut construire une chaine @€, U F», R; U Ry) relative aR; U Ry U II, ce qui contredit la terminaisoneEXe
R1 URs.
S'il existe une chaine qui ne contient que des paires de(83, en appliquant le lemme 7.35 avec
- (]'-1,R1) = (fl Ufg,Rl U Rg),
- S1 = Rs,
- (]:2, Rg) = (.7:2 U {TF}, RoU H),
on peut construire une chaine @€, U F3, R3) relative aR, U R3 UII et les paires de dépendance elles-mémes sont
conservées, on obtient donc une chain¢.&g R3) relative &R, U R3 U II, ce qui contredit la deuxiéme hypothese
du théoréme.
([l

7.4 Terminaison avec théorie AC

L'introduction d’une théorie équationnelle comme AC coimpé assez nettement les preuves de termi-
naison. La relation d'ordre bien fondée qui sert a la prewieédre en particuliecompatibleavec la théorie
équationnelle et cela impose des contraintes trés fortdesordres convenables.

Dans la suite de cette section et sauf mention contraire on esidérera uniquement la récriture AC
sur les termes aplatis.En particulier, c’est cette relation (pour un systeR)ea laquelle se rapportera la
notation— g.

Ne considérer que la récriture étendue AC sur termes aplaspas une restriction du point de vue de
la terminaison.

Théoreme 7.39Un systéme termine modulo AC si et seulement s'il termine lpaécriture étendue AC
sur termes aplatis.

Démonstration On va construire pour toute réduction infinie modulo AC unduddion infinie pour la récriture
étendue. On suppose I'existence d’une réduction infinie [potécriture modulo AC issue d'un termeet débutant

par:s ~i/—» . On a donc une substitutientelle ques =ac s’ ous’|, = lo et le terme aplaf contient une instance
l—r/AC

del ou de son extension. On peut donc réckien un terme plat égal modulo AG 2En itérant cette construction, on
construit bien une réduction infinie pour la récriture étendC sur termes aplatis. La réciproque est évidente.

O

7.4.1 Compatibilité AC

La contrainte ajoutée aux ordres pour tenir compte de laithéguationnelle est d’évaluer de la méme
facon deux termes équivalents pour cette théorie. On nesstes ordres utilisables & 'ensemble des ordres
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(>, >) compatiblesAC :

s > i s > t
Si s =ac S alors s>t etsi s =pc & alors s >t
t =ac t t =ac t

Interprétation polynomiales compatibles

On appelle polyndmes AC les polyndmes convenables danstépiétations de symboles AC.

Définition 7.40 Le polynémeP est unpolynéme ACsi :
1. P(P(X,Y), Z) = P(X, P(Y, 2)),
2. P(X,Y) =P, 2).

Une interprétation polynomiale associant a tout symboleufsCpolyndme compatible AC définit un
ordre compatible AC.
Il est aisé de vérifier qu’un polynéme (sur un anneau comrfiuést compatible.

Lemme 7.41 (Ben Cherifa & Lescanne [6])Le polyndbmeP(X,Y) est AC si et seulement si c’est un
polyndme symétrique du premier degré en chacune des imtiéégsa XY + b(X + Y) + ¢ tel que
b2 = b+ ac.

Ordres sur les chemins compatibles AC

Le RPO n’est pas compatible AC.

Exemple 7.42 (Delor & Puel [14]) Sur la signature a deux symbolgset g, ou f est AC. Avec la précé-
dencef > g nous obtenons l'inégalit¢ (z,y) >rpo g(z,y). Plongeons ces deux termes dans le contexte
f(3,2): f(z,y,2) et f(g(x,y), z) sont orientés dans le « mauvais » sens.

Différents adaptations des ordres sur les chemins ont étéed® notamment en posant des contraintes
sur la précédence ainsi qu'a l'aide de systémes qui reulistnt les symboles avant comparaison. On cit-
era I'Associative Path OrderinAPO) de Bachmair et Plaisted [5] modifié ensuite par BachmeiabDer-
showitz [4] ainsi que Extended Associative Path Orderieg le Modified Associative Path Orderinge
Delor et Puel [14].

Un RPO compatible AC sans systéme de normalisation Pour se passer des systémes de normalisations,
Rubio définit [39] un ordre qui utilise directement le pripeidu RPO sans interprétation préliminaire.

Nous donnons ici la version de cet ordre pouvant utiliserplésédences partielles sur les symboles de
la signature. Cette possibilité est importante dés qu’'ant &muter des symboles a la signature.

Pour cela, il faut redéfinir la notion d’extension multi-entble d’un ordre compatible AC en particulier
en la rendant dépendante de certains symboles.

Définition 7.43 Soient> un ordre compatible AC suf (F, X’) et~ une précédence partielle (SiF). Soit
f un symbole déFac.
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L’ extension multi-ensemblde > par rapport &, notée>’

2 €St définie comme la plus petite relation
transitive contenant :

M et N sont équivalents modulo AC
Pour touti, 1 <i <mn,

—s>t;et

— Sis(A) # falorss(A) = t;(A).

MU{s}>! NU{t;:...; t,}si

mul

On doit savoir traiter les ensembles de sous-termesdimt les symboles de téte sont éventuellement
comparables pour la précédence(a).

Définition 7.44 Soients = f(s1,...,s,) Un terme aveq € Fac et une précédence suF. On définit

les ensembles :
BigHeads) = {s;, 1 <i <n|si(A) ~ f};

NoSmal(s) = {s;, 1 <i<n| f# si(A)}.

Afin de permettre le plongement dans un terrde termes a travers des symboles qui ne sont pas plus
grands pour la précédengeques(A) on définit 'ensembleEmbNoBId s).

Définition 7.45 Soit s un terme de la form¢g(s1,...,s,) avecf € Fac, > une précédence suF. On
désigne paEf le termet aprés aplatissement du symbdgl& la racine uniquement.

EmbNoBigs) =
{f(817' e 7‘91'*13/0_]' y Sitly - .- 7511) | Si = h(vla s 7/Uk‘) avech ?é f et pourl < .] < k}

Enfin pour comparer des termes contenant des variables rowlurit une interprétatiog: des termes
vers des expressions diophantiennes#8f (t1,...,t,)) = #'(t1) + ... + #'(t,) ou # () = = pour
x € X et#/(t) = 1 sinon.

On peut alors définir I'ordre ACRPO.

Définition 7.46 Soients ett deux termes d& (F, X'), > une précédence suf et >, I'ordre d’évaluation
sur les fonctions suN. L'ordre ACRPOest défini pars = f(s1,...,5,) >acrro 9(t1,...,tm) =t Siet
seulement si I'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. s; >acrpot pouruni,1 <i<mn;

f = gets >acrpot; pourtoutj, 1 < j <m;

f=9¢Fnc (51,50 >rpoltt,- - tn] €ts >acrPot; pour toutj, 1 < j < m;
f =g € Facetil existe uns’ € EmbNoBId s) tel ques’ >acrpot;

o M DN

f =g € Fac, s >acrpot’ pour toutt’ € EmbNoBidt), NoSmaI(s)(zACRpo)fnulNoSmaI(t) etou
bien :

(a) BigHeads)(>acrpo)muiBigHeadt) ou
(b) #(s) >e #(t) ou
(C) #(s) >c #(t) et{s1;...; sp}(>ACRPO)mu{ti i -5 tm}

Théoreme 7.47 (Rubio [39]) ACRPOest un ordre de simplification compatible avec AC.
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7.4.2 Paires de dépendance AC

L'une des difficultés de la définition de paires de dépendaace la récriture AC réside dans le traite-
ment des marques. Celles-ci interferent en effet avec BA&@a on ne peut pas en toute généralité permuter
un symbole avec sa version marquée. Marché et Urbain [3®jdnisent une notion abstraite de paires de
dépendance autorisant plusieurs facon de gérer les marques

Définition 7.48 Unedéfinition abstraite de paires de dépendancee8tlune fonction qui, a un systéme de
récriture R sur7 (F, X)) ouF = CUD (C constructeursD symboles définis) associe un couple constitué :

1. D’un ensembld de paires de terme@:, v) sur la signatureD U D U C,
2. D’une relation—mp telle que :
(a) Pour tout(u,v) € Eonau(A) € D,v(A) € D etil existel — r € R tel que
—u(A) = lA(/K) (simplement(A) dans le cas non marqué) et
— v(A) = f (simplemenif dans la cas non marqué) pour un symbgdlder.
(b) —mnest induite par un systeme fiftiny tel que pour toul — r € Rmpil y @ un symbole AG

vérifiantl(A) = r(A) = f et les sous-termes stricts tletr ne peuvent contenir qu;é fetdes
variables.

(c) Rtermine si et seulement s'il N’y a aucune séquence infinigy;); telle que pour tout :

A
o (;ﬁ—)U —mh)* Uir10
AC\R

Le systéemd?y, n'est pas supposé terminant. |l est vide dans le cas non réarqu

Ces conditions abstraites définies, on peut les instanoger différentes approches concréetes des paires

de dépendance AC :

— Kusakari et Toyama [31] ne considerent que des symbolettédiaxe et dans leur variante avec
marques le systemBmp, est constitué des regles"(f( Y),2) <> f(f( Y), )etf(f( Y),z) —
f(x,y) pour tout symbolef AC.

— Giesl et Kapur [19] ne considerent que des symboles d'ixiéet le systémeiy est constitué des
regles :f(f(x,y), 2) < [(x. f(y,2)) et f(z,y) « f(y,) pour tout symbolef AC.

— Kusakari, Marché et Urbain [29] considérent des termeatiaptt le systemé?, est constitué des
reglesf(x,y, z) — f(f(x,y), z) pour tout symbolef AC.

Une instance concréte non marquée Nous présentons les paires de dépendance AC dans leur forme n
marquée proposées par Kusakari, Marché et Urbain [29].

Définition 7.49 Soit R un systéme suf (F U Fac, X). A 'ensemble des paires de dépendance « clas-
siques » d’une regl¢(¢y, ..., t,) — r on ajoute, Sif € Fac, celles def (t1,...,tn,x) — f(r,x)
ol z est une nouvelle variable n'apparaissant pas dans la rgggérés étendugs

L'union de ces paires forme alors I'ensemble gages de dépendance AC

Afin d’obtenir un représentant canonique de la classe dvétprice AC def (r, x) I'aplatissement est requis

sir(A) = f.

Remarque 7.50 Si la régle ne demande pas de filtrage étendu alors il n’estrgaessaire de considérer
ses paires étendues.
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Exemple 7.51 Pour un systéme de calcul dans l'arithmétique de Peano avetx AC :

z+0 — zx0 — 0
x+s(y) — s(z+vy) rxsy) = (xxy +z

On a 6 paires étendues (a droite) qui donnent au total 9 pak@s

z+5(y) + 2,2 +y)
v+ s(y) + 25zt y) +2)
xx0x2z0xz)

(+s(y),z+y) 2
(
gx X s(y) X z,x X y)
(

(x x s(y),x x y)
( x s(y), (x xy) + )

zxs(y) x 2, ((x xy) + 2))
x x s(y) X z,((z xy)+x) X 2)

Il existe bien une notion de minimalité des contre-exemal&sterminaison AC :

Lemme 7.52 Soit R un systeme AC suUF (F, X') qui ne termine pas. Saitun terme non fortement normal-
isable, alorst contient un sous-terme = f(uy, ..., u,) tel quée :

1. u» est non fortement normalisable ;

2. Tous lesy;, 1 < i < n, sont fortement normalisables ;

3. f estun symbole défini;

4. Sif € Fac, alors il existe urk, 2 < k < n, tel quef(uy,...,ux) est non fortement normalisable
mais f (u1, . .., ui_1) est fortement normalisable.

Théoréme 7.53La définition 7.49 concrétise la notion abstraite de pairesdépendances AC (déf. 7.48).
En particulier R termine AC s'il n’existe pas de séquence infifiig v;); telle que pour tout :

A
;0 (L)U —mh)* U100
AC\R

Si on souhaite obtenir des paires de dépendance marquéeslibfdéfinir un system&y, conven-
able. En patrticulier, I'approche naive qui consiste a sam@nt marquer les paires de dépendance AC sans
marques échoue.

Contre-exemple 7.54Considérons le systenfesur 7 (F, X) :
flz) = xz+a c+a — f(b+c¢)
Ce systeme ne termine pas, on a la réduction infinie
flb+¢c)—=b+c+a—b+ f(b+c)—---

Les paires de dépendance AC Blesont :

(f(x),x 4+ a) (c+a+z, f(b+c)+x)
(c+a, f(b+c)) (cta+wz f(b+c))
(c+a,b+c) (c+a+xz,b+c)

30n omet ici le cas: constante.
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Elles permettent la chaine infinie :
(f(b+c),b+c+a),{ct+a+b, f(b+c)),(f(b+c),b+c+a),...

Si on se contente de marquer les symboles de téte des paiodxient

(f (), :c+a> <c—}a—}x,f\(b +c)+m)
(cFa. fb+0) (cFata, flb+0)
(cTa,b¥c) (ctatz, b+c)

La chaine correspondante devient R
(f(b+c), (b+c)+a)
forcément finie car aucune paire ne peut suifire- ¢) fa

7.4.3 Prouver la terminaison AC a 'aide d’ordres

Théoréme 7.55Soit R un systéme suf (F, X') comportant des symboles AC. Sgit'ensemble des paires
de dépendance AC dB. S'il existe une paire d’ordrd =, >) compatible AC (sur les symboles AC non
marqués), bien fondée, faiblement monotone telle que :

1. [ = r pour toute régld — r € R,

2. u > v pour toute paire(u,v) € 2

3. [ = r pour toute régld — r € Rmp,
alors R termine modulo AC.

Exemple 7.56 Considérons le systénte suivant, olU et N sont AC eteq commutatif, qui calcule I'inter-
section multi-ensembliste. Les multi-ensembles d’entierPeano sont représentés par la constdhtie
symbole{_} qui construit un singleton et I'union.

if(true,z,y) — =z DU —

if (false z,y) — y N — 0

eq(0,0) —  true zNyUz) — (zNy)U(znz)
eq(0, s(z)) — false {z}n{y} — if(eq(z,y),{x},0)
eq(s(z),s(y)) — eq,y)

On a les paires AC :

eq(s(x),s(y)), eqz, y))
{z} 0 {y}, if (eq(z, y),{z},0)) (zN(yUz2),2Nz)

2 xN(yUz),zNy) (
gmwwwhem@y» ynzno,yno) §

(
(

zN{z} N {y}, if (eqx, y), {x},0))
zN{x} N {y}, z N if(eq(z,y), {},0))
tNzN(yUz),(zNy)U(xNz))
tNzN(yUz),tN((zNy)U(xzNz)))

o~ o~~~

zNyUz),(@ny)Uznz)) (zn{z}N{y}, eqz,y))
tNzN(yUz),zNz) tnznN(yUz),zNy)

L’ordre induit par l'interprétation polynomiale :
[true] = [false] = [0] = [0] =0 [{_}(z) =
[[If]](l‘o,l‘l,wg) =x9+ X1 [[U]](I‘Q,I‘l) =x1+x9+2
[s](z) =x+1 IN[(zo, 1) = 2xox1 + 221 + 220 + 1
[ed](zo,x1) = woxy

est compatible AC et suffit a prouver la terminaison AC.
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7.5 Terminaison sous stratégies de réduction

La notion de terminaison n’est évidemment pas la méme lsqiécide qu'une certaine stratégie de
récriture sera appliquée. Cela peut étre pour certainesmaid’efficacité, pour mimer le comportement
d’'une machine abstraite, d’'un langage, etc. Dans ce casrdérg'sse a la terminaison selon cette stratégie.

7.5.1 Innermost

La stratégignnermostcorrespond a une stratégie d’appel par valeurs.

Définition 7.57 Soit R un systéme de récriture sqr(F, X). La relation ?i est définie pas E)i t si et

seulement s'il existe une régle— r € R une positiorp € Pos(s) et une substitution telles ques —2

l—r,o

etVq >pref p, 5|, €St normalisé innermost. On dit alors guee réduit selon la stratégie innermost#n

Un systémeR termine innermossi i est bien fondée.
La relation innermost est bien sdr contenue dans la reldiarécriture sans stratégie.

Théoréme 7.58Si un systéme termine alorsk termine innermost.

La réciproque est fausse.

Contre-exemple 7.59Considérons le systéme comportant les deux régles :
fla) = fla)  a—b

Ce systéme termine innermost mais pas sans contrainteatégi# puisqu’on & (a) — f(a) — - -

Paires de dépendances et stratégie innermost

Savoir que les sous-termes stricts des termes réduits sdatree normale nous donne beaucoup d'in-
formation sur leur structure. Puisqu’on s’intéresse ari&giie innermost on sait déja que toutes les régles
du systéme ne sont pas applicables entre deux instancese®:mm va pouvoir ne considérer que certaines
d’entre elles dans la preuve de terminaison. Ensuite, fé&elites occurrences d’'une méme variable dans
le méme droit d'une paire sont instanciées en forme normbdpproximation du graphe n’a plus a les
différencier.

En suivant la stratégie innermost, on ne peut pas appliquerégle dont le membre gauche contient
strictement un redexe. Arts et Giesl [3] utilisent cette statation pour se restreindre a un ensemble de
regles utilisables entre deux paires de dépendance.

Définition 7.60 Soit R un systéeme suf (F, X’). On note
NRR, f)={l = r € R|I(A) = f etl na pas de redexe en sous-terme sfrict
L'ensemble degtgles utilisablesle R pour un terme est défini par :

U(R,z) =0 pour toute variabler
U(R7 f(’LLl, o 7uTZ)) = NR(R7 f) U U?:l U(R/7 u]) U Ul—)rENR(R,f) U(R/7 T')
ol R = R\ NRR, f)
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On adapte la relatioBPR a la stratégie innermost.

Définition 7.61 On definit maintenant la relatior-ppg, (#,r) Par pars —ppr,(#,r) t Si:
— Tous les sous-termes stricts dlet¢ sont fortement normalisables,

. A
— ll existes (normalé) telle ques 72+ &' = uo —— t,
U(R,s) (u,v)ED

— Tous les sous-termes stricts flesont en forme normale.

De fagon similaire au cas de la récriture standard la bonmeafton de—ppr, (pp(r), ) €St €quivalente
a la bonne fondation de-g.

Remarque 7.62 Puisqu’'un membre droit de paire est instancié par une stiligih normale ses seuls
sous-termes intéressants du point de vue de la terminagsarceux ayant en téte un symbole défini.

Cas des graphes La notion de graphe de dépendance innermost est similaimsustandard mais en
considérant cette fois la relation innermost pour joinéericeuds.

Définition 7.63 Soit R un systéme de récriture. On appefieaphe de dépendance innermosfte graphe

G dont les nceuds sont les paires de dépendandeetdel que((s,t), (s’,t')) € G si et seulement s'il existe

I - A :
une substitutior normale vérifianto i—ii s'o et tout sous-terme strict dé est en forme normale.

Ce graphe innermost n’est pas plus calculable que le graphdasd.

Théoréme 7.64 (Critére par graphe innermost) Soit R un systéme de récriture sr(F, X'), soitG son
graphe de dépendance innermost. So@nt .., G, les k parties fortement connexes ge(et doncg; €
DP(R) pour toutj < k). Toutes les—ppr, (g, r) SONt bien fondées si et seulement-sipr, (op(r),r) €St
bien fondée.

Définition 7.65 Soit R un systeme de récriture sUr(F, X). Pour tout(s, t) € DP(R),

CAP,(t) désigne le terme obtenu en remplacant par des variablelestermes de dont le symbole
a la racine est défini dan® et qui ne sont pas des sous-termes;de

Un termet d’une paire(s, t) estconnectablé un termes’ si CAP4(¢) ets’ sont unifiables par un mgu
tel queso et s’c sont en forme normale.

Le graphe obtenu contient bien le graphe de dépendancerioser

Prouver que DPR;(Z, R) termine a I'aide d’ordres

Proposition 7.66 Soit R un systéme de récriture défini sif (D U C, X) et soitZ C DP(R). S'il existe
une paire d’ordreq -, >) bien fondée, et telle que pour toute pajie v) € 7 :
1. [ > r pour toute régld — r € U(R, v),
2. u>w,
3. » est faiblement monotone s et tel que pourv = Cfvy,...,v,] avecv;(A) € D on a que
T1Z YLy ooy Ty = Yo impliqueClay, ..., z,] = Cly1, ..., ynl,s

alors <—ppRr(7,r) €st bien fondee.

Le point 3 signifie en fait que la monotonie faible n'est née@® qu’aux positions définies des paires
marquées conformément a la remarque 7.62. Si les pairesmhpa®marquées on ne peut pas différencier
ces étapes des pas de récriture et la monotonie faible deiw@&itfiée pour toutes les positions.

4C’est-a-dire que pour toute variablezo est en forme normale.
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Applications de la terminaison innermost

On a vu au paragraphe précédent que prouver la terminaisenniost pouvait étre plus facile que
prouver la terminaison en toute généralité, notammentranttparti de la structure des termes au cours
d’une réduction innermost. On peut en profiter sur des cadsesystémes pour lesquelles la terminaison
innermost implique la terminaison [20, 21].

Théoréme 7.67 (Gramlich [20]) Soit R un systeme suf (F, X') sans paire critique. SR termine pour la
stratégie innermost alor& termine.

101



102



Chapitre 8

Compilation du fitrage

Dans tout ce chapitre, on suppose fixée une algébre de tgrigesy’).

8.1 Reéseaux de discrimination

Les réseaux de dicrimination sont des structures qui péentede stocker de fagon compacte des en-
sembles de termes (linéaires) assez gros. En outre, onquauadsocier un automate qui calcule sur une
entrées (un terme) I'ensemble des filtres paudans I'ensembld sous-jacent :

{t € T | Joto = s}

Définition 8.1 (Squelette, frange) Un squeletteS est un terme (clos) bien formé g€ U {{J}), oud est
une constante spéciale qui n'apparait pas dénsLa frange d’'un squeletté est I'ensemble de positions
de S tel que

F(S) ={p € Pos(9) | S(p) =00}

Un termet est compatible avec un squelefiesi et seulement si
p € Pos(t) A S(p) = t(p)

Vp € Pos(S), p ¢ F(S) = { ou
dq € Pos(t), ¢ <pAt(q) e X

Un ensemble de termé&sest compatible avec un squelette si chacun de ses élémestts I
p est une position de discrimination pofiret T" si T' est compatible aves§, et il existep une position
de F'(S) etun terme d€" tels quet(p) € F.

Définition 8.2 (Arbre de filtrage, Réseau de discrimination) Un arbre de filtragest un arbre
1. dont les arétes sont daosU {w},

2. dont les nceuds sont étiquetés pas,, et M,,, un squelette et un ensemble de termes compatibles, et
siu n'est pas une feuille une position.

tel que
1. alaracine de 'arbre, le squelette est égdla
2. siu n'est pas une feuilley, est une position de discrimination pofy, et M,
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3. si(u,v) est une aréte étiquetée pdr
Sy = Su[f(D7 cee D)]puv

4. M, estl'ensemble des élémentsidg compatibles aves,,.

Un réseau de discrimination podf est un arbre de filtrage maximal dont la racine est étiquetge p
(0,7, ).

Soit T un ensemble de termes linéairegetin reseau de discrimination poiit Soit A 'automate de
filtrage associé & : ses états sont les nceudsideet ses transitions les arétes BeSur une entrée (un
terme), la transition: —/ v a lieu si

1. s(pu) = f,
2. ou biens(p,) € X et f = w.
Les automates de filtrage ainsi définis siétierministesEn outre, siS atteint I'état finalM,, sur I'entrée

s, alors
M,={teT|3o to =s}

Si A échoue sur I'entrée alors
{teT|3o to=s}=0.
Pour un ensemble de termes non-linéaires, on obtient unithige de préfiltrage en partant des termes
linéarisés.

8.2 Réseaux de discrimination non déterministes
Ces réseaux somtpriori moins intéressants que les autres, cependant en pratgjgent moins gros,

et plus faciles a mettre a jour. lls sont donc parfois usligéns des processus comme la complétion, ou
I'ensemble de régles de récriture varie.
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Chapitre 9

Complétion

Nous avons vu que le probléeme du mot est décidable dans uaeettguationnelle lorsque I'on
dispose d’'un systéme de récrituggquivalent et convergent. La convergence local®& de teste facilement
sur les paires critiques, et pour prouver la terminaisosufiit de trouver un préordre de récriture qui fait
décroitre les régles dB. En général, on connaH, et on essaie de trouvét qui convient en orientant de
facon intuitive les équations d€ en régles. Par exemple a partir des groupes, qui sont dééinis p

E={z-e=xx-I(x)=¢;(x-y) 2=z (y-2)}

on obtiendra
R={zx-e—waz -I(zx)—e(r -y z—-x (y 2)}

On peut essayer de trouver un préordre de récriture qui éaitoltre les régles d&. Ici, on pourra
choisir> le RPO associé a la précéderce - - e, ou tous les symboles ont un statut lexicographique (de
gauche a droite).

Cependant lorsque I'on teste la confluence local&die paire critique

(x-e)-z
(e-2) x-z
n'est pas convergente.

L'idée de la complétion est de rajouter cette équation, aisedrientée par- au systémeR. Il faut noter
gu’en ajoutant une reglea, on crée de nouvelles paires critiques dont il faudra aussier la confluence.

x€X -

9.1 Regles de complétion

Le processus de complétion est décrit comme un ensemblaylds @inférence. Les entrées sont un
ensemble d’équationB, définissant une théorie équationnelle sur une algébre de$sf (F, X), et un
préordre de récriture>. Les régles manipulent une paif€, R) composée d’'un ensemble d’équatiafis
(qui restent a transformer en régles de récriture) et umablsede régles de récrituie.
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Initial

Eo; @
. Eu{s=s}, R
Trivial R
Paire Critique __E. R si e est une paire critique d&
d Eu{e}, R c P g
, EUu{s=t}, R :
Oriente F, RU{s > 1 Sis>t
o FEu{s=t}, R , , ,
Simplifie FU{s =] . Ssis —p s etlout gt
E,RU{l—r} : ,
Compose , RU{ =) Sir >pr
. , B
B, RU{l>r} Sll—>?_,dl,g—>d€R,et((l|p—gaaveCp75A
Collapse EUl =] R Ouo n'est pas un renommage) du=£ go etr = do

aveco qui est un renommage)).

Lemme 9.1 Chacune des regles d'inférences de I'ensemble ci-dessus :

E.R
LR

conserve la théorie équationnelle=gyr,==ruE,, -

La complétion peut étre entierement automatisée si I'goadis d'un algorithme pour décider le préordre
de récriture choisi (c'est le cas pour les préordres de typ@)RVoici deux exemples de la complétion des
groupes par le logiciel CIME ( http ://www.lri.fr¥demons/cime.html). Dans le premier exemple, le niveau
de verbosité est bas, et le systéeme n’indique que le typeglie dénférence appliquée, dans le deuxiéme
exemple, le niveau est plus haut, et le systéme donne I'étahot de 'ensemble des équations et des régles.

9.2 Stratégies et contrdle équitable

Les regles de la complétion sont hautement non-deterregist méme s'il existe un systeme de récri-
ture convergent compatible avec I'ordre de la complétiodogit la théorie équationnelle est équivalente a
celle de I'ensemble d'équations de départ, uns mauvais&gstane le trouvera pas et ne terminera pas en
temps fini.

On note une excécution de la complétion comme suit :

(Eo,0) F (E1,R1) F ... (En, Rp) b (Eny1, Rot1) - -

Définition 9.2 (Equation/Reégle persistante)Une équatiore (resp. une régle) est dite persistante si elle
appartient a tous le#,, (resp.R,,) a partir d'un certain rangn, c’est-a-dire :

eeUﬂEn reUﬂRn

no n>ng no n>ng
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L'ensemble des équations persistaritgs
Ung N>y Ln €St NOtER,,,.

Supposons qu'il existe un systeme de récriture équivalény, @onfluent et compatible avec l'ordre de
la complétion. On peut en prendre une version interrédgiieest alors canonique et unique. On note ce
systémeRR g, . Dans ce cas, le but souhaité de la complétion est bien éwéatde réussir en produisant en
sortie Rg,. On dit que la complétion est équitable si toute preuve paituée dansk g, peut se faire dans
'un desR,,, ce qui revient précisément a

E,, est notéE,, et I'ensemble des régles persistantes

n>ng

REg, = R,
Définition 9.3 Une séquence de complétion est un succés, s (.
Une paire critique est persistante si c’est une paire oetideR,,.

Exemple 9.4

Lild

flg(z)) — g(=)
] W) = h@)
g(h(x)) — g(z)
g(g(z)) — g(z)

On se restreindra dans la suite a des contrdles qui tra@emidires critiques persistantes :

Définition 9.5 Une séquence de complétion est équitabl@B(R,,) C |J,, En.

9.3 Algebres de preuves, la complétion vue comme récritureedoreuves

Soit(Ey,0) - (Ey,R1) b ... (Ep, Ry) F (Eny1, Rat1) - - . Une exécution de la complétion. Le but de
la complétion est de transformer toutes les preuves éaqunaies qui utilisent des équations fig en des
preuves par récriture darfg,. Nous allons formaliser ces transformations en nous ptagams un cadre
plus large qui peut accueillir toutes ces preuves a la foigmpris les preuves « intermédiaires ».

On note don@, = |J,, B €t Ro = J,, R

Définition 9.6 Une preuve (non trivale) de = ¢ dansE,, U R, est une séquence mixte (non vide) qui
combine des étapes équationnellesFig et des récritures d®., s = sg, 1, ..., 5,1, S, = t telle que :

— Si—1 $7Es Siy

— ou biens;_1 —Reoo Si»

— ou biens;_; < r.. si.
Deux preuves sont équivalentes si elles ont mémes preniggsngers termes.

Le processus de complétion transforme peu a peu une preuati@elle deF, en une preuve par
récriture dansk, équivalente. Cette transformation s’accompagne de ladsance d’'une mesure,dedt
de la preuve
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Définition 9.7 (Colt d’'une preuve) Le colt d’une étape de preuve est un triplet défini comme suit :
— Lecoltdes;—1 «<>p. s;est({s;—1,si},_,_).
— Le coltdes;—1 — g, s, Silarégle utilisée est— r, est({s;—1},1, s;).
— Lecoltdes;—; «r_, s, Silaréegle utilisée est— r, est({s;}, 1, s;—1).

Le colt total d'une preuve est le multi-ensemble de ses étéitsentaires.

Les colts élementaires sont comparés lexicographiqguement
— La premiére composante est comparée avec I'extensionemskmble de I'ordre utilisé pour la com-
plétion.
— La deuxiéme composante est comparée avec la partie stei¢t@rdre de plongement.
— Latroisieme composante est comparée avec l'ordre de lplétion.
Les codts totaux sont comparés avec I'extension multirabe de I'ordre utilisé pour les colts élemen-
taires.

Lemme 9.8 Sil'ordre utilisé par la complétion est un pré-ordre de riégre, I'ordre sur les preuves est bien
fondé.

Lemme 9.9 Soit (Ey,0) - (E1,R1) & ... (En, Ry) F (Eny1, Rut1) - .. Une exécution de la complétion
équitable CP(R,) C E) et qui n’échoue pasH,, = ()). Soit P une preuve dan¥,, U R, qui n'est
pas une preuve par récriture dars,. Il existe une preuvé”’ de £, U R, équivalente aP et de colt
strictement inférieur.

Démonstration Examinons les raisons pour lesquelles’est pas une preuve par récriture g :

— P contient une étape;_; < g s; qui utilise I'égalitéu = v de E,. Comme la complétion n’échoue pas,
I'égalité v = v n'est pas persistante. Elle disparait de I'ensemble deati&ms a un moment donné de la
complétion.

— L'équationu = v peut disparaitre par la régleivial . Dans ce cas, il suffit de supprimer I'étape élementaire
si—1 <*g,, s; de la preuveP pour obtenir une preuve strictement plus petite.

S0.--8i—1 ?E. SiSi+1---8n ~ S0 .--8i—1Si+1---8n

— L'équationu = v peut étre orientée et passer dans I'ensemble des reglgsoSuys sans perte de général-
ité que I'équation se transforme en la régle» v (le casv — u est symétrique). L'étapes . de codt
({si-1,s:},_,_) entres;_; ets; se transforme en;_; —p__ s; de colt({s;_1},u, s;—1) Strictement in-
férieur.

80.--8i—1 $FE, Si---Sn ~ 80---8i—1 7R, Si---Sn

— Léquationu = v peut étre récrite par une rédle> r de R... Supposons sans perte de généralité que c’est
le termeu qui est récrit eny’. E., contient donc I'équation’ = v. L'étape élementaire

si—1luc] &g sifvo)
de colt({s;_1[uo], s;[va]}, _, _) peut étre remplacée par les deux étapes
si—1|uo] =R, si—1[u'c] et s;_1[u'o] &g silvo]

de codts respectif§{s;—1[uc]},l, si—1[u'o]) et ({s;—1[u'0], si[vo]}, _,_) tous deux strictement inférieurs
(I — r, doncl > r, doncu’ - u, doncs;_1[uo] > s;—1[u'd]).

50...8i—1[uc] <>p si[vo]...sn  ~  S0...8i-1[uc] =R, si—1[u'o] < E, silvo]... s,

— P contientune étape,_; —r__ s; qui utilise une réglé — r de R \ R,,. Laréglel — r ne peut disparaitre
parComposeou parCollapse
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— Laréglel — r a été remplacée par la rédles »’ our s’est récrit em’ avecg — d. La preuve élémentaire
si—1[lo] =g, silro]
de colt({s,;—1[lo]},, si[ro]) peut étre remplacée par les deux étapes
si—1[lo] =g, si—1[r'o] et s;_1[r'o] g si[ro]
de colts respectify s;_1[lo]},, si—1[r'o]) et ({s;[ral}, g, si—1[ro]) tous deux strictement inférieurs.
S0...8i—1lo] =R, silro]...sp  ~  So...8i-1[lo] =R si—1|r' 0] <R, si[ro]...sn
— Lareglel — r a été remplacée par I'équatiin= r ou/ s’est récrit eri’ avecg — d. La preuve élémentaire
si—1|lo] =R, si[ro]
de colt({s,;—1[lo]},, si[ro]) peut étre remplacée par les deux étapes
si—1llo] =g, si1[l'c] et s;_1[l'o] < p. si[ro]

de colts respectif{ s;,_1[lo]}, g, si—1[l'0]) et({s;—1[l'o], s;[ro]}, _, ) tous deux strictement inférieurs (les
conditions d’application de la régfeollapseassurent qué > g pour I'ordre de plongement, ou quet g
sont renommages I'un de I'autre, mais que dans cereas, I’ o).

s0...8i—1lo] =g, silro]...sn  ~  so...si—1[lo] =R, si—1|l'o] < e siro]. .. s,

— P ne contient que des étapesg, et<+ g, Mais n'est pas une preuve par récriture car elle contieqgian
Si—1 < Rr, Si =R, Si+1. Comme dans la preuve du lemme des paires critiques 5.1lewrdjstinguer s'il
s’agit d’un pic critique, ou d’un pic non critique que I'onyggoindre.

— S’il s’agit d’un pic non critique, on le remplace par degpéis— r, et<p, entre des termes qui sont tous
strictement inférieurs au sommet du pic La sous-séquencg_; «r_, s; —r, Si+1 €St donc remplacée
par une autre séquence de co(t strictement plus petit.

* *
$0..-8i—-1 R, Si 7R, Si+1---Sn ~ S0 ...8i—1 %Rw(*Rw Sit1..-8n

— S'il s’agit d'un pic critique entre deux reglés— r etg — d, comme le contrble est équitable, la paire
critique associéeg = I¢[d¢], va étre calculée et ajoutée a I'ensemble des équationsilErtient donc a
E. Elle permet en outre une étape équationnelle eptreet s; ;. Le pic

8i—1 "R, Si —7R., Si+l
de colt({s;[lo]}, 1, si—1[ro]); {silg7]}, g, sit+1[dT]) est donc remplacé par une étape
8i—1 7 Es Sit+1
de colt({s;—1[ro], six1[d7]}, _, ).

S0..-8—1 <R, Si 7R, Si+1---Sn ~ S0.--8i—1 $?Ey Sitl---Sn

O

Théoréme 9.10Soit (Ey,0) - (E1,R1) b ... (En, Ry) F (Ent1, Ruy1) - .. Une exécution de la complé-
tion, équitable et qui n'échoue pas.

— Toute preuve d&,, U R, est équivalente a une preuve par récriture ddtis

— R, est équivalent &.
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— R, est convergent.
— SiR,, estfini, le probléme du mot polify est décidable. Sinon, cette exécution fournit une proadur
de semi-décision pour I'égalité modulky.

La complétion échoue dans le cas ou I'ensemble des équatinsistantes est non-vide. Pour résoudre
ce probleme, deux solutions sont envisageables. Elleshssées sur la méme approche, une modification
de la notion de récriture, et les modifications subséquetans les regles d'inférence de la complétion de
facon a pouvoir démontrer un théoreme similaire au théo@d@

9.4 Complétion ordonnée

Larécriture utilisée ici est la récritumrdonnéedéfinie par rapport & un pré-ordre de récritergue I'on
supposera fixé dans le reste de cette section. L'idée eseguégjliations ne sont pas orientées une fois pour
toutes, car en général suivant les instances, |'oriemtagigry rapport & peut varier. Les équations seront
utilisées pour récrire si lI'instance utilisée décroit.

Définition 9.11 (Récriture ordonnée) Soits ett deux termes, &F une théorie équationnelle. — g, r Si
s <rpets ~t.

La complétion travaille sur un ensemble d’équations, ilaplus de régles. En fait les régles sont sim-
plement des équations qui s’orientent toujours dans le n&&m®, quelles que soient les instances utilisées.
On définit donc une notion de paire critique adaptée a latugerordonnée :

Définition 9.12 (Paire critique ordonnée) Soients = t etu = v deux équations, telles qu'il existe un
renommage de s, une positiorp non variable des, avecsp|, etw unifiables. Soitr un unificateur plus
général desp|, etu. S'il existe une substitution closetelle que

spoT - tpoT et spot[uoTl, > spoTlvoTl,

alors (tpo, spolvol,) est unepaire critique ordonnéde s = ¢ etu = v. On noteC' P~ (E) 'ensemble des
paires critiques ordonnées deéuU E—1.

On a encore un lemme des paires critiques adapté :

Théoréme 9.13La relation — 5. est localement confluengair les termes clos si et seulement si toutes les
paires de” P~ (E) sont localement confluentes.

La démonstration est une adaptation sans difficultés deslavprusuelle.

9.4.1 Lesréegles de la complétion ordonnée

Les régles sont adaptées de la complétion usuelle, aveslipre suivant : il n’est pas toujours possible
de décider I'existence d’'une substitution close qui sadsé les conditions de I'ordre. La solution consiste
a employer une sur-approximation corredt€ P~ (F) (i.e.telle que toutes les paires sont bien égales dans
%) deCP~(E)), par exempl& P(E U E~1), ou

{(tpo, spofvoly) | s =t,u=v € EUE™ Aspo A tpo A spolua], £ spolvol,}
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EU{s=s}

Trivial i

Paire Critique Si s = t est une paire critique d&C P~ (E)

E
EU{s=t}

Définition 9.14 (Colt d'une preuve ordonnée)Le colt d'une étape de preuve est un triplet défini comme
suit :

— Le colt des <»y—y, t €St({s},u,t) Sis > t.

— Le colt des <»—, t €st({t},v,s) sit > s.

— Le colt des <+,—,, t €st({s,t},_,_) sinon.
Le co(t total d'une preuve est le multi-ensemble de ses étéisentaires.

Les co(ts sont comparés comme dans le cas standard. En sé fasia preuve de complétude de la
complétion usuelle, on peut ajouter toutes les réglesétamfces qui détruisent ou modifient des équations
pourvu que les preuves utilisant ces équations puissentese faire avec les nouvelles équations pour un
colt moindre. Par exemple :

- EuU{s=, s}
Trivial i)

o EUu{s=t} . , ,
Simplifie EU{s =1} sis —p. s’ etlout g, t

Lemme 9.15SoitEy - Ey ... E, - E,41 ... une exécution de la complétion équitableR~ (E,,) C
E.). Soit P une preuve close danB,, qui n'est pas une preuve par récriture dansg,_. . Si > est un
ordre total sur les termes clos, il existe une preuve clBsde E ., équivalente & et de co(t strictement
inférieur.

Théoreme 9.16Soit E, 'ensemble des équations persistantes d’une dérivationodeplétion ordonnée
équitable. Si- est un ordre total sur les termes clds,, est convergent sur les termes clos.

9.5 Complétion modulo

Il est possible d’adapter la complétion au cas de la réeriadendue, en modifiant encore une fois le
calcul des paires critiques.
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Chapitre 10

ClGture par congruence

Pour semi-décider le probléme du mot, on peut utiliser lagiétion ordonnée, mais des procédures de
décision ont été développées, comme la cléture par congguehn ses extensions modulo, utilisées essen-
tiellement dans les prouveurs SMT (satisfiability moduleadtties). Evidement, il y a un prix & payer pour
passer de la semi-décision a la décision. Ici, la théorieulaodquelle on raisonne est close, ou dans cer-
taines des extensions modulo des théories prédéfiniesdaodeé propriétés qui les contraignent fortement.

10.1 Cloture par congruence standard

Le probléme qui se pose est, étant donnée une algébre desfarmensemble fini d’équations entre
termes clos, et deux termes closett, de savoir si

EQI—SZt

La cléture par congruence standard travaille sur un quéetr(@, I", A, ®) ou

— O est I'ensemble des termes déja rencontrés,
— T" estun dictionnaire qui a un terme associe I'ensemble dausdésrsnes directs qui apparaissent dans

o,
— A est une structure d'« union-find » qui a chaque termeddassocie son représentant modulo
'ensemble d’équations déja traitées (éventuellemenniéine)

— ® est I'ensemble des équations qui restent a traiter, et l&teg z t, supposeée traitée en dernier.

Elle est définie par un ensemble de régles d'inférences :
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(O | T | A a=b;® )
(© | Twl | A | &;& )

a,b€ O, Ala] £ Alb]

REMOVE © | I' | A a=b; wbe®. Ald=Al
(e [ I | A @ A -
5 (e | I | A | Cf@;e ) {f@g@
( Ou{f@} | Twl | A | @;C[f@];® )| Wwedve®

ouC|f(a@)] est une équation ou une requéte conterfaay

= |J I=TOU{f@)

leA[d]

avec . . .

® = ¢ f(@)=fb)|Ald=Ap, fb)e () T
leA[d]

(e | I [ Afa=b)

QUERY = a,b €0, Ala] = Alb)

(O 1T | Ajfa=b)
FaIL T a,b €O, Ala] # Alb)
La configuration initiale estégale@ ¢ | 0 | id | Eps=t ).

Ces regles sont évidemment correctes car toutes les éugiajioutées a la derniére composante sont
valides (moduloE),) car =g, est une congruence. La terminaison est évidente car aucweao terme
n'est créé, et on ne peut engendrer qu'un nombre d’'équagioadratique en la taille de I'entrée.

La complétude, c’est-a-dire que silE s'applique, alors et ne sont pas égaux modul se démontre
en contruisant un modéle d&, ou s ett sont distincts.

10.2 Cl6ture par congruence modulaX : CC(X)
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