[ Arbres de recherche AVLJ UMLV [

Implémentation d* ensembles avec opérations :

MIN (A), MAX (A
(A), MAX (A) O(log (A
AJOUTER (x, A) .
pire des cas

ENLEVER (x, A)

ELEMENT (x, A)
A arbre (binaire de recherche) AVL (équilibre en hauteup)/ \ / \ \
1/ en tout noeud p de A (si A non vide) : 7

Ih(A,(P)) - h(A(P))I < 1 /\ 7/ \ /N

2/ A vide ou / \

A=(r,A;Ay), A, Agsontdes arbres AVL
et [n(Ay) - h(A)[ =1

bal(p) = bal(A(p)) = h(A,(p)) - h(A,(p)) 1



[ Implémentation des AVL

struct NOEUD {
el ement elt ;
deuxbits bal ; /* conpris entre -1 et +1 */
[* -2 et +2 dans la suite */
struct NOEUD * g, * d ;
} noeud ;
noeud * arbre ;

(arbre,entier) AJOUTER (el enent x, arbre A ;
[* rend I' arbre modifié et la différence de hauteur : O ou +1 */

(arbre,entier) ENLEVER (el enent x, arbre A ;
[* rend I' arbre modifié et la différence de hauteur : -1 ou 0 */

(arbre,entier) OTERM N (arbre A ;
[* rend I' arbre modifié et la différence de hauteur : -1 ou 0 */

UMLV [



Hauteur des arbres AVL VMLV L

A arbre AVL a n nceuds
log,(n+1)-1 < h(A) < 1,45 log,(n+2)

ARBRES de FIBONACCI
[ nceuds identifiés a leurs étiquettes, 1, 2, ... ]

F, = () = arbre vide h(F,) = -1
F, =(1,0,0) h(F,) = 0O
Fk: (Fk+11 Fk-11 F,k-Z) sl k>1 h(Fk) = k-1

F'., = F,, avec etiquettes augmentees de F,,,

[nombres de Fibonacci: F,=0, F, =1, F,=1, F,=2 F, =3, ... ]



l AVL de Fibonacci \ UMLY L

F, 1

/ \ I:2/2\
.
/ \
F, 3
S 5
Py /\ /3\/ .
2 s 67
1‘/\ /\ /\
/ \

[F,=0, F,.=1, F,=1, F,=2, F,=3, F,=5, F,=8, F,=13, ... ]
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UMLV [

[ Propriétes J

L'arbre de Fibonacci F,
- est un arbre AVL
- est étiqueté par 1, 2, ..., F, -1
- a pour hauteur k-1

Tout arbre AVL de hauteur k-1 possede au moins
- F,, -1 nceuds

Conseqguence : pour A AVL avec n nceuds et hauteur k-
1

n=F,-1> 252
h(A) = k-1 < 1,45 log,(n+2) — 0,33



UMLV [

baI:O/5\ Ajout dans un AVL
/NN

._72\ N /1_._1_2 hal=1
A AR i

bal=1 7/’ > /3\ /9\
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[Equilibrage (apres AJOUT)J uMLY [0

S _
B bal=1 Eauil
quilibrage
A < par rotation

_A_/\ gauche

A~ s bal=-1 Equilibrage

------------- —I 1 N par double
________________ % 11 _A__//\ rotation

gauche




[ Rotation gauche UMLY []

A=(r, A, Ay avec A, A, sont AVL
- bal(A) = 2
- bal (A)) =1

La rotation préserve |'ordre symetrique
Note : elle diminue la hauteur



[ Rotation gauche (suite)] UMLY [

A=(r, A, Ay avec A, A, sont AVL
- bal(A) = 2
- bal (Ay)) =0

La rotation préserve |'ordre symetrique
Note : elle ne diminue pas la hauteur



UMLV [

arbre ROTH arbre A {
arbre B; int a,b;
B = A >d,;
a = A->pbal; Db = B->bal;
A->d = B->g; B->g = A, [/* rotation */
A- >pal = a-max(b,0)-1,
B->bal = mn(a-2, atb-2,b-1);
return B;

Exercices :
- vérifier les calculs de bal
- écrire la rotation droite ROTD
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UMLV [

arbre ROTD(arbre A {
arbre B; int a,b;
B = A >q;
a = A->pbal; Db = B->bal;
A->g = B->d; B->d = A, [* rotation */
A->bal = a-m n(b, 0) +1;

B->bal = max(a+2, atb+2, b+1);
return B;

}

Exercice :

- vérifier les calculs de bal
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[ Double rotation gauche UMLY ]

A=(r, A, Ay avec A, A, sont AVL

- bal(A) = 2

- bal (A;) =-1
2 0
AT 0 —C~—~ o0

La rotation préserve |'ordre symetrique
Note : elle diminue la hauteur



[ Double rotation gauche (suite)] UMLV []

DROTG(A) /

/\/\A

arbre DROTG arbre A) {
A->d = ROID( A->d);
return ROTEA);
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[ Double rotation gauche (suite)] UMLV []

2
/A\B'l 0 —C—~— 1
_1C/ DROTG /\ /
A/\A ALNA
2 .0
S T—— 1 1L —%>~ o0




' Exemples de rotations| UMLY [

Ajouts successifs de 4, 3, 1,6, 7,5, 2 dans I’ arbre vide

4 4 [ROTD(4)] .3 3
]\  — / \ / N —_— / DY
3 1 4 1 4
/ \ /7 \ / \ / \ / \
6

/\
[ROTG(4)]

4 4 3
2/ \6 [DROTD(3)] 3/ \6 [DROTG(B)]l/ \6
/ \ / \ /N / \ /N / \
1 3 5 4 1 5 V4 4 !

/\ /N I\ /\ /\ /\ /\ /\ /\




[Equilibrage] MLV

arbre EQUI LI BRER(arbre A) {
| f (A->bal == 2)
I f (A->d->bal >= 0)
return ROTH A);
else { A->d = ROID( A->d);

Entree
A arbre tel que
A, Ay sont AVL

2=balld) =2 return ROTGE A);
}

Sortie else if (A->bal == -2)

A arbre AVL i f (A->g->bal <= 0)

return ROTD(A);
el se { A->g = ROTE A->Q) :
return ROTD(A);

[-1 < bal(A) < 1]

}

el se return A
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Equilibre (bal) variation
avant apres de hauteur
T~ 0 0
/7 0 1 +1
---------------- X corréelation !
_ /A\ _

ROT .A._._ _ Conclusion :

variation = O ssi bal = 0 apres ajout
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UMLV [

(arbre,int) AJOUTER(el enent x, arbre A {
If (A == NULL) {
créer un noaid A, A->g = NULL; A->d = NULL;
A->elt = x; A->bal = 0
return (A 1);
} else if (x == A->elt)
return (A 0);
else if (x > A->elt)
(A->d, h) = AJOUTER( X, A->d);
el se
(A->g, h) = AJOUTER(x, A->g); h = -h;
i1 f (h == 0)
return (A 0);
el se
A->bal = A->bal + h;
A = EQUI LI BRER(A);
I1f (A->bal == 0) return (A 0); else return (A 1);
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[Temps d un ajoutJ UMLY []

Temps d’ une rotation : constant

Note : AJOUTER exécute au plus une rotation
car une rotation dans cette situation retablit la
hauteur initiale de I' arbre auquel elle est appliquée

A arbre AVL a n noads
Temps total d’ un ajout : O(h(A)) = O(log n)
car une seule branche de I' arbre est examinée
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Equilibre (bal) variation
avant apres de hauteur
-1 0 -1
0 1 0
4 1 0 -1
ou -1 0
correlation !
Conclusion :

ROT
variation = -1 ssi bal = 0 apres retrait




UMLV [

(arbre,int) ENLEVER(el enrent x, arbre A {
1 f (A == NULL)
return (A 0),;
else if (x > A->elt)
(A->d, h) = ENLEVER(x, A->d);
else if (x < A->elt)
(A->g, h) = ENLEVER(x, A->Q); h = -h;
else if (A->g == NULL) {
[* free */ return (A->d,-1);
} else if (A->d == NULL) {
/[* free */ return (A->g,-1);
} else {
A->elt = mn(A>d);
(A->d, h) = OTERM N( A->d) ;
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UMLV [

1f (h == 0)
return (A 0);
el se {
A->bal = A->bal + h;
A = EQUI LI BRER( A);
I f (A->bal == 0)
return (A -1);
el se
return (A 0);



UMLV [

(arbre,int) OTERM N(arbre A) {
1 f (A->g == NULL) {
mn = A->elt;

Entree [* free */ return (A->d,-1);
A arbre AVL } el se
non vide (A->g,h) = OTERM N(A->g); h = -h;
1f (h == 0)
return (A 0);
el se {

A->pal = A->bal + h;
A = EQUI LI BRER( A);
1 f (A->bal == 0)
return (A -1);
el se
return (A 0);



[Temps d un J UMLY []
retrait

Note : ENLEVER et OTERMIN peuvent executer
une rotation sur chaque ancétre du noaid supprime

Exemple : suppression du maximum
dans un arbre de Fibonacci

A arbre AVL a n noaids

Temps total d’ une suppression : O(h(A)) = O(log n)
car ENLEVER et OTERMIN examinent une seule
branche de | arbre (et temps d’ une rotation constant)
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