[Tri Iexicographique] UMLY ]

Optimalité des tris par comparaisons : O(n logn)
Classements linéaires

Tris lexicographiques



[ Tri de 4 eléements UMLY ]

Suite (a, b, ¢, d) a classer

Méthode optimale : comparaisons

1. classeraethb 1

2. classer c et d 1

3. comparer les 2 plus petits 1

4. insérer le dernier 1ou?2

au sein des trois éléments classeés

Exemple : classer (9, 1, 5, 17)

1. b=1<a=9

2. c=5<d=17 S
b_c_d

3. b=1<c=5 ona b=1<c=5<d=17

4. Insertion de a=9 apres comparaisons avec c puis d

a



' Arbre de décision \

asb
- N~
c<d c<d
/7 N\ /7 N\
a‘s‘ C a:s d b s C b:s‘ d

plus longue branche (hauteur) : 5
plus courte branche : 4
41 = 24 feuilles

UMLV [

Ordres possibles :
bacd
bcad
bcda




[ Tris par Comparaisons ] uMLV [

algorithme de tri par comparaisons arbre de decision
sura,, ...,a, feuilles : permutations de a,, ...,a

début

si (a, < a )alors

n

fin

Théoréme : 4 tri par comparaisons
Alors T,,..(a,n) = Q(n logn)
Preuve :
Tua(d,n) = hauteur de | * arbre de décision a n! feuilles
hauteur = log, n! = Q (n logn) [ car n! = (n/2)"?]



[ Analyse en moyenne] UMLY ]

Théoréme a4 tri par comparaisons
permutations des entrées equiprobables
Alors T,,., (A&,n) = Q(n logn)
Preuve
pour un arbre binaire a k feuilles (ncaids externes) O\

$® | (&) I@oggkleur moyenne des branches /\

k=k+k, k<k k<k

B =1+ 21K )+ 2 Ik,)

k, feuilles  k, feuilles

21+ll<<1lcg k1+l:(2Icgk2nirimm pr Kk =k,

1 k 1 k
>1+ " laa —+"lag — > k
2(:92 2092 a,



[ Tris par comparaisons optimaux] UMV

Optimaux au pire

Tri par le tas
Tri par fusion O(n logn)
Tri par arbre AVL

Optimaux en moyenne

précedents, plus
Tri rapide O(n |ogn)
Tri par arbre binaire |
de recherche




l Tri par distribution \ uMLY [J

Classer L = (a, a,, ...,a ) constituée de n entiers [1(0, 1, ..., m-1)

(al’ a‘2’ 1 ak’ ' an)
distribution L
vecteur booleen 1
ou entier
0 1 a, m-1
collecte

(@1 By +vs Rpyr +or Roy)

Temps : O(n+m) (pas de comparaisons)
Espace supplementaire : O(m)




l Exemple \ UMLY []

L =(7, 9, 3) constituée d’ entiers 1(0, 1, ..., 11)

Initialisation olololololo]lo]lo|lo]lo]o]oO
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

(7,9, 3)
distribution
L 3\ N\
0 Jo Jo [z Jo [o o]z o[z oo
0 1 3 4 5 6 7 10 11
collecte \ »/L/

(3,7,9)




L‘FH—«—&&Fanaee—»J MLV L

Suite (a,, ..., a,) dans une table ; clés = entiers 1,2, ..., n

Classement (permutation) :
pouri — 1 anfaire
tant que clée(a ) # i faire
echanger (a, ay))

Temps : O(n)
Espace supplémentaire constant.

| = 3,4,5

38233
X
38233
X
assaa)l

PEE



Tri par bacs UMLY [
(sélection de place)

ClasserL=(a, a,, ...,a) cles 0J(O, 1, ..., m-1)
Idée : utiliser m bacs et ranger a, dans bac[clé(a)]

fonction tri-par-bacs (L liste) : liste ;

début
1 pouri « 0 am-1faire vider bac[i];
2 pour a — premier au dernier élement de L faire

ajouter a a la fin de bacjclé(a)] ;
L' — liste-vide ;
3 pouri — 0am-1faire
L' « L'. bac[i];
retour (L") ;
fin

Temps : O(n+m) si bonne gestion des bacs [O(n) pour 2, O(m) pour 1 et
3]

Espace supplémentaire : O(m) 10



l Distribution \ UMLV O

Classer ( "Zoé", "Lou", "Anne", "Luc", "Lars")
clé = premiere lettre

Bacs (listes chainées) : temps constant par element

téte queue

N
A | 0'50\1:\/7 Anne

llLoun . > IILUCII . > "LarS"

L

Z 11

"Zoe

Z

(R
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l Collecte \ UMLV []

Concatenation des bacs : temps constant par bac
(tri stable)

L' ®
téte queue ‘
et N \VJ
‘ [} ] 1
grolst

: ‘. : R
L ‘ .“ llLoun ‘——> IILUCII ‘——> "LaI’S" ,

............. vl
...... A n Z 1
Z @ ’ 5 Zoe @




[ Exemple] LMLy [

ClasserL=(a,, ..,a,) cles 0J(0, 1, 2, ..., n2-1)

LY n

Trien O(n) :
1. tri par bacs avec clé : clé(a) mod n
2. tri par bacs avec clé : [clé(a) / nJ

Equivalent & un tri lexicographique
avec laclé (q, r) telle que clé(a) =qg.n+r

n=10 L= (26,90, 25,1, 29, 64, 16, 81, 4)
apres 1

(0,1, 81,64 ,4 ,25, 26, 16, 9, 29)
apres 2

(0, 1, 4, 9, 16, 25, 26, 29, 64, 81)
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Ordre lexicographique UmLY (]

Suites = mots de A*

Fortement inférieur, << i nf or mati on
(a, -..aq) << (b, ... b) ssi >
Il existe i, 1 < i< min{k,}, a,=b,, .., a,,=b,,, a<b, | nf or mat i que
Ordre <
X,y [ A* X<y Ssixpréfixedey ou x<<y
Classement

oubl i bague

or gue baguette

baguette or gue

oubl i er oubl |

bague oubl i er
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l Tri lexicographique \ UMLY [

L liste de mots de méme longueur k

fonction tri-lexico (L liste) : liste ;
début
pouri « kalpas-1faire
L ~ tri-par-bacs(L) avec clé = i-eme composante ;
retour (L) ;
fin
Preuve : car "tri-par-bacs" stable
Temps : O(k (n + m) ) si composantes [1(0, 1, ..., m-1)

l

l

l

l

oubl i or gue bal ali ouat e bague bague
or gue bague oubl | oubl | bal ai bal ai
bague ouat e ouat e or gue or gue or gue
bal ai oubl | or gue bague ouat e ouat e
ouat e bal ai bague bal ali oubl | oubl |




[ Tri lexicographique (suite)] UMLV ]

Méthode ordinaire

olibl |
off gue
bague
bal ai

ate

o

G
G

Dl i
ue
Uat e

a
al ai
u
r

e
Ai

le

1
I

g
b
&

bague
bal al
or gue
ouat e
oubl i

Temps maximal : O(k (n + m ) ) si composantes [1(0, 1, ..., m-1)
Temps moyen : O( (n + m) log n)
Si composantes equiprobables et indépendantes

Alphabet fixe : « m disparait »

Théoreme

On peut classer une suite de chaines de caracteres en temps
O(l)oul estla somme de leurs longueurs.
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l Tri lexico par échanges\

Alphabet binaire A = {a, b} (ou {0,1})

aab
aab
baa
aba
bba

Tri analogue au tri rapide (I indice de composante)

fonction tri-lexico-par-échanges (L liste) : liste ;

début

a
b

A
Da
Da

na

O O O Q) o

apb

g « 1, d

TLE(L,9,d,i);

retour (L) ;

fin

agdap
agbhp
abba
baab
bbaa

o1

aaab
aaba
abba
baab
bbaa

UMLV [
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[ TLE ] UMLV [

L[ p,i ] = i-eme lettre du mot d’ indice p de L

procédure TLE (L, qg,d,i);
déebut
sig<deti<kalors{
P-g; q«d;
répeter
tantque (L[p,i]) =aetp<qfairep « p+tl,;
tant que (L[q,])=betp<qfaireq - g-1;
échanger (L[ p,i], L[q,i]);
jusqu'acequep=q;
si(L[g,])=aalorsqg ~ g+1;
TLE(L,Qg,0-1,i+1);
TLE(L,q,d, 1+1);

fin
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