
1Machines à vecteurs de support

• Idée 1: séparation linéaire avec une marge maximale

• marge fonctionnelle:

γi = f (xi)yi = (wtxi +w0)yi

• marge géométrique:

γ(g)
i =

1
‖w‖(wtxi +w0)yi =

1
‖w‖γi

• Optimisations équivalentes

• maximiser la marge géométrique

• maximiser la marge fonctionnelle sous la contrainte ‖w‖ = 1

• minimiser ‖w‖ sous la contrainte γi ≥ 1



2Machines à vecteurs de support

• Géométrie – deux classes

• r = distance algébrique de x et H:

x = xp + r
w
‖w‖

g(x) = wtx+w0 = r‖w‖

r =
g(x)

‖w‖



3Machines à vecteurs de support

• Géométrie – deux classes
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FIGURE 5.2. The linear decision boundary H, where g(x) = wtx+w0 = 0, separates the
feature space into two half-spaces R1 (where g(x) > 0) and R2 (where g(x) < 0). From:
Richard O. Duda, Peter E. Hart, and David G. Stork, Pattern Classification. Copyright
c© 2001 by John Wiley & Sons, Inc.



4Machines à vecteurs de support

• Problème d’optimisation:

• soit Dn =
(
(x1,y1), . . . ,(xn,yn)

)
linéairement séparable

• minimiser ‖w‖2 = wtw

• sous les contraintes γi = (wtxi +w0)yi≥ 1, i = 1, . . . ,n

• Résultat:

• l’hyperplan (wtx+w0 = 0) avec une

marge géométrique
1

‖w‖ maximale



5Machines à vecteurs de support

• Problème primal – théorème de Kuhn-Tucker

• minimiser par rapport à w et w0 et maximiser par rapport à α:

L(w,w0,α) =
1
2

wtw−
n

∑
i=1

αi(γi −1)

=
1
2

wtw−
n

∑
i=1

αi

(
(wtxi +w0)yi −1

)

• sous les contraintes αi ≥ 0, i = 1, . . . ,n



6Machines à vecteurs de support

• Optimisation:

• les gradients:

∂L(w,w0,α)

∂w
= w−

n

∑
i=1

αixiyi = 0

∂L(w,w0,α)

∂w0
=

n

∑
i=1

αiyi = 0

• resubstitution: maximiser par rapport à α (problème dual):

W (α) =
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiα jyiy jxt
ix j −

n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiα jyiy jxt
ix j +

n

∑
i=1

αi

=
n

∑
i=1

αi−
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiα jyiy jxt
ix j

• sous les contraintes αi ≥ 0, i = 1, . . . ,n et
n

∑
i=1

αiyi = 0



7Machines à vecteurs de support

• La solution

• w∗ =
n

∑
i=1

α∗
i yixi

• w∗
0 = −1

2

(
max
yi=−1

w∗xi +min
yi=1

w∗xi

)



8Machines à vecteurs de support

• La structure de la solution

• w∗ est une combinaison linéaire des points d’entraı̂nement

• théorème de Kuhn-Tucker:

α∗
i

(
(w∗txi +w∗

0)yi−1
)

= 0, i = 1, . . . ,n

• si γi > 1 alors α∗
i = 0

• si α∗
i > 0 alors γi = 1: vecteurs de support

• w∗ = ∑
i∈sv

α∗
i yixi

• f ∗(x) =
n

∑
i=1

α∗
i yixt

ix+w∗
0 = ∑

i∈sv

α∗
i yixt

ix+w∗
0



9Machines à vecteurs de support

• La structure de la solution

• pour j ∈ sv

γ j = y j f ∗(x j) = y j

(

∑
i∈sv

α∗
i yixt

ix j +w∗
0

)
= 1

• alors

w∗tw∗ =
n

∑
i=1

n

∑
j=1

α∗
i α∗

jyiy jxt
ix j = ∑

j∈sv

α∗
jy j ∑

i∈sv

α∗
i yixt

ix j = ∑
j∈sv

α∗
j(1− y jw

∗
0)

= ∑
j∈sv

α∗
j

• la marge maximale:

γ∗ =
1

‖w‖ =

(

∑
i∈sv

α∗
i

)−1/2



10Machines à vecteurs de support

• Idée 2: le noyau

• l’optimisation: W (α) =
n

∑
i=1

αi −
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiα jyiy jxt
ix j

• la fonction optimale: f ∗(x) = ∑
i∈sv

α∗
i yixt

ix+w∗
0

• Remplacer xtx′ par une fonction de noyaux K(x,x′)

• l’optimisation: W (α) =
n

∑
i=1

αi −
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiα jyiy jK(xi,x j)

• la fonction optimale: f ∗(x) = ∑
i∈sv

α∗
i yiK(xi,x)+w∗

0

• matrice de Gram: Gi, j = K(xi,x j)

• équivalent à une transformation non-linéaire dans une espace de
traits de dimension très élévée



11Machines à vecteurs de support

• Exemples de noyaux

• linéaire: K`(x,x′) = xtx′

• polynômial: K p
d (x,x′) = (xtx′+1)d

• base radiale: Kr(x,x′) = K(‖x−x′‖)

• gaussien: Kg
γ (x,x′) = e−γ‖x−x′‖2

• réseaux de neurones: Kσ(x,x′) = σ(sxtx′+ c)

• sigmoı̈de: Kt
s,c(x,x′) = tanh(sxtx′+ c)



12Machines à vecteurs de support

• Discrimination linéaire généralisée

• linéaire:

f ∗(x) = w∗tx+w∗
0 =

d

∑
j=1

w∗
jx

( j) +w∗
0 = ∑

i∈sv

α∗
i yixt

ix+w∗
0

• généralisée:

f ∗(x) =
D

∑
j=1

w∗
jφ

( j)(x)+w∗
0 = ∑

i∈sv

α∗
i yi

D

∑
j=1

φ( j)(xi)φ( j)(x)+w∗
0

• produit scalaire dans l’espace de traits:

φt(x)φ(x′) =
D

∑
j=1

φ( j)(x)φ( j)(x′)



13Machines à vecteurs de support

• Discrimination linéaire généralisée

• exemple:

φ( j)(x) =
√

2x( j), j = 1, . . . ,d,

φ(id+ j)(x) = x(i)x( j), i, j = 1, . . . ,d

φ(d2)(x) = 1

• produit scalaire dans l’espace des traits:

φt(x)φ(x′) =
d2

∑
j=1

φ( j)(x)φ( j)(x′)

=
d

∑
j=1

√
2x( j)

√
2x′( j) +

d

∑
i=1

d

∑
j=1

x(i)x( j)x′(i)x′( j) +1

= 2xtx′+(xtx′)2 +1

= (xtx′+1)2 = K p
2 (x,x′)



14Machines à vecteurs de support

• Caractérisation des noyaux

• K(x,x′) = φt(x)φ(x′) =
D

∑
j=1

φ( j)(x)φ( j)(x′)

• commutativité: K(x,x′) = K(x′,x)

• inégalité de Cauchy-Schwartz:

K(x,x′)2 =
(
φt(x)φ(x′)

)2

≤ ‖φ(x)‖2‖φ(x′)‖2

= φt(x)φ(x) ·φt(x′)φ(x′)

= K(x,x)K(x′,x′)
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• Théorème de Mercer:

• φt(x)φ(x′) = K(x,x′)

• Conditions

• diagonaliser la matrice de Gram: Gi, j = K(xi,x j) = VΛV

• valeurs propres: λt, vecteurs propres: vt

• condition suffisante: G est positif semi-definit (∀t : λt > 0) pour tout
Xn = (x1, . . . ,xn)

• D peut être ∞!!!
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• Idée 3: les variables d’écart (slack variables)

• cas non-séparable

• Permettre des erreurs:

• minimiser ‖w‖2 = wtw

• sous les contraintes γi = (wtxi +w0)yi ≥ 1−ξi, i = 1, . . . ,n

• où ξi ≥ 0, i = 1, . . . ,n

• minimiser l’erreur ≡ minimiser le nombre de points avec ξi > 0:
NP-difficile



17Machines à vecteurs de support

• Problème soluble 1: minimiser ‖w‖2 +C
n

∑
i=1

ξ2
i

• on peut supprimer la contrainte de positivité des ξi

• C est un hyper-paramètre réglé par la validation croisée (par exemple)



18Machines à vecteurs de support

• Problème primal

• minimiser par rapport à w, ξ et w0 et maximiser par rapport à α:

L(w,w0,ξ,α) =
1
2

wtw+
C
2

n

∑
i=1

ξ2
i −

n

∑
i=1

αi

[
(wtxi +w0)yi−1+ξi

]

• sous les contraintes αi ≥ 0, i = 1, . . . ,n

• les gradients:

∂L(w,w0,α)

∂w
= w−

n

∑
i=1

αixiyi = 0

∂L(w,w0,α)

∂ξ
= Cξ−α = 0

∂L(w,w0,α)

∂w0
=

n

∑
i=1

αiyi = 0



19Machines à vecteurs de support

• Problème dual

• resubstitution: maximiser par rapport à α:

W (α) =
n

∑
i=1

αi−
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiα jyiy jK(xi,x j)+
1

2C
αtα− 1

C
αtα

=
n

∑
i=1

αi−
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiα jyiy jK(xi,x j)−
1

2C
αtα

=
n

∑
i=1

αi−
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiα jyiy j

(
K(xi,x j)+

1
C

δi, j

)

• sous les contraintes αi ≥ 0, i = 1, . . . ,n et
n

∑
i=1

αiyi = 0



20Machines à vecteurs de support

• La solution

• w∗ =
n

∑
i=1

α∗
i yixi = ∑

i∈sv

α∗
i yixi

• f ∗(x) =
n

∑
i=1

α∗
i yiK(xi,x)+w∗

0 = ∑
i∈sv

α∗
i yiK(xi,x)+w∗

0

• w∗
0 est choisi tel que γi = f (xi)yi ≥ 1−ξi = 1− α∗

i
C

• la marge obtenue: γ =

(

∑
i∈sv

α∗
i −

1
C

α∗tα∗
)−1/2



21Machines à vecteurs de support

• Problème soluble 2: minimiser ‖w‖2 +C
n

∑
i=1

ξi

• Problème primal

• minimiser par rapport à w, ξ et w0 et maximiser par rapport à α:

L(w,w0,ξ,α,r) =
1
2

wtw+C
n

∑
i=1

ξi−
n

∑
i=1

αi

[
(wtxi +w0)yi −1+ξi

]
−

n

∑
i=1

riξi

• sous les contraintes αi ≥ 0,ri ≥ 0 i = 1, . . . ,n



22Machines à vecteurs de support

• Problème dual

• les gradients:

∂L(w,w0,α)

∂w
= w−

n

∑
i=1

αixiyi = 0

∂L(w,w0,α)

∂ξ
= C−αi − ri = 0

∂L(w,w0,α)

∂w0
=

n

∑
i=1

αiyi = 0
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• Problème dual

• resubstitution: maximiser par rapport à α:

W (α) =
n

∑
i=1

αi −
1
2

n

∑
i=1

n

∑
j=1

αiα jyiy jK(xi,x j)

• sous les contraintes αi ≥ 0,ri ≥ 0,C−αi − ri = 0 i = 1, . . . ,n et
n

∑
i=1

αiyi = 0

• ≡ sous les contraintes 0 ≤ αi ≤C (contraintes de boı̂te)



24Machines à vecteurs de support

• La solution

• w∗ =
n

∑
i=1

α∗
i yixi = ∑

i∈sv

α∗
i yixi

• f ∗(x) =
n

∑
i=1

α∗
i yiK(xi,x)+w∗

0 = ∑
i∈sv

α∗
i yiK(xi,x)+w∗

0

• w∗
0 est choisi tel que γi = f (xi)yi = 1 pour tous i : 0 < α∗< C

• la marge obtenue: γ =

(

∑
i, j∈sv

α∗
i α∗

jyiy jK(xi,x j)

)−1/2



25Machines à vecteurs de support

• Expériences

• 4 données de UCI, test croisé en 10 blocs, contrainte de L1, C = 1,
noyau gaussien
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• Expériences
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27Machines à vecteurs de support

• Expériences
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• Expériences
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• Distribution de la marge d’entraı̂nement
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30Machines à vecteurs de support

• Distribution de la marge de test
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• Distribution de la marge d’entraı̂nement
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32Machines à vecteurs de support

• Distribution de la marge de test
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33Machines à vecteurs de support

• Distribution de la marge d’entraı̂nement
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• Distribution de la marge de test
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35Machines à vecteurs de support

• Distribution de la marge d’entraı̂nement
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36Machines à vecteurs de support

• Distribution de la marge de test

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

ta
ux

 d
es

 p
oi

nt
s 

de
 m

ar
ge

 in
fØ

rie
ur

e

marge

Tic-Tac-Toe - distribution de marge de test

gamma = 1.4E-3
gamma = 0.01
gamma = 0.08
gamma = 0.24



37Machines à vecteurs de support

• Comparaison avec boosting (marge d’entraı̂nement)
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• Comparaison avec boosting (marge de test)
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• Comparaison avec boosting (marge d’entraı̂nement)
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40Machines à vecteurs de support

• Comparaison avec boosting (marge de test)
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• Comparaison avec boosting (marge d’entraı̂nement)
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42Machines à vecteurs de support

• Comparaison avec boosting (marge de test)
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• Comparaison avec boosting (marge d’entraı̂nement)
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• Comparaison avec boosting (marge de test)
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45Machines à vecteurs de support

• Erreur de généralisation

• dimension VC effective:

min

(
R2

γ2
,d

)
+1

• espérance de l’erreur de généralisation:

E[R( fn)] ≤
1

n+1
E

[
R2

n+1

γ2
n+1

]



46Machines à vecteurs de support

• Estimation LOO

• erreur empirique:

R̂( f ,Dn) = R̂( f ) =
1
n

n

∑
i=1

I{ f (Xi)Yi<0}

• f (i) est entraı̂né sur

D(i) =
(
(X1,Y1), . . . ,(Xi−1,Yi−1),(Xi+1,Yi+1), . . . ,(Xn,Yn)

)

• erreur LOO:

R̂LOO( f ) =
1
n

n

∑
i=1

I{ f (i)(Xi)Yi<0}



47Machines à vecteurs de support

• Estimation LOO

• R̂LOO( f ) est presque non-biaisé:

ER̂LOO( fn+1) = R( fn)

• erreur LOO:

R̂LOO( f ) =
1
n

n

∑
i=1

I{ f (i)(Xi)Yi<0} =
1
n

n

∑
i=1

I{− f (i)(Xi)Yi≥0}

=
1
n

n

∑
i=1

I{− f (Xi)Yi+( f (Xi)− f (i)(Xi))Yi≥0}

≤ 1
n

n

∑
i=1

I{U(i)−1≥0}

• où U (i) ≥ ( f (Xi)− f (i)(Xi))Yi



48Machines à vecteurs de support

• Nombre de vecteurs de support

• U (i) = 0 pour les vecteurs de non-support

• R̂LOO( f ) ≤ nSV

n



49Machines à vecteurs de support

• Borne de Jaakkola-Haussler

• U (i) ≤ αiK(Xi,Xi) pour les vecteurs de non-support

• R̂LOO( f ) ≤ 1
n

n

∑
i=1

I{αiK(Xi,Xi)≥1}

• Borne de Opper-Winther

• matrice de Gram des vecteurs de support: GSV i j = K(Xi,X j)

• U (i) =
αi

(G−1
SV ) ii

• R̂LOO( f ) ≤ 1
n

n

∑
i=1

I{
αi

(G−1
SV ) ii

≥1

}



50Machines à vecteurs de support

• Expériences
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51Machines à vecteurs de support

• Expériences
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52Machines à vecteurs de support

• Expériences
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53Machines à vecteurs de support

• Expériences
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