Machines a vecteurs de support

e Idée 1: séparation linéaire avec une marge maximale

e marge fonctionnelle:

¥ = f(X)yi = (WX +Wo)y;

e marge géoméetrique:

@ _ 1 1
Y WX +Wo)Yi = ——V,i
= T WO = Y

e Optimisations equivalentes

e maximiser la marge géométrique
e maximiser la marge fonctionnelle sous la contrainte ||w|| =1

e minimiser ||w|| sous la contrainte y; > 1



Machines a vecteurs de support

e Géométrie — deux classes

e r = distance algébrique de x et H:
g(X) = WX+Wo=r|wl

[ = ——



Machines a vecteurs de support

e Géométrie — deux classes




Machines a vecteurs de support

e Probleme d’optimisation:
e s0it Dp = ((X1,Y1),- -, (Xn,Yn)) lin€éairement séparable
e minimiser ||w||? = w'w

e sous les contraintes y; = (WX +wp)yi> 1, i=1,...,n

e Résultat;

e I'hyperplan (w'x +wp = 0) avec une

marge geomeétrique Wi maximale



Machines a vecteurs de support

e Probleme primal — théoreme de Kuhn-Tucker

e Minimiser par rapport a w et wy et maximiser par rapport a a:

L(w,wp,0) =

1 ¢ n

éww— ai(yi —1)
|=

1 t k t

e sous les contraintes a; >0, i=1,...,n



Machines a vecteurs de support
e Optimisation:

e |les gradients:

n
aL(V\gWO’a) = W—ZIO(iXiYiZO
W i:
oL (w,wp, a N
(a 08) _ 2 o =0
Wo =

e resubstitution: maximiser par rapport a a (probleme dual):
n n n

1 n n
W(a) = é_zjzlaiajyiij?Xj —;;aiujyﬁij}Xﬁ;ai
n n
— Za.——zzlo(iajyiij}xj

n
e Sous les contraintes a; >0, i=1,...,net Zaiyi =0



Machines a vecteurs de support

e La solution

n
oW = Zlai*yixi
i=

1 k - k
oW, = —— (maxw Xi +minw xi>
2 \yi=—1 yi=1



Machines a vecteurs de support

e La structure de la solution

e W* est une combinaison linéaire des points d’entrainement

e théoreme de Kuhn-Tucker:
of (Wi +wg)yi—1) =0, i=1,...,n

esiyi>1lalorsa’=0
e sia > 0alors y; = 1: vecteurs de support
oW = Z Gi*ini

iesv

n
o f7(X) = _ZIO‘TYiX}XJFWS = oYX+ W

I lesv



Machines a vecteurs de support

e La structure de la solution

e pour j € sv
iesv
e alors
witwr = ZIZGGy,yJXXJ Zayjza Y|XXJ Za 1 yJ
jesv lesv jEsv

jEsv

¢ la marge maximale:
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Machines a vecteurs de support

e Idée 2: le noyau

e I'optimisation: W(a Za. — = Zl Za O YiYiXi X

o la fonction optimale: f*(x) = 3 a/'yxix +w;
iesv

e Remplacer x'x’ par une fonction de noyaux K(x,x’)

e 'optimisation: W(a -ZO('__ZZG i0Yiy K (i, Xj)

e la fonction optimale: f*(x Z oY K (X5, X) + W
iesv

e matrice de Gram: G; ; = K(xi,X;)

e Equivalent a une transformation non-linéaire dans une espace de
traits de dimension tres élévée



Machines a vecteurs de support

e Exemples de noyaux
e linéaire: K*(x,x") = xtx’
e polynémial: K{(x,x') = (x'x' +1)¢
e base radiale: K'(x,x") = K(|[x —X/||)
e gaussien: KJ(x,x’) = e YIxxXI°
e réseaux de neurones: K°(x,x') = a(sx'x’ +c)

e sigmoide: K{(x,x’) = tanh(sx'x’ +c)

11
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Machines a vecteurs de support

e Discrimination linéaire généralisée
e lin€aire:
d .
o) =wix+wg =5 wix+wp = afyixix+wg
=1 '

lesv

e généralisée:

D . D . .
f*(x) = Z\/\ffcp(”(X) +wo =5 oy Y @V (x)@ (x) +w
J:

lesv =1

e produit scalaire dans I'espace de traits:

F)ox) =5 ¢V (x)g(x)
=1



Machines a vecteurs de support

e Discrimination linéaire généralisée

e exemple:

e produit scalaire dans I'espace des traits:

d2
Fex) = Y @V x)el(x)

=1
d d
VROV P2 NONGINON I
=1 I=1]=1
= 2% 4 (x'x)*+1
= (XX +1)2=K>(x,x)

13
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Machines a vecteurs de support

e Caractérisation des noyaux

D
e K(x,X) =@d(x)e(x) = ¥ ¢V ()9 (x)
=1

e commutativité: K(x,x') = K(x',x)

e in€galité de Cauchy-Schwartz:

K(x,x')? (@ ( )2
H(P(X)H HCP(X')H2

@ (X)@(x) - @ (X)X
K(x,X)K(x',x")

i IA
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Machines a vecteurs de support

e Théoreme de Mercer:

o ¢(X) K(x,X)

e Conditions

e diagonaliser la matrice de Gram: G; ; = K(x;,Xj) = VAV
e valeurs propres: A;, vecteurs propres: V;

e condition suffisante: G est positif semi-definit (vt : A > 0) pour tout
Xn = (Xl7'°°7xn)

e D peut étre oo!!!
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Machines a vecteurs de support

e Idée 3: les variables d’écart (slack variables)

e cas non-séparable

e Permettre des erreurs:
e minimiser ||w||? = w'w
e sous les contraintes y; = (WX +Wo)y; > 1—¢&;, i=1,...,n
e0U¢ >0, 1=1,...,n

e minimiser I'erreur = minimiser le nombre de points avec &; > O:
NP-difficile
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Machines a vecteurs de support

n
e Probleme soluble 1: minimiser ||W||2+CZEi2
i:

e On peut supprimer la contrainte de positivité des §&;

e C est un hyper-parametre réglé par la validation croisée (par exemple)



Machines a vecteurs de support °

e Probleme primal

e Minimiser par rapport a w, & et wy et maximiser par rapport a o
n

L(w,wp,&,0) = }ww+ ZEZ Zl (wx.+wo) —1+&]

e sous les contraintes a; >0, i=1,....n

e les gradients:

oL (w,wp, a N
( aWO ) = W— 2 aiXiyi = 0
oL(w,wp,0) B
5 C¢E—a=0
oL (w, wp, )
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Machines a vecteurs de support

e Probleme dual

e resubstitution: maximiser par rapport a a:

n n n 1 1
W(a) = i;ai—é JZlo(O(,y.yJ (Xi, X)) + faa—aaa
n n n 1
= ) ai—3 O(O(yy K(xi,Xj) — ==a'a

n 1n n

= i;O(i—é JZlo(iO(jyiyj (K(Xi,Xj)+65i,j)

n
e sous les contraintes a; >0, i=1,...,net Zaiyi =0



Machines a vecteurs de support

e La solution

n

W'=Y a'yx;= ) a’yx
® |Z| Y|| ZYll

lEesv

n

o f°(X) = ZIG YK (Xi, X) +Wp = ZO( YiK (i, X) + W

iesv

e W; est choisi tel que v = f(x)y > 1—& =1- %

~1/2
1 .
¢ la marge obtenue: y= af — =a“a”
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Machines a vecteurs de support

n
e Probléme soluble 2: minimiser ||W||2+CZEi

e Probleme primal

e minimiser par rapport a w, & et wp et maximiser par rapport a a:

n

L(w,Wo,&,a,r) = }WW—I—CZIE, Z (WG +Wo)y; — 1+ & —
erifi

e sous les contraintes a; > 0,ri >0i=1,...,n
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Machines a vecteurs de support

e Probleme dual

e |les gradients:

n
aL(V\SWO’G) = W—ZIO(iXiYiZO
W i:
oL(w,wp, O
(GEO ) = C—a;j—r;=0
oL (W, Wp, 0l) n

= Y ajyi=0
Wg i; iYi
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Machines a vecteurs de support

e Probleme dual

e resubstitution: maximiser par rapport a a:

n n n

W(a) = .Zlai—— > aidyiyiK (%, X))

i=1)=1

e sous les contraintes a; > 0,r; > 0,C—aj—ri=01=1,...,net
n

_Zuiyi =0

e = sous les contraintes 0 < a; < C (contraintes de boite)



Machines a vecteurs de support

e La solution

n

W'=Y a'yx;= ) a’yx
® |Z| Y|| ZYll

lEesv

n

o f°(X) = Za YK (Xi, X) +Wp = ZO( YiK (i, X) + W

e W} est choisi tel que yi = f(X;)yi =1 pourtousi:0<a*<C

12
e la marge obtenue: y= < > O(TO(TYinK(Xi,Xj)>

i,Jesv
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Machines a vecteurs de support

e Expériences

25

e 4 données de UCI, test croisé en 10 blocs, contrainte de L;, C =1,

noyau gaussien

0.4

lonosphere

0.35 - \

0.3 |- \
0.25 - \

02 |

0.15 |- \

taux d’erreur

0.05 -

T T T
erreur d’entra nement

0 . . L
0.0001 0.001

gamma

10



Machines a vecteurs de support

e Expériences

Breast cancer

0.25

0.2

015 | |

taux d’erreur
-

0.1

0.05 |- \

0 s s |
0.0001 0.001

L
0.01

gamma

10
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Machines a vecteurs de support

e Expériences

0.45

Credit

04

0.35 |-

0.25 -

taux d’erreur

0.2

0.15 |-

0.1

0.05 |-

T T T — T T T T
erreur d’entra nement

0
0.0001

0.001

0.01
gamma

0.1 1
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Machines a vecteurs de support

e Expériences

Tic-Tac-Toe
0.35

erreur d’entra nement

0.3

0.25

0.2

taux d’erreur

0.15

0.1

0.05

0.001 0.01 0.1
gamma



e Distribution de la marge d’entraTtnement

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Machines a vecteurs de support

lonosphere - distribution de marge d’entra nement

0

=1.8E-4

gamma = 0.01
gamma = 0.05

|
-1.5
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Machines a vecteurs de support

e Distribution de la marge de test

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

T T T T T T | T
// gamma = 1.8E-
B “J‘ gampa-—=-0:01
9 a=0.05
1 1 1 1 1 1 1
-1.5 1 0.5 0 0.5 1 15 2

lonosphere - distribution de marge de test

25
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e Distribution de la marge d’entraTtnement

BreastCancer - distribution de marge d’entra nement

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Machines a vecteurs de support

T T
gafjnma = 1.8E-4

gamma =0.06 —— |
gamma = 0.94

-1.5
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e Distribution de la marge de test

BreastCancer - distribution de marge de test

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Machines a vecteurs de support

0

T |
gamma = 1.8E-

ganﬁma =0.06 —

25
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Machines a vecteurs de support

e Distribution de la marge d’entraTtnement

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Credit - distribution de marge d’entra nement

T T T T T
/ gal /{: 1.6E-4
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//gamma =0.07

-1.5
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Machines a vecteurs de support

e Distribution de la marge de test

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Credit - distribution de marge de test

gamma=-4.6E-4
B amma = 0.01
gamma = 0.07
r /
s
1 1 1 1 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15




e Distribution de la marge d’entraTtnement

Tic-Tac-Toe - distribution de marge d’entra nement

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Machines a vecteurs de support

!

‘ /
/

T
mma =71.4E-3

gamma =0.08 ——
gamma = 0.24

-1.5

marge
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Machines a vecteurs de support

e Distribution de la marge de test

Tic-Tac-Toe - distribution de marge de test

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4
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0.2

0.1

0

T T T
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gamma=0.08 —— |
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marge
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e Comparaison avec boosting (marge d’entraTnement)

lonosphere - distribution de marge d’entra nement

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Machines a vecteurs de support

0

T T
SVM - gamma = 0.05

|
-1.5

marge
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Machines a vecteurs de support

e Comparaison avec boosting (marge de test)

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

lonosphere - distribution de marge de test

0

T T
SVM - gamma = 0.05

-1.5

marge

1 15
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Machines a vecteurs de support

e Comparaison avec boosting (marge d’entraTnement)

BreastCancer - distribution de marge d’entra nement
1 T T T T T

T T
SVM - gamma = 0.4)6 —

09 i
0.8 - i
0.7 i
0.6 [ i
05 i
04 B

03 B

taux des points de marge inf@rieure

0.2 .

0.1 B

0 e R | | | | |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25




Machines a vecteurs de support

e Comparaison avec boosting (marge de test)

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

BreastCancer - distribution de marge de test

0

T T
SVM - gamma = 0.0é —
]

/

marge

25
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e Comparaison avec boosting (marge d’entraTnement)

Credit - distribution de marge d’entra nement

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Machines a vecteurs de support

T
SVM - gan}rrﬁ’:/0.0?

-1.5

41



Machines a vecteurs de support

e Comparaison avec boosting (marge de test)

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

Credit - distribution de marge de test

T T
SVM - gamW?

-1.5

marge
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e Comparaison avec boosting (marge d’entraTnement)

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

T T T T T T T
SVM -/garﬁm.os —
R
1 B e E—— R 1 1 1 1
0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14

Machines a vecteurs de support

Tic-Tac-Toe - distribution de marge d’entra nement

marge

1.6
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Machines a vecteurs de support

e Comparaison avec boosting (marge de test)

taux des points de marge inf@rieure

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

T T T T T T T T
SVM - gaW:/ESS —
i I i 1 1 1 1 1 1
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Tic-Tac-Toe - distribution de marge de test

marge

1.6



Machines a vecteurs de support
e Erreur de généralisation
e dimension VC effective:
min (g,d) +1

e espérance de I'erreur de généralisation:

E[R(f,)] < ) [Rﬁ“]

n+l v,

45
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Machines a vecteurs de support

e Estimation LOO

e erreur empirique:

R(f,Dn) = R(f) = H‘le{f(xi)YKo}
|=

e f() est entrainé sur

D = (X, Y1), -+ «s (Xizt, Yia)s (Xits Yisa)s -+ (%, Ya) )

e erreur LOO: .

- 1
Rooo(f) = ﬁ_;l{f(i)(xi)YKo}



Machines a vecteurs de support

e Estimation LOO

AN

e R oo(f) est presque non-biaisé:
ER 0o( fni1) = R(fn)

e erreur LOO:

Rioo(f) = H;I{f X)Yi<0} = le{ f0(x)%i=0)
1 n
= ﬁ;|{—f(xi)Yi+(f(><.)—f()(><.))Y.>0}
10
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Machines a vecteurs de support

e Nombre de vecteurs de support

e U =0 pour les vecteurs de non-support

e Rloo(f) < nTS/
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Machines a vecteurs de support

e Borne de Jaakkola-Haussler

o U < oK (X, X;) pour les vecteurs de non-support

AN

1 n
)< =N lrnkix v
e Roo(f) < ”i:z {oK (%, X)) >1}

e Borne de Opper-Winther

e matrice de Gram des vecteurs de support: Gg;j = K(X;, X|)
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Machines a vecteurs de support

e Expériences

lonosphere

T T T T
erreur d’entra nem R

0.9 # de vecteurs de support
: borne de Jaakkefa-Haussler
V'

taux d’erreur

0.1 [

O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10
gamma
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Machines a vecteurs de support

e Expériences

BreastCancer
0.7 T T — T T — r r —

T T T
erreur d’entra nement

# de vecteurs de support
borne de Jaakkola-Haussler

taux d’erreur

O I I I I I I I I I I I
0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10
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Machines a vecteurs de support

e Expériences

Credit
1 T T L T T L |

T T T
erreur d’entra nem

09 E # de vecteurs de’support
. borne de Jaakkola-Haussler

0.8
0.7
0.6
0.5

o[\

03 [

taux d’erreur

0.2

0.1 [

O I I I I T
0.0001 0.001
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Machines a vecteurs de support

e Expériences

Tic-Tac-Toe
1 : : : —
erreur d’entra nement
# de vecteurs de support
borne de Jaakkola-Haussler
0.8 - -
\\\\
06 | S .
5 S
<4
5
el
x
=}
8
04 |- -
0.2 / -
I
|
/
/
/
~ //
0 i

0.001 0.01 0.1 1
gamma



