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Introduction

Les algorithmes évolutionnaires sont des algorithmes d’optimisation sto-
chastique d’ordre zéro qui s’appliquent a des espaces de recherche non stan-
dard, pouvant par exemple combiner des variables continues et discrétes. Ces
algorithmes sont utilisés pour résoudre des problémes difficiles ou ils per-
mettent souvent de proposer de meilleures solutions que les algorithmes clas-
siques d’optimisation lorsque ces derniers s’appliquent. Leur principal point
faible est la nécessité d’évaluer la fonction objectif un grand nombre de fois.
Ceci les rend inapplicables en pratique pour des problémes ou 1’évaluation
de cette fonction est coiiteuse en temps de calcul (résultat d’un lourd calcul
d’éléments finis par exemple).

Le but de la thése est de proposer une méthode permettant de diminuer
le nombre de calculs de la fonction objectif dans le cas de fonctions cotiteuses
en temps de calcul et ainsi de diminuer le coiit calcul. La méthode consiste
a introduire un nouvel opérateur de mutation, nommé SDM (pour Surro-
gate Deterministic Mutation, basé sur une méthode d’approximation (nous
étudierons en particulier comme méthodes d’approximation les Machines a
Support Vecteur — SVM — et la méthode du Krigeage). L’opérateur SDM uti-
lise des individus déja évalués et se trouvant localement autour de I'individu
devant étre muté, pour définir une fonction modéle qui est facile & optimiser.
Pour obtenir un bon modéle, non seulement le nombre de points d’exemples
est important, mais aussi leur disposition autour de I'individu & muter. L’in-
dividu trouvé aprés optimisation du modéle est évalué avec la vraie fonction
objectif et réinjecté dans la population. Nous avons démontré sur différentes
fonctions-tests une nette amélioration de la convergence locale par rapport a
un algorithme évolutionnaire classique, en 'occurrence les stratégies d’évo-
lution (ES).

La thése est formée de six chapitres :

Le premier chapitre consiste en un survol de I’état de I'art des différentes
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techniques qui seront utilisées ensuite dans le reste de la thése. En premier
lieu, nous présentons les algorithmes d’optimisation déterministes d’ordre
supérieur & un (optimisation différentiable).

Ensuite, nous introduisons les algorithmes stochastiques allant des mé-
thodes de Monte Carlo, passant par le recuit simulé, les algorithmes évo-
lutionnaires (dont les stratégies d’évolutions (ES)) et pour finir la méthode
de ’Adaptation de la Matrice de Covariance (CMA). Puis nous passons en
revue les principales méthodes d’approximation disponibles : des représen-
tations sous forme de maillage éléments finis aux méthodes spectrales (dont
Papproximation de Legendre) et les méthodes & noyau (dont la méthode de
Machines & Support Vecteur et la méthode de Krigeage).

Finalement, nous faisons un état de ’art détaillé des méthodes hybrides
précédemment proposées combinant une approche déterministe et/ou une
approche stochastique et/ou une méthode d’approximation. Le chapitre se
termine sur la présentation de I’ensemble des fonctions-tests qui seront en-
suite utilisées pour valider notre approche.

Le deuxiéme chapitre discute la possibilité de modéliser la fonction ob-
jectif & partir de points pré-évalués et d’utiliser les optimaux des modéles ap-
prochés comme des candidats-optima de la fonction objectif. Nous utilisons
comme méthodes d’approximations les SVM et le Krigeage. Pour déterminer
les optima du modéle nous utilisons comme algorithme déterministe la mé-
thode L-BFGS-B. Ces méthodes d’approximation déterminent d’une maniére
unique un modéle & partir des points évalués et des paramétres représentant
la régularité et I’erreur souhaitée sur les points (SVM). Le choix de ces pa-
ramétres offre la possibilité de controler les modéles de facon & trouver un
modéle adapté a nos besoins. Nous testons différents critéres pour le choix de
ces paramétres. Notons que le but de ’approximation n’est pas ici d’interpo-
ler le mieux possible la fonction objectif, mais de trouver un individu meilleur
que les points d’apprentissage en un temps raisonnable. Les différents tests
de ce chapitre seront faits sur la fonction sphére.

Le troisiéme chapitre a pour but de définir un algorithme stochastique
itératif simple, nommé AlgoAlea, basé sur une loi définie a travers des para-
métres constants. Aprés une bréve étude de la convergence de cet algorithme,
nous ’hybridons respectivement avec une méthode déterministe (BFGS) pour
définir un premier algorithme nommé AlgoDet, puis avec une méthode d’ap-
proximation (SVM ou Krigeage) et une méthode déterministe (BFGS), défi-
nissant I’algorithme AlgoApp.

Dans le cadre itératif et dans le souci d’optimiser la recherche des pa-
rameétres de régularité et les autres paramétres définissant le modéle, nous
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proposons une approche dynamique dans la recherche des paramétres d’une
itération a ’autre. Nous validons notre approche sur les fonctions-tests dé-
crites au chapitre 2.

Pour finir, nous définissons une variante de I’algorithme hybride, variante
nommeée AlgoAppBis. Au lieu d’utiliser un algorithme déterministe pour op-
timiser le modéle, nous utilisons un algorithme évolutionnaire, les stratégies
d’évolution (ES). Nous comparons enfin les différents algorithmes sur les
fonctions-tests, et nous montrons que les algorithmes itératifs AlgoApp et
AlgoAppbis ont un comportement quasi-déterministe, et nous pointons des
difficultés d’un algorithme déterministe comme BFGS sur certaines fonctions-
tests.

Le quatriéme chapitre consiste a pallier les problémes rencontrés dans le
chapitre précédant en proposant une hybridation de I’algorithme AlgoApp
avec un algorithme évolutionnaire global, ici les Stratégies d’évolution iso-
tropes, l'algorithme AlgoApp se chargeant de la recherche locale, et ES de la
recherche globale. Pour cela nous introduisons I'opérateur de mutation SDM
(Surrogate Determnistic Mutation). Chaque mutation correspond de fait a
une itération élémentaire de I’algorithme AlgoApp. L’interaction entre SDM
et ES s’effectue a travers les parameétres des mutations gaussiennes. Nous dé-
finissons ainsi un paramétre de controle qui agit directement sur 1’équilibre
exploration-exploitation.

Nous comparons notre approche avec une autre approche, inspirée de
MAES introduite par Thomas Béck (elle-méme représentante de ’approche
dynamique définie par Andy Keane), et nous la validons sur les fonctions-
tests.

Dans le sixiéme chapitre, nous appliquons SDM-ES & un probléme pra-
tique provenant de la finance quantitative. Il s’agit d’un modeéle de marché
incomplet qui traite la problématique du smile tout en proposant une cou-
verture dynamique optimale. La calibration d’un tel modéle conduit a la
résolution d’un probléme de minimisation mal posé. Nous montrons que les
méthodes hybrides de type SDM-ES peuvent apporter un plus par rapport a
des méthodes déterministes comme L-BFGS-B qui ne donnent pas toujours
la bonne solution.

Enfin, le sixiéme chapitre conclut la thése par un bref rappel des prin-
cipaux résultats obtenus. Prenant comme exemple le cas de la fonction Ro-
senbrock, réputée difficile, nous donnons quelques perspectives sur les adap-
tations possibles des hybridations proposées aux cas mal conditionnés. Nous
montrons qu’un couplage de SDM avec la méthode plus récente de I’Adapta-



10 TABLE DES MATIERES

tion de la Matrice de Covariance (CMA) semble une voie trés prometteuse.
Nous montrons également que le noyau sigmoide, bien que beaucoup plus
délicat & maitriser que le noyau Gaussien le plus utilisé (et en particulier
utilisé dans la thése), est trés intéressant et mérite une étude systématique.



Chapitre 1

Etat de l’art

1.1 Le cadre de la thése

Le probléme classique d’optimisation consiste a rechercher le minimum
global d’une fonction f définie sur un sous-ensemble X de R™ & valeurs dans
R:

(1.1) min f(z)

z€X

Les algorithmes numériques de minimisation ont deux objectifs contra-
dictoires dans la pratique : I'un est de trouver 'optimum global et 'autre est
de garantir une précision minimale de la convergence, selon des critéres for-
cément locaux. Les méthodes déterministes sont plutot efficaces localement
alors que les méthodes stochastiques ont pour objectif de I’étre globalement.

Un premier objectif de la thése est de proposer et d’étudier une nouvelle
fagon d’hybrider ces deux types d’algorithmes en profitant des avantages de
chacun. Nous travaillerons plus particuliérement I’hybridation de méthodes
déterministes (e.g. BFGS, voir section 1.3) avec les méthodes stochastiques
évolutionnaires (e.g. ES, voir section 1.4).

Mais ’objectif de cette hybridisation est de diminuer le nombre d’évalua-
tions de la fonction objectif, afin de minimiser le temps de calcul nécessaire
a loptimisation dans le cas de fonctions chéres. Le moyen pour cela sera
I’approximation locale de la fonction objectif.

Enfin, nous nous sommes concentrés surtout sur des méthodes pouvant
s’appliquer en grandes dimensions.

Ce chapitre est consacré a “planter le décor” de ’ensemble de la thése.
En particulier, il ne contient pas de contribution nouvelle. Nous commencons
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par un panorama des algorithmes d’optimisation déterministes puis stochas-
tiques. Cette description ne prétend pas a I’exhaustivité, se concentrant sur
les méthodes que nous utilisons par la suite.

Nous passons ensuite en revue différentes méthodes d’approximation de
fonctions pour aboutir aux choix qui seront retenus finalement dans la thése.

L’hybridation des méthodes stochastiques et déterministes n’est pas une
idée neuve : nous faisons par la suite une revue des différents travaux dans
ce domaine, qui, elle, se veut plus compléte puisqu’elle concerne directement
nos travaux. Enfin, nous terminons ce chapitre par la définition des fonctions-
tests qui sont utilisées dans la suite de la thése dans les expérimentations
numeériques.

1.2 Définitions et notations

1.2.1 Le probléme d’optimisation

Etant donnée une fonction f a valeur dans R définie sur X C R”, le pro-
bléme d’optimisation s’énonce de la maniére suivante :

Trouver z, € X tel que [(Vz € X)(f(z.) < f(x))].

La fonction f est appelée indifféeremment fonction objectif, critére, fonction-
cotiit, performance ou fitness dans les diverses communautés travaillant sur
I’optimisation. Dans cette thése, nous parlons de fonction objectif dans le
cadre déterministe, et de fonction fitness dans le cadre évolutionnaire.

Plus formellement, le probléme se met sous la forme :

Arg min
(1.2) (Px) { AtBIIN {f(2)}

Remarques : lorsqu’il y a plusieurs critéres, c’est-a-dire que ’espace d’ar-
rivée est de dimension supérieure a 1, on parle alors d’optimisation multi-
critéres. Mais nous n’évoquons pas ici ce type de problémes, pas plus que les
problémes d’optimisation sous contraintes.

On définit alors les notions de minimum global et de minimum local :
— Une solution de (Px) est appelée minimum global de f.
— x € X est un minimum local si

(e >0) (Vy € B(z,2)) (f(z) < f(y))
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Nous disposons sur R* du produit scalaire canonique (.,.) et on notera
|-l = (,-)}? la norme associée. R* est muni de la topologie euclidienne
usuelle.

1.2.2 Conditions d’optimalité

Lorsque la fonction f est différentiable, on note V f(x) et V2 f(z) le vec-
teur gradient et la matrice hessienne de f en x.

Les solutions du probléme (Px) vérifient alors des équations qu’on ap-
pelle les conditions d’optimalité. Ces équations peuvent étre des conditions
nécessaires ou suffisantes. Elles sont a la base des algorithmes numériques
déterministes de résolution du probléme (Py). Elles servent aussi a définir
des tests d’arrét pour les algorithmes.

Dans le cas sans contraintes, X = R", rappelons que les conditions d’op-
timalité sont :

Conditions nécessaires : si r, est un minimum local, alors

(1.3) CN du 1* ordre :  Vf(z) =0
(14)  CNdu2ordre:  V2f(z) est semi-définie positive.

Condition suffisante : inversement, si z, est tel que Vf(z) =0 et V2f(x)
est définie positive, alors z, est un minimum local(i.e. f(z) > f(z.) pour x
proche de z,).

1.3 Méthodes déterministes a directions de des-
cente

Nous supposons dans cette section que la fonction f est différentiable,
et nous rappelons les grandes lignes d’'un ensemble d’algorithmes basés sur
la notion de direction de descente. Pour plus de détails voir le livre de F.
Bonnans et al. [98].

On dit que d est une direction de descente de f en x € R" si

(Vf(x),d) <0

Géométriquement cela veux dire que d fait avec 'opposé du gradient
—V f(x) un angle # strictement plus petit que 7.
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Si d est une direction de descente, en utilisant une formule de Taylor, on
voit que

f(z+ad) < f(x), pour a > 0 suffisamment petit

En se déplagant (peu) suivant d, on va donc faire décroitre f. Les méthodes
a directions de descente utilisent cette idée pour minimiser une fonction.
L’algorithme général définit une suite {zy}r>—1 de la facon suivante :

To € X
Tp+1 = Tk + akdk,Vk 2 0

ou ay, > 0 est appelé le pas et di est une direction de descente en xy.

Le pas doit étre déterminé de telle sorte que la valeur de la fonction
décroisse le plus possible. On utilise en général un algorithme de recherche
linéaire, qui consiste a rechercher un pas "optimal". L’algorithme s’écrit alors
plus précisément :

Choix d’un itéré initial zy € R", et d'un paramétre d’arrét ¢.
Pour k£ > 0, faire
1. test d’arrét : ||gx|| < €, ont gi est le gradient de f en zy;
2. choix d’une direction de descente dy ;
3. recherche linéaire : déterminer un pas «y > 0 minimisant f(x; + ady) ;
4. Tk4+1 — Tk + Odk.dk.
La condition d’arrét porte donc sur la norme du gradient, utilisant la condi-
tion d’optimalité 1.3. Les deux ingrédients d’une méthode a direction de
descente sont donc d’une part le choix de la direction, d’autre part le choix

de la méthode de recherche linéaire. Nous allons maintenant en donner des
exemples.

1.3.1 Choix de la direction de descente

1. Algorithme du gradient(ou de la plus forte pente) :
L’inverse du gradient est évidemment une direction de descente si xy
n’est pas un point stationnaire.

dr = —gx

Loin de la solution, cette direction est une bonne direction de descente.
Dés que 'on s’approche de la solution optimale les termes du second
ordre d’un développement de Taylor de f autour de x, jouent un plus
grand role, et ’algorithme devient moins performant.
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2. Algorithme du gradient conjugué :
Pour un simple probléme fortement elliptique (f(z) = 2" Az, A étant
une matrice symétrique définie positive ayant des valeurs propres d’ordres
de grandeur différents), il est clair que le gradient n’est pas la meilleure
direction de descente, i.e. ne va pas beaucoup rapprocher la recherche
de 'optimum. On conjugue alors les directions de descentes (on dit que
u et v sont conjugués si ul Av = 0). L’algorithme s’écrit alors

di = —ag1 sik=1
FT —gk + Bedi—r si k> 2.

La valeur By est calculée de telle sorte que les directions d; soient
conjuguées 2 a 2, et s’écrit :

 llgel?
||91c—1||2

B

A noter que la recherche linéaire peut alors se faire exactement, et on

trouve : .
i dr,
T T Ady,
k k
L’algorithme a été étendu aux fonctions non quadratiques. Par exemple,
2
la méthode de Fletcher-Reeves utilise 8F'F = %, et celle de Polak-

T
Ribiére, PR = ”g ;ky_kl_llé . Ces deux méthodes sont identiques & la méthode
de gradient conjugué dans le cas d’'une fonction quadratique et avec

recherche linéaire exacte.

3. Algorithme de Newton :

L’algorithme de Newton est une méthode pour résoudre un systéme
d’équations non linéaires trés général. Dans le cadre de I'optimisation,
elle est utilisée sur la condition d’optimalité

Vf(x)=0

Il s’agit bien d’un systéme de n équations non-linéaires & n inconnues.
L’équation de Newton s’obtient en linéarisant en z; le systéme d’équa-
tions d’optimalité ci-dessus, et qui s’écrit :

(1.5) VZf(xlc)dk ==V f(xx)

L’algorithme est alors :
Choix d’un itéré initial zo € R™.
Pour k£ > 0
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(a) Test d’arrét : ||gk|| < e

(b) Calcul dj comme solution de ’équation 1.5

(C) Tpy1 = T + d ;
Une autre approche, aboutissant au méme algorithme, consiste a cher-
cher I’ itéré suivant en minimisant I’approximation quadratique de f
autour de l'itéré courant (voir section 1.3.3 pour plus de détails sur la
minimisation avec approximation quadratique).
L’algorithme décrit ci-dessus est 1’algorithme de Newton original. Pour
rendre la méthode plus globale (la fonction quadratique est définie loca-
lement), il est courant d’ajouter un pas «, et un algorithme de recherche
linéaire pour déterminer un pas optimal.

. Algorithmes de quasi-Newton

La méthode de Newton nécessite le calcul de la hessienne, puis son
inversion pour définir une direction descente. De plus, on ne dispose pas
toujours des dérivées secondes. L’idée des méthodes de quasi-Newton
(dont la plus utilisée est la méthode BFGS) est de remplacer la matrice
exacte V2f~! par une approximation mise & jour itérativement. La
direction de descente s’écrit alors

dy = —M; gy,

ou la matrice M} doit converger vers la matrice hessienne lorsqu’on
s’approche de 'optimuim.

Pour tout &, la matrice M}, doit vérifier plusieurs conditions comme par
exemple la symétrie :

M, = M.
D’autre part, en posant
Sk = Tk1 — Tk €6 Yk = Gr+1 — Gk,

on impose a la matrice My, de vérifier la relation

Yk = My115k.

qui porte le nom d’équation de quasi-Newton.
Plusieurs méthodes ont été proposées pour la mise a jour de M, :

— La formule Symétrique de Rang 1(SR1) :
(yk — Mysi) (yr, — Misy)™
(v — Misi)" sk

Cette formule est utilisée lorsqu’il n’est pas possible ou qu’il n’est
pas nécessaire que My, soit définie positive.

My = My, +
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— La formule de BFGS (Broyden, Fletcher, Godlfarb, Shanno) [98] :

T T
Yk Mysysy My,
Mk 1 = Mk + _—
+ ylsy, st Mysy

Dans les deux cas, le pas a4, est déterminé avec la recherche linéaire de Wolfe,
exposée dans la section suivante.

1.3.2 La recherche linéaire

La recherche linéaire consiste a trouver une valeur "optimale" de a4 qui
est le pas le long de la direction de descente fixée. La valeur optimale de
oy, serait celle qui minimise la fonction f dans la direction di. A défaut de
trouver un ¢y optimal, on doit satisfaire les deux conditions suivantes : La
premiére est de faire décroitre f. La deuxiéme est d’empécher le pas o > 0
d’étre trop petit sinon cela pourrait provoquer une fausse convergence, c’est-
a-dire une convergence des itérés vers un point non-stationnaire.

La recherche linéaire contribue a la convergence des méthodes a directions
de descente grace a la condition de Zoutendijik :

1l existe une constante C > 0 telle que pour tout indice k > 1 on

ait :
f(@r41) < flak) — Cllgill* cos? (0k)
(1.6) avec
—_ <_gkadk>
€08 O = 1 1lial-

Plusieurs méthodes de recherche linéaire ont été proposées, que nous allons
maintenant passer en revue.

1. Recherche linéaires "exacte"

Aussi appelée régle de Cauchy, elle consiste a trouver un point station-
naire de f. La recherche linéaire "exacte" est trés cotiteuse en temps
de calcul. Le gain supplémentaire éventuellement apportée & un algo-
rithme par une recherche linéaire exacte ne permet pas, en général, de
compenser le temps perdu a déterminer un tel pas.

Les régles que nous exposons ensuite sont plus adaptées. Il ne s’agit
de rechercher un optimum «; mais d’imposer des conditions moins
restrictives, plus facilement vérifiables, dont les solutions ne sont plus
des points mais des intervalles de pas. Ce qui permet d’élaborer des
algorithmes qui convergent en un nombre limité d’itérations.
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2. Régle d’Armijo et de Goldstein

La condition consiste a se contenter d’une décroissance qui n’est qu’un
pourcentage de la décroissance qui serait constatée avec une recherche
exacte si la fonction f était linéaire. La condition d’Armijo, ou condition
de décroissance linéaire, s’écrit :

f(op + ardy) < for) + wia(ge, di).

3. Reégle de Wolfe

Un raffinement consiste & arréter la recherche du pas «; dés que les
inégalités suivantes, appelées conditions de Wolfe, sont vérifiées :

flak + ardi) < f(ag) + wiou(ge, di)

(Vf(zr + owdy), di) > wolgr, di)

ou les constantes w; et wo sont choisies telles que :

O<wi<wy<l1

1.3.3 Meéthode & région de confiance : recherche curvi-
ligne

La méthode de la région de confiance est une généralisation des méthodes
a direction de descente. Elle globalise ’algorithme en le rendant insensible au
choix de l'initialisation. Elle est basée sur un modéle local, au voisinage de
I'itéré courant, représentant une perturbation du probléme de départ. Il s’agit
souvent d’un modéle quadratique, on parle alors de SQP pour Sequential
Quadratic Programming. Le modéle est paramétré par une seule variable
réelle 0 qu’on cherche a optimiser & chaque itération.

Remarquons que la recherche du ¢ optimal n’est pas une fin en soit! On
limite donc le nombre d’itérations pour trouver un ¢ «quasi-optimaly.

Rappelons que la recherche linéaire peut étre vue comme un simple
cas particulier de la méthode de la région de confiance. En effet, en partant
de z, si la direction de descente s’écrit M ~'g avec M une matrice symétrique
définie positive, alors le minimum du modéle suivant :

A

il + ) = (@) + (9,h) + (M, )

est donné par :
hs = —(5M71g
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d’otul le nouvel itéré z; :
Ts =T+ h5

La régle de Wolfe peut alors étre utilisée pour choisir un ¢ optimal. Pour tout
J, les x5 se trouvent sur la droite passant par = de direction M !g.

La recherche curviligne consiste a optimiser un modéle f dans une
boule centrée en z de rayon 0 (fixé) :

min f(z +h

m saf ( )
Le nouvel itéré s’écrit

Ts =2+ h5

et on optimise en §. Contrairement & la recherche linéaire, les x5 ne sont plus
sur une droite mais plutot sur une courbe gauche. Par exemple, si la fonction
f est quadratique définie positive, alors son minimum est a une distance finie
(le minimum dans la boule de rayon ¢ est le minimum global si § est assez
grand) et la longueur de la courbe des x5 est elle-méme de longueur finie.
Comme il est difficile de dériver suivant la courbe (qui n’est pas explicite),
les algorithmes d’ordre 0 sont les plus adaptés (Wolfe, Goldestein et Price).

1.4 Algorithmes évolutionnaires

1.4.1 Introduction

Les algorithmes évolutionnaires (EA pour Evolutionary Algorithms) font
partie de la famille des algorithmes d’optimisation stochastiques, au méme
titre que les algorithmes de Monte Carlo et ’algorithme du Recuit Simulé.
Comme ce dernier, inspiré des mécanismes de la thermodynamique, les algo-
rithmes évolutionnaires sont inspirés d’un paradigme naturel, celui de 1’évo-
lution darwinienne : I’émergence d’espéces adaptées a leur milieu est la consé-
quence de 'interaction entre sélection naturelle et variations non-dirigées.

Définitions et notations : Soit & optimiser une fonction F a valeurs
réelles définie sur un espace €2, supposé muni d’une distance d. Le paralléle
avec ’évolution naturelle a entrainé ’apparition d’un vocabulaire spécifique
(et qui peut paraitre légérement ésotérique) :

— La fonction objectif F est appelée fonction performance, ou fonction

d’adaptation (fitness en anglais) ;

— Les points de I’espace de recherche €2 sont appelés des individus;

— Les P-uplets d’individus sont appelés des populations;
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— On parlera d’une génération pour la boucle principale de I'algorithme ;

Dans la méthode de Monte Carlo la fonction est évaluée en un
grand nombre de points choisis suivant une distribution de probabilité fixée
a l'avance (en général uniforme sur 'espace de recherche). Dans le cadre de
I’optimisation de paramétres multiples, les méthodes Monte Carlo sont inté-
ressantes si le nombre de parameétres reste trés petit. Elles ont alors ’avantage
de la simplicité. De plus, elles permettent d’avoir un bon apercu de I’ensemble
de I’espace de recherche : les nuages de points que 1’on peut en tirer sont sou-
vent riches en information. Si le nombre de paramétres est trés grand, les
méthodes de Monte Carlo peuvent étre utilisées dans un espace de recherche
restreint. Appliquées localement, elles permettent par exemple d’évaluer la
sensibilité d’un dispositif aux incertitudes technologiques.

Dans la méthode du Recuit Simulé [8], on effectue des déplacements
aléatoires a partir du point courant. Si un déplacement méne a une meilleure
valeur de la fonction f, il est accepté et devient un point courant. Sinon, il
peut quand méme étre accepté avec une probabilité :

AF

(17) p=emp(-22)

ou AF est la variation de la fonction F, T est assimilé & une température
qui décroit au cours du temps et k est une constante. Cette méthode est
basée sur une analogie avec les processus de recuit utilisés en métallurgie et
qui visent & atteindre une configuration d’énergie minimale : en chauffant un
systéme, puis en le refroidissant trés lentement, il va naturellement atteindre
des niveaux d’énergie trés bas.

Dans le cas des algorithmes évolutionnaire, le probléme qu’on cherche
a résoudre est vu comme un environnement responsable de la sélection «na-
turelley». La pression de ]’«environnement» est simulée a I’aide de la fonction
d’adaptation F, et le principe darwinien «Les plus adaptés survivent et se
reproduisenty est implémenté de la maniére suivante :
— Initialisation de la population Iy en choisissant P individus dans €2,
généralement par tirage aléatoire avec une probabilité uniforme sur ;
— Evaluation des individus de ITj (i.e. calcul des valeurs de F pour tous
les individus) ;
— La génération ¢ construit la population II; & partir de la population
Hi—l .
— Sélection des individus les plus performants de II;,_; au sens de F
(les plus adaptés se reproduisent) ;
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— Application (avec une probabilité donnée) des opérateurs de varia-
tion aux parents sélectionnés, ce qui génére de nouveaux individus,
les enfants; on parlera de mutation pour les opérateurs unaires, et
de croisement pour les opérateurs binaires (ou n-aires) ;

— Evaluation des enfants

— Remplacement de la population II; par une nouvelle population
créée a partir des enfants et/ou des «vieux parentsy» de la popula-
tion II; au moyen d’une sélection darwinienne (les individus les plus
adaptés survivent).

— L’évolution stoppe quand le niveau de performance souhaité est at-
teint, ou qu’un nombre fixé de générations s’est écoulé sans améliorer

I'individu le plus performant.

A

) Best individual

f

iih HMJ#‘LZ! )[— Parents —— Stop?

Genitors

Sl "7/7///////////
HHI ity |+—  Offspring /////////

I ///

E.‘.H

/7777 Stochastic operators:
S  "Darwinism" (stochastic or determinist)
(MM Main CPU cost

F1G. 1.1 — Squelette d’un algorithme évolutionnaire

Il est important de noter que, dans les applications & des problémes nu-
mériques réels, I’essentiel du coiit en temps-calcul de ces algorithmes provient
de I’étape d’évaluation (calcul des performances) : les tailles de populations
sont de 'ordre de quelques dizaines, le nombre de générations de quelques
centaines, ce qui donne lieu & quelques dizaines de milliers de calculs de F.

Un point important dans la recherche d’un optimum global par tout algo-
rithme, mais par les algorithmes évolutionnaires en particulier, est I’équilibre
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entre exploration (de régions de 'espace de recherche non encore visitées) et
Iexploitation (des meilleurs individus rencontrés jusque-la), autour desquels
se trouvent peut-étre des individus encore meilleurs. En général, on privilégie
I’exploration dans la phase initiale de la recherche, et I'exploitation lors de
la phase finale.

Du point de vue du dilemme exploration/exploitation, par exemple, nous
pouvons dire que les méthodes Monte Carlo permettent une bonne explora-
tion, puisque tout point a une probabilité identique d’étre atteint, mais qu’il
n’y a aucune exploitation des résultats déja obtenus. Inversement, avec les
méthode déterministes énumérées section 1.3, I’exploration de ’espace n’est
pas globale, mais par contre ’exploitation des données précédentes se fait
de maniére «optimale» par I'intermédiaire des informations relatives au gra-
dient, ce qui permet une bonne recherche locale. Les Algorithmes Evolution-
naires sont censés offrir un bon compromis entre exploration et exploitation

[138].

1.4.2 Les Stratégies d’Evolution

Il existe de nombreuses variantes d’algorithmes évolutionnaires — on consul-
tera pour plus de détails le livre récent Introduction to Evolutionary Compu-
ting |7]. L’algorithme le plus adapté aux probléme & variables continues est
sans conteste 'algorithme des Stratégies d’Evolution (ES en anglais, acro-
nyme que nous utiliserons ici). L’opérateur principal de cet algorithme est la
mutation, qui est réalisée en ajoutant une variable aléatoire gaussienne au
vecteur courant. Les travaux de cette thése n’utiliseront que cette variante
des algorithmes évolutionnaires, c’est pourquoi nous allons maintenant la
détailler.

Les différentes variantes des Stratégies d’Evolution différent par la ma-
niere de régler les paramétres de la mutation gaussienne. Prenons I’exemple
d’une seule variable réelle : la mutation est alors définie par la variance de
la distribution normale centrée dont une réalisation va étre ajoutée a la va-
leur courante. Une grande variance favorise I’exploration, alors qu’une petite
variance ne pourra faire que de I’exploitation. Il est donc important de bien
régler la variance, de maniére dynamique puisque les objectifs d’exploitation
et d’exploration varient en cours d’évolution.

Les premiéres méthodes, basées sur des études théoriques sur quelques
fonctions simples (voir [9, 19]) préconisaient d’augmenter la variance lorsque
trop de mutations donnaient un enfant meilleur que le parent, et de la dimi-
nuer dans le cas contraire. Cette fameuse régle des 1/5 est malheureusement
prise en défaut dans de nombreux cas.
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L’idée fondamentale qui a permis I’essor des ES est celle de I'auto-adaptation :
les paramétres de la mutation sont associés a chaque individu, et modifiés par
mutation également. Bien que la sélection soit ensuite effectuée sur les valeurs
de la fitness, dans lesquelles les paramétres de la mutation n’interviennent
pas, I'idée sous-jacente qui fait que 'auto-adaptation fonctionne est que les
individus ayant des «bonnes» valeurs de paramétres de mutation vont petit
a petit dépasser ceux qui ont de «mauvaises» valeurs. Les résultats obtenus
en terme de vitesse de convergence montrent la validité de ces idées, tant de
maniére expérimentale [23] que théorique [2].

En dimension n > 1, il existe trois variantes de Stratégies d’Evolution
auto-adaptatives, suivant les hypothéses simplificatrices faites sur la matrice
de covariance de la distribution utilisée. La variable aléatoire gaussienne la
plus générale en dimension n a pour densité de probabilité

(1.8) p(z) = (;exp (—lzT C_1z> |

2m)"/2 det C 2

ot C est la matrice (symétrique définie positive) de covariance, et la mutation
gaussienne correspondante sera notée

(1.9) X =X+ N(0,C)

Mutation auto-adaptative isotrope

On suppose dans ce modéle que C' = o1,,. Il y a donc un unique parameétre
o a ajuster. Un individu est alors composé d’un vecteur X (les n variables
du probléme) et d’un réel o. La mutation auto-adaptative d’un tel individu
se fait alors en deux étapes :

o:=cexp(tz), z=N(0,1)
Xi = XZ' + 0z, 2 = N(O, 1)

La mutation de la variance o est une mutation log-normale, respectant la
positivité de o, et «multiplicativement symétrique» autour de 1, la variance
étant ensuite utilisée pour la mutation des variables de maniére multiplica-
tive. La variance de cette mutation, 7, doit étre définie par I'utilisateur, mais
la valeur de %ﬂ recommandée par Schwefel [19] d’aprés une étude sur la
fonction sphére, semble trés robuste.

Il est cependant clair que dans de nombreux cas, les "bonnes" valeurs de
la variance sont différentes dans différentes directions. C’est ce qui justifie
I’utilisation d’une variance par dimension.
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Mutation auto-adaptative non-isotrope

Dans cette variante, I'individu se compose du vecteur des variables X et
d’un vecteur de variances ¢. La mutation a la aussi lieu en 2 temps :

o; = 0; exp(7'2) exp(12;) 2,2 =N(0,1)

On remarquera les deux termes log-normaux de la mutation des o; : les

deux facteurs 7 et 7/, pour lesquels Schwefel recommande les valeurs \/12—n et

1 : J A
S respectivement, correspondent d’une part & un ordre de grandeur de

modification global & tous les o; et d’autre part a des variations différentes
pour chacune des coordonnées, mais de moindre importance.

C’est la stratégie d’évolution la plus utilisée du fait de sa simplicité et des
bonnes performances qu’elle permet d’obtenir [14, 13].

Mutation auto-adaptative corrélée

Mais bien entendu, 'utilisation d’une matrice de covariance diagonale
(mutation auto-adaptative non-isotrope ci-dessus) fait que l’algorithme est
incapable de prendre en compte les corrélations entre les différentes variables.
La mutation auto-adaptative la plus compléte consiste donc & associer une
matrice symétrique définie positive compléte a chaque individu.

Cependant, il est trés difficile de garantir la symétrie et la positivité de la
matrice aprés mutation de ses termes, et c’est pourquoi on utilise plutot une
représentation sous forme du produit d’une matrice diagonale (les termes dia-
gonaux sont les variances suivant les directions principales) et de n(n — 1)/2
matrices de rotations dans des plans définis par les couples de vecteurs de
base. De plus, cela rend I’échantillonnage de la distribution particuliérement
simple, puisqu’il suffit de tirer n échantillons indépendants avec chacune des
n variances principales, et d’appliquer ensuite les rotations au vecteur ainsi
obtenu — sans inversion de matrice. Toute matrice symétrique définie positive
peut se représenter de la sorte, et il n’y a donc aucune perte de généralité :

C(o, ) = (1:[ II R(a,-j)) - diag(c?) ((f[ II R(a,.,-)> -diag(a§)>

i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
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ol les matrices R(c;;) sont définies par

1 0 . .. 0 \
( 0 1 ... .. 0
Cos @ -+ —sSinay;
R(a;j) =
sinqg; -+ COS @y

\ 0 e ... 0 1 )
La mutation est alors similaire au cas non-isotrope, auquel il faut bien en-
tendu ajouter la mutation (gaussienne) des angles o :

o; :=0; exp(7'z) exp(rz;) 2,2 =N(0,1)
Oéz'j = aij + ,BZij, Zz‘j = N(O, 1)
X =X+7Z, Z =N(0,C(0,q))

Les valeurs «;; sont prises dans I'intervalle [—m, 7], les valeurs de 7 et 7/ sont
celles de la mutation non-isotrope, et la valeur préconisée par Schwefel pour
B est d’environ 5 degrés. Toutes ces valeurs sont rappelées dans le tableau
1.1.

Paramétres | Valeurs standards | Commentaire
7! 1/v/2n valeur heuristique
T 1/4/2y/n valeur heuristique
B 0.0873 valeur heuristique
€ 1030 borne inférieur pour o

TAB. 1.1 — Les paramétres définissant les lois d’adaptation du ES standard
et ES corrélées.

Adaptation de la matrice de covariance (CMA)

Relativement récemment est apparue la méthode CMA (pour Covariance
Matriz Adaptation, Adaptation de la Matrice de Covariance). L’article dé-
crivant de maniére exhaustive et synthétique I’ensemble de la méthode date
de 2001 [12], méme si les premiers travaux des auteurs remontent a quelques
années (1996) [10, 11]. L’idée de base est que l'auto-adaptation peut étre
trop lente dans certains cas de fonctions dans lesquelles les variables sont
trés corrélées, mais que par contre ’histoire de I’évolution peut permettre de
pressentir quelles sont les bonnes directions.
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Dans l’algorithme de CMA, la matrice de covariance C décrite dans
I’équation (1.8) est adaptée de maniére déterministe. On considére une ma-
trice B, qui vérifie C = BB’ (c’est cette matrice qui est d’ailleurs utilisée
pour transformer un vecteur de coordonnées aléatoires gaussiennes indépen-
dantes en un vecteur qui est N(0,C) distribué). Les transformations des
variables peuvent étre écrites de la maniére suivante :

(1.10) x:=x+0Bz, 2z ~ N(0,1),indépendants

L’adaptation de la matrice de covariance se produit en deux étapes, de nou-
veau ramenée a des moyennes sur plusieurs générations

(1.11) s = (1-¢)s+c,Bz
(1.12) C = (1—cuw)C+ Cepyss’

Les paramétres de cette méthode ont été définis aprés de nombreux essais
de telle sorte que la matrice de covariance reste la plus proche possible de
I’identité sur la fonction sphére.

[’adaptation sur plusieurs générations dans 1’équation (1.11) peut étre
interprétée comme la somme des différents vecteurs. Ces vecteurs sont les
résultats des mutations sur différentes générations.

Pour déterminer la matrice B (C = BB) on procéde comme suit : toute
matrice C symétrique est diagonalisable dans une base orthonomée :

avec XX, = 4; ;, et la matrice s’écrit
n
C =) AXX]
i=1
La matrice C étant positive, on a A; > 0. En définissant la iéme colonne de
la matrice B comme suit :
Bi =V )‘ZXZ

on a .
C=) B;B!=BB
i=1
Pour finir, il faut adapter le pas global §. L’adaptation est liée au déplacement
dans I'espace normé. Soit By la matrice dont la iéme colonne s’écrit :

By = X,
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Si s5 est le déplacement dans ’espace normé alors
(1.13) ss = (1—¢)ss+cyBoz
(1.14) 6 = 6-exp (B (I[ss]| = Xn))

Le tableau 1.2 expose les valeurs heuristiques initialisant les parameétres
d’adaptation [12].

Paramétres | Valeurs standards | Commentaires
c 1/y/n valeur heuristique
Ceon 2/n? valeur heuristique
B 1/n valeur heuristique
Cu c(2 —c) normalisation de la variance
Xn Vn (1 — ﬁ + 2122) valeur estimée de x,,

TAB. 1.2 — Les paramétres définissant les lois d’adaptation de CMA et leurs
valeurs standards.

1.4.3 Domaines d’applications des algorithmes évolu-
tionnaires

Les applications des algorithmes évolutionnaires sont multiples : optimisa-
tion de fonctions numeériques difficiles (discontinues, multimodales, bruitées),
traitement d’image (alignement de photos satellites, reconnaissance de sus-
pects), optimisation d’emplois du temps, optimisation de design, controle de
systémes industriels [138], apprentissage des réseaux de neurones [139], etc.

Les AG peuvent étre utilisés pour controler un systéme évoluant dans
le temps (chaine de production, centrale nucléaire) car la population peut
s’adapter a des conditions changeantes. En particulier, ils supportent bien
I’existence de bruit dans la fonction a optimiser. Ils peuvent aussi servir a
déterminer la configuration d’énergie minimale d’une molécule ou & modéli-
ser le comportement animal. Les AG sont également utilisés pour optimiser
des réseaux (cables, fibres optiques, mais aussi eau, gaz), des circuits VLSI
[138], des antennes [140] Ils peuvent étre utilisés pour trouver les paramétres
d’un modéle petit-signal & partir des mesures expérimentales [141]. Des com-
mutateurs optiques adiabatiques ont été optimisés a l'aide des Stratégies
d’évolutions (autres AE) chez SIEMENS AG [142]. On envisage aussi I'inté-
gration d’algorithmes génétiques dans certaines puces électroniques (de type
FPGA) afin qu’elles soient capables de se re-configurer automatiquement en
fonction de leur environnement (Evolving Hardware en anglais).
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1.5 Meéthodes d’apprentissages

Nous nous intéressons dans ce chapitre au probléme d’apprentissage de
fonctions a partir d’exemples, aussi appelé probléme de régression, ou pro-
bléme d’approximation de données (data fitting).

Le probléme d’apprentissage de base s’écrit :

A partir des ezemples (x;,yi)ien,n] € R X R, Uobjectif est de
trouver une fonction f telle que :

Le probléeme 1.15 en général n’ayant pas de solution alors I’apprentissage
est mis sous forme de régression. Cela consiste a résoudre le probléme dit des
moindres carrés :

(1.16) f= Argmin{Z( fz) — )2}

D’autre part, en I’absence de contraintes supplémentaires sur la fonction
f, le probléme ainsi défini est mal posé (il posséde une infinité de solution
dans I'ensemble des fonctions de R¢ dans R). Il faut donc ajouter a cette
définition certaines hypothéses sur la fonction f, c’est-a-dire restreindre la
recherche a certains espaces de fonctions.

Le probléme (1.15) devient alors :

Etant donné C € R, trouver f € H tel que

(1.17) flln<cC

pour un espace fonctionnel donné H, et dans lequel la constante C' > 0,
donnée par 'utilisateur, permet de régler la régularité de f. Cependant, le
probléme (1.17) peut également ne pas avoir de solution. On transforme
alors le probléme d’interpolation en un probléme d’approximation au sens
des moindres carrés :

(118) = Argmin{3_(f(@0) ~u0)’)
IfllwsC
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Une autre possibilité est de formuler le probléme sous contrainte (1.18)
sous forme relaxée(régularisée), ce qui donne

(119)  f = Argmin{}(f(z) — 5) + NS

ou le paramétre de relaxation (régularisation) A permet de régler 'impor-
tance relative de la qualité de 'approximation (I’erreur au sens des moindres
carrés) et de la régularité de la fonction (norme dans ). Ce dernier probléme
est bien posé : c’est un probléme de minimisation d’une fonction quadratique
définie positive dans un espace de Hilbert, il a donc une solution unique.

Nous allons nous intéresser aux méthodes RBF et SVM qui utilisent cette
formulation. La méthode SVM a spécialement retenu notre attention du fait
qu’elle est particuliérement adaptée aux grandes dimensions.

Cependant, il existe d’autres méthodes d’interpolation classiques, comme
les techniques inspirées des Eléments finis, les approximations basées sur les
fonctions Splines, les approximations par fractions rationnelles (e.g. Padé),
qui ne sont pas basés ni sur la théorie de régularisation ni sur la projection.
Mais elles ne sont utilisées qu’en petite dimension. Nous les citons pour leur
importance en analyse numérique sans trop nous y attarder.

Nous allons donc commencer par exposer les méthodes classiques. Ensuite
nous parlerons des méthodes a noyaux, notamment les méthodes RBF (Radial
Basis Functions). Ensuite nous présentons le Krigeage qui est une méthode
de régression et nous terminons avec la méthode SVM.

1.5.1 Meéthodes d’approximations classiques
Méthodes d’éléments finis

La méthode des éléments finis est d’abord une méthode d’approxima-
tion de fonctions avant d’étre une méthode de résolution d’EDP. Le prin-
cipe est relativement simple : on décompose le domaine en sous-domaines de
formes géométriques simples (segments, triangles, tétraédres...), avec cer-
taines contraintes sur le type de jonctions qu’elles peuvent avoir, puis on
considére des fonctions dont la restriction a4 chaque sous-domaine est un po-
lynéme de bas degré. Suivant la régularité on impose ensuite des conditions
de raccord aux interfaces. En dimension supérieure a 1, on impose rarement
plus que la continuité. Le coté pratique des éléments finis est la relative fa-
cilité d’avoir une base. Dans chaque sous-domaine (élément) on définit ce
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qu’on appelle des degrés de liberté qui déterminent de fagon unique le poly-
nome dans I'élément. Par exemple, pour les éléments de type Lagrange, un
degré de liberté est la valeur de la fonction en un point de 1’élément. Pour
des éléments triangles et un degré 1, les degrés de liberté sont les valeurs
aux sommets. Ceci assure automatiquement la continuité au passage d’un
triangle & ’'autre. En dimension inférieure ou égale & 3, il existe des outils,
appelé «mailleursy, qui construisent de facon plus ou moins automatique la
décomposition en sous-domaine, ou maillage. En dimension supérieure a 3,
il n’existe pas de tels outils et de toute facon la méthode ne serait pas trop
efficace !

Ils existent deux types de grilles. Les grilles structurées : elles sont rectan-
gulaires paralléles aux axes de coordonnées. Si on a n; points par dimension
alors le nombre de points total est [ [ n;. Ainsi, le nombre de points augmente
exponentiellement avec la dimension de I'espace. Ces grilles sont donc & uti-
liser en petites dimensions. Les grilles non-structurées : leur maillage est de
type éléments finis quelconques. Les points sont disposés d’une maniére a
respecter la régularité de la fonction inconnue qu’on cherche.

La régularité de la fonction n’est pas connu a l'avance. Différentes mé-
thodes sont utilisées pour adapter le modéle.

Méthodes multi-grilles : il s’agit de chercher & approcher une fonc-
tion de maniére itérative en utilisant tantot une description sur une grille
grossiére, tantot une grille fine. L’idée étant que les variations rapides de la
fonction a approcher (i.e. les hautes fréquences spatiales) convergent rapide-
ment dans le processus itératif alors les variations lentes (basses fréquences
spatiales) convergent lentement. Or une grille grossiére suffit pour décrire des
comportements lents. On filtre alors les variations rapides, et on itére sur la
grille grossiére, ce faisant on diminue sensiblement la dimension de I’espace de
recherche. Puis on rajoute le comportement rapide qu’on a enlevé et on itére
sur la grille fine. Au bout de plusieurs aller-retours entre les deux grilles avec
régularisation et projection & chaque fois, on arrive & convergence. Au total,
on aura fait beaucoup moins d’itérations sur la grille fine et ainsi beaucoup
réduit le temps de calcul.

Méthodes avec raffinement adaptatif Le raffinement du maillages
EF s’effectue d’une maniere itérative en se basant sur des estimateurs de
Ierreur.

Méthodes spectrales : Exemple des polynémes de Legendre

Alors que les méthodes d’éléments finis utilisent des polynémes de bas
degré et améliorent la qualité de I’approximation en prenant des éléments de
plus en plus petits, les méthodes spectrales utilisent peu d’éléments et des
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polynoémes de haut degré. Elles sont donc applicables a des dimensions plus
importantes que les méthodes d’éléments finis, mais sans toutefois pouvoir
étre utilisées dans les tailles d’espace envisagées dans cette thése (quelques
dizaines). Nous allons néanmoins présenter dans ce paragraphe un exemple
simple que nous avons utilisé en petite dimension.

Pour des raisons pratiques, on utilise des bases orthogonales pour le pro-
duit scalaire L? avec poids, ce qui cantonne ces méthodes & des domaines
de type hypercube. Pour des domaines plus généraux, il faut les coupler a
d’autres méthodes comme les éléments finis. Le principal avantage de ces
méthodes est qu’elles convergent exponentiellement vite pour des fonctions
réguliéres. Un traitement spécial doit étre fait pour le cas des fonctions sin-
guliéres.

Nous voulons approcher une fonction par une somme de polynoémes en
minimisant I'erreur quadratique (norme L?). Pour cela, nous aurons besoin
d’une formule d’intégration numérique pour approcher les intégrales. Les po-
lynémes de Legendre associés aux points de Gauss-Legendre se prétent bien
a une telle approche. Cela va nous conduire & évaluer la fonction & interpoler
en des points spéciaux.

Rappelons que les polynomes de Legendre, qu’on note P,, n = 0,1,...
sont des polynémes qui forment une base orthogonale de L?(] — 1,1[) :

/ (@) Po(w)dr = — 2

= 7671 m
1 2n+1 7
deg P, = n. La récurrence suivante permet de les calculer
(n+1)Pya(z) = 2n+ 1)zP,(z) — nP,_1(x)

avec Py(z) =1 et P(z) = .
Le polynéme P, posséde n zéros réels dans 'intervalle ouvert | — 1,1[
qu’on note z7, 7 = 0,...,n — 1. Si on note

Wt — 2

C (= @)A) (P (e)?

alors la formule d’intégration numérique suivante dite de Gauss-Legendre :

(1.20) /_1 f(z)dz ~ Z_:w?f(ﬂﬁ?)

intégre exactement les polynomes de degré inférieur ou égal a 2n — 1.
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Projection L? FEtant donnée une fonction f : [~1,1] — R, on cherche
le polynéme p, de degré inférieur ou égal & N — 1, le plus proche de f au sens
de la norme L?(] —1,1]) :

p=argmingg  xl[f — 4l

p est donc la projection orthogonale de f sur I’espace Ry_;[X] des polynomes
de degré inférieur ou égal & N — 1, et admet donc le développement suivant :

les coefficients f, pouvant étre approchés par :

9 1 N-1
rEstil INCLOC R SERCRLIEY

La projection p peut donc étre approchée de la maniére suivante :

N-1
(1.21) p(z) ~ IV f(x) = f@M)eY (x)
n=0
avec
N—-1

2n+1
1.22 Mz) =Wl P,(zM)P,
(1.22) i (2) =w ; 5 Pnl(@i) Pa(2)
Pour connaitre I1" f, il faut connaitre f aux zéros ¥, i =0,...,N —1, du

polynéme de Legendre de degré N. Un simple changement de variable nous
permet de traiter le cas d’un intervalle [a, b] quelconque.

On peut également généraliser cette formule au cas d’une fonction définie
dans un hypercube en dimension d en utilisant les produits tensoriels.

1.5.2 Meéthodes 4 noyaux : RBF

Dans les méthodes a noyaux, on cherche des approximations de la fonction
f de la forme :

fla) = ijK(% z)

On note
— K la matrice des noyaux : K;; = K(z;,z;)
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— b= (b;) le vecteur des coefficients

— y = (y;) les valeurs observées aux points z;.
En général, on utilise des noyaux symétriques, i.e. K(x,y) = K(y,z), ce qui
conduit & une matrice K symeétrique.

En traduisant

on aboutit au systéme
Kb=y

En général, ce probléme est mal posé. On peut le résoudre au sens des
moindres carré :
b=Kty
ou KT est la pseudo-inverse de la matrice K. Ceci équivaut a minimiser
Ierreur quadratique
b= arg min ||y — Kz||?
g min [ly — K1l

Pour améliorer la stabilité du systéme, on peut utiliser & nouveau la régula-
risation du probléme de moindre carré :

b= arg min |y — Kaz||” + Ao
zeR™

Ceci revient & modifier le systéme & résoudre en
(K+X)b=y

Dans la pratique, le paramétre de régularisation est difficile a choisir. On
préfére la solution consistant a rajouter des contraintes ce qui nous rameéne
a un systéme de type point selle :

o 3l L=l

11 suffit alors que K soit inversible sur le noyau de la matrice D
En fait, dans ce cas, on cherche une approximation de f de la forme :

flz) = Z b K (z;, ) + Z a;d;(z)

ol les d; sont des polynomes. D est la matrice D;; = d;(z;). Les coefficients
des polynomes apparaissent comme les multiplicateurs de Lagrange associés
aux contraintes. En général, les noyaux sont localisés et les polynomes d;
donnent donc la tendance globale de f. Sous certaines hypothéses que verrons
plus loin, on peut démontrer que le systéme est inversible.

Voici quelques exemples noyaux utilisés :
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— Noyau linéaire : pas trés satisfaisant.
2
— Noyau gaussien : K(y,z) = exp(—@)

g

— Noyau sigmoidal : K(y, z) = tanh(s *y.z +r)
— Noyau polynémial : K(y,z) = (s *y.z + r)?
Dans le cas particulier ou le noyau est isotrope, i.e.

K(z,y) = k(|]|z — y||) pour une fonction de variable réelle k

on parle de Radial Basis Function ou RBF.

1.5.3 Méthodes de moindres carrées

Il s’agit d’un cadre général dans lequel le terme de régularisation évoqué
plus haut devient 1’objet de la minimisation, alors que la qualité de 1’ap-
proximation devient elle une contrainte sur la minimisation de la norme.
Concrétement, cela revient a rechercher une projection sur un sous-espace C
d’un espace Hilbert H. Le probléme s’écrit sous la forme suivant :

min  L(z)=ly-2]*=(y -2,y —2)
(1.23) reCCH
La solution z, vérifie alors I’équation de la normale :

(1.24) (xe —y,v)=0 YveC

Régression : fonctions paramétriques

Considérons des couples (z;,4;) € RP xR i =1,...,n, (point,valeur au
point) et considérons une famille de fonctions (F})i<j<k, par exemple une
base de polynomes. On cherche une fonction f combinaison linéaire des Fj
qui passe & peu prés par les points : on cherche (5;)1<;<x tel la fonction

f(z) = Zﬁij(iU)

vaut «a peu prés» 1; en x; :
Yi = f(7:) + &
ce qui s’écrit matriciellement
y=Xp+e€

Avec
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— y est le vecteur n x 1 des valeurs aux points

— X est la matrice n x k des Fj(z;)

— [ est le vecteur k£ x 1 les parameétres recherchés

— e est le vecteur nx 1 des erreurs résiduelles. On suppose que € € N (0, X2).

L’objectif est d’estimer S minimisant les erreurs résiduelles.

H = R" muni du produit scalaire (u,v)s = u?X7'v est un espace de
Hilbert. Nous pouvons alors déterminer 3 en résolvant le probléme suivant :

min  g(8) = [ly — XBII5

(1.25) 5e Rk

Si X, ..., X} sont les colonnes de X, alors :
XB =0 X1+ ..+ B Xk
Notons col(X) = Vec(Xq, ..., Xi). Alors le probléme (1.25) est équivalent a

min  h(z) =|ly - z[§

(1.26) x € col(X)

On voit alors que le probléme (1.26) est identique au probléme de projection
(1.23) avec H = R* et C' = col(X).

Le probléme (1.26) est connu sous le nom de probléme des moindres
carrés généralisé ou GLS (Generalized Least Squares). Quand X = oI, c’est
la méthode des moindres carrés ordinaire.

Si les vecteurs X; sont linéairement indépendants alors nous pouvons
déterminer un estimateur B de [ en résolvant les équations normales d’écrites
dans I’équation (1.24). Ils s’écrivent matriciellement sous la forme :

X'y y—9)=0 pourtouti=1,...,k
avec § = X ﬁ, qui se réécrit :
X'y —g) = X"y - XTS ' X3=0
$ est donc solution du systéme linéaire (dit systéme des équations normales) :
X'y xp=X"ny

Dans le cas ot les vecteurs X1, ..., X, sont linéairement indépendantes, X7 X =1 X
est une matrice k x k symétrique définie positive et donc inversible. Nous
pouvons alors écrire :

B — (XTzle)leTzfly
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Dans le cas d’une régression avec une fonction quadratique, elle s’écrive sous
la forme :

fl@)y=B0+ D Bimi+ D BuoisjshTiTk

1<j<n 1<j<k<n

En dimension 2, la matrice X s’écrit sous la forme :

2 2
1 Ti,1 T1,2 11 P19 £1,171,2

2 .2
1 T2,1 T2,2 o1 Too 2,1%22
X =

2 2
1 Zng Tng Thy Tho Tngt Tng

Dans la pratique, pour des raisons de stabilité numérique, on ne résout pas
les équations normales méme si les vecteurs sont linéairement indépendant.
En effet, le conditionnement de la matrice XX 7' X est bien plus mauvais
que le conditionnement de la matrice X ! Nous utilisons la décomposition
en valeurs singuliére (SVD, Singular Value Decomposition) de la matrice X
pour calculer la pseudo-inverse X de X. Rappelons briévement de quoi il
s’agit : Etant donnée une matrice A m x n, il existe des matrices orthogonales
Umxm etV nxn et une matrice diagonale ¥ = diag(oy,...,0,) avec
01> 09> ...0, >0, tel que :

_p|Z 0 yr
A_U[OO]V

les vecteurs colonnes de V' (qui forment une base orthonormée de R") sont
dits vecteurs singuliers de A a droite, les vecteurs colonnes de U (qui forment
une base orthonormée de R™) sont dits vecteurs singuliers de A & gauche, les
oy, sont dits valeurs singuliéres de A, r est le rang de A. C’est la décomposition
en valeurs singuliére de A. Le conditionnement de A est donné par :

UT

cond(A) =

01

La matrice pseudo-inverse est donnée par

710
+_ T
A—V[ 0 O:|U

Quand A est une matrice carrée inversible, AT = A~!. La solution du pro-
bléme de moindres carrés :

min ||Az — b||
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est donnée par
r=A"b

On démontre que si A est de rang plein, c’est 'unique solution du probléme
de moindres carrés, et sinon, c¢’est la solution de plus petite norme.

Numériquement, le rang n’est pas toujours déterminé clairement. On in-
troduit la notion de rang numérique a € prés : on se donne € > 0 petit
qui représente le degré de précision qu’on a sur les données, et on considére
qu’une valeur singuliére o; calculée est nulle si

0; < €01

¢ est ainsi une espéce de zéro numérique laissé au choix de ’'utilisateur. Quand
la matrice est trés mal conditionnée, augmenter la valeurs de € régularise (et
stabilise donc) le probléme de moindres carrés : le conditionnement est saturé
par 1/e.

1.5.4 La méthode Krigeage

C’est une méthode d’interpolation spatiale. Le Krigeage est la méthode
optimale, au sens statistique du terme, d’estimation de paramétres. Elle est
utilisée autant pour l'interpolation que 'extrapolation. Le Krigeage porte
le nom de son précurseur, l'ingénieur minier sud-africain D.G. Krige. Dans
les années 50, Krige a développé une série de méthodes statistiques empi-
riques afin de déterminer la distribution spatiale de minerais & partir d’un
ensemble de forage [102|. C’est cependant le frangais Matheron [103| qui a
formalisé ’approche en utilisant les corrélations entre forages pour estimer
la répartition spatiale. Elle est connue au nom d’"interpolation optimale" en
météorologie et "méthode d’interpolation de Gauss-Markov".

Quelques définitions :

Une variable aléatoire, F'(x) o x € R", est une fonction qui prend un
ensemble de valeurs ou de réalisations selon une distribution de probabilité
quelconque.

Une fonction aléatoire est un ensemble de variables aléatoires définies sur
une région d’intérét : {F(z),x € R*}. Une réalisation de F est f = {f(z) :
z € RP} une fonction déterministe.

Les moments importants d’une fonction aléatoire sont :

1. La moyenne : m(x) = E{F(z)}.
2. La variance : Var{F(z)} = E{[F(z) — m(z)]*}
3. La covariance : C(u,v) = E{[F(u) — m(u)].[F(v) — m(v)]}.
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Le Krigeage simple :

Nous supposons tout d’abord que f est une réalisation d’un processus
stochastique F' dont la moyenne m(z) = 0. Soit les points d’apprentissage
x1, ...t € RP. Nous supposons que la fonction covariance C(.,.) est connue
et que la matrice C = [C(z;, z;)] = Cov(F (z;), F(z;))] est définie positive.

Soit

f(z1)

£ ()

Pour z € R? nous cherchons une fonction approchée sous la forme

= bif(x) =) bivi = ',
i=1 im1

On choisit b(z) € R? minimisant l'erreur quadratique :

Ely'b — F@)* = E[} ., biF(x;) - F(o)

) —

= B[} 6F () — E[23°7, F(z;)F(z)] + E[F(2)]?
= bCb— 20t D(z) + E[F(z)]?

= b'Cb—20'D(z) + E[F(x)]

Avec D(z) = [C(x1,%), ..., C(xy, z)]". Clest une fonction quadratique de
b, avec comme minimum :
D(x) = Cb.

Notons que le b optimal dépends de .
Si C' est définie positive, alors on peut résoudre la derniére équation en
utilisant la factorisation de Cholesky. Nous écrivons alors

b=C"'D(z)
ce qui donne au final :
(1.27) f(z) =y'C7'D(x)

Cette solution s’appelle la best linear unbiased predictor (BLUP) de f(x).
En pratique la matrice C' est trés mal conditionnée nous utilisons alors la
pseudo-inverse.
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Remarquons que cette fonction interpole les points. En effet,
D(z;) = [Cov(zy, 75), ..., Cov(zn, ;)] = C;
C; étant la i™°colonne de C, alors
C'D(z;)) =C™'C; = I
donc R
f(z:) =y'C7'D(x;) = y'L = y; = f ()
Le Krigeage :

Jusqu’ici nous avons supposé que le processus stochastique était connu, de
moyenne nulle. Nous supposons maintenant que F est un processus Gaussien
avec la fonction moyenne m(z) = a(z)'8 et comme fonction de covariance
c(u,v) = o?ry(u,v). Nous supposons que la fonction a est connue (e.g. a qua-

dratique), que /8 est un vecteur inconnu, que o? est inconnue et que ro(-,-)
est un élément inconnu d’une famille connue de fonctions de corrélation.

Soit A la matrice nxq [a;(z;)], R(#) la matrice symétrique nxn [rg(z;, z;)]
et soit

ro(z1, )
r(z;0) =
Tg(l'.n,x)
Alors, pour 3 et 6 fixé, le BLUP de f(z) est
(1.28) f(z) = a(2)'8+ (y — AB)'R(6)"r(x; 6)

Ainsi, en changeant 8 et ¢, nous définissons une famille de fonction inter-
polatrice & partir de laquelle nous pouvons choisir un f modéle spécifique a
f.

Enfin, pour un 6 fixé le "maximum likelihood estimates(MLEs)" de j et
0? s’exprime explicitement :

B(9) = [A'R(9)*A] " A'R(6) 1y

et
5(0) = -y — ABO)RO) "Iy — AH(6)
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Finalement pour calculer é, le MLE de 6, il est courant de minimiser :
(1.29) nlogs?(0) + logdet R(6)

Finalement 1'erreur au sens des moindres carrés de (1.28) de f(z) est :

(1.30) MSE(f(z)) = o2 (1 — la(z)" r(z,0)'] [31 Rj?;)} ) [TC(L:%)D

tel que la définissent Sacks, Welch, Mitchell et Wynn en (1989). Cette derniére
joue un role majeur dans différentes approches en optimisation.

1.5.5 Supports Vecteurs Machines : SVM

Les Support Vector Machines (SVMs) sont des algorithmes d’apprentis-
sage qui s’inspirent de techniques déja utilisées dans le domaine de ’appren-
tissage automatique depuis les années 1960. Mises aux points au début des
années 90 par Vapnik (voir le papier séminal par Boser, Guyon et Vapnik
[123]) pour résoudre originellement des problémes de classification binaire,
leur adaptation aux problémes de régression scalaire a été réalisée par Vap-
nik en 1995, puis systématisée dans son livre [137].

L’algorithme de classification binaire le plus simple est la séparation li-
néaire : on cherche le meilleur hyperplan séparant deux classes (+ et -).
On cherche I'hyperplan séparateur qui passe «au milieu» de ces deux classes,
c.a.d. dont la distance aux points les plus proches est maximale. Ces exemples
les plus proches qui suffisent & déterminer cet hyperplan sont appelés veteurs
de support, ou encore exemples critiques. La distance séparant ’hyperplan de
ces points est appelée «marge». Plus la marge est grande et plus ’apprentis-
sage est slr : avec de petites variations, une petite variation ne modifiera pas
la classification d’un exemple si sa distance a ’hyperplan est grande. Bien
entendu, les limites de cet algorithme sont bien connues, et la plupart des
problémes réels ne sont pas linéairement séparables. L’idée forte des SVM est
de plonger le probléme dans un espace de dimension (beaucoup) plus grande
dans lequel il devient linéairement séparable. C’est pourquoi certains auteurs
ont détourné ’acronyme en Séparateurs a Vaste Marge! Et ce qui a permis
d’en faire une méthode utilisable en pratique est ce qu’on a ensuite appelé
le kernel trick qui permet, par l'utilisation de noyaux bien choisis, de ré-
soudre le probléme d’optimisation linéaire dans I’espace de grande dimension
en n’ayant a calculer que des quantités dans ’espace original.
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Nous allons dans cette section détailler tout d’abord les deux ingrédients
(Régression linéaire et kernel trick), puis présenter l'utilisation des SVMs
pour les problémes de régressions, qui est celle qui en sera faite dans cette
these.

Il s’agit d’effectuer une régression linéaire dans un espace de caracté-
ristiques de grande dimension induit par un noyau, en résolvant en dua-
lité un programme d’optimisation quadratique sous contraintes d’inégalité.
Les points de I’ensemble d’apprentissage qui correspondent aux
contraintes actives sont appelés Vecteurs de Support.

Les avantages de cette approche sont multiples. Tout d’abord, elle s’ap-
puie sur des bases théoriques solides : théorie de ’apprentissage statistique,
théorie de 'optimisation (la condition d’optimalité de Kuhn et Tucker), théo-
rie des noyaux de Mercer. La théorie permet d’obtenir des estimations d’er-
reur sur la généralisation. Les Vecteurs de Support constituent une représen-
tation "creuse" de la solution, qui fait que les SVMs peuvent étre considérées
comme des schémas de compression. Les SVMs réalisent un apprentissage li-
néaire efficace dans un espace de caractéristiques de grande dimension. Enfin,
on peut traiter des échantillons de grande taille grace a diverses heuristiques.

Régression linéaire de R? dans R
Le probléme de régression linéaire s’énonce de la fagon suivante : étant donné
un échantillon ou ensemble d’apprentissage

S = ((acl,yl), ceey (ml,yl)) € (Rd X R)l

on cherche une fonction affine :

f(@) = (w,z) +b
qui approche les exemples au sens des moindres carrés tout en gardant une
régularité minimale, ce qui est assuré en pénalisant I’erreur de moindres carrés
par une norme de la fonction (Hoerl et Kennard, 1970) [107], par exemple la
norme L? ce qui améne au probléme suivant :

!
(30 omin £00) =Ml + D ) ~ )
v i=1

ot A > 0 est le paramétre de régularisation.
La condition d’optimalité
oL
= =0
0b
donne immédiatement

b=yj—(w,x>
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ou T et § sont les moyennes des z; et y; respectivement. On pose :

Ti=2—%, Y=Y~y

bty
<)
Il

La fonctionnelle L se réécrit
L(w,b) = Alw|® + (§ — Xw)'(§ — Xw)

et nous pouvons maintenant écrire les autres conditions d’optimalité sous la
forme

L s o,
0= =X'X+M)w=X"

ce qui donne facilement w
w= (XX + M) X

D’un point de vue pratique, par contre, la matrice d X d du systéme
ci-dessus est pleine, et donc de plus en plus difficile & inverser quand la di-
mension croit.

On peut reformuler le probléme (1.31 en un probléme d’optimisation qua-
dratique sous contraintes en introduisant les variables d’erreur & de la ma-
niere suivante :

min Muw|> + 3, &
(1.32) (w,b,6) ol + 2 &
sous les contraintes  y; — (w,x;)) —b=¢&, i=1,..,1

On introduit les multiplicateurs de Lagrange (;, et le Lagrangien :

L(w, b€, B) = /\||w||2+Z§ +Zﬁz (w, b, )

Avec :

Les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité s’écrivent :
oL

O(w, b, &)

oL
B

(w*,0%,€", %) = 0

(w*, 0%, 8%) = 0



1.5. METHODES D’APPRENTISSAGES 43

Le probléme dual s’écrit :
0
max  0(f)
Ou :
0(8) = inf (£,b,¢,5)

(w,b,€)

Réécrivant les conditions d’optimalité a( y = =0, il vient

b§

l !
1 1
(w—ﬂ;@'iﬂi, fz‘—§/5z‘a ;5i—0>
D’ou :
1 1 .
0(8) = (B,y) — —5 (—)\ —fz)ﬂ, ot Gij = (i, z5)

qui atteint son maximum en :

B*=2X(G+ )"
ce qui donne

’U)* = X’(G + )\Il)_l

et donc :

<l‘1,$>
(1.33) fl@) =y (G+2I)7} : +b
<xl’$>

Par ailleurs, les contraintes donnent :

1 l <-’131,l“z'>
(134) b=y yi—(w’ Zyz "G+ L)
=1

(1, T4)

Certes, la représentation reste toujours "pleine". Par contre la solution ne
fait intervenir que des produits scalaires de la forme (z;,z;) ou (x;, z) — et
c’est ce qui va permettre 'utilisation des noyaux (kernel trick).

Transformation non-linéaire : Les noyaux

Nous allons donc tout d’abord considérer une transformation de 1’espace de
recherche initial, appelé espace des attributs en un espace de (beaucoup) plus
grande dimension dont les coordonnées seront appelées caractéristiques.
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Passage de 'espace des attributs a 'espace des caractéristiques :

XCR! — F
T = (21, .0y p) — P(x) = (P1(), ..., Pn(2))

Le choix de la fonction ® est crucial, et pour ne pas avoir a utiliser
explicitement les ®; dans les calculs, on utilisera des noyaux définis par

Définition 1. Un noyau K sur un ensemble X est une fonction de X x X
dans R telle qu’il existe un espace pré-Hilbertien F' et une fonction ® : X —
F tels que :

V(z,2) e X x X, K(z,2)=(®(x),®(2))r

ou F' est 'espace de caractéristiques induit par le noyau K.

On voit que 'utilisation de noyaux permet le calcul des produits scalaires
(®(z), ®(2))F dans I'espace des attributs initial sans connaitre explicitement
®. Ce sera le cas dans les équations (1.33) et (1.34).

La théorie de Mercer caractérise les noyaux. Rappelons les propriétés
principales des noyaux puis donnons quelque exemples.

Propriétés de structure
Si K, et Ky sont des noyaux, alors les K définis ci-dessous le sont également :

=

z,z) = Ki(z,z)+ Ky(z, 2)

~
8
N

)
) = aKi(z,2), a>0
) = Ki(z,z) Kz, 2)
) = exp(Ki(z,2))

Y

=
8
N

7

(
(
(
(

=

T,z

Quelques exemples de noyaux classiques
Les noyaux suivants sont parmi les plus utilisés

K(z,z) = 1'Bz, Noyau quadratique (B symétrique positive)
K(z,2) = tanh(sx* (x,2)+1) Noyau sigmoidal

K(z,z) = ((x,2)+c)? Noyau polynomial

K(z,2) = exp(—||lz —z2||?/o?) Noyau gaussien

La régression linéaire dans l’espace des caractéristique s’écrit de maniére
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trés simple

[ (®(x1), ®(z))
fle) = ¥y (K+XL)! : +5b
\ (®(x1), ®(x))
(K(a:l,x)

= yl(K'f‘/\Il)fl +0b

\ K(.Z:l, .’L’)

avec :
Kij = (®(x:), ®(z5)) = K(i, 7))
et : l
b = % Zi:l yZ <’LU a',L.Z>
K(mlaxi)
= I u—y (K+AL)! :
K(:Elal‘i)

Nous allons maintenant présenter les deux extensions qui ont été propo-
sées pour faire de la régression dans le contexte des SVMs. Dans les deux cas,
on repart de la formulation avec variables d’erreur (1.32). Toutefois, au lieu de
minimiser, au travers des variables &;, les erreurs | f (i) —wi|, i=1,..,lon
cherchera & minimiser les fonctions de perte e-insensibles \f(mz) — Yile, 1=
1,...,1, ot |z|. = max(0, |z| — ¢).

Les deux méthodes qui vont étre décrites ne différent que par la maniére
de prendre en compte ces fonctions de perte, quadratique ou linéaire.

Régressions a fonction de perte quadratique
L’approche quadratique consiste & prendre en compte ’erreur e-insensible de
la maniére suivante :

min el + O € +€)
sous (w,®(x;)) +b—y; <e+ &, i=1,..,1
Yi — (0, ®(z;)) —b<e+&, i
52201 5120’ Z:]-aal

I
\_}—‘
\.N

Il s’agit d’un probléme de régression régularisé, ou la régularisation est contro-
lée par le paramétre C' > 0. Notons que C' agit comme %(voir 1.32).
Ce probléme est un programme quadratique convexe, qui est donc équi-

valent au probléme Lagrangien dual, qui, aprés quelques simplifications, peut
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s’écrire :
max Zé:l yi(di — o) — 52221(071' + ;)
l N R
_% Zi,j:l(ai - ai)(a’j - a’j)(K(xia in) + %513')

sous Zézl(di —a;) =0, i=1,..1
O!ZZO, @120, 221,,l

ou 'on remarque ici encore que les points x; n’apparaissent que dans les
produits de noyau K (z;, z;).
Les conditions de complémentarité de Karush-Kuhn-Tucker [98] s’écrivent :

of ((w*, ®(z;)) +b* —yi—e—&) =0, i=1,..,1

~

& (yi — (W, ®(z;)) —b* —e— &) =0, i=1,..,1
On note aussi que :

& =0 et alal=0, i=1,..1

i

Les conditions d’optimalité donnent la relation :

l
w* = Z(Ozi* — o) ®B(z;)
=1

Les points z; tels que (&;* + o) > 0 sont les Vecteurs de Support.
On trouve :

fl@) = (", @) +5" = Y (@ — af) K (zi,2) + "

=1

ou b* est choisi tel que h(z;) —y; = —¢ — (&" — o) /C pour tout ¢ tel que
(" +af) > 0.

Régressions a fonction de perte linéaire
Dans cette approche, on cherche & minimiser la somme des erreurs e-sensibles,
ce qui se traduit par le probléme régularisé suivant :

(glgrg) 5 llwl>+C S E+E)

sous (w,®(z;)) +b—y; <e+&, i=1,..1
yi — (W, @(z;)) —b<e+&, i=1,..1
61205 6220, 7,:1,,l
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Le probléme Lagrangien dual peut se simplifier en éliminant certains mul-
tiplicateurs, ce qui conduit & la formulation suivante :

I(gff)( Zé:l vi(d; —oy) — e Zézl(di + o)
b l ) .
_% Zz‘,j:1(0‘i —oy)(dj — ) K (24, ;)

sous Zﬁzl(di —a;) =0, 1=1,..,1
OSO!ZSC,OSOA&ZSC, Z:1,,l

Les conditions de complémentarité de Karush-Kuhn-Tucker donnent :

P(wr, @) + b —yi—e—&) =0, i=1,..,1
& (i — (w*, ®(x;)) —b* —e—E) =0, i=1,..,1
)& =0, i=1,..1

0 !

) 1= 1,..,

Avec encore :
*A* - * A~k -
EE =0 et aja; =0, 1=1,..1

Les conditions d’optimalité permettent de montrer :

I
w* = Z(dz* —af) O(zy)
i=1

Les points z; tels que (&;* + «f) > 0 sont les Vecteurs de Support.
On trouve :

fl@) = (w*, ®(@) +b" =Y (4" — ) K (z,7) + b°

i=1

ou b* est choisi tel que h(z;) — y; = —e pour tout 7 tel que 0 < of < C, et
tel que h(z;) — y; = € pour tout i tel que 0 < & < C.

Implémentation des SVM de régressions

Il existe de nombreux algorithmes permettant de résoudre des programmes
quadratiques duaux. La plupart des méthodes de maximisation de formes
quadratiques convexes, comme les méthodes de gradient, peuvent s’appliquer
au cas des SVMs. Cependant elles nécessitent en général le stockage de la
matrice des K (x;,z;), qui est une matrice pleine. Ceci limite, sur un PC
récent «muscléy», la taille des ensembles d’apprentissage a quelques milliers
d’exemples.
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Les méthodes de décomposition permettent quant a elles de traiter des
échantillons de grande taille en tentant de limiter le probléme d’optimisa-
tion aux seules contraintes actives. Ces méthodes reposent sur ’application
itérative d’heuristiques de sélection d’«ensembles de travail», qui visent &
identifier les contraintes actives. La convergence des méthodes de décompo-
sition est en général assurée par la réduction de I’écart de faisabilité, ou bien
I’accroissement de la fonction objective duale. La plus célébre d’entre elles
est sans doute I’algorithme SMO (Sequential Minimal Optimisation) de Platt
[134].

Nous avons utilisé un autre algorithme de décomposition, appelé SVM-
Torch, et du & R. Collobert et S. Bengio [124]. SVMTorch s’inspire de I’algo-
rithme SVM-Light de Joachims [131] pour la classification, en I’adaptant aux
problémes de régression a fonction de perte linéaire. Une implémentation en
C-++ est disponible sur le site www.torch. ch.

1.6 Meéthodes hybrides

On appelle hybridation le fait de combiner plusieurs méthodes distinctes
en vue de la résolution d’un méme probléme. Les différentes approches peuvent
constituer des étapes successives dans la résolution du probléme donné, mais
peuvent aussi interagir de maniére beaucoup plus imbriquée, une méthode
en appelant une autre plusieurs fois lors de son exécution.

Dans le cadre de cette thése, pour résoudre un probléme d’optimisation
globale en grande dimension, nous considérerons des hybridations entre des
approches stochastiques d’optimisation globale et des approches détermi-
nistes d’optimisation locale et des méthodes d’apprentissage.

Des travaux antérieurs ont proposé des hybridations entre des méthodes
d’optimisation stochastiques et des méthodes d’optimisation déterministes :
La maniére la plus évidente d’effectuer une telle hybridation consiste a ef-
fectuer une recherche globale a ’aide de la méthode stochastique, I’approche
déterministe étant chargée du raffinement local. Nous pouvons cité la plus
simple et connue sous le nom de "Multistart" (plusieurs tirage) [4]. Dans le cas
d’une fonction "légérement" multimodale, lancer un algorithme d’optimisa-
tion déterministe a partir de points échantillonnés de maniére aléatoire sur le
domaine de recherche peut étre vu comme de degré 0 de telles hybridations, la
méthode stochastique étant vue comme une méthode de Monte-Carlo. Cette
approche devient bien stir problématique s’il y a beaucoup de minima lo-
caux, et/ou en grande dimensions. On peut alors remplacer 1’échantillonnage
naif par un algorithme stochastique plus sophistiqué, de type évolutionnaire
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par exemple. On obtient ce que I'on appelle alors un algorithme mimétique.
Notons que ce type d’approche, qui a permis d’obtenir des résultats excep-
tionnels dans le cadre de l'optimisation combinatoire [3|, sont rapidement
insuffisants dans le cadre de 'optimisation continue, et surtout ne couvrent
pas le cas de fonctions chéres en grande dimensions.

D’autres travaux ont proposé d’hybrider une méthode d’optimisation avec
une méthode d’apprentissage. La méthode d’apprentissage ajuste un modéle
de la fonction objectif, qui est alors optimisé par la méthode d’optimisation,
en lieu et place de la fonction objectif initiale.

Certaines fonctions éventuellement fortement multimodales peuvent ainsi
étre approchées sans changer la nature du probléme ni modifier la localisa-
tion de 'optimum global. Une méthode déterministe pure pourrait tomber
dans un minimum local en travaillant sur la fonction objectif initiale, alors
qu’une fonction approchée remplagant la fonction objectif permet, en lissant
les optima locaux, d’aller de maniére déterministe au minimum global.

Dans le cas d’une fonction trés fortement multimodale, 'utilisation d’un
algorithme déterministe de recherche locale pour échantillonner 1’ensemble
des minima locaux, combiné avec une méthode d’approximation qui est ap-
pliqué & cet ensemble de minimaux locaux peut également permettre de lo-
caliser le minimum global.

Cependant, la motivation premiére de I’hybridation avec une méthode
d’approximation reste la diminution du cotiit dans le cas d’une fonction ob-
jectif chére : I’évaluation de la fonction approchée est en général négligeable
par rapport & I’évaluation de la fonction objectif initiale. Nous nous placerons
dans ce cadre dans toute la suite de la thése.

Nous pouvons classer les méthodes de ce type proposées dans la littérature
en deux familles :

La premiére famille est celle des algorithmes manipulant un point unique :
c’est le cas de toutes les méthodes déterministes, ainsi que des algorithmes
stochastiques ne manipulant qu’un unique itéré. L’hybridation dans cette
famille porte le nom de SAO (Sequential Approzimate Optimization).

La deuxiéme famille est celle basée sur I'utilisation en tant qu’algorithmes
d’optimisation des algorithmes évolutionnaires, a base de population, que
nous regroupons sous le nom de EOA (FEvolutionary Optimization Approzi-
mation).

Dans les deux cas, différentes méthodes d’approximation, locales ou glo-
bales, seront utilisées, selon que nous disposons ou pas des dérivées de la
fonction objectif.

Nous allons passer en revue les travaux antérieurs dans les deux familles,
aprés avoir au préalable commencé par exposer la problématique d’une hy-
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bridation avec les méthodes d’approximation. Nous insisterons plus spéciale-
ment sur les méthodes EOA, cadre de la présente thése.

1.6.1 Problématique de ’apprentissage

Nous allons examiner dans cette section les deux principaux problémes
qui se posent lorsque ’on veut utiliser une méthode d’apprentissage au sein
d’un algorithme hybride.

Premiérement, se pose la question de la mise & jour du modéle. D’une
part, toutes les méthodes d’approximation ne se prétent pas facilement & une
mise a jour incrémentale avec de nouveaux points. D’autre part, tant que le
modéle peut étre considéré comme une bonne approximation de la fonction
objectif, il est inutile de le remettre & jour. En général la mise a jour s’effectue
quand le modeéle s’éloigne de l'original, ou dés que 1’on dispose d’'un nombre
de points suffisant. A noter qu'un probléme annexe du probléme de la mise
a jour est celui du réglage des paramétres de l'algorithme d’apprentissage
lui-méme, souvent appelés hyper-paramétres. Le chapitre 3 est entiérement
consacré a ce probléme dans le cadre de I’hybridation avec une méthode
stochastique.

Deuxiémement, se pose la question du nombre de points a utiliser pour la
construction du modele, et de la méthode de génération de points. En par-
ticulier, les points rencontrés durant les étapes précédentes de I'optimisation
sont-ils suffisants pour définir un bon modéle? De plus, si les points dispo-
nibles sont trop proches, nous pourrons avoir du mal a définir un modéle
dans un temps raisonnable. Si les points sont mal disposés, nous risquons
de ne pas détecter toutes les variations de la fonction d’origine. Parmi les
méthodes utilisées dans la littérature pour générer des points, citons : "Latin
hypercube sampling" [5], points sur un maillage, Orthogonal Array [6], les
opérateurs génétiques (mutation gaussienne par exemple), ou tout simple-
ment générés uniformément dans un hypercube, dans un ellipse (e.g. dans
la méthodes CMA) ou dans un sous-espace. Le nombre de points utilisés est
parfois considéré comme variable avec des variations dynamiques selon ’er-
reur obtenue sur le modéle, mais la plupart du temps il est maintenu fixe.

Un autre point important qui sera détaillé dans cette section est le type
de la méthode d’approximation qu’on choisit. L’approche est différente selon
qu’on utilise une approximation locale ou globale. Une approximation locale
est d’ordre 1 autour d’un point si I'approximation passe par les points et
utilise les gradients.

Une approximation locale est d’ordre 2 si 'approximation passe par les
points et vérifie ’égalité des gradients et des matrices hessiennes. Une ap-
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proximation locale est souvent hybridée avec la méthode de "la région de
confiance" dans I’approche "Sequential Approximate Optimization"(SAO).
Une approximation globale est une approximation d’ordre zéro. Il est
courant d’utiliser dans ce cas ce que ’on appelle la "Fonction mérite".
Les deux approches région de confiance et fonction de mérite vont main-
tenant étre détaillées.

Région de confiance

Les méthodes locales sont basées sur la connaissance en au moins un
point, de la vraie valeur de la fonction objectif, de son gradient et si possible
de sa matrice Hessienne. Lorsque 1’on dispose de ces connaissances, on peut
construire une approximation quadratique efficace de la fonction objectif.
Dans le cas oil nous ne disposons pas des dérivée seconde, il est courant
d’utiliser comme matrice hessienne le résultat d’une récurrence du type de
celle utilisée dans la méthode BFGS (voir section 1.3) qui tend vers la matrice
hessienne lorsqu’on s’approche de 'optimum.

Pour plus de détails sur le principe de la méthode de "région de confiance"
dans le cas général, voir la section 1.3.3.

Nous allons décrire une variante de cette méthode, décrite dans [55], qui
s’applique dans le cas d’une approximation quadratique d’ordre O :

La région de confiance est une boule de rayon ¢, (& déterminer a I'itération
k) centrée sur l'itéré courant. On choisit des constantes positives r; < ry <1
et ¢; < 1, cg > 1 qui vont réguler les expansions et les contractions de la
région de confiance.

On note r le rapport entre la diminution prédite et la diminution effective
et f le modéle quadratique.

f(zg) — fA(a:k + s)
fa) — flay + 5)

On adapte la région de confiance de la maniére suivante :

T =

c1llsl| sior<n
(1.35) Opr1 = min(ca||ok|], A*) st r >
[|s]| sinon,

A* : une borne supérieure pour J.
Et on décide si on accepte 1’étape s :

oz +s si flzr +8) < f(zr)
(1.36) Tht1 = { T, sinon,
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Algorithme
On choisit g € R"™ et dy > 0.
Pour £ =0, 1, ... jusqu’a convergence faire

1. Trouver une solution s; du sous-probléme :

||§\I\1£k. fe(zk + )

2. On compare la diminution actuelle avec celle prédite : r.

3. On met a jour zj suivant 1’équation (1.36) et J; suivant ’équation
(1.35).

4. On met & jour le modéle f; avec le nouveau point déja évalué pour
devenir fy.

La différence entre un algorithme classique de région de confiance utilisant
une fonction quadratique d’ordre 1 est que le modéle quadratique d’ordre 0
est mis a jour a chaque fois qu’on dispose de nouveau point.

Fonction de mérite

Les méthode d’approximation globales sont des projections sur des es-
paces hilbertiens utilisant des points évalués avec la fonction objectif, sans
passer forcément par les points ni les gradients, pré-requis pour la méthode
de région de confiance!

L’utilisation de l’algorithme de la région de confiance devient alors pro-
blématique. En effet, la convergence en nombre fini d’itérations qui vient du
fait que localement le modéle colle au mieux & la fonction objectif n’est plus
assurée. Une alternative est alors la méthode de la fonction de mérite.

La fonction de mérite est une pénalisation pour la prise en compte de
contraintes dans ’optimisation de la fonction modéle. C’est une optimisation
avec contrainte! L’idée de départ est d’optimiser la fonction modéle dans
un voisinage des points d’apprentissage. Dans ’approche Krigeage, il est
possible de calculer une approximation du M SE (Mean Squared Error). Cette
fonction donne une idée en un point x quelconque de I’écart type de I’erreur
du modéle par rapport a f(z). Si la valeur MSE en un point est grande
alors le modéle en ce point peut étre loin de la fonction objectif. Au contraire
si MSE est petite alors la valeur du modéle est probablement proche de
la fonction objectif. M SE aux points d’apprentissages est nulle et plus on
s’éloigne des points d’apprentissage M SE est grand.
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Dans le cas d’un noyau gaussien, M SE est reliée a la densité des points.
Cela rejoint I'idée de départ (rester prés des points d’apprentissage).
La fonction de mérite qui a été étudiée par Sacks et al. en 1989 est sous

la forme :
S(z) = f(z) — w\/ MSE(f(x))

L’adaptation du poids w permet d’optimiser sur un domaine plus ou
moins grand et permet ainsi une exploration dans des régions éloignées des
points. Dans le cas des problémes d’optimisation avec contrainte cela per-
met aussi d’équilibrer entre une exploration et la recherche dans un espace
faisable.

En 1998 Virginia Torczon et Michael W. Trosset dans [58] étendent ’ap-
proche & d’autres méthodes d’approximation.

Soit

d(z) = min ||z — z;|2

alors la fonction de mérite s’écrit :
S(z) = f(z) — wd()

Hyoung-Seog Chung et Alonso(2000) [83] suggérent dans le cas d’une fonction
quadratique la fonction de mérite suivante :

S(z) = f(2) — (wd(z))?

Christopher M. Siefert [65] dans le cadre des SAO a proposé d’adapter w
dynamiquement de la maniére suivante :

A

|f (oest) = fi(r)|
2

(1.37)  wppr =4 MeWe st |f(zk) = felzp)| <
Mp. Wy sinon

Ol Zpest €st le meilleur individu déja trouvé. Expérimentalement, il a utilisé
mg = 0.75 et mp = 1.25 qui donnent de bons résultats.

1.6.2 SAO : Sequential Approximate Optimization

Nous considérons dans cette section des algorithmes hybrides séquentiels
qu’on appelle SAO. Ils ne rentrent pas dans le cadre des algorithmes évolu-
tionnaires (voir la section 1.4) .

Ces algorithmes suivent le schéma suivant :

On commence par générer des points dans ’espace de recherche avec une
méthode de génération de points (voir 1.6.1), et & chaque itération
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1. on définit une fonction approchée avec les points déja évaluées;

2. on adapte le domaine de recherche utilisant les optima de la fonction
approchée et éventuellement on évalue ces optima;

3. si on trouve un point acceptable, on le stocke & part ou bien on le
considére comme I’itéré suivant ;

4. on génére a nouveau des points dans le nouveau domaine de recherche
avec le méme générateur de points et on boucle.

Remarquons que pour des fonctions objectif chéres, 1’évaluation des dif-
férents points peut se faire en paralléle.

Par exemple I’algorithme "Pattern Search Methods" [65] itére des points
suivant des directions orthogonales avec des pas adaptatifs. La mise & jour
de l'itéré courant ne s’effectue que si I’on trouve un nouveau point meilleur!
Christopher M. Siefert et Virginia Torczon [64] ont démontré la convergence
de cet algorithme dans le cas d’une fonction objectif convexe. De plus, ils ont
constaté expérimentalement que s’ils appliquent une méthode d’approxima-
tion utilisant les points tirés précédemment et en évaluant les optima de la
fonction approchée, cela accélére la convergence.

La convergence globale de ces algorithmes est «démontrée» expérimenta-
lement.

Cette section n’a pas de vocation de citer tous les algorithmes détermi-
nistes ou stochastique itérant sur un point, mais de mettre en relief les choix
des auteurs pour s’en inspirer dans les algorithmes évolutionnaires.

Optimisation différentiable

La premiére approche suppose qu’on utilise les dérivées de la fonction
objectif, et on définit un modéle qui a la propriété d’étre local autour de
I'itéré courant. Dans la littérature, il est courant de recourir & la méthode
de la région de confiance pour définir le nouvel itéré. La méthode BFGS est
une méthode de mise & jour de la matrice hessienne qui permet de définir
un modéle au moins d’ordre un. Le modéle est mis a jour & chaque itéra-
tion (voir section 1.6.1 et 1.3.3). La méthode SQP (Sequential Quadratic
Programming) en est un exemple type. Mais en grande dimension, une inter-
polation quadratique devient irréaliste et on utilisera plus naturellement des
méthodes comme RBF, Krigeage et SVM qui ont été mis au point pour se
libérer des limitations pour les grandes dimensions dont souffre la régression
quadratique! Pour une comparaison systématique entre une régression qua-
dratique et une méthode de Krigeage, le lecteur intéressé pourra consulter
Simpson et al. [44].
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Pérez et Renaud (2000-2002) [69, 70| ont hybridé la SAO avec la mé-
thode de région de confiance appliquée aux problémes avec contraintes(voir
la section 1.6.1). La méthode d’approximation utilisé est la régression qua-
dratique d’ordre 1 (le gradient du Lagrangien est connu) autour de l'itéré
courant (voir la section 1.5.3). En effet les contraintes sont aussi différen-
tiables. Le modéle est alors définis a travers les @ points projetés dans
I’espace faisable linéarisé.

Dans [71, 72] les mémes auteurs hybrident la SAO avec la méthode de la
région de confiance(voir la section 1.6.1) et la méthode BFGS (voir la section
1.3). La matrice BFGS, qui est mise & jour avec le gradient, approche les di-
rections propres de la matrice hessienne. Pour approcher les valeurs propres
de la matrice, ils utilisent une régression quadratique, de matrice hessienne
diagonale, dans l’espace définis par les directions propres. Ainsi le modéle
local est mis a jour tous les n points au lieu de @ Ils étudient cette
approche plus en détails dans ’article [73].

Hyoung-Seog Chung et Alonso (2000-2003) [82, 80, 81| comparent
entre une approximation quadratique d’ordre 1 au point itéré courant soit
@ points, une approximation quadratique utilisant le gradient en tout
point et la méthode appelée "Cokriging", qui est une généralisation de la
méthode de Krigeage utilisant les gradients. La complexité de régression
"Cokriging" dépend alors quadratiquement en fonction de la dimension. La
derniére méthode s’est avérée intéressante car elle permet de détecter les mi-
nima locaux. Les résultats trouvés sont meilleurs qu'une méthode de Krigeage
d’ordre zéros. Le gradient est calculé avec la méthode du probléme adjoint.
Ils ont appliqué cette méthode pour optimiser ’aérodynamique d’un avion
supersonique d’affaire (5 et 14 variables).

Optimisation non différentiable

La deuxiéme approche consiste a utiliser un modéle d’ordre 0. Dans ce
cadre, ’hybridation avec la méthode de la région de confiance n’est pas cou-
rante. Il est plus adapté d’utiliser la fonction de Mérite (voir section 1.6.1).

Citons quelques travaux :

Virginia Torczon et al (1995-2001) se sont concentrés avant tout
a démontrer la convergence de 1’algorithme Stochastique "Pattern Search'.
Dans les articles suivants [55, 58, 56, 57, 54, 65, 64] ils ont proposé une hy-
bridation avec différentes méthodes d’approximation, région de confiance et
fonction de meérite. Ils ont proposés une fonction de mérite utilisée dans le
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cas de modéle quadratique. Ils ont aussi proposé des fonctions quadratiques
d’ordre 1 dans le cas ol nous disposons du gradient. Anthony A. Guinta et
al [66] détaillent 'implémentation de la méthode de région de confiance dans
DAKOTA, leur algorithme SAO. Dans le cas d’une approximation d’ordre
zéro, ils utilisent la méthode de la région de confiance en calibrant avec les
nouveaux points générés en adaptant la région de confiance(voir la section
1.6.1 et 1.6.1). La convergence n’est alors pas garantie en général, mais ex-
périmentalement les résultats sont plutot bons.

Hyoung-Seog Chung et Alonso(2000) ont étudié ’hybridation de
SAO avec la fonction de mérite dans [83]. Ils ont modifié¢ la fonction Mé-
rite définie par Virginia Torczon(voir 1.6.1). Ils ont alors comparé entre une
approximation quadratique, soit % points nécessaires pour définir le
modele, et la méthode de Krigeage sur un probléme d’aérodynamique a 14
variables. Ils ont utilisé un noyau gaussien non isotrope avec une matrice
de corrélation diagonale. Les résultats dépendent beaucoup des valeurs de
corrélation. Le critére MLE 1.29 n’a pas d’optimum si nous ne disposons pas
suffisamment de point. Ils proposent alors d’utiliser un critére de validation
pour choisir une valeur optimale du vecteur corrélation, ot d’augmenter le
nombre de point. Ils ont aussi remarqué que le critére avec la méthode de
"Cokrigeage" en dimension 1, que le critére MLE comporte des optima méme
avec peu de points. Ces remarques ont été constatées expérimentalement en
dimension 1. Pour leur application, ils ont optimisé manuellement les para-
métres de corrélation en dimension 14 en utilisant le critére de validation!

G. Gary Wang et T. W. Simpson(2002) : Dans un algorithme SAO
classique et dans le cadre d’une hybridation avec la méthode de région de
confiance, le tirage des points est dans un hypercube carrée de coté lié a la
région de confiance trouvée précédemment. Ce choix rend l’algorithme local.
Dans [53], les auteurs proposent un algorithme plus global. Ils recourent a
la méthode de Krigeage pour définir un modéle global. A chaque itération
ils raffinent le modéle en gérant des points nouveaux. En définissant un seuil
dynamique sur la fonction f , et en tirant des points aléatoirement dans tout
I’espace, ils décident d’évaluer avec la fonction objectif uniquement les points
dépassant le seuil. Ainsi cela définit une méthode de réduction 1’espace de
recherche. Le domaine de recherche est défini a travers les courbes de niveaux.
Dans le cadre d’une fonction non convexe, le domaine est alors ’union de
plusieurs domaines convexes.
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1.6.3 EOA : Evolutionary Optimization Approximation

Nous considérons dans cette section I’hybridation des algorithmes Evolu-
tionnaires avec des méthodes d’approximation(voir section 1.4).

Ces algorithmes sont réputés pour étre globaux, au prix parfois d’une
convergence locale tres lente. L’hybridation avec une méthode d’approxima-
tion doit permettre en premier lieu d’accélérer la convergence locale. Mais
les convergences prématurées sont déja courantes dans un algorithme EA,
et I’hybridation pourrait accentuer ce phénomeéne! Dans la section suivante
1.6.3 nous développons quelques méthodes utilisées dans la littérature pour
controler aussi I’équilibre entre exploration et exploitation.

Deux grandes approches ont été proposées dans la littérature : La pre-
miére consiste a remplacer la fonction objectif (ou fitness, ou performance)
par un modeéle approché au sein méme de l'algorithme évolutionnaire non
modifié. C’est ce qu’on appelle I’«approche dynamique». La deuxiéme ap-
proche consiste & agir & travers les opérateurs. C’est I’approche appelée des
«opérateurs informés» (Informed Operator).

Approche dynamique

L’idée est donc de remplacer localement la fonction objectif par le modele
appris durant un certain nombre de générations, puis de réapprendre un
nouveau modéle. Dans une génération, on peut avoir une partie des individus
évalués avec la fonction objectif et 'autre partie avec des modéles de la
fonction objectif. On parle d’optimisation dynamique car le modéle s’adapte,
se calibre au cours de I’évolution. On peut voir ¢a comme ’optimisation d’une
fitness qui varie au cours du temps, et utiliser les techniques qui ont été mises
au point dans la communauté évolutionnaire pour ce cadre-l1a [25].

Les techniques spécifiques a ’optimisation dynamique consistent a4 main-
tenir une diversité plus importante que dans le cadre statique, afin de per-
mettre a ’algorithme une nouvelle phase d’exploration aprés chaque change-
ment de fitness.

Keane , P. B. Nair et R. P. Shimpi (1998) [30] partent d’un algo-
rithme génétique standard. La population entiére est évaluée en utilisant un
modéle interpolé, qui est mis a jour tous les ng générations. Le paramétre ng
est dynamique, et son adaptation suit ’algorithme de la région de confiance
(section 1.6.1). Les individus servant a améliorer le modéle et qui sont éva-
lués par la vraie fonction objectif, sont choisis en cours de route : c’est par
exemple & chaque génération le barycentre de la population, les points de
grande concentration ou enfin les individus qui atteignent les meilleures per-
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formances selon le modéle. La derniére stratégie donne les meilleurs résultats.

La deuxiéme idée de ces auteurs, pour éviter la convergence prématurée,
est d’introduire un opérateur de remplacement spécifique, lui aussi adaptatif,
appelé Adaptive Tournament, qui modifie de maniére dynamique le paramétre
s de pression de remplacement :

Ils choisissent aléatoirement s individus avec s = 1,2, 3 ou 4, les classent
et retiennent le meilleur. Plus s augmente, plus la pression augmente et donc
les individus moyens ou mauvais ont moins de chance d’étre sélectionnés.
L’adaptation de s est faite en fonction de I’écartement de la population par
rapport aux points d’apprentissage courants qui ont servi a construire le
modéle.

Notant X, I'’ensemble de points d’apprentissage, ils définissent la moyenne
de la distance des points se trouvant dans une génération courante aux points
d’apprentissage :

Avg(AX) ZHXZ Xl

ou m est la taille de la population.
La pression de sélection s est choisie de la maniére suivante :

- Si Avg(AX) e alors s =4
- Si - < Avg(AX) 22 alors s = 3
— Si Avg(AX) L alors s=2

L’idée est de concentrer la recherche autour des meilleurs individus seulement
si 'on s’éloigne du dernier ensemble d’exemples (s = 4), et au contraire
de permettre plus d’exploration si on constate que 1’on reste trés prés des
exemples courants.

Dans ce schéma, le point négatif est a priori que ’exploration est trés
locale, ce qui tend & pénaliser cette approche pour des problémes fortement
multimodaux. Ils ont appliqué cet algorithme a un probléme d’optimisation
de forme (The optimal design problem of 10 bar truss structure).

Y. Jin, M. Olhofer et B. Sendhoff (2001) [35| ont modifié cette
approche et I'ont rebaptisée I’approche "évolution controlée" [35]. Ils I'uti-
lisent avec un algorithme de type CMA-ES. Ils distinguent deux stratégies,
le "controle par génération" et le "controdle par individu". La premiére est
Papproche de Keane détaillée précédemment. 11 s’agit de contrdler (évaluer
avec la fonction objectif) la population tous les ng générations. La deuxiéme
stratégie controle certains individus a toutes les générations. Le probléme est
alors dans le choix des points & controler et de leur nombre. neval individus
de la population de taille A sont choisis pour étre évalués avec la vraie fonc-



1.6. METHODES HYBRIDES 59

tion objectif. Le paramétre neval est adapté dynamiquement, inversement
proportionnel & ’erreur normalisée qu’effectue le modéle sur la population
controlée. En ce qui concerne la méthode d’approximation, ils ont utilisé
des réseaux de neurones (Multi-layer Perceptrons (MLP) et Radial Basis
Function Networks (RBFN). Ils résolvent un probléme de moindres carrés
pondérés par la matrice de covariance du meilleur. Cela revient a ne prendre
compte dans ’apprentissage que des points se trouvant dans I’ellipsoide dé-
fini par CMA.

Th. Bick et al. (2002) [40] présentent ’algorithme MAES : cette ap-
proche ressemble a ’approche dite de "controéle par individu" décrite ci-dessus
(certains points sont évalués avec la vraie fonction objectif toutes les généra-
tions). Par contre, contrairement a Jin et al., le choix des points évalués avec
la vraie fonction est effectué en utilisant la fonction de Mérite (section 1.6.1)
avec poids constant. Cela permet de controler la distance par rapport aux
points d’apprentissage. Une autre idée de ce travail est d’éviter la conver-
gence prématurée en utilisant une stratégie d’évolution avec des individus de
durée de vie limitée dans le temps, paramétrés par le nombre de générations.
Ainsi un individu ne peut vivre qu’un nombre donné de générations.

D. Buche, N.N. Schraudolph et P. Koumoutsakos (2004) [42] re-
prennent les idées de Jin et al. Ils utilisent comme méthode d’approximation
une méthode a noyaux, le Gaussian Process Model. A la différence de Y. Jin
et al., le domaine d’approximation est toujours centré autour du meilleur
individu mais au lieu de tirer les points d’apprentissage utilisant la densité
de probabilité de I'algorithme CMA sous-jacent, les points sont tirés dans le
plus petit hypercube incluant tous les individus de la population courante
qu’ils aient été évalués avec le modéle ou avec la fonction objectif. Ils défi-
nissent également une autre approche qu’ils baptisent Surrogate Approach.
Cette derniére fera partie des approches exposées dans le paragraphe suivant.

Opérateurs informés

L’approche Informed Operators consiste & modifier les opérateurs de va-
riation (croisement, mutation) en utilisant des informations données par le
modéle de la fonction objectif.

L’algorithme n’est pas modifié, et utilise la fonction objectif originale.
Seuls les opérateurs prennent en compte la fonction approchée.

X. Yao et al. (1999-2000) [91] construisent un opérateur de mutation
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et un opérateur de croisement a partir d’approximations quadratiques de la
fonction objectif (voir 1.5.3) :

— en partant de I'idée que le modéle prédit la zone ou I’optimum pourrait
se trouver, la mutation part du minimum du modéle quadratique pour
lancer une recherche locale sur la fonction objectif.

— l'opérateur de croisement part de trois individus alignés, et en définit
explicitement un quatriéme qui est ’extremum de la fonction polyno-
miale passant par ces trois points.

L’inconvénient de cette méthode est 'utilisation d’une approximation qua-
dratique, qui peut étre assez éloignée de la fonction originale.

K. Rasheed et al.(2000-2003) |88| sont les inventeurs de 'appellation
Informed Operator, concept qu’ils implémentent dans leurs code GADO. A
I’initialisation : pour tirer un individu, on commence par tirer plusieurs aléa-
toirement et on choisit le meilleur selon le modéle & chaque fois pour étre
évalué par la fonction objectif. Pour les opérateurs de variation, on en ap-
plique plusieurs et on garde celui qui donne le meilleur résultat sur le modéle.
Par exemple, 'opérateur de mutation est composé de plusieurs opérateurs de
mutation, chacun avec ses paramétres. Quand un individu est & muter, les
différents opérateurs lui sont appliqués (choix de 'opérateur de mutation et
de ses paramétres aléatoire), et les enfants résultants sont alors testés sur
le modéle dont I’évaluation est beaucoup plus rapide. Le meilleur opérateur
(avec ses paramétres) selon le modéle est choisi pour la suite de 1’évolution.
L’opérateur de croisement agit d’une maniére similaire a partir de deux pa-
rents pour choisir parmi un ensemble de croisements possibles (avec leurs
parametres).

Au cours de ces trois derniéres années, ils ont testé différentes méthodes
d’approximation : QNN (Quickprop Neural Networks), RBFNN (Radial Basis
Function Neural Networks) et QLS (Quadratic Least Squares) sur différents
problémes. Ils ont cependant toujours négligé le temps de l'algorithme de
régression des différentes méthodes par rapport aux problémes réels testés
(problémes de conception d’avions de transport). D’un point de vue algo-
rithmique, les travaux de cette équipe semblent privilégier la régression qua-
dratique, qui a toujours donnés les meilleurs résultats sur les problémes les
plus difficiles parmi les applications qu’ils ont testées.

1.6.4 Conclusion

Nous remarquons que les algorithmes évolutionnaires s’inspirent forte-
ment des algorithmes déterministes et stochastiques antérieurs comme par
exemple, la méthode de région de confiance et 1’utilisation de la fonction de
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mérite. Nous pouvons également citer 'algorithme CMA qui lui s’inspire de
la méthode de BFGS.

Les parameétres internes sont les parameétres des opérateurs de 1’algo-
rithme AG. Dans les deux approches de EOA («Approche dynamique» et
«opérateurs informésy) la problématique commune est la suivante : Com-
ment controler les paramétres internes des opérateurs en vue d’accélérer la
convergence en utilisant des informations données par le modéle approché ?

Si 'on utilise une approche dynamique de I’hybridation, ’adaptation des
paramétres, comme par exemple la matrice de covariance dans CMA, pour-
rait se faire soit entiérement sur le modéle, dans le cadre du controle par
génération, soit sur la fonction dynamique, si on choisit le controle par éva-
luation. Le challenge est de pouvoir doser entre les deux approches.

Dans le cas de ’approche Informed Operators, les opérateurs sont adap-
tés entiérement sur le modele. On pourrait penser que cette approche est
complétement tributaire du modéle, mais il ne faut pas oublier qu'une fois
les paramétres des opérateurs de variation adaptés, ils vont étre appliqués
sur la fonction objectif. L’adaptation des paramétres est ainsi validée sur les
résultats trouvés aprés évaluation avec la vraie fonction objectif.

Nous ne pouvons pas dire d’une maniére précise quelle approche est la
meilleure mais nous devons au cas par cas mettre en relief les différents mé-
canismes qui jouent sur l’exploration et ’exploitation. De plus, les cas-tests
présentés dans les différents articles sont tous différents, ce qui rend la com-
paraison trés difficile.

Dans le chapitre 5, notre approche qui est de type approche «Opérateurs
Informés», sera comparée a4 ’approche MAES, 'une des plus récente dans le
domaine des algorithmes hybrides, et qui semble posséder une légére avance
sur les autres, si I’on en croit les travaux publiés par Béck et al. [40].

1.7 Les fonctions de tests

Certaines fonctions de tests se trouvent dans Dixon et Szego (1978).
Pour I’étude nous regroupons les fonctions en plusieurs classes qui sont

représentatives des fonctions et des difficultés rencontrées dans les problémes
réels(figure 1.7). Le domaine de recherche est [—100, 100]%.

Classe A : La classe A correspond aux fonctions convexes qui ont un seul
minimum et qui sont bien conditionnées. Nous étudierons au sein de
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cette classe la fonction Spheére d’équation (1.38).
(1.38) Sphre(X) = Z 7

Classe B : La classe B correspond aux fonctions qui ont un comportement
global appartenant a la classe A mais comportant beaucoup de minima
locaux. Le lissage de ces fonctions rend la convergence plus facile et
plus rapide. Nous étudions de cette classe la fonction Griewank d’équa-
tion (1.39).

- _ Zz 137
(1.39) Griewank(X) = 4000 Hcos

Classe C : La classe C est composée de fonctions qui ont un nombre fini de
minima. Un un algorithme déterministe simple avec différentes initia-
lisations suffit pour retrouver tous les optima.

Classe D : La classe D est constituée de fonctions mal (voir trés mal) condi-
tionnées. Nous étudierons la fonction Ellipse d’équation (1.40).

(1.40) Ellipse(X) = Zf"%?

Classe E : La classe E sont les fonctions dont le comportement global ap-
partient & la classe D. Nous étudions la fonction GriewankE d’équa-
tion (1.41). La fonction GriewankE étant une fonction difficile, nous al-
lons I’étudier sur différents intervalles. Nous parlerons de GriewankE(.4-
0.5 si le domaine de recherche est [100x(2+0.4—1), 100%(2x0.5—1)]¢ et de
GriewankE0.4-0.6 si le domaine est [100* (2%0.4—1),100% (2%0.6 —1)]%

vOSNTY xix n
(1.41) GriewankE(X) = i 420:661 T4(1- H cos(x—

Classe F : La classe F représente les problémes avec pic dont la localisa-
tion est totalement imprévisible. Le comportement global ne donne pas
d’information sur sa localité. Nous n’étudierons pas cette classe.
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Classe A Classe B

Classe C Classe D

Classe E Classe F

Fi1G. 1.2 — A : fonction uni-modale comme la sphére. B : Globalement c’est
une fonction uni-modale mais admettant beaucoup de minima locaux. C :
Fonction avec nombre fini de minimum. D : Fonction mal conditionnée dont
la matrice hessienne n’est pas définie négative. E : Globalement, c’est une
fonction mal conditionnée mais avec les petites oscillations, elle admet un
seul maximum global. G : L’optimum est localisé et le comportement global
ne donne pas d’informations sur sa localité
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Chapitre 2

Approximation & Optimisation

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier la variabilité des deux
méthodes d’apprentissage présentées au chapitre précédent, SVM et Kri-
geage, par rapport aux paramétres définissant leurs conditions d’application
(voir section 1.5.5), en particulier par rapport aux paramétres de régularité.
Le but est la mise au point d’une procédure automatique de réglage de ces
paramétres utilisant elle-méme un algorithme d’optimisation. Les questions
auxquelles nous allons essayer de répondre dans ce chapitre sont

— Quelles sont les paramétres des méthodes d’apprentissage qu’il est im-
portant de régler dynamiquement pour chaque nouvel apprentissage,
et quels sont ceux au contraire qu’il semble que nous pouvons fixer une
fois pour toute ?

— Quel critére utiliser pour trouver dynamiquement les meilleurs para-
meétres, sachant que nous ne cherchons pas forcément a trouver la
meilleure approximation possible de la fonctions objectif, mais & trou-
ver une approximation qui donnera, par minimisation, une bonne idée
de la localisation du minimum de la fonction initiale.

Notre étude expérimentale se portera sur la fonction sphére, en tant que

représentante caractéristique des fonctions réguliéres.

Bien que leurs origines théoriques soient similaires, les méthodes SVM et
Krigeage ont des caractéristiques différentes en ce qui concerne leurs paramé-
trages : SVM permet un meilleur controle direct de ’erreur d’approximation,
avec pour conséquence la possibilité de proposer des modéles intermédiaires.
Par contre la méthode de Krigeage qui définit un modéle passant le plus prés
possible par les points d’apprentissage, semble a priori plus contraignante.
Par contre, les deux méthodes ont en commun les paramétres des noyaux qui

65
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sont liés a la régularité recherchée.

En regle générale nous ne possédons pas d’hypothése sur la régularité de
la fonction qu’on optimise. Pour choisir des "bons" paramétres nous devons
procéder par essais/erreurs.

Le point de départ de ce chapitre est donc la donnée d’un certain nombre
de points pour lesquels nous connaissons la valeur exacte de la fonction cible.
A partir de ces points, nous allons construire un modéle de cette fonction
en utilisant une méthode d’apprentissage (SVM ou Krigeage). Nous cherche-
rons ensuite le minimum de ce modéle en utilisant une méthode déterministe
(LBFGS - voir section 1.3). Nous étudierons expérimentalement, sur la fonc-
tion sphére, I'influence des divers parameétres de la méthode d’apprentissage
utilisées sur la qualité du minimum du modéle par rapport au minimum réel
de la fonction initiale.

Le but de ce chapitre est double : tout d’abord, étudier le comportement
des méthodes d’apprentissage par rapport a leurs paramétres, en terme de
localisation de 'optimum de la fonction initiale ; d’autre part, proposer un al-
gorithme de réglage des parameétres des méthodes d’apprentissage qui pourra
ensuite étre utilisé lors de son hybridation avec un algorithme évolutionnaire
pour maximiser les chances d’amélioration de I'algorithme hybride.

Plus précisément, nous allons tenter dans ce chapitre de répondre aux
questions suivantes :

1. Quelle est I'influence du nombre de points sur ’apprentissage ? En par-
ticulier, toujours compte-tenu de notre objectif, un nombre "petit" de
points, qui serait notoirement insuffisant pour une bonne approxima-
tion, pourrait-il suffire ici ? Plus précisément, comment se comporte de
nombre de points lorsque la dimension augmente ?

2. Nous supposerons initialement une distribution uniforme des exemples
d’apprentissage. Mais quelle influence la distribution des points a-t-elle
sur le modéle final ?

3. Comment se comporte chaque méthode d’apprentissage par rapport au
but fixé en fonction des valeurs de ses différents paramétres? En par-
ticulier, certains paramétres peuvent-ils étre fixés une fois pour toute,
allégeant d’autant la procédure d’apprentissage lors de I’hybridation.

4. Quel doit étre le critére d’optimalité permettant de comparer les résul-
tats de méthodes d’apprentissage ? En particulier, notre objectif pre-
mier n’étant pas d’approcher la fonction objectif mais de localiser son
minimum, le critére usuel de minimisation de ’erreur empirique n’est
pas forcément le bon ici.
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En particulier, des critéres de généralisations sont utilisés dans la lit-
térature de 'apprentissage dans le cas de grands nombres d’exemples.
Sont-ils également applicables dans notre cadre ?

5. Quel algorithme (d’optimisation?) utiliser pour trouver les meilleurs
paramétres, sachant que ceci sera fait ensuite de trés nombreuses fois
lorsque I’apprentissage sera intégré au processus complet d’optimisa-
tion ?

Ou alors, existe-t-il des régles heuristiques robustes pour le choix des
paramétres cruciaux que sont le choix du noyau (gaussien ou sigmoide)
et de ses paramétres ?

Le chapitre est organisé comme suit :

La premiére section propose un certains nombre de critéres de comparai-
son pour les paramétrages des méthodes d’apprentissage.

Les deux sections suivantes sont consacrées respectivement & la méthode
SVM et a la méthode de Krigeage. Chaque méthode est étudiée expérimen-
talement, entre autre pour déterminer ses paramétres les plus influents, puis
I’utilité de chacun des critéres proposés dans la premiére section est discutée.

Le chapitre se conclut en dégageant les procédures les plus efficaces qui
seront ensuite utilisées lors de ’hybridation avec les algorithmes évolution-
naires.

2.2 Critéres de qualité des méthodes d’appren-
tissage

Le premier point important agissant directement sur la qualité de la mé-
thode d’approximation est le choix des points et leurs nombre qui seront
utilisés pour apprendre le modéle. D’autre part le probléme de I'apprentis-
sage — trouver une fonction passant par des points donnés — est un probléme
mal posé auquel il convient de rajouter des contraintes de régularité (voir
section 1.5). Les paramétres mettant en jeu cette régularité sont spécifiques
a chaque méthode d’apprentissage, et constituent 1’essentiel des leviers dont
nous disposons pour ajuster 1’apprentissage a notre but.

Notre objectif est d’adapter le modéle de fagon a ce que son optimum
s’approche de 'optimum de la fonction objectif. Mais bien entendu, en situa-
tion réelle, cet optimum est inconnu. Nous allons donc tenter de trouver un
critére utilisable durant 1’apprentissage lui-méme permettant d’atteindre au
mieux ce but.
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2.2.1 Critéres de choix des paramétres
Notations

Nous supposons donc ici que nous disposons d’une fonction f, de R™ dans
R et de [ exemples (z;,y; = f(x;))i=1..; de valeurs prises par f. Nous notons

— F=min({y;,i =1...1} : la meilleure valeur de f sur I’ensemble d’ap-
prentissage. Nous supposons de plus que ce minimum est atteint pour
1=0, t.e. ' =1p;

- f : la fonction approchée définie par application de la méthode d’ap-
prentissage aux exemples (z;, y; = f(2;))iz1..1-

— 2 le minimum de f trouvé par la méthode L-BFGS-B partant de x,

— dF = F — f(Z) : le gain sur la fonction obtenu par apprentissage et
optimisation du modéle appris. Son calcul suppose de recalculer f(Z).

Nous pouvons alors définir les critéres suivants :

Critére Objectif

(2.1) CO(p) =

Ce critére représente directement la quantité que nous voulons maximiser.
Malheureusement, il demande un calcul de la fonction exacte f. D’autre
part, il est non-différentiable par rapport aux paramétres de I’apprentissage,
puisque % est solution (numérique!) d’un probléme de minimisation.

Critére Erreur

(2-2) CE(p) = (f(xz) — 4;)?

2

Il s’agit du critére classique de minimisation de I’erreur empirique : Optimi-
ser ce critére, ¢’est trouver des paramétres tel que le modéle associé passe au
mieux par les points d’apprentissage.

Critére de validation

Ce critére utilise la procédure classique en apprentissage pour tester la ca-

pacité de généralisation d’une méthode d’apprentissage (appelé Leave-One-

Out) : on effectue en fait | régressions en retirant successivement un des

exemples de la base d’apprentissage ; on obtient ainsi [ modéles f;, chaque mo-

deéle f; étant obtenu par apprentissage sur ’ensemble d’exemples (1, ..., ZT;i_1, Tit1, - - -, T1)-
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Le critére est alors défini comme la somme des erreurs de chaque modéle sur
I’exemple qu’il n’a pas vu lors de ’apprentissage :

1=l
1 ~

(2.3) CVip) = ] Z(fz(xz) — yi)?

=1

Si ce critére ne nécessite pas le calcul de nouvelles valeurs de la fonction
objectif, il demande par contre [ régressions, si [ est le nombre de points
exemples.

Critére de généralisation

Le critére de généralisation a pour but de parvenir & fitter les futures ob-
servations grace aux échantillons limités de données. La question centrale de
I’apprentissage est donc de savoir comment utiliser les données pour avoir
une bonne performance en généralisation. Rappelons que le but n’est pas
la généralisation mais la recherche d’un modéle qui a un optimum meilleur
que les points d’apprentissage. Dans le cas de la méthode SVM, adapter les
conditions d’arréts de l'algorithme de régression associé, & travers les para-
metres €4, € fin, nous éloigne de la généralisation : on ne passe plus par les
points d’apprentissage ! Mais cela permet de proposer des solutions en temps
négligeable et nous permet de trouver un meilleur individu. Pour étudier le
critére de généralisation avec SVM, il faut prendre de trés petites valeurs
pOUr & €t € et C = 00, on passe ainsi par les points d’apprentissage
et on se raméne ainsi au probléme de Krigeage. C’est pourquoi le critére de
généralisation sera étudié plus loin (section 2.4) uniquement dans le cas du
Krigeage. Le critére de généralisation pour le Krigeage est énoncé dans 1’état
de l'art section 1.5.4 :

(2.4) CG(p) = nlogé* + logdet R(p)

R la matrice des noyaux R;j = K,(z;, ;).

Discussion

Notre but étant la minimisation de la fonction objectif, il s’agit bien de
trouver des paramétres qui minimisent le critére (CO). Mais ce dernier est
coiiteux, puisqu’il nécessite une évaluation de la fonction objectif. Nous allons
donc dans la suite étudier les autres critéres, a priori moins coiiteux, pour
tenter de les substituer a (CO). A noter toutefois que le cott du critére
(CV) (une régression par point d’apprentissage) dépend, lui, du cotit d’une
régression, et donc de la méthode d’apprentissage utilisée — et des coits
respectifs d’une évaluation de la fonction objectif et d’une régression.
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2.2.2 Procédure expérimentale

Le but premier des expériences est de comparer les différents critéres.
Le but ultime est de définir des régles, éventuellement heuristiques, pour le
choix des paramétres d’apprentissage pour chacune des méthodes SVM et
Krigeage.

La procédure expérimentale de validation et choix des différents critére
va étre la suivante : Pour chaque méthode d’apprentissage, et pour différents
nombre de points d’apprentissage (voir plus loin), nous allons optimiser suc-
cessivement les différents critéres énumérés dans la section précédente en
fonction des paramétres de la méthode d’apprentissage, et nous analysons le
comportement du modéle résultant.

Dimension et nombre de points

Dans les expériences qui vont étre décrites dans les section suivantes, les
exemples vont étre tirés uniformément dans [0, 1]4™.

Mais il ne faut pas séparer le choix du nombre de points de la dimension
de l'espace dans lequel est défini f. En effet, plus on augmente la dimension,
plus il faut de points pour échantillonner correctement, le voisinage d’un point
de T'espace. Cependant, pour des raisons de volume de calculs, nous avons
envisagé les situations suivantes : Pour étudier I'influence de la dimension
nous fixons le nombre de points a Npt = 50 et nous étudions les dimensions
suivantes dim = 2,4, 8,10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100. Pour étudier 'in-
fluence du nombre de points sur les paramétres et sur la variation de f nous
fixons la dimension & dim = 100 et nous étudions les différents paramétres en
fonction du nombre de point Npt = 10, 20, 30, 40, 50, 100, 200, 300, 400, 500.

Optimisation des critéres CO, CV, CE, et CG.

L’optimisation des différents critéres se fera en utilisant un algorithme
(3+6)-ES classique (voir section 1.4). Expérimentalement, nous avons fixé
a 300 le nombre maximal d’évaluations des critéres, ce qui équivaut a 50
générations maximum. Ce nombre, qui peut paraitre insuffisant pour une
recherche stochastique, a semblé suffisant dans le cas de la fonction sphére.

Certes, comme il a été discuté plus haut, le coiit de cette optimisation et
difficile a prendre en compte hors du contexte global de 1’algorithme hybride.
Mais aprés de nombreux essais, il semble qu’un prix de 300 évaluations du
critére représente un bon compromis entre coit et efficacité.
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Comparaison des différents critéres

En premier lieu nous allons établir les profils des différents critéres en
fonction de la variation des principaux paramétres de la méthode d’appren-
tissage, pour avoir une idée des difficultés a les optimiser.

En deuxiéme lieu nous allons étudier les paramétres optimaux trouvés
par Ialgorithme (3+6)-ES associé aux différents critéres.

Nous effectuons plusieurs tirages uniformes des exemples, et étudions les
variations des moyennes de chaque critére. Pour une comparaison effective
entre les critéres, nous devons prendre en compte le temps de calcul que prend
chaque critére par rapport au temps d’évaluation de la fonction objectif.
Si 'unité de temps est le temps d’évaluation de la fonction objective alors
combien coiiterait I’adaptation en nombre d’évaluations. Pour chaque critére
a priori nous ne pouvons pas savoir combien nous devons 1’optimiser pour
une variation optimale de f. Donc dans ce chapitre la seule comparaison sera
sur la variation de f avec comme nombre maximal d’évaluation des critéres
fixés a 300.

Une comparaison plus précise en terme de coiit sera faite dans les chapitres
suivants, une fois que ’apprentissage d’apprentissage adaptatif du modele
aura été intégré dans un algorithme d’optimisation évolutionnaire.

2.3 SVM

L’objet de cette section est d’étudier I’adaptabilité de la méthode SVM,
dans le cas des noyaux gaussiens et sigmoides, sur la fonction sphére, dans le
contexte défini dans la section précédente. Nous allons étudier principalement
le cas des noyaux gaussiens, les plus utilisés en pratique. Dans la derniére
section, nous évoquerons les noyaux sigmoides, pour les éliminer de notre
étude du fait des mauvaises qualités de robustesse en grande dimension qu’ils
présentent.

2.3.1 Influence du paramétre de régularisation o

Le parameétre le plus important dans la méthode des SVM a noyaux Gaus-
siens et sans conteste le parameétre 0,4, qui impose la régularité de la solution
(voir section 1.5.5). Nous allons donc étudier en premier lieu 'influence de
ce paramétre sur les différents critéres. Nous fixons pour cela les autres pa-
ramétres de la méthode aux valeurs robustes (voir plus loin) C., = 50,
€reg = le — 10 et €5;, = 1e — 10.

Pour un jeu de Npt points tirés uniformément dans [0, 1]'* nous tragons
les différents criteres. La figure 2.3.1 donne une idée des allures typiques que

]100
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nous avons obtenues.

Le critére (CO)

La figure 2.3.1-a montre le profil pour le critére (CO) : Il a un seul mi-
nimum local et semble trés régulier par rapport au parameétre o,.,. Mais,
comme il a été signalé, il n’est pas possible de définir une différentielle du
critére (CO). Par contre, la régularité suggére I’utilisation d’une méthode de
Legendre pour déterminer 'optimum associé — dans le cas ol 0,4 est le seul
paramétre en jeu.

A noter sur la figure illustre parfaitement ce qui se passe pour les valeurs
extrémes de 0,4 : Un petit 0,., permet en général une meilleure erreur empi-
rique, au détriment de I’erreur en généralisation : le modéle approché est une
somme de pics trés étroits, et le gain en minimum de la fonction est nul. Au
contraire, un grand o,., donne un fonction trés lisse : le modéle est proche
de la droite de régression linéaire de exemples, et le “gain” par rapport au
minimum est méme négatif!

Le critére (CE)

Il a toujours présenté des profils irrégulier comme celui de la figure 2.3.1-
b. Les optima globaux sont en général situé dans la méme région que ceux
du critére (CO), mais l'optimisation de ce critére est a priori plus difficile,
du fait de la grande variabilité de ce critere.

Le critére (CV)

Le profil de ce critére est trés proche de celui du critére (CO) — en parti-
culier les minima globaux des 2 critéres sont voisins. Comme le critére (CO),
ce critére semblerait étre régulier par rapport a o,.y. La régularité suggere
de méme I'utilisation de Legendre comme interpolation en dimension 1, pour
optimiser la minimisation.

Reégle heuristique

Lors de l'utilisation de noyaux (Gaussiens, le modéle approché est une
combinaison de | < Npt gaussiennes, centrées aux points d’apprentissage, et
d’écart type o,¢4. Il faut a la fois que les différentes gaussiennes interagissent,
pour éviter I'effet “pics” déja mentionné — mais il faut aussi que 0,4 ne soit
pas trop grand pour laisser suffisamment de degrés de liberté au modele. Si
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F1G. 2.1 — Le profil des différents critéres en fonction du parameétre o,,.
(a) le critére (CO), (b) le critére (CE) et (c) le critére (CV). Les données

d’apprentissage sont 50 points tirés uniformément dans le domaine [0, 1

et évalués sur la fonction Sphére.

]100
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on suppose que nos points sont disposés uniformément, une valeur de o pour-
rait étre de l'ordre du rayon maximal des boules qui permette d’en placer
exactement Npt dans I’hypercube [0, 1]P*™ soit :

Npt

(2.5) o(Npt, Dim) = (ipt = 5)1/Dm

ol Sypy est l'aire de la sphére de rayon 1 (
2r2p+1,p

o si Dim =2p+1).
Il faut préciser que cette régle ne donne qu'un ordre de grandeur de la
valeur de o0,.,. Néanmoins, elle va nous permettre de réduire I'intervalle de

oipe.Dim) 34 5 (Npt, Dim)].

r20p9p+1op . . _
1.35.(2p—1) St Dim = 2p et

recherche de I'inconnue 0,4, par exemple & |

2.3.2 Dimension et nombre de points

Quelle que soit la dimension, on trouve des valeurs moyennes des 0,4
optimaux, pour les différents critéres, raisonnablement proches de ceux de
la courbe heuristique (voir Figure 2.2). Une des causes probable de 'écart
entre la regle heuristique et 'optimum constaté vient du faible nombre de
points(voir Figure 2.3), entrainant un écart qui reste toute fois raisonnable
par rapport a la distribution uniforme idéale. On voit que la régle heuristique
donne une bonne idée de 'ordre de grandeur de la valeur de o,., optimal de
(CO). La dispersion dans les valeurs de o, vient du fait que la distribution
des points n’est pas la méme d’un cas a 'autre. L’heuristique faciliterait la
recherche du sigma optimal.

F et dF

La figure (2.4) illustre un phénoméne connu : F' décroit avec Npt, suivant
une loi connue, la statistique d’ordre de la loi de la norme de (z,y) quand
x et y sont tirés avec une loi uniforme. Inversement, I'apprentissage est de
plus en plus efficace, dF' rejoignant presque F (ce qui correspondrait a la
découverte du minimum aprés apprentissage). L’apprentissage dans le cas
de la sphére, qui représente les fonctions réguliéres, améliore de beaucoup la
valeur minimale.

Le méme phénoméne est illustré plus en détail sur la figure 2.3.2 : pour les
petites valeurs de Npt (en haut), dans de nombreux cas le gain est nul. Par
contre, quand le Npt devient grand, le nuage de points se positionne autour
de la diagonale : on arrive presque a ’optimum aprés apprentissage.
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3 {Influence de la dimension :Critére et lois heuristiqug

—— CO : critere objectif 4
rrrrrr CE : critére d’erreur - 1
[ - - - CV: critere "one-leave-out" -
—— Reégle heuristique -

Sigma

v b b b b b e b b b

10 30 50 70 90
Dimension

F1G. 2.2 — En abcisse, la dimension de I’espace. En ordonnée, la moyenne
des valeurs des 0,., optimaux pour les différents critéres, moyennées sur 100
tirages uniformes de 50 points dans le domaine [0, 1] et évalués avec la
fonction spheére.

3 Sigma optimal et sigma heuristique : Sphere(dim=100

| —— Reégle heuristique | |
L Sigma-CO ]
250" i
< 5 " M |
E L 4
2 H J
U’ » -
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Npt

Fic. 2.3 — En abscisse le nombre de points d’apprentissage Npt =
10, 20, 30, 40, 50, 100, 200, 300, 400, 500. En ordonnée la moyenne, sur 1000
tirages uniformes de Npt points, de la valeur optimale du paramétre oco
trouvée en optimisant le critére (CO) avec (3+6)-ES en 50 générations. La
deuxiéme courbe correspond a la valeur donnée par la régle heuristique 2.5.
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0 —1 F et dF en fonction de Npt : Sphere(dim=100) |-—
20 ]
"
© r - 1
5 |
o
L I
10+ —
i — F
T dF
ol v v b
0 100 200 300 400 500

Npt

F1G. 2.4 — Influence du nombre de points Npt sur F' et dF'.

o et dF

Lorsqu’on augmente le nombre de points, il faut s’attendre a ce que la valeur
de 0,4 optimal diminue puisqu’on dispose de plus de centres de gaussiennes.
Cependant, on constate sur la figure 2.3.2 que pour Npt = 500 il apparait
deux valeurs d’ordre de grandeur différents de o. L’espace de recherche étant
[0,1]'% les cotés sont de longueur égal a 1 et la diagonale est de longueur
v/100 = 10. Si les points se trouvent disposés suivant la diagonal alors on
se raméne & un probléme & un dimension et les valeurs de 0,4 sont alors de
I'ordre 10. Si les points sont disposés suivant les cotés alors les valeurs de o,
sont alors de I'ordre de 1.

ocetd

Le déplacement d (la distance entre z, et &) est de I’ordre de ¢ presque dans
tous les cas. Le modéle est une somme de fonctions gaussiennes centrées res-
pectivement aux points d’apprentissage. Le chemin optimisant parcouru par
LBFGS est probablement définis par un petit nombre de points La position
des points est trés importante. Plus on augmente le nombre de points et plus
on a de chances que les quelques points soient bien disposés.

2.3.3 Les autres parameétres, .4, Cyey €t €y,

Nous nous intéressons maintenant aux autres parameétres qui entrent en
jeu dans la méthode SVM, et qui ont été décrit section 1.5.5. Nous allons
optimiser les critéres (CO) et (CE) par rapport aux quatre parameétres que
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20 F et dF : dim=100, Npt=10 F et dF : dim=100, Npt=20

dF

dF

dF

dF

dF

Fic. 2.5 - Chaque point correspond a un tirage de Npt =
10, 20, 30, 40, 50, 100, 200, 300, 400, 500 points de [0, 1]} et évalués avec la
fonction sphére. En abscisse, F', la valeur minimum de f trouvée parmi les
Npt points. En ordonnée, dF, le gain sur f du a 'apprentissage (critére (CO)).
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Fic. 2.6 - Chaque point correspond a un tirage de Npt =

10, 20, 30, 40, 50, 100, 200, 300, 400, 500 points de [0, 1]'%. En abscisse o¢o la
valeur optimale. En ordonnée, la variation de f entre 'optimum trouvé avec
Poptimisation de (CO) et F.
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sont 0,4, le paramétre de régularisation étudié en détail dans la section pré-
cédent, Cpeq et €,¢4 qui servent a faire le poids entre la fonction de perte a
ereg-insensible et le nombre de vecteurs machines. La régularité est entiére-
ment imposée a travers les paramétres du noyau et €s;, qui controle I'erreur
et donc le nombre d’itérations de la régression. Nous chercherons le minimum
des critéres (CO) et (CE) en limitant les paramétres aux intervalles suivants :
Oreg € [1,10], Creg € [1,100], €,¢4 € [le—10,1e —1] et €;, € [1e —10,1e—1].

Le critére CO

Milles tirages uniformes de 50 points ont été réalisés, et pour chacun d’eux,
le critére (CO) a été optimisé par une (3+6)-ES. Chaque courbe de la figure
2.3.3 représente le gain obtenu sur F' en ordonnée, avec 'un des 4 parameétres
étudiés en abcisse.

Il semblerait qu’aucune tendance particuliére ne puisse se dégager en ce
qui concerne les parametres C,., et €y;,. Cela veut dire qu’il faudra les op-
timiser au coup par coup, sans pouvoir a priori restreindre la recherche par
des considérations générales.

Le paramétre ¢,., indique la marge d’erreur tolérée pour ’approximation.
Il est clair que les paramétres optimaux se situent vers les petites valeurs,
comme on peut le vérifier sur la courbe correspondante de la figure 2.3.3. Les
valeurs obtenues sont concentrées dans [le — 3, 1le — 2.

Finalement, en ce qui concerne le parameétre o,.4, on remarque que les
valeurs se situent dans l'intervalle [2,3]. N’oublions pas toutefois que c’est
la fonction sphére, qui est de régularité constante, qu’on approche. Le para-
meétre optimal dépend aussi de la distribution des points.

Le critére CE
Encore une fois le parametre C,., n’a pas d’influence dans I'optimisation du
critére (CE).

Les deux parameétres €,¢q, € ont les mémes influences. En effet, il s’agit
ici de minimiser ’erreur sur les points. Pour minimiser ’erreur sur les points,
il faut absolument une petite valeur de €y;,. Pour minimiser aussi ’erreur et
ainsi rendre la résolution du probléme de régression facile il faut aussi réduire
le paramétre €,.,. En effet, si €., est grand, le nombre de support vecteur est
petit. La fonction modéle s’écrira en nombre limité de vecteur support. Plus
la valeur de ¢€,., est grande et plus la fonction approchée devient pauvre en
noyau et plus il est difficile de résoudre le probléme de régression. Rappelons
que nous utilisons un noyau gaussien. Loin des points vecteurs supports la
fonction est constante.

La non influence du paramétre o,., dans la minimisation de (CE) était
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F1Gg. 2.8 — Chaque point correspond a un tirage de Npt = 50 point [0, 1]*%
et évalués avec la fonction sphére. En abscisse un des parameétres 0,€,¢q, Creg
et €fin. Les parameétres sont optimaux pour le critére (CO). En ordonnée, la

variation dF = —F x (CO).
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prévisible. En effet I'interpolation est possible quelle que soit la régularité
qu’on impose. Si on évalue le critére (CO) avec les paramétres optimaux de
(CE), on se rend compte que la valeur o,., qui avait été choisie arbitraire-
ment dans la minimisation de ’erreur donne des résultats répartis suivant
une droite. Le parametre o,., pourrait donc étre choisi a priori en fonction
d’hypothéses sur la régularité de la fonction f.

Parametres

optimaux de CE~—————

e

102

1

10* 10*
L L
o o
10°F" 10°
10° 0% .
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102 10% ¢ i "
10* 4
i} i}
O < O

10°§

10% R S
0.01 0.03 0.05 0.07 2 3 4
Epsfin-CE Sigma-CE

]100

F1G. 2.9 — Chaque point correspond & un tirage de Npt = 50 point [0, 1
et évalués avec la fonction sphére. En abscisse un des parameétres o,€,¢q, Creg

et €. Les paramétres sont optimaux pour le critére (CE). En ordonnée, la
valeur de (CE).

2.3.4 Noyaux gaussiens : Discussion

Le critére (CO) donne sans conteste les meilleurs résultats, que ce soit
avec une optimisation de 10 ou 50 générations du ES (voir 2.12). Malheu-
reusement, dans le cas ou la fonction est cotiteuse, son utilisation pourrait
devenir problématique puisqu’il requiert des évaluations de la fonction exacte
supplémentaires.
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F1G. 2.10 — Chaque point correspond a un tirage de Npt = 50 point [0, 1]'% et
évalués avec la fonction sphére. En abscisse les valeurs optima des parameétres
0,€reg, Creg €t €pin Par rapport au critére (CE). En ordonnée, la valeur associée
a—F=x*xCO.
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F1G. 2.11 - En abscisse la valeur optimale du critére (CE). En ordonnée, la
valeur associée a —F x CO.
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Le critére (CE) donne en général de mauvais résultats, qui sont surtout
peu fiables. Cela veux dire que minimiser ’erreur empirique n’est pas com-
patible avec notre but d’optimisation.

Le critére (CV) sur la sphére ne donne pas de résultats si on considére
les parameétres €., €t €7, comme variables. (voir Figure 2.12 et la section
2.2.1 concernant la généralisation ).

~—————— Différents critéres : F et dF}fﬁw fﬁﬁﬁrﬁﬁﬁ{ Différents critéres : F et dF}rﬁﬁﬁﬁW
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10} I Ty ] ? E
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L 1 ;7 + CO(Creg,Epsreg,Epsfin,Sigma)-(3+21)ES-(300Eval: 3
| |+ CO(Creg,Epsreg,Epsfin,Sigma)-(3+6)ES-(60Evall -60 E |~ CE(Creg,Epsreg,Epsfin,Sigma)-(3+21)ES-(300Eval: |
-10- CE(Creg,Epsreg,Epsfin,Sigma)-(3+6)ES-(60Evals| ] CV(Creg,Epsreg,Epsfin,Sigma)-(3+21)ES-(300Eval B
P N Y B R B S T A A R
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F F

(a) (b)

FiG. 2.12 — A chaque point correspond un tirage uniforme de 50 points en
dimension 100. L’axe des abscisse correspond a la valeur minimal de f parmi
les 50 points. L’ordonnée correspond a la variation entre le meilleur parmi les
50 points et 'optimum du modéle obtenu aprés adaptation avec les différents
critéres. Pour (a) ’adaptation s’effectue avec (3+2*3)ES en 10 générations et
pour (b) 50 générations. Les paramétres sont limités aux intervalles suivants :
Oreg € [1,10], Creg € [1,100], €r¢9 € [Lle—10,1e —1] et €fs, € [1le —10,1e—1].

2.4 Le Krigeage

L’approche de la méthode de Krigeage est complétement différente de celle
des SVM, puisqu’elle ne vise qua approcher le mieux possible les exemples
d’apprentissage. En particulier, les paramétres disponibles pour controler la
variabilité ne sont que les paramétres des noyaux — en l’occurrence ceux
des noyaux gaussiens et sigmoidaux. En grande dimension, il serait illusoire
d’utiliser du Krigeage quadratique avec peu d’exemples. De plus, le temps de
régression est trop élevé et rend I'approche de ’adaptation problématique.
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F1G. 2.13 — En abcisses la dimension de I’espace. En ordonnée la moyenne de
oxx sur 100 tirages uniformes de 50 points dans le domaine [0, 1]P"™ et éva-
lués avec la fonction sphére. Pour (a) 'adaptation s’effectue avec (3+2*3)ES
en 10 génération et pour (b) sur 50 générations. Les paramétres sont limités
aux intervalles suivants : o,¢4 € [1,10], Crey € [1,100], €4 € [1e — 10, le — 1]
et € € [le —10,1e — 1].

2.4.1 Fonction de corrélation Gaussienne

Nous allons maintenant reprendre la teneur des expériences réalisées pour
la méthode SVM dans la section précédente. Nous pouvons cependant pré-
dire, compte-tenu de la remarque ci-dessus, que le critére (CO) sera trés
probablement le seul vraiment efficace dans le cadre du Krigeage.

Profils des différents critéres

Critére d’erreur (CO) :comme dans le cas des SVM, le critére comporte
un minimum, et est régulier. Nous pourrons donc accélérer 'optimisation en
utilisant la méthode de Legendre.

Critére d’erreur (CE) : Il faut remarquer que les valeurs de ce critére
quelles que soient les valeurs du paramétre o,., sont trés petites (de 'ordre
le —20). Méme si, visuellement, on peut identifier un minimum proche de la
valeur donnant un optimum du critére (CO) (puisque les trés petites valeurs
de 0,4 sont de toute fagon & éviter, I'optimisation de ce critére est numéri-
quement inconcevable.
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Critére d’erreur (CV) : Il est régulier et comporte un minimum. Notons
que le minimum du critére (CV) est différent de celui de (CO).

Critére d’erreur (CG) Le critére (CQG) certes est minimal pour les va-
leurs de o,¢, de l'ordre des optima du critére (CO), mais ’énorme plateau
quasi-horizontal risque de rendre le probléme difficile & optimiser.

CO dans|lecasdu Krigeage

2L

O CE dans e casdu Krigeage m)

15[

co

05|

sigma

(¢)

sl | ! | 1 | | | | | 1 L | 1 | | | | | | | ]
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

sigma

(b)

CV danslecasdu Krigeage CG dans|lecasdu Krigeage

0.055 - B

cv
CG

0.05 - B

F1G. 2.14 — Le profil des différents critéres en fonction du parameétre o,,.
(a) le critére (CO), (b) le critére (CE) , (c) le critére (CV) et (d) le critére
(CG). Les données d’apprentissage sont 50 points tirés uniformément dans
le domaine [0, 1]'% et évalués avec la fonction Sphére.

Influence de la dimension

Critére d’erreur (CO) Comme prévu, ce critére est toujours le meilleur.
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Critére d’erreur (CV) Dans le cas de Krigeage c’est le critére (CV) qui
détrone le critére (CE). Contrairement au cadre SVM, la régression s’ap-
parente a une interpolation. Optimiser le critére (CV) revient a chercher le
modeéle qui généralise le mieux sachant qu’il passe déja par les points d’ap-
prentissages — condition qui n’est pas imposée dans le cas SVM. Il faut dans
le cas de SVM imposer aux paramétres qui controlent la précision d’étre pe-
tits. Les temps de régression de SVM rejoignent alors les temps de régression
de ceux du Krigeage. Ce point sera développé dans le chapitre suivant.

Critére d’erreur (CE) Il est clair que minimiser 'erreur sur tous les
points ne correspond pas ici & I'objectif final de notre étude.

Critére de généralisation (CG) Cela consiste 4 minimiser la variance
sur les points. On remarque qu’a partir de la dimension 20 et au dela, la
performance de ce critére diminue fortement. Il faudrait probablement aug-
menter le nombre de points proportionnellement & la dimension — mais le
temps de régression deviendrait alors trop important.

Differents Critéres avec Krigeage : Dimension et Dlﬁ'
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F1G. 2.15 — En abcisses la dimension de I’espace. En ordonnées la moyenne
de oxx sur 100 tirages uniformes de 50 points dans le domaine [0, 1]”" et
évalués avec la fonction sphére.
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Quel critére choisir ?

Le cotit du critére (CG) est celui d’une régression : ainsi, si on ne veut pas
payer le sur-cotit imposé par le critére (CO), il est certainement le plus inté-
ressant en petites dimensions, puisque ses performances sont comparables au
critére (CV) pour un colit moindre. Reste la question des grandes dimensions

30— Différents critéres avec le Krigeage : F et df——
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F1G. 2.16 — A chaque point correspond un tirage uniforme de 50 points en
dimension 100. L’axe des abscisses correspond a la valeur minimal de f parmi
les 50 points. L’ordonnée correspond a la variation entre le meilleur parmi les
50 points et I'optimum du modéle obtenu aprés adaptation avec les différents
critéres. L’adaptation s’effectue avec (3+2*3)ES en 10 générations.
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2.5 Conclusion

2.5.1 SVM ou Krigeage?

C’est, évidemment une des questions de cette thése! Pour I'instant, les élé-
ments de réponse apportés par ce chapitre sont que la méthode SVM semble
plus avantageuse que la méthode Krigeage du fait qu’elle offre la possibilité
de donner des solutions intermédiaires (c’est-a-dire ne passant pas forcément
par les points d’apprentissage) en un temps relativement raisonnable. Nous
allons tenter maintenant de résumer les enseignements de ce chapitre sur les
deux méthodes.

Méthode SVM

— Le noyau sigmoide ne semble pas satisfaisant dans le cas d’une fonc-
tion réguliére. En effet nous disposons d’un petit nombre de points
pour l'apprentissage. Optimiser une telle fonction a I’aide de noyaux
sigmoides est problématique. Il faut probablement ajouter un critére
géométrique pour dimensionner correctement les paramétres de noyau.
Néanmoins, en attendant des études plus spécifiques sur les noyaux sig-
moides (voir chapitre 7), tous les résultats qui suivent ont été obtenus
ne utilisant des noyaux gaussiens.

— Nous avons remarqué que le parametre C,q, qui est un parametre de
borne de régularité pour le probléme de régression, ne semble pas avoir
d’influence dans I'optimisation des critéres (CO), (CE) et (CV). Il ne
sera donc plus considéré comme un paramétre dans la suite.

— Optimiser le critére (CV) simultanément par rapport aux paramétres
€reg, €fin €6 Oreg Ne donne pas de résultats. Il serait raisonnable de fixer
les parameétres €,¢, et €y, assez petits et de considérer comme seul pa-
rametre o,.,. Malheureusement, plus les parameétres €., et €y, sont
petits et plus le temps de régression est grand. Nous devons prendre en
compte le facteur temps et par exemple diminuer progressivement les
parameétres de précision tout en testant différents parameétres ;4. L’0p-
timisation des paramétres par un ES classique n’est alors plus adaptée.

— La minimisation de (CO) est la plus coliteuse, mais nous avons pu
constater qu’en minimisant légérement le parametre €., qui controle la
précision, on peut trouver a I’aide d’une stratégie d’évolution différentes
valeurs de 0,4 acceptables.

— Dans l'optimisation de (CE) le paramétre o,., n’a pas d’influence.
Néanmoins, 0,4 et la valeur de CO sont corrélées lorsque (CE) dimi-
nue. De combien faut-il minimiser (CE) pour se retrouver en situation
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de corrélation, sachant que réduire les es;, et ¢, augmente le temps
de régression ?

L’objectif qui est de trouver un modéle avec un temps raisonnable dont
loptimum minimise la fonction objective, c’est a dire la fonction (CO), est
atteint. Cet objectif est atteint avec des évaluations supplémentaires pour
I’adaptation du modéle. Ces évaluations sont nécessaires car nous n’avons pas
une idée de la régularité. Dans le cas de la sphére le nombre d’évaluations
n’est pas grand; il est de l'ordre 10 & 15 évaluations par régression. Mais
bien entendu, cette approche n’aura d’intérét que si le gain en nombre total
d’évaluations compense ce sur-coiit.

Par contre, il en ressort des résultats de ce chapitre qu’il n’est pas forcé-
ment nécessaire d’approcher trés précisément la fonction objectif pour ’op-
timiser — ce que permet la méthode SVM.

Le Krigeage

— La fonction de corrélation sigmoide ne donne pas non plus avec le
Krigeage des résultats significatifs. Nous travaillons alors par la suite
avec la fonction de corrélation gaussienne.

— L’optimisation de (CE) n’est pas significative. En effet, le Krigeage
est sensé approcher au mieux les données, et les résultats obtenus ne
montrent pas de corrélation en la minimisation de (CO) et celle de
(CE).

— L’optimum de (CO) ne coincide pas non plus avec celui de (CV). Il se
peut qu’en général I'optimisation de (CV) ne soit pas profitable.

— Lecritére (CG) n’est pas satisfaisant en grande dimension. Par contre, il
est couramment utilisé en petite dimension. Il est alors plus intéressant
(car bien moins cher) que le critére objectif.

— Le Krigeage quadratique n’est pas envisageable du fait que le temps de
régression est trop grand. A noter que nous n’avons pas pris en consi-
dération explicitement dans les essais présentés le temps de régression,
mais il est largement supérieur pour la méthode de Krigeage aux temps
de régression de la méthode SVM. (CV) est raisonnable mais lourd en
temps de calcul.

2.5.2 Discussion
Nombre de points

De combien de points avons-nous besoin pour que l'apprentissage fonc-
tionne bien? Il est clair que c’est une direction de descente qu’on cherche,
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et pas forcément la direction de descente optimale (d’autant qu’il est bien
connu que la direction de descente optimale n’est pas forcément la direction
de 'optimum!) et donc on peut probablement se contenter de petit nombre
de points, mais bien disposés dans ’espace de recherche.

Surcoiit du critére (CO)?

Dans le cas de la sphére, 'optimisation du critére (CO) est facile et le
surcoit relativement peu élevé. La situation sera sans doute identique pour les
fonctions régulieres. Mais encore une fois, notons que 1’objectif final n’est pas
d’optimiser la partie apprentissage, mais d’optimiser la fonction objective, et
par conséquent méme pour les fonction chahutées, on pourra se contenter
d’une approximation peu précise du moment que la régularité a gros grain
est capturée par ’approximation. Cela devrait pouvoir se faire également
avec peu de calculs supplémentaires.

Reégle heuristique

On a proposé une heuristique pour o,., dans le cadre du noyaux gaus-
siens qui donne un ordre de grandeur physiquement valable : on veut que les
boules centrés sur les points d’apprentissage de rayon o,., se touchent. En
fait le 0,y dépend plus de la disposition des points que du nombre de points :
pour chaque distribution de points il faut calculer la distance moyenne aux
voisins et en tirer o,.,. Mais on serait obligé de calculer toutes les distances
et ce serait trop colteux. On a utilisé une formule qui donne cette moyenne
en toute dimension. Il y a 1a deux remarques a faire : d’une part avec un
petit tirage, on ne pourrait jamais prétendre approcher cette moyenne par
des expériences numériques en grandes dimensions : en dimension 100, il
faut 10'°% points pour mailler I’hypercube avec 10 points dans chaque direc-
tion! Donc les moyennes qu’on peut calculer avec 500 points sont un peu
aléatoires. D’autre part, on aurait pu changer le critére pour que les boules
se chevauchent a 10, 20 ou 30 % du volume... Encore une fois, le critére
heuristique donne juste l'ordre de grandeur et permet ainsi de restreindre
I'intervalle de recherche pour trouver le o,., optimal : on cherche ainsi des
sigmas 3 fois plus petits a 3 fois plus grands. Vu sous cet angle, les résultats
expérimentaux sont trés bons.

Par contre, dans le cas de la sigmoide, la caractérisation géométrique est
plus compliquée. 11 faut tenir compte des intersections entre les différents
plans. Il est nécessaire de les établir pour bien définir les bornes de recherche
des paramétres de la sigmoide pour rendre I'optimisation des critéres (CX)
envisageable avec un algorithme évolutionnaire.
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Portée des résultats

Peut-on généraliser les résultats obtenus dans ce chapitre sur toutes les
fonctions unimodales ? Sur des fonctions multi-modales ? Nous verrons dans
le chapitre suivant des tests sur des fonctions plus complexes.

Ce chapitre a montré que ’adaptation des paramétres des méthodes d’ap-
proximations pouvait se révéler profitable pour 'objectif final d’optimisation
de fonctions. Nous allons nous pencher dans le chapitre suivant sur 1'utilisa-
tion de cette approche dans un processus itératif. Sur la foi des résultats de
ce chapitre, nous proposerons une méthode dynamique pour réaliser pendant
I’optimisation elle-méme ’adaptation des paramétres de I’apprentissage.



Chapitre 3

Algorithme déterministe &
algorithme stochastique

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié différents paramétres des
méthodes d’apprentissage, et examiné les différents critéres qui doivent nous
permettre de régler ces parametres lors de l'utilisation de ces méthodes au
sein d’algorithmes hybridés avec des algorithmes évolutionnaires. Toutes les
expériences concernaient des essais statiques des méthodes d’apprentissage,
effectuées une seule fois sur des ensembles d’exemples indépendants, choi-
sis uniformément dans un domaine donné. Or lors de I’hybridation avec un
algorithme évolutionnaire, ces méthodes d’apprentissage seront appliquées
de maniére itérative, sur des ensembles d’exemples qui ne seront plus tirés
uniformément sur le méme ensemble de R”.

Il nous a donc semblé opportun, avant de se lancer dans I’hybridation
elle-méme, d’examiner de plus prés le comportement itératif de la technique
“apprentissage + optimisation du modéle appris” aux fins d’optimisation de
la fonction objectif. En particulier, un des problémes importants a résoudre
concerne l'aspect local des approximations qui seront effectuées lors de I’hy-
bridation : dans quel voisinage du meilleur individu courant faudra-t-il choisir
les exemples d’apprentissage pour effectivement accélérer la convergence de
I’algorithme évolutionnaire ?

Dans le but d’étudier la dynamique du comportement itératif de I’ap-
prentissage couplé avec une optimisation déterministe du modéle, en essayant
de comprendre la cause (apprentissage ou optimisation déterministe) de ce
comportement, nous nous proposons dans ce chapitre de comparer les quatre
algorithmes suivants, qui mettent en jeu les aspects stochastiques et déter-

93
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ministes & des degrés divers :

— le premier algorithme, AlgoAlea, consiste a tirer aléatoirement Npt
points dans un voisinage bien choisi du point courant, et a prendre le
meilleur point obtenu comme nouveau point courant ;

— le deuxiéme algorithme, AlgoDet, rajoute au premier une étape d’opti-
misation déterministe sur la fonction objectif. Cet algorithme conver-
gera évidemment rapidement dans le cas de fonctions uni-modales, mais
il sera intéressant de 1’étudier sur des fonctions multimodales ;

— le troisiéme algorithme, AlgoApp, remplace ’'optimisation déterministe
sur la fonction objectif du second algorithme par ’optimisation déter-
ministe d’'un modéle de la fonction objectif, comme décrit au chapitre
précédent. En particulier, les paramétres de la méthode d’apprentis-
sage choisie (SVM ou Krigeage) seront ajustés par rapport aux critéres
évalués dans ce méme chapitre;

— un quatrieme algorithme, A1goAppBis sera proposé, dans lequel 1'opti-
misation déterministe du modéle appris sera remplacée par une optimi-
sation évolutionnaire. En effet, le modéle appris n’est pas forcément uni
modal. Et méme si nous sommes a priori plutot intéressés par un opti-
mum local proche du meilleur individu courant, il peut étre avantageux
d’essayer de regarder plus loin.

La base stochastique de tous ces algorithmes sera donc un algorithme de
type (1+Npt)-ES, qui, a partir d’un itéré, génére un nouveau point en ti-
rant Npt points uniformément dans la boule centrée sur I'itéré courant et de
rayon ¢ (et non pas suivant une distribution gaussienne, comme ’algorithme
ES classique). Un des points cruciaux étudiés dans ce chapitre concernera,
comme il a été dit, ’évolution du voisinage dans lequel les points d’appren-
tissage seront tirés : les effets de différente mises a jour du rayon ¢ de la
boule-échantillon seront soigneusement étudiés, au travers d’expériences sur
la convergence de ces quatre algorithmes sur les quatre différents type de fonc-
tion définis au Chapitre 2 : les fonctions Sphére et Ellipse pour la convergence
locale, et les fonctions Griewank et GriewankE pour la convergence globale.

Ce chapitre n’a donc pas pour but d’opposer algorithmes stochastiques
et déterministes en général. Au contraire, tout au long du chapitre, nous
mettrons en relief les points forts et faible des deux familles d’algorithme,
ainsi que les similarités et les différences dans leurs comportements.

Le premier algorithme AlgoAlea est stochastique pur. Le deuxiéme du fait
de I'utilisation du gradient est un algorithme hybride mais nous verrons qu’il
se comporte en fait comme un algorithme a dominance déterministe. Enfin,
les deux derniers algorithmes, AlgoApp et AlgoAppBis, utilisant ’opérateur
d’apprentissage, retrouvent un caracteére stochastique.
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Les points suivants seront donc considérés pour chacun des 4 algorithmes :

— Le plus important est ’aspect local de la sélection des points, comme
il a été discuté plus haut ;

— L’algorithme déterministe utilise (BFGS) est déja un algorithme hy-
bride. En effet, la recherche linéaire est hybridé avec une interpolation
avec des splines en dimension (voir I'état de l'art plus d’explications).

— Un point souvent négligé, mais qui va s’avérer des plus importants dans
le cadre hybride, est celui des conditions d’arréts. Les algorithmes déter-
ministes s’arrétent lorsque les conditions d’optimalité sont satisfaites,
dans le cas des fonctions réguliéres. Ainsi & 'optimum, le gradient doit
étre nul et la matrice hessienne définie positive (pour un minimum).
Du coté des algorithmes stochastiques, par contre, on ne peut que de-
mander une solution “acceptable”, et la condition d’arrét est basée sur
un seuil de la valeur f ou de df. Ici nous allons montrer que la valeur
€ pourrait étre utilisée comme test d’arrét.

— Le dernier point porte sur les fonctions non convexes comportant plu-
sieurs minima locaux. Un algorithme déterministe pur converge en gé-
néral vers le premier minimum rencontré. Mais la recherche linéaire ou
curviligne de BFGS permet de faire des bonds pour éviter ces minima
locaux. Le modéle quadratique avec recherche curviligne et I’interpola-
tion lissent le probléme, permettant éventuellement de dépasser les mi-
nima locaux. Ces méthodes peuvent converger vers le minimum global
si au niveau global, la fonction a un comportement régulier respectant
les conditions d’optimalité & I'optimum global. Nous montrerons que
I’apprentissage introduit dans ces algorithmes a aussi ces propriétés.

Nous allons maintenant introduire et étudier successivement les quatre

algorithmes esquissés ci-dessus.

3.2 L’algorithme AlgoAlea

3.2.1 Définition

A chaque itération, cet algorithme tire uniformément Npt points autour
du point courant x; dans une boule de rayon gy, choisit pour x;,; le meilleur
des Npt + 1 points ainsi obtenus et met a jour ;. Plus précisément :

Initialisation :
— Tirer Npt0 points uniformément sur le domaine de recherche.
— Le meilleur est le point de départ de I’algorithme :
xo = ArgMax{f(x;),i € [1,Npt0]}
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— Initialiser les paramétres : £k = 0, £g donné
Itération :

1. Tirer uniformément Npt points autour de zy :
zt = U[B(zy,ex)],i € [1,Npt]

2. Choisir le meilleur (en incluant zy) :
Tpp1 = ArgMax{ f (), f(x?c)’z € [1,Nptl}

3. Mettre a jour ¢ :
Epy1 = max(a * g,  * di)

ou «, [ sont des paramétres a déterminer, et ot dy = d(xk11,xx) est la dis-
tance euclidienne entre les itérés précédents.

Paramétres de 1’algorithme

L’algorithme dépend donc des paramétres suivants :

— Npt : Nombre de points tirés aléatoirement a chaque itération.

- 0<a<letl<f:paramétres pour 'adaptation du domaine.

— NptO : Nombre de points tirés uniformément initialement sur tout le
domaine de recherche. En général, Npt0 sera pris égal & Npt dans un
souci de diminution du nombre de paramétres (quelques expériences
préliminaires n’ont pas montré une grande influence de ce paramétre
sur les résultats).

— ¢o : Rayon initial du domaine de recherche pour définir I’itéré suivant.

— Le nombre maximal d’évaluations Neval,, .

Si a I’étape k aucun individu n’est meilleur que zy, alors dj vaut zéro et
du fait que « est inférieur a 1, le domaine de recherche diminue pour tenter
d’améliorer les chances de convergence de 1’algorithme. Dans le cas contraire,
la diminution due & « est contrecarrée par le terme d; * 3, pour éviter de
diminuer le domaine de recherche trop rapidement, et étre sir de continuer
a échantillonner autour de z; et de xp1.

3.2.2 Etude de convergence qualitative

Le choix des paramétres « et 5 a une grande influence sur la qualité de
I’algorithme tant sur la vitesse de convergence que sur la capacité a converger
vers la solution optimale.

Etudions l'effet de chacun des paramétres. Pour cela, introduisons tout
d’abord la notion de distance totale parcourue (DTP), définie comme la
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somme des déplacements depuis le point initial (xg) jusqu’a I’arrét de ’algo-
rithme :

DTP = Z d(.Tk, xkz—f—l)

Commencons par I’étude de I'influence du paramétre «, et prenons g = 0.
Le paramétre « est responsable de la convergence de I'algorithme, diminuant
progressivement le domaine de recherche. En effet, pour g = 0, la distance
totale parcourue vérifie, quelle que soit le nombre de générations, ’inégalité

(3.1) DTP:degzoo:ekgsozoo:akzlg_—oa
k=0 k=0

En d’autres termes, si la solution est a une distance supérieure a %2 du
point de départ, l'algorithme n’a aucune chance de la trouver si 5 = 0. Le
choix de § doit donc permettre d’éviter une telle convergence prématurée de
l’algorithme.

Mais il ne suffit pas de choisir 5 > 1. En effet, a I'itération k, on tire Npt
points & l'intérieur de la boule de centre z; et de rayon ¢;. Si 'optimum est
situé a la surface de la boule (cas loin de I'optimum), la déplacement optimal
sera au mieux égal a ;. Statistiquement, la distance

d(.??k, xk—kl) = TEg

7 < 1 étant un facteur statistique dépendant de Npt qui peut étre calculé
avec les statistiques d’ordre de Npt points de la boule.
On en déduit alors que :

(3.2) diy1 < €p1 < Pdpy < TSy,

Pour éviter une possible convergence prématurée, il faudrait au moins que
(cf. le raisonnement fait sur «) :

T6>1

7 dépend de Npt, de la dimension de I'espace et de la densité de proba-
bilité. On pourrait calculer a ’aide de statistiques d’ordre de la distribution
uniforme (ou numériquement) une valeur de 8 en dessous de laquelle il ne
faut pas descendre au risque d’avoir une convergence prématurée. Mais cela
ne donnerait de toute facon qu’une borne inférieure et I’étude expérimentale
qui suit serait quand méme nécessaire pour en tester la finesse.
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3.2.3 Etude expérimentale
Conditions expérimentales

Les expériences qui vont étre présentées maintenant concernent des fonc-
tions en dimension 100. Tous les résultats sont des moyennes sur 10 lance-
ments indépendants pour chaque jeu de paramétres. Dans les tests, nous ne
distinguons pas les deux parameétres Npt et Npt,. Les résultats sont limités
par le nombre maximum d’évaluations : nous avons choisi Nevalyq, = 10°
Nous avons également décidé d’arréter ’algorithme apres 50 itérations du-
rant lesquelles on ne constate plus d’amélioration. Dans certains tableaux de
résultats, quand c’est nécessaire nous préciserons aussi le nombre d’itérations
et le nombre d’évaluations qui ont suffi & la convergence de ’algorithme. Les
résultats sont présentés en échelle logarithmique sauf indication du contraire.

En premier lieu nous allons fixer les valeurs a et 5. Nous prendrons
a = 0.9 pour ne pas diminuer trop vite le domaine de recherche ¢ et § = 2
pour permettre de I’augmenter. Nous étudierons plus en détails I'influence
de ces deux parameétres ultérieurement, et nous montrerons que ces valeurs
peuvent étre considérées comme raisonnables, bien que pas forcément opti-
males.

Influence de Npt

Il est clair qu’a chaque itération, plus le nombre de points tirés aléatoire-
ment est grand, et plus la probabilité d’amélioration est grande. Nous avons
testé différentes valeurs de Npt inférieures a 50. Ce nombre est arbitraire mais
nous permet la comparaison entre les différents algorithmes.

Les résultats (log de la meilleure valeur obtenue, moyennée sur 10 essais)
sont donnés dans la Table 3.1. Tout d’abord, méme sur la fonction sphére, on
remarque que prendre un trop petit nombre de points (< 10) peut conduire
a faire converger prématurément ’algorithme AlgoAlea, et ce malgré un «
proche de 1. Selon la loi qui régit I’évolution de ¢, et suivant la discussion de
la section 3.2.2, la diminution est principalement déterminée par le paramétre
b — et le déplacement a d’autant plus de chance d’étre non nul que le nombre
de points tirés est grand. Le paramétre [ doit donc a priori dépendre du
nombre de points.

Le phénoméne est encore plus frappant sur la fonction Griewank, comme
on pouvait s’y attendre vu les nombreux optima locaux.

Avec la fonction Ellipse, les résultats ne sont pas étonnants, mais le phéno-
meéne est amplifié. En effet, il ne faut pas oublier qu’on est en dimension 100
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et qu'on est en train de tirer aléatoirement 50 points pour un probléme mal
conditionné. En terme numérique, une petite erreur par rapport a la direction
propre associée a la plus grande valeur propre, risque de détériorer la valeur
de la fonction objective plutot que de 'améliorer. Sans un apprentissage adé-
quat, on ne peux donc pas espérer converger proprement vers I'optimum.

| Npt | 5] 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50 |
Sphére
Nevalpey =101 [ 03] -49 [ -16 | -13 | -11 [-8.1 [ -7.3[-6.2 [ -5.4 | -4.7
Nevalye, =10° [ 03| -49 [ -29 | -29 [ -29 | -29 | -30 | -30 | -30 | -29
Ellipse
Nevalye, =101 [43] 3.8 [ 38 [ 4146454950527 5.2
Nevalye, =10° [ 43| 3.7 [ 3433 [31]31|30]30]30]29
Griewank
Nevalyg, = 10* [ 0.7 -066 | -1.6 | -24|-35]-43]-5.0]-2.1]-6.6|-5.9
Nevalye, = 10° | 0.7 | -0.66 | -1.6 | -2.4 | -3.5 | -4.3 | -5.1|-2.1] -14 | -14

TAB. 3.1 — Résultats de AlgoAlea (log de la meilleure valeur obtenue moyen-
née sur 10 essais) pour les fonctions Sphére, Ellipse et Griewank en fonction
de Npt (g =1, @ = 0.9 et B = 2). Les valeurs sont données aprés 10* et 10°
générations.

La situation est encore plus délicate sur les fonctions Griewank modifiées
(Table 3.2), qui sont elles aussi mal conditionnées. Mais la pire situation est
celle de la fonction GriewankE(0.4-0.6 : on tombe facilement dans des minima
locaux si on ne prend pas suffisamment de points on tend vers d’autre minima.

Influence de ¢

Rappelons que le point de départ est choisi aprées un tirage aléatoire dans
tout le domaine de recherche. Le paramétre ¢y définit alors le domaine de
recherche initial, centré sur ce point de départ.

Des essais systématiques ont été effectués en fixant les valeurs Npt = 50
et Nevalmee = 10°, et en gardant o = 0.9 et 8 = 2. g, variait dans [0.1, 1]
par pas de 0.1.
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| Npt |10 [ 20 | 30 [ 40 | 50
GriewankE0.4-0.5
Nevaly,., =10° [ 23232323 2.3
Nevaly,., =10° | 23232323 2.3

GriewankE0.4-0.6
Nevalye, =10° | 0| 0 | 0 | 0 |-0.0017

TAB. 3.2 — Résultats de AlgoAlea (log de la meilleure valeur obtenue moyen-
née sur 10 essais) pour les fonctions Griewank modifiées, en fonction de Npt
(o =1, a = 09 et 8 = 2). Méme pour Neval,., = 10°, il n’y a pas
convergence sur la plus difficile.

L’influence de gy sur les résultats de ’algorithme AlgoAlea semble, au vu
des résultats de ces essais, complétement négligeable — ce qui peut s’expliquer
par 'influence uniquement “multiplicative” de g, comparées aux influences
exponentielles de a et 3, voire de Npt, paramétres qui interviennent a chaque
étape de l'algorithme.

Quelques rares cas de convergence prématurée ont été observées sur la
fonction Griewank, pour les trés petites valeurs de .

Enfin, les fonctions Griewank modifiées sont difficiles quel que soit gg.
Pour Npt = 50 nous assistons inévitablement a une convergence prématurée
de ¢ vers 0, de maniére exponentielle, quel que soit la valeur de départ.

Influence de a et 3

La figure 3.2.3 présente les résultats (fitness en échelle log sur I'axe des z
aprés leb évaluations) obtenus par I’algorithme AlgoAlea sur les différentes
fonctions tests pour de nombreuses valeurs de o € [0.1] et 8 € [1, 3].

Sur les fonctions Sphére, Griewank et Elliptique (figure 3.2.3-a, b et c),
on observe trés nettement deux situations différentes, selon la valeur de [ :
Lorsque 8 < 2, la convergence est globalement trés mauvaise, et est légére-
ment améliorée pour les valeurs de o proches de 1 : la valeur de 3 n’est pas
suffisamment grande pour rétablir I’équilibre.

Lorsque 8 > 2 par contre, les résultats sont trés nettement meilleurs, mais
se dégradent pour les valeurs de a proches de 1 — et sont également légérement
détériorés pour les petites valeurs de a. Une valeur optimale surtout visible
sur la fonction Griewank semble étre autour de 0.3.

Le cas des fonctions Griewank modifiées est en revanche beaucoup moins
tranché, et il ne semble pas y avoir d’effet clair des différentes valeurs possibles
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de a et S.

Dans le cas de GriewankE(.4-0.6, on peut toutefois noter que le fait de
prendre o = 0.99 ralentit suffisamment la convergence de ¢ pour offrir la
possibilité de tirer & nouveau des points dans presque dans tout le domaine.
Cela revient quasiment a augmenter le nombre de points Npt qui sont tirés
a chaque itération.

En conclusion, il est clair qu’il faut choisir des valeurs de S supérieures
a 2 — pas trop grandes tout de méme (tendance a la détérioration pour
B = 3 sur Griewank et Ellipse). Les petites valeurs de « sont préférables
en ce qu’elles accélérent la convergence, mais avec le risque de convergence
prématurée pour de trop petites valeurs. Par contre, de trop grandes valeurs
peuvent ralentir la recherche suffisamment pour 'arréter complétement avant
le minimum global, méme dans le cas de la fonction sphere.
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o

(d) GriewankE

(e) GriewankEbis

F1G. 3.1 — AlgoAlea (dim=100). Influence des paramétres « et 5 sur la conver-
gence. Sur l'axe des x, a droite, & de 0 & 1 de gauche a droite. Sur I’axe des
y, a gauche, B entre 1 et 3 de gauche & droite. Sur 'axe z, le logarithmique
de la meilleure fitness aprés 100000 évaluations avec g = 1 et Npt = 50.
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3.3 AlgoDet

3.3.1 Définition

A chaque itération, cet algorithme tire uniformément Npt points autour
du point courant x; dans une boule de rayon ¢y, puis applique un algorithme
d’optimisation déterministe (ici, BFGS) partant du meilleur des Npt points
et restreint a la boule B(xg,¢x), et choisit pour 25, le résultat de cette opti-
misation. € est ensuite mis a jour comme dans 1’algorithme précédent. Plus
précisément :

Initialisation :
— Tirer Npt0 points uniformément sur le domaine de recherche.
— Le meilleur est le point de départ de I'algorithme :
xo = ArgMax{f(x;),i € [1,Npt0]}
— Initialiser les parameétres : £ = 0, £y donné
Itération :

1. Tirer uniformément Npt points autour de xy :
zt = U[B(zy,¢e1)],1 € [1, Npt]

2. Choisir le meilleur (en incluant zy) :
yr = ArgMaz{f(xr), f(xL),7 € [1,Npt]}

3. Lancer lalgorithme BFGS partant de y; dans le domaine B(xg,ey).
Tkt est le résultats de cette optimisation.

4. Mettre a jour € :
Epr1 = max(a * g, f * di)

ou «, ( sont des paramétres & déterminer, et ot dy = d(xk41, k) est la dis-
tance euclidienne entre les itérés précédents.

Paramétres de ’algorithme

De méme que AlgoAlea, l'algorithme dépend donc des parametres sui-

vants :

— Npt : Nombre de points tirés aléatoirement & chaque itération.

- 0<a<1letl<f: paramétres pour 'adaptation du domaine.

— NptO : Nombre de points tirés uniformément initialement sur tout le
domaine de recherche. En général, Npt0 sera pris égal & Npt dans un
souci de diminution du nombre de parameétres (quelques expériences
préliminaires n’ont pas montré une grande influence de ce parameétre
sur les résultats).
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— g9 : Rayon initial du domaine de recherche pour définir I’itéré suivant.

— Le nombre maximal d’évaluations Neval,,qz

Remarque : Cet algorithme demande la calcul du gradient de la fonction
a optimiser, et le cadre général de cette thése suppose que le gradient est
a priori non disponible. Il reste toujours les options d’utiliser la dérivation
automatique du code, qui peut étre délicate pour les gros codes, ou d’utiliser
le gradient numérique, avec les instabilités numériques pres d’éventuels points
critiques, et un cotit d’ordre n fois un calcul de la fonction objectif, n étant
la dimension de 'espace de recherche. Si la fonction & optimiser résulte de
la résolution d’un probléme d’EDP, le calcul du gradient peut ne cotiter
qu’environ 2 fois le cotit d’un calcul de la fonction objectif, & condition d’étre
capable de résoudre le probléme adjoint.

3.3.2 Etude expérimentale

Cette section étudie I'influence des paramétres de ’algorithme AlgoDet
sur son comportement. Les conditions expérimentales sont les méme que dans
la section précédente (voir sous-section 3.2.3).

Rappelons que I'utilisation de la méthode déterministe BFGS est res-
treinte & la boule B(xzy, gx) afin de se placer dans des conditions similaires a
celles de ’hybridation du chapitre suivant — ceci explique que méme sur la
fonction sphére, BFGS ne trouve pas le minimum en une seule itération.

Influence de &g

Les résultats des tables 3.3 a 3.7 d’une part confirment que une valeur
trop petite de €9 peut entrainer un ralentissement de convergence (voire un
défaut de convergence) de I'algorithme, mais que par contre des valeurs entre
0.5 et 1.0 ne modifient pas sensiblement le comportement de 1’algorithme.

Sphére; Eps | 0.1 02 103040506 |07]08]09]| 1
Evalspy—g | 2277 | 1215 | 861 | 861 | 406 | 507 | 507 | 507 | 507 | 507
Iter 6 3 2 2 1 1 1 1 1 1

TAB. 3.3 — AlgoDet sur la fonction Sphére. Influence du domaine initial €,
sur la convergence). On a Npt =50, « = 0.9 et § = 2.
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Ellipse; Eps ] 0.1]02 |03 |04 |05 |06 ]07]08]09] 1
Log(fitpeats—1es) | 4.5 | -8.4 | 7.1 | 7.6 | 7.9 | 6.5 | 7.2 | 7.2 | -7.4 | -7.4
Tter 41322111 1]1]1

TAB. 3.4 — AlgoDet sur la fonction Ellipse. Influence du domaine initial g,
sur la convergence. On a Npt =50, a = 0.9 et § = 2.

Griewank; Eps | 0.1 | 02 | 03 ] 04 | 05]06]07]08[09] 1
Fitmoats—tes | 0012 064 150 142] 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | O
Eval fina le5 | 9350 | 850 | 8200 | 400 | 500 | 500 | 500 | 500 | 500

I final 0012/064 |150[142] 0 | 0] 0] 0] 0] O
Tter 16 3 2 2 T [ 11111

TAB. 3.5 — AlgoDet sur la fonction Griewank. Influence du domaine initial
gg sur la convergence. On a Npt =50, a = 0.9 et § = 2.

GriewankE0.4-0.5 ; Eps 0.1 0.3 0.5 | 07109
Evals 100019 | 2076 | 1064 | 558 | 558

fit 9.80283 0 0 0 0

Iter 560 8 4 2 2

TAB. 3.6 — AlgoDet sur la fonction GriewankE0.4-0.5. Influence du domaine
initial £y sur la convergence. On a Npt = 50, a = 0.9 et § = 2.

GriewankE(0.4-0.6; Eps | 0.1 | 0.3 | 0.5 | 0.7 | 0.9
Log(fitEwlszleg,) 0 0 0 0 -1.63
Iter 135 | 148 | 163 | 238 | 39

TAB. 3.7 — AlgoDet sur la fonction GriewanKam0.4-0.6. Influence du domaine
initial ¢ sur la convergence. On a Npt = 50, a = 0.9 et 5 = 2.

Influence de Npt

Nous avons maintenant fixé £y = 1 afin de mettre en lumiére les perfor-
mances de I’algorithme déterministe. Les essais effectués avec des valeurs de
Npt variant de 5 a 50 par pas de 5 n’ont pas montré une influence quelconque
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sur la convergence (voir tables 3.8 a4 3.12). Il en résulte qu’il est alors plus
intéressant de prendre un petit nombre de points puisque cela entrainera un
plus petit nombre d’évaluations de la fonction objectif pour le méme nombre
d’itérations.

Sphere; Npt | 5 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50
Evalspy—g | 417 | 427 | 437 | 447 | 457 | 467 | 477 | 487 | 497 | 507

TAB. 3.8 — AlgoDet sur la fonction Sphére. Influence de Npt sur la conver-
gence. Onacy=1,a=09et §=2.

Ellipse ; Npt 510 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50

Log(fitEmls:le5) ST -T8|-72|-86|-72|-72|-73|-79|-78|-8.1

TAB. 3.9 — AlgoDet sur la fonction Ellipse. Influence de Npt sur la conver-
gence. Onacy=1,a=09et §=2.

Griewank; Npt | 5 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50
Evalspi— 417 | 427 | 437 | 447 | 457 | 467 | 477 | 487 | 497 | 507

TAB. 3.10 — AlgoDet : Influence de Npt sur la fonction Griewank(dim=100).
co=1,a=09et B =2.

GriewankE0.4-0.5; Npt | 10 | 20 | 30 | 40 | 50
Evalspi—o 225 | 245 | 265 | 285 | 305

TAB. 3.11 — AlgoDet sur la fonction GriewankE(.4-0.5. Influence de Npt sur
la convergence. On aegg =1, a =09 et g = 2.

Influence de a et

Du fait de la convergence en une seule itération de l’algorithme dans le
cas ou gy est supérieur a 0.5, les paramétres « et S n’entrent pas en jeu dans
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GriewankE0.4-0.6; Npt | 10 | 20 | 30 | 40 | 50
LOg(f’itEva55:165) -0.71-231(-24|-24|-24

TAB. 3.12 — AlgoDet sur la fonction GriewankE(.4-0.6. Influence de Npt sur
la convergence. Onaeg =1, a =09 et § = 2.

les résultats. Nous avons donc examiné leur influence uniquement dans le
pire cas relevé précédemment, le cas ¢g = 0.1.

voient bloquées et donc l'algorithme de base opére mieux puisque le
nombre d’itérations augmente comme on voit dans le cas de Griewank dans
le tableau 3.5 en 16 itérations pour €9 = 0.1 au lieu 1 pour des valeurs de
go > 0.5. Dans ce cadre les paramétres jouent sur la convergence de 'algo-
rithme.

Dans le cas de la sphére par exemple, figure 3.3.2-a, on retrouve toujours
la limite de 2 pour la valeur de 3, et deux situations en ce qui concerne « :
dans le cas f < 2, on a intérét & prendre des grandes valeurs de «, et si
B > 2, on converge vers 0 quelle que soit la valeur de o — méme situation
pour la fonction Griewank (figure 3.3.2-b). Dans le cas de D’ellipse 3.3.2-c
on retrouve la limite de 2 pour 5 mais la convergence est meilleure pour les
grandes valeurs de (. Dans le cas de la fonction GriewankE (figure 3.3.2-
d) la convergence dans des minimaux locaux est trop rapide pour que les
paramétres « et B interviennent.
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(c¢) Ellipse (d) GriewankE

F1G. 3.2 — AlgoDet sur la fonction Sphére (dim=100). Influence des para-
metres o et § sur la convergence. L’axe des x c’est le paramétre o. L’axe des
y c’est le paramétre 5. L’axe z c’est la fonction objective en échelle logarith-
mique aprés leb évaluations. g = 0.1, Npt = 50.
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3.4 AlgoApp

Dans cette section nous allons introduire un algorithme d’apprentissage
au sein de I’algorithme itératif d’optimisation.

3.4.1 Définition

A chaque itération, cet algorithme tire uniformément Npt points autour
du point courant zp dans une boule de rayon &;. Il construit ensuite une
approximation de la fonction objectif & partir de ces points a 'aide d’une
des méthodes étudiées dans le chapitre 3. Cette approximation est ensuite
optimisée par un algorithme déterministe (BFGS), et le point 24, est défini
comme soit le meilleur du résultat de cette optimisation et de z,. Le para-
métre €y est alors mis a jour comme dans les algorithmes précédents.

Initialisation :
— Tirer Npt0 points uniformément sur le domaine de recherche.
— Le meilleur est le point de départ de I'algorithme :
xo = ArgMax{f(x;),i € [1,Npt0]}
— Initialiser les parameétres : £ = 0, £y donné
Itération :

1. Tirer uniformément Npt points autour de xy :
3}, = U[B(zx, e)], i € [1, Npt]

2. Construire une approximation f de f a partir de ces Npt points. Les
paramétres de 1’algorithme d’apprentissage sont optimisés suivant 1'un
des critéres discutés au chapitre 3.

3. Soit y; Poptimum de f dans B(xy, ex) (obtenu par la méthode BFGS).

4. Tpt1 = ATgMax{f(ﬂ%), f(yk)}

5. Mettre a jour € :
Ep+1 = max(a * g, f * di)

ou «, [ sont des paramétres a déterminer, et ot dy = d(xgy1,xx) est la dis-
tance euclidienne entre les itérés précédents.

Paramétres de ’algorithme

L’algorithme dépend donc des mémes paramétres que les deux algorithmes
décrits au début de ce chapitre :

— Npt : Nombre de points tirés aléatoirement a chaque itération.

- 0<a<letl<f: paramétres pour 'adaptation du domaine.
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— Npt0 : Nombre de points tirés uniformément initialement sur tout le
domaine de recherche. En général, Npt0O sera pris égal & Npt dans un
souci de diminution du nombre de paramétres (quelques expériences
préliminaires n’ont pas montré une grande influence de ce paramétre
sur les résultats).

— g9 : Rayon initial du domaine de recherche pour définir I’itéré suivant.

— Le nombre maximal d’évaluations Neval,,q,z

Mais ’algorithme dépend de plus des parameétres choisis pour ’algorithme

d’apprentissage, ainsi qu’il a été décrit au chapitre 3. En particulier, ces pa-
rameétres seront optimisés dynamiquement a chaque itération de AlgoApp
suivant 1'un des critéres proposés section 2.2. Nous allons donc commencer
par étudier 'influence des différents critéres sur la convergence de notre al-
gorithme sur les fonctions tests.

3.4.2 Les paramétres de régularités

Nous allons tout d’abord étudier I'influence des critéres sur le choix des
parametres de régularité dans le cadre itératif, dans le cas des méthodes SVM
et Krigeage, avant d’examiner les possibilités d’ajustement dynamique des
parametres de régularité eux-mémes durant le déroulement de I’algorithme.

Choix du critére

Nous allons passer en revue les critéres définis au chapitre 3. Il savaient
été comparés sous 1’angle de ’erreur d’approximation par rapport au nombre
de calculs de la vrai fonction qu’ils demandaient dans le cas d’un unique
apprentissage. Nous allons ici affiner ces comparaisons dans le cadre itératif.
Comme dans le chapitre 3, les méthodes d’apprentissage seront les SVM et
la méthode de Krigeage. La figure 3.3 montre une situation typique de com-
paraison des critéres encore en lisse pour les deux méthodes, sur la fonction
sphére.

— SVM : On a vu dans le chapitre précédent que le critére de validation
(CV) est a éviter, puisqu’il ne permet pas de trouver de bonne approxi-
mation sur la fonction sphére (voir figures 2.12). Deux critéres restent
donc en course, dans le cas d’une fonction d’évaluation cotiteuse, le
critére d’erreur (CE) et le critére objectif (CO). Dans le cadre itératif
qui nous occupe, les résultats sur la sphére montrent que le cofit sup-
plémentaire du critére (CO) n’est pas compensé par une plus grande
rapidité de convergence, et que le critére (CE) reste plus intéressant.

— KRIG : Les tests effectués dans le chapitre précédent ont montré que
le critére de généralisation (CG) obtient de bons résultats dans le cas
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de petite dimensions sur la sphére, mais ne permet pas de traiter le

cas des grandes dimensions (> 30). Par contre, contrairement a SVM,

le critére de validation (CV) a donner des résultats comparables au

critére objectif (CO) — et ce sont donc les critéres (CO) et (CV) qui sont

comparés ici. Le résultat est alors clair sur la figure 3.3 : le critére (CV)

donne les meilleurs résultats. Toutefois, on notera qu’aucun des deux

critéres ne permet a la méthode de Krigeage d’atteindre des précisions
importantes sur les résultats (nous sommes en dimension 100).

La méthode SVM a donné de loin de meilleur résultats que la méthode

Krigeage en dimension 100. C’est pourquoi dans la suite de ce chapitre nous

n’étudierons plus que la méthode SVM pour des problémes en dimension 100.

———— Svm et Krigeage : Spher g(dim=100) -———
10° A ;
AN
10 f
é C
[ C
102 F -
C —— Krigeage avec CO ~. Tteeel
L] -eee krigeage avec CV S ]
- -- Svmavec CO Sl
[ |--—- SvmavecCE S~
| ——— Algorithme sans apprentissage \'\-\.\_‘_
0° —/— — o T
1.10 3.10" 5. 10"
Evaluations

FiG. 3.3 — Influence des différents critéres avec SVM et KRIGEAGE sur la
convergence de I'algorithme sur la fonction sphére

Paramétres dynamique

Ne perdons pas de vue que notre probléme n’est pas d’optimiser les pa-
ramétres de I’apprentissage per se, mais la fonction objectif de départ.

Rappelons qu’a chaque itération, on essaie de trouver avec un algorithme
de type ES les paramétres de la méthode d’apprentissage qui optimisent le
critére retenu. L’initialisation de 1’algorithme ES, habituellement uniforme
sur le domaine de recherche, pourrait ici utiliser la population finale trouvée
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dans la recherche a I’étape précédente — nous parlerons alors d’une initiali-
sation dynamique, par opposition a I'initialisation aléatoire usuelle.

La figure 3.4.2 compare, sur la fonction sphére, les deux types d’initia-
lisation, et montre I'influence du nombre d’évaluations autorisés pour cette
étape, de 6 a 30 par pas de 6. Les deux figures du haut concernent le critére
(CE) et les deux du bas le critére (CO). On remarque tout de suite le peu
d’influence du nombre d’évaluations autorisées, sauf dans le cas (CE) dy-
namique, pour lequel les résultats sont trés instables. Mais souvenons-nous
qu’a l’issue du chapitre 3 nous avions donné des bornes pour les paramétres
de régularité déja restreintes et dans lesquelles I’apprentissage semblait assez
robuste : les résultats de la figure 3.4.2 confirme cela, en ce sens que trées peu
d’évaluations sont nécessaires. De plus, comme 6 évaluations ne permettent
pas vraiment de distinguer une optimisation évolutionnaire d’une recherche
aléatoire, la conclusion de ces résultats semble étre qu’il est finalement pré-
férable d’utiliser des paramétres constants.

Mais ces résultats ont été obtenus sur Is fonction sphére, de “régularité
constante”. En comparant maintenant sur les autres fonctions test les trois
approches (paramétres constants, initialisation aléatoire, initialisation dyna-
mique) avec un algorithme sans apprentissage (AlgoAlea) (voir figure 3.4.2),
on remarque que l'optimisation des parameétres de régularité de SVM ne
semble pas intéressant pour les fonctions sphére et Griewank (sans toutefois
détériorer les performances!), mais améliore 1égérement les performances de
AlgpApp sur la fonction ellipse, et de maniére spectaculaire sur la fonction
Griewank modifiée. Dans le cadre d’une fonction aux caractéristiques incon-
nues, il semble donc raisonnable de conserver cette étape et d’optimiser de

maniére dynamique les paramétres de la méthode SVM avec comme critére
le critére (CO).

3.4.3 Les paramétres de 1’algorithme

Nous étudions maintenant 'influence des autres paramétres de ’algo-
rithme AlgoApp, d'une maniére similaire a celle utilisée pour les algorithmes
AlgoAlea et AlgoDet.

Influence de Npt

L’algorithme utilise & chaque itération une méthode d’apprentissage, et
il est légitime de penser que, plus on utilise de points pour I’approximation
et meilleure sera la convergence. Effectivement, c’est ce que nous pouvons
constater sur les résultats donnés dans les tables 3.13 a 3.17.
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—— Initialisation aléatoire : Sphere(dim=100)}—

- ——{ Paramétres dynamique : Sphere(dim=100—
10 E —— CE-(3+6)Es-(6 Evals) | 10°0 K . &
EN CE-(3+6)Es-(12 Evals)| 4 r . ]
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0P R B B e 10 L
1.1d 3.1d¢ 5.1d 1.1d 3.1d¢
Evaluations Evaluations
\ Initialisation aléatoire a chaque ES : Sphere(dimled] —ﬁ Parameétres dynamiques : Sphere(dimleQ)f
100 [ —— CO-(3+6)Es-(6 Evals) | ] ld) E —— CO-(3+6)Es-(6 Evals)-Dynamique | 7]
£ CO-(3+6)Es-(12 Evals)| 3 Es-(12 Evals)-Dynamique 4
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F1G. 3.4 — Influence sur la convergence, du nombre d’évaluation maximal du
critére (CX) dans le cas d’une initialisation dynamique de la population dans
le sous -ES
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Influence des parametres de Svm : Sphere(dimzlop) — Influence des parameétres : Griewank(dimleOIr—
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F1G. 3.5 — Comparaison entre une initialisation aléatoire ou dynamique de
la population dans le sous -ES sur (CO), des paramétres constants et ’algo-
rithme aléatoire pur sur les fonctions sphére, Griewank, Ellipse et GriewankE
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Sur la fonction sphére, au dela de 20 points, les résultats ne s’améliorent
plus. Par contre, sur les autres fonctions (sauf GriewankE0.4-0.6 pour laquelle
le nombre de points n’a aucune influence, I’algorithme reste bloqué au méme
endroit), les performances augmentent avec le nombre de points.

Log(f) Npt 10 | 20 | 30 | 40 | 50
Log(fitE'uals:40000) -6.9 | -14 | -16 | -17 | -16
LOg(fitEvals:looooo) -17 28 | -29 | -29 | -28

TAB. 3.13 — AlgoApp sur la fonction Sphére. Influence de Npt sur la conver-
gence. Onaey=1,a=09et §=2.

Log(f) Npt 10 [ 20 | 30 | 40 | 50
LOg(f’itEUals:4000) 4439|3837 3.7
Log(fitEvals:wOOOO) 291251232116

TAB. 3.14 — AlgoApp sur la fonction Ellipse. Influence de Npt sur la conver-
gence. Onaey=1,a=09et §=2.

Log(f) Npt 10 20 | 30 | 40 | 50
Log(fit poais—aoo00) | -2-1 | -8 | -10 | -12 | -12
Log( fitgvars=100000) | -2.1 | -8.3 | -11 | -13 | -14

TAB. 3.15 — AlgoApp sur la fonction Griewank. Influence de Npt sur la conver-
gence. Onaegy=1,a=09et §=2.
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Log(f) Npt 10 | 20 | 30 40 50
Log(fitEvals:wOO) 1.811.31] 045 |-0.65 | -6.4
LOg(fitEvals:looooo) 1.8 1131|045 | -0.65|-7.6

TAB. 3.16 — AlgoApp sur la fonction GriewankE(.4-0.5. Influence de Npt sur
la convergence. Onacy =1, a =09 et g = 2.

Log(f) Npt [ 10 [ 20 [ 30 | 40 | 50
Log(fitgvais=100000) | 0 | O | O | 0 | O

TAB. 3.17 — AlgoApp sur la fonction GriewankE(0.4-0.6. Influence de Npt sur
la convergence. On a gy =1, a =09 et § = 2.

Influence de ¢g

L’influence de ¢ est ici trés faible, contrairement au cas de 1’algorithme
AlgoDet. Elle est méme carrément inexistante pour la fonction sphére (table
3.18), et trés peu visibles sur les fonctions Ellipse (table 3.19) et Griewank
(table 3.19). Par contre, et contrairement a I’algorithme AlgoDet, on constate
sur la fonction GriewankE(.4-0.6 une détérioration des performances pour
les petites valeurs de ¢(, pour lesquelles I'apprentissage ne capture que les
tendances locales de la fonction — alors que les valeurs plus grandes lui per-
mettent d’éviter une partie de ces optima locaux en approximant la fonction
a un niveau de granularité plus important. Toutefois, ce mécanisme ne suffit
plus si I’on rajoute un mauvais conditionnement (fonction Griewank modifiée,
table 3.7.

Log(f) Eps 017020304 |05|06]07]08]09] 1

Log( fitgyars=20000) | -17 | -17 | -16 | -16 | -16 | -17 | -17 | -17 | -17 | -17

LOg(fitEvals:looooo) -28 | -28 | -28 | -28 | -28 | -28 | -28 | -28 | -28 | -28

TAB. 3.18 — AlgoApp sur la fonction Sphére. Influence du domaine initial g
sur la convergence. On a Npt =50, « = 0.9 et 8 = 2.
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Log(f) Eps 01]03[05]07]0.9
Log(fitEvalszloo) 3.7 137 |3.7]3.7]3.6
Log(fitE'ualSZIOOOOO) 231221211619

TAB. 3.19 — AlgoApp sur la fonction Ellipse. Influence du domaine initial &
sur la convergence. On a Npt =50, a = 0.9 et g = 2..

Log(f) Eps 01702030405 06]07]08]09] 1
Log(fitgoats—a0000) | -12 | -12 | -12 [ -12 | -12 | -12 [ -11 | -11 | -12 | -11
Log(fitE'uals:lOOOOO) -14 1 -14 | -14 | -12 | -14 | -12 | -14 | -14 | -14 | -9.8

TAB. 3.20 — AlgoApp sur la fonction Griewank. Influence du domaine initial
o sur la convergence. On a Npt =50, a = 0.9 et 8 = 2.

Log(f) Eps 0.1} 03 |05 ] 0.7 | 09
Log(fitpeas—soo) | 2.2 | 1.9 | 1.1 | 0.26 | 0.37
Log(fitEvals:40000) 1.8 1-0261|-461|-14 | -1.1
Log(fitEvalSZIOOOOO) 1.8]-026|-46| -14 | -1.1

TAB. 3.21 — AlgoApp sur la fonction GriewankE0.4-0.5. Influence du domaine
initial g sur la convergence. On a Npt = 50, = 0.9 et 5 = 2.

Log(f) Eps 011031051]0.710.9
Log(fitEvals:300) 0 0 0 0 0
Log( fit gyais=100000) | O 0 0 0 0

TAB. 3.22 — AlgoApp sur la fonction GriewankE0.4-0.6. Influence du domaine
initial g sur la convergence. On a Npt = 50, a = 0.9 et 5 = 2.

Influence de «o et

C’est maintenant que ’apprentissage entre en jeu que nous allons pouvoir
effectivement constater 'influence de la loi de variation de . L’idée est qu’on
voudrait diminuer le domaine d’approximation si I’approximation n’est pas
bonne et 'augmenter si I’approximation est satisfaisante.

Si ’approximation est bonne, et ceci est matérialisé dans notre contexte
de maniére trés pragmatique par le fait que ’on améliore la valeur de la
fonction objectif, alors le déplacement effectué, multiplié par 3, devrait aug-
menter le domaine d’approximation pour l'itération suivante. Au contraire,
si le déplacement est nul (ou petit), le rayon du domaine va diminuer. Les
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paramétres « et S jouent un réle important dans ’adaptation du domaine
vers un domaine “efficace”.

Les résultats montrent que tout se passe effectivement plus ou moins
comme prévu (figure 3.4.3), et ce maniére similaire avec la situation pour les
algorithmes précédents de ce chapitre :

En premier lieu, on retrouve sur la sphére la valeur charniére de 5 = 2,
et le controle de la vitesse de convergence par « dans le cas 8 > 2. De méme,
le cas de Griewank suit encore & peu prés celui de la sphére. Enfin, le cas
de l’ellipse montre que les trop petites valeurs de o empéchent une bonne
convergence, phénomeéne encore accentué sur la fonction GriewankE, pour
laquelle on ne retrouve méme pas la valeur critique 5 = 2, mais pour laquelle
les meilleurs résultats sont obtenus pour les plus grandes valeurs de a.

(c) Ellipse (d) GriewankE

F1G. 3.6 — AlgoApp sur la fonction Sphére (dim=100). Influence des para-
metres o et § sur la convergence. L’axe des x c’est le paramétre o. L’axe des
y c’est le parameétre 5. L’axe z c’est la fonction objective en échelle logarith-
mique aprés leb évaluations. g = 1, Npt = 50.
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3.5 AlgoAppBis : Variante d’AlgoApp

3.5.1 Définition

L’algorithme AlgoAppBis est défini de maniére analogue & 1’algorithme
AlgoApp (section 3.4), a la différence prés que c’est un algorithme de type
SA-ES non-isotrope qui est appelé pour 'optimisation du modéle f en lieu
et place de 'algorithme L-BFGS-B. De plus, ’adaptation du domaine ne se
fait plus avec la loi a-3. On prend comme domaine le plus petit hypercube
qui contient la population et les enfants a la génération courante.

Quatres questions supplémentaires se posent alors :

1. Comment initialiser la population (et les écart-types associés) de 'al-
gorithme SA-ES qui optimise le modéle appris ?

2. Comment régler les conditions d’arréts de 1’algorithme SA-ES?

3. Quels sont les points qu’il est nécessaire d’évaluer avec la vraie fonction
objectif ?

4. Dans AlgoApp nous avons adapté les hyper-paramétres du modéle avec
le critére (CO). Le modéle optimal selon (CO) est-t-il toujours optimal
pour la recherche globale avec SA-ES? Comment régle-t-on les para-
meétres 7

Il a finalement été décidé d’utiliser la population finale de 1’algorithme
SA-ES ayant servi & optimiser fk,l comme population initiale pour I'optimi-
sation de fk — aprés réévaluation par fk bien entendu — avec les valeurs de o;
associées. Aprés quelques tests préalable, nous avons décidé de choisir 10 gé-
nérations a chaque phase d’optimisation avec SA-ES. La population initiale
pour 'optimisation de fo est, elle, tirée au hasard dans B(x, &), les o; étant
pris, comme recommandé par Schwefel, égaux a 0.3 * &¢.

3.5.2 Les paramétres de régularité

Le remplacement de L-BFGS-B par un SA-ES pour 'optimisation de f
n’entraine ainsi pas de paramétre supplémentaire, et est susceptible d’appor-
ter un élément de recherche plus globale lors de I'optimisation du modéle
appris.

Cependant, les tendances constatées sur ’algorithme AlgoApp ont rapi-
dement semblées respectée pour AlgoAppBis, et nous ne présenterons pas
tous les résultats en détail ici.

Le seul point remarquable concerne le choix des paramétres de la partie
apprentissage. En effet rien ne garantissait que le modele défini a travers les
paramétres optimaux du critére (CO) soit adapté pour une recherche globale
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avec SA-ES. Nous avons toujours l'instabilité dans la convergence sur la
sphére par rapport au critére (CE) et une certaine stabilité par rapport au

critére (CO).

Fitness
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F1G. 3.7 — Influence sur la convergence, du nombre d’évaluation maximal du
critére (CX) dans le cas d’une initialisation dynamique de la population dans

le sous-ES
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3.6 Conclusion

Nous terminons ce chapitre par une comparaison globale de tous les al-
gorithmes que nous avons définis et étudiés. La figure 3.6 montre les per-
formances médianes de ces quatre algorithmes, utilisant chacun les valeurs
des paramétres considérées comme donnant les meilleurs résultats sur la foi
des études expérimentales présentées plus haut. Le grand vainqueur de cette
comparaison est sans conteste ’algorithme AlgoApp.

r Sphere(dim=100), 7 r Griewank(dim=100) 1
E —— Algorithme aléatoire : Algo0 3 k —— Algorithme aléatoire : Algo0 —
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FiG. 3.8 — Comparaison des différents algorithmes itératifs considérés dans
le chapitre 4. Chaque courbe représente la médiane sur 10 lancements. Dans
le cas du gradient on initialise EpsO = 0.1 pour inhiber la recherche linéaire.

Faisons maintenant quelques commentaires résumant les contributions de

ce chapitre :

— L’approche itérative de 'apprentissage est validée. En effet I'amélio-
ration apportée dans la convergence locale par rapport a 'algorithme
aléatoire est significative. De plus, par rapport a l'algorithme déter-
ministe, ’apprentissage permet une recherche plus globale en évitant
quelques-uns des minima locaux.

— La méthode SVM semble la seule apte a travailler en grandes dimen-
sions. Nous continuerons a étudier le Krigeage pour les petites dimen-
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sions, mais nous concentrerons sur la méthode SVM dans le prochain
chapitre.

Le choix des paramétres des méthodes d’apprentissage dynamique per-
met d’améliorer la convergence. En effet, ceci a permis d’utiliser le
critére CO tout en diminuant son coit, qui est essentiellement di a
une régression et une évaluation de la (vraie) fonction objectif.

Point négatif : si les paramétres des mutations gaussienne de ’algo-
rithme ES utilisé pour optimiser le critére (CO) et déterminer les para-
metres de ’apprentissage convergent vers zéro alors 'adaptation dyna-
mique de ces paramétres devient problématique. Il faudrait sans doute
changer la borne inférieure de ces paramétres.

Le choix du domaine d’approximation, qui est défini a travers le pa-
rameétre €, est crucial, et semble directement lié¢ & la difficulté de la
fonction. La double loi de mise & jour de € au travers des paramétres «
et B nous semble & méme de capturer les différents types de paysages
a condition de prendre 8 > 2, et « assez petit.

Dans le cas de la Sphére nous relevons un probléme numérique dans la
convergence locale. Il est visible dans le premier algorithme itératif et
I’est un peu moins dans la variante. Cela suggére que le probléme est
d’ordre numérique. Il est probable que le probléme pourra étre éviter
avec des normalisations adéquates !

La variante AlgoAppBis évite les problémes numérique rencontrer sur la
sphére avec AlgoApp. En effet dans la partie optimisation du modéle le
fait de choisir 10 générations uniquement ammeéne & éviter les minimas
locaux artificiels en optimisant partiellement la fonction modéle. Sur
les autres fonctions AlgoAppBis ne parvient pas a atteindre des bonnes
précisions et est dépassée de maniére consistante par AlgoApp. Cela
provient peut-étre du fait que les enfants générés au sein de I’algorithme
SA-ES qui optimise f le sont par des mutations gaussiennes d’écart-
type o; auto-adaptatifs qui ne prennent en particulier pas directement
en compte la régularité constatée de la fonction objectif (au contraire
du mécanisme d’adaptation de ). Ainsi la convergence de ¢ suit la
convergence des 0; qui convergent rapidement vers zéro, entrainant une
convergence prématurée dans la plupart des cas.

D’aprés les résultats du chapitre précédent, il semble clair que le nombre
de points Npt & une influence. Cependant, au sein d’un algorithme ité-
ratif, un trop grand nombre de point pourrait vite devenir trés cotiteux
par rapport au gain espéré. Comment évaluer le gain apporté ? Le cha-
pitre suivant aura pour but de répondre a ces questions.

L’algorithme itératif utilisant I’apprentissage AlgoApp pourrait étre vu
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comme une hybridation de ’apprentissage avec 'algorithme aléatoire Al-
goAlea. Cependant, ce dernier n’est pas “suffisamment global” pour que cette
hybridation permette d’obtenir des résultats intéressants. Et méme la conver-
gence locale pourrait étre améliorée. Ce sont ces deux points qui nous ont
motivés pour hybrider I'apprentissage avec un algorithme réellement global
qui soit de plus muni de bonnes propriétés de convergence local, tel ’algo-
rithme ES. L’hybridation s’effectuera a travers un opérateur qu’on appellera
SDM et qui sera présenté dans le chapitre suivant. Nous présenterons une
autre approche qui est MAES que nous ’adaptons a la méthode SVM et
dans le cas des fonctions & grande dimension.
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Chapitre 4

Surrogate Deterministic

Mutation(SDM) &
Metamodel-Assisted Evolution
Strategies(MAES)

4.1 Introduction

Nous avons observé dans le chapitre précédent que 1’approche itérative
de 'apprentissage (AlgoApp) accélére la convergence locale dans le cas d’une
fonction convexe (comme la sphére) par rapport a l’algorithme ES.

Mais AlgoApp a un comportement principalement déterministe. Or, la
convergence dans le cas des fonctions multimodales n’est pas toujours assurée
avec les algorithmes déterministes. Dans ces cas, ES, bien qu’il converge
lentement localement, posséde un avantage par rapport a AlgoApp grace a
ses propriétés globales.

D’ou I’idée d’hybrider de pousser plus loin I’hybridation en hybridant I’ap-
prentissage avec les Stratégies d’Evolution : profiter des propriétés constatées
sur AlgoApp pour la convergence locale et de celles de ES pour la recherche
globale. Pour cela, nous allons introduire un opérateur de mutation que 1’on
va appeler SDM (pour Surrogate Deterministic Mutation). Chaque mutation
correspondra a une itération élémentaire de I’algorithme AlgoApp. Contraire-
ment & AlgoApp qui lui est caractérisé par la densité de probabilité uniforme
dans un rayon ¢ adaptatif, le choix des points de SDM est effectué selon une
densité de probabilité plus complexe, en particulier, le paramétre ¢ devient
propre a l'opérateur SDM et la mise & jour s’effectue & chaque mutation.
Mais I’adaptation garde le méme esprit que dans AlgoApp.

125
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Plusieurs points nécessiteront notre attention :

1. Avec quelle probabilité, et sur quel(s) individu(s) devons nous appliquer
I’opérateur de mutation SDM ?

2. Dans I’algorithme itératif du chapitre précédent, les points étaient tirées
uniformément dans le domaine D, centrés autour de 'itéré courant et
de rayon . Dans SDM, les points sont tirés autant que possible selon
la loi de probabilité gaussienne utilisée au sein de ES. 1l faudra vérifier
que les régles d’adaptation du domaine de recherche local au travers
des paramétres « et 3 sont encore valables.

3. Si nous décidons de rechercher localement & travers I'opérateur de mu-
tation, nous devons alors envisager d’avoir a créer dans certains cas de
nouveaux points pour améliorer ’apprentissage localement. Comment
tirer ces points?

4. L’hybridation se fera avec un ES isotopique. Quelle valeur donner au
o de l'individu trouvé par apprentissage ? Quelle stratégie adopterons-
nous avec le muté ? Devons-nous 1’ajouter a la population ou le substi-
tuer au meilleur muté ?

5. L’application de 'opérateur SDM ne garantit pas de trouver un indi-
vidu meilleur a chaque essai de mutation. L’amélioration effectuée dans
une recherche locale peut aussi devenir insignifiante. Sachant que I’ap-
plication de l'opérateur SDM exige des évaluations supplémentaires,
nous devons poser une condition d’arrét a I’application de ’opérateur
SDM localement, et, plus généralement, décider d’une réinitialisassions
de Popérateur. Quelle stratégie choisir pour réinitialiser et/ou arréter
I’opérateur ?

6. A Darrét de 'opérateur, ’algorithme redevient un algorithme ES clas-
sique, “initialis¢” avec la population finale trouvée par 1’algorithme hy-
bride ES-SDM. Que doit vérifier cette population pour continuer la
recherche efficacement ?

L’approche choisie dans ’hybridation de SDM avec ES correspond aussi
a une approche proche de celle dite des "Informed Operators" (voir le cha-
pitre 2). Nous validerons notre approche par une comparaison avec une autre
approche, MAES (voir également le chapitre 2).
L’approche MAES [40], consiste a remplacer complétement la fonction ob-
jectif f par un modéle f appris a ’aide de la méthode de Krigeage, sauf
pour un certain nombre de points par génération, choisis selon le critére de
la fonction de mérite. La méthode MAES entre dans le cadre du “controle par
évaluations” (voir chapitre 2 section 1.6.3). Pour compléter notre approche,
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nous envisagerons enfin une approche dynamique, basé sur le “Controle par
Générations” (voir chapitre 2, section 1.6.3).

Mais quelle que soit la méthode utilisée, nous devrons faire face a des
problémes numériques lors de ’application de la méthode d’apprentissage
choisie. Ce sera surtout vrai pour le méthode de Krigeage, qui est au départ
une méthode d’interpolation et non d’approximation. Les points d’appren-
tissage peuvent, dans certains cas, se retrouver confinés dans une petite ré-
gion de l’espace de recherche. Ceci peut alors poser des problémes lors de
'inversion (ou la pseudo-inversion) de la matrice de covariance, qui prend
en compte les distances relatives. Ces matrices non inversibles, ou trés mal
conditionnées, peuvent mener & des résultats instables, non convergents. Ce
probléme apparaitra surtout avec la méthode de Krigeage. Un autre avantage
de la méthode SVM est la possibilité d’obtenir, & I'aide d’un choix raisonné
des paramétres de la méthode, des “modéles intermédiaires”(c’est-a-dire ne
passant pas forcément par les points d’apprentissage).

Le chapitre est organisé de la sorte : En premier lieu, nous décrirons en
détail 'opérateur SDM et nous discuterons des problématiques de ’hybrida-
tion avec ES. Ensuite, nous exposerons en détail MAES, et nous proposons
une fonction meérite dans le cas de la méthode d’approximation SVM (seul
le Krigeage a été envisagé sous cet aspect dans la littérature). Nous compa-
rerons enfin les différentes approches sur les quatre types de problémes test
que nous avons déja utilisé jusqu’a présent : Sphére, Griewank, Ellipse et
GriewankE.
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4.2 Surrogate Deterministic Mutation (SDM)

L’opérateur de mutation SDM agit au sein d’un algorithme ES classique,
et est basé sur une méthode d’apprentissage combinée avec une méthode d’op-
timisation classique, dans la lignée de ce qui a été proposé au chapitre 4 pour
définir I’algorithme AlgoApp. La méthode d’apprentissage utilisée, SVM ou
Krigeage, va exploiter des points déja évalués avec la “vraie” fonction objectif.

4.2.1 L’algorithme

On dispose donc d’un algorithme de type Stratégie d’Evolution auto-
adaptative isotrope, c’est-a-dire dans lequel chaque individu a un paramétre
de mutation qui lui est propre noté o. La matrice de covariance de la mutation
est alors o1, (voir chapitre 2 section 1.4).

Initialisation

L’archive Ay de points déja évalués est initialisée avec I’ensemble de la
population. On initialise les parameétres kg, et €.

L’opérateur de mutation

A la génération k, on applique I'opérateur SDM une fois, de la maniére
suivante :

1. Mettre a jour ¢ :

e = max(« * ex_1, B * di)

ou «, ( sont des paramétres, et oi dy = d(xk_1,xx) est la distance
euclidienne entre les meilleurs individus successifs de la population
lors des étapes précédentes de I'algorithme.

2. Soit x le meilleur individu de la population courante ;

3. Récupérer tous les individus déja évalués se trouvant dans une boule
de centre z et de rayon gy :

(«',2%,... a") = Ap () B(a, ex)

4. Compléter éventuellement par des points tirés uniformément dans B(xy, x)
jusqu’a disposer de Nptpoints dans cette boule. Evaluer les nouveaux
points a l'aide de la “vraie” fonction objectif :

o' = U[B(zx,ex)], i € [I + 1, Npt]
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5. Construire une approximation f de f a partir de ces Npt pointsz!, ...,z
Les paramétres de I'algorithme d’apprentissage sont optimisés suivant
la procédure mise au point et discutée au chapitre 4.

6. Soit yy, 'optimum de f dans B(zy, £x) (obtenu par la méthode L-BFGS-
B).

7. g1 = ArgMazx{f(zy), f(yx)} est 'enfant résultat de la mutation
SDM.

Npt

Par rapport a I’algorithme AlgoApp, les étapes ci-dessus présentent quelques

différences, dues a la présence de ’algorithme ES sous-jacent, qui appellent
quelques commentaires :

— Le choix de n’appliquer I'opérateur SDM qu’une fois par génération, et
au meilleur individu de la population uniquement peut sembler arbi-
traire, et pourrait nuire au bon déroulement de la recherche globale en
cas de début de convergence dans un optimum local. Mais nous verrons
que les parameétres de 1’algorithme peuvent étre ajustés pour minimiser
ce risque;

— La mise a jour de ¢ se fait de maniére analogue a 1’étape correspon-
dante de AlgoApp, mais elle met en jeu maintenant la distance “par-
courue” par ’algorithme complet lors de sa derniére itération, et non
plus simplement le gain apporté par le couplage apprentissage — op-
timisation déterministe. C’est le retour d’information de 1’algorithme
global vers SDM ;

— Dans AlgoApp, tous les points nécessaires étaient générés uniformément
dans B(zg, k). Ici, les points déja évalués vont étre autant que faire
se peut utilisés afin de minimiser le nombre total d’évaluations de la
“vraie” fonction objectif.

Reprise de ’algorithme ES

Avant que I'algorithme ES n’effectue une nouvelle itération, le point &,
doit étre remis dans la population courante s’il est différent du parent z;.
Deux stratégies vont étre étudiées :

— SDM-Plus, dans laquelle Z;,; est ajouté a la population courante;

— SDM-Comma dans laquelle 2,1 remplace le parent xy.

Lorsque Zr.1 est réintroduit dans la population (et quelle que soit la
stratégie de remplacement retenue), il faut lui donner un écart-type propre
or (VES utilisé est un ES isotrope). Il a été choisi de prendre un écart-
type proportionnel & ¢, afin d’avoir un retour d’information de SDM vers
I’algorithme complet, contrepartie de 'utilisation de la distance entre deux
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meilleurs successifs de 1’algorithme complet dans 'ajustement de . Ainsi
nous choisirons

(41) O = kstdglc

Nous étudierons dans la section suivante I’influence de kg4 sur les perfor-
mances de l'algorithme complet.

Paramétres de SDM

Les paramétres mis en jeu par 'opérateur SDM décrit ci-dessus com-
prennent les paramétres analogues a ceux de AlgoApp plus les paramétres
spécifiques a ’hybridation de SDM avec ES :

Nptle nombre de points minimal dont il faut disposer pour lancer I’ap-

prentissage

0<a<letl< f:paramétres pour I'adaptation du domaine.

£o : Rayon initial du domaine de recherche pour choisir les points d’ap-

prentissage autour du meilleur individu ;

— kgq : facteur de proportionnalité entre 1’écart-type propre de 'enfant
résultant de la mutation et le paramétre € de SDM.

4.2.2 Influence des parameétres Npt, o et 3

Le chapitre 4 avait étudié en détail, dans des situations de plus en plus
proches de celle de SDM, l'influence des paramétres Npt(nombre de point
requis pour lancer I’apprentissage), « et 8 (qui réglent la mise a jour de la
taille du domaine de recherche local ¢).

Il était & prévoir que I'influence de Nptdans le cadre de SDM serait iden-
tique & ce qui a été constaté dans le cadre de I'algorithme AlgoApp (voir
section 3.4), et c’est effectivement le cas : un nombre de points de 50 semble
tout a fait satisfaisant,du moins jusqu’a la dimension 100.

Il s’est avéré également que le réglage optimal des paramétres a et
pour SDM est comparable a celui mis au point sur AlgoApp, et ce malgré la
différence de mode d’échantillonage. Cependant, ’examen des figures 4.2.3 ,
4.2.3, 4.2.3, 4.2.3 discutée dans la section suivante, permet de proposer une
premiére explication : de fait, ['utilisation de SDM entraine un échantillon-
nage supplémentaire de points autour de z, lorsque I'archive des points déja
évalués ne contient pas suffisamment de points dans B(xzy, <) — et ces points
sont tirés uniformément dans B(xy, ). D’autre part, en grande dimensions,
la loi des grands nombres fait que les distances moyennes entre un parent et
son enfant par mutation gaussienne et par mutation uniforme ne sont pas trés
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différentes, ce qui expliquerait également qu’on retrouve les mémes résultats
concernant 'influence de « et 8 dans SDM et dans AlgoApp.

Quoi qu’il en soit, nous ne présenterons pas ici les résultats détaillés de
I’influence des trois paramétres, renvoyant aux section 3.4 du chapitre 4.

4.2.3 Interaction SDM-ES — Influence du paramétre kg,
Discussion

L’interaction entre SDM et ES s’effectue d’une part a travers le paramétre
ks, qui détermine le paramétre o de ’enfant résultant de la mutation, et
d’autre part par la rétroaction de I'algorithme ES sur ¢, lorsqu’un nouveau
meilleur individu a été trouvé par une mutation gaussienne et non par SDM,
au travers des paramétres « et 3. Cette section va se concentrer sur I'influence
de kstd-

ksiq a un effet direct sur I’aspect local ou global de la recherche : le pas de la
mutation du nouveau meilleur individu de la population étant proportionnel
a kgq (équation (4.1)), de petites valeurs de kg4 intensifient la recherche
locale autour du meilleur individu alors que de grandes valeurs diversifient la
recherche, augmentant son coté exploratoire. On serait tenté d’ajuster kg en
fonction du caractére multimodal de la fonction objectif — mais ce caractére
est généralement inconnu.

Remarquons d’autre part que I’équation (4.1) rend de fait o} proportion-
nel & dj_; et que par conséquent ’ajustement du pas o peut étre considéré ici
comme adaptative et non plus auto-adaptative : aprés un déplacement im-
portant, le pas de la mutation va immédiatement étre augmenté, et ce méme
sil s’agit d’une mutation chanceuse (i.e. de grande amplitude malgré un petit
o) : en ce sens, le mécanisme SDM se rapproche du mécanisme originale de
CMA-ES (voir section 1.4.2) qui remplagait la mise & jour stochastique du o
par une mise a jour déterministe.

Une autre remarque concerne la différence entre les remplacements SDM-
Plus et SDM-Comma. En effet, dans le cas de SDM-Plus, I'enfant SDM est
ajouté a la population, risquant d’accélérer une convergence éventuellement
prématurée.

Notons enfin que, comme pour les ES, 'application de 'opérateur de
croisement sur les parameétres de mutation est nécessaire afin de re-mélanger
les valeurs des ¢ dans toute la population et d’éviter que ces valeurs ne
diminuent trop rapidement, aprés une mutation chanceuse par exemple.
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Etude expérimentale

Tous les résultats présentés dans la fin de ce chapitre ont utilisé une
(7+49)ES isotrope au sein de laquelle SDM était implémenté. Comme dans
les chapitres précédents, nous étudierons la convergence sur les quatre fonc-
tions Sphére, Griewank, Ellipse et GriewankE.

Les premiéres courbes présentées (figures 4.2.3, 4.2.3, 4.2.3 et 4.2.3) concer-
nent un essai représentatif du comportement de I'algorithme SDM complet
et ont pour but d’étudier en détail le gain apporté par SDM (quand est-ce
que c’est la mutation SDM qui génére le meilleur individu) et le sur-cout
nécessaire a I’obtention de ce gain. Sont tracés, en fonction du nombre d’éva-
luations de la fonction objectif (incluant, bien entendu, les évaluations sup-
plémentaires nécessaires a 1’application de SDM) :

— dFsqm : La variation de la fonction objectif entre le parent SDM et

I’optimum du modéle calculé de maniére déterministe ;

— dFg, : La variation de la fonction objectif due aux opérateurs de varia-
tions standard de 'ES (mutations gaussiennes et opérateurs de croise-
ments) ;

— dFEvalspy : Le nombre d’évaluations supplémentaires du fait de 1’uti-
lisation de 'opérateur SDM, que ce soit dans les cas ot ’apprentissage
ne disposait pas des Nptpoints nécessaires, ou lors du calibrage de la
méthode d’apprentissage ;

— Fitness : La performance globale, telle que la voit 1'utilisateur.

Dans le cas de la fonction sphére 4.2.3, nous observons deux phases,
indépendamment de la stratégie SDM-Plus ou SDM-Comma. La premiére
phase correspond & I'amélioration due a SDM, qui est alors trés proche de
lalgorithme AlgoApp (section 3.4). La deuxiéme phase correspond au ra-
lentissement de la convergence de SDM - les mutations gaussiennes de ES
prennent alors le relais et e sont elles qui améliorent la performance. Notons
que dans le cas de SDM-Plus, pour des grandes valeurs de kg4 (de ordre de
1.0, nous observons des détérioration de la convergence de la deuxiéme phase.
En effet, dans le cas de la sphére, une recherche purement locale suffit. Nous
pouvons relever de plus que, dans le cas de SDM-Plus, nous assistons a un
gel total de la population. En effet I’amélioration avec I'opérateur SDM-Plus
est due a I’évaluation, en dehors de I'algorithme et de maniére systématique,
le méme nombre d’individu (dEvalspy). Dans ce cas, 1’algorithme SDM est
trés proche de I'algorithme AlgoDet (section 3.3). Dans la deuxiéme phase
nous remarquons que dans la plupart des cas, le nombre dEvalgspys fluctue,
renforcant I'idée de la participation des mutations gaussiennes a la conver-
gence locale.
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Le cas de la fonction Griewank 4.2.3 montre que les mutations gaus-
siennes sont actives pour kg g = 0.1. Il faut avoir a 'esprit que cette fonction
a un comportement global quadratique. La recherche globale par ES est alors
en fait peu utile. Ainsi en augmentant les valeurs des ¢, nous n’améliorons
pas pour autant la convergence. Comme dans le cas de la sphére, les grandes
valeurs de kg g diminuent ’activité de ES. Les individus évalués provenant
des mutations gaussiennes ne participent pas beaucoup dans |’élaboration
de l'opérateur SDM qui lui s’applique sur les individus localisés autour du
meilleur. Dans le cas SDM-Comma, I'interaction ES finit par rattraper SDM
et la convergence sera portée principalement par les mutations ES. On ob-
serve bien les deux phases pour 'opérateur SDM. La premiére phase SDM
est plus rapide que les mutations ES : les individus utilisés sont principale-
ment évalués en dehors de ES. Lors de la deuxiéme phase, les mutations ES
“rattrapent” le meilleur et contribuent au résultat final.

Dans le cas de la fonction Ellipse 4.2.3, la mutation ES isotrope utilisée
(matrice de covariance ol,;) n’est pas adaptée aux cas des fonctions forte-
ment elliptiques. Ainsi la valeur de £ est amenée & s’aligner sur la petite
valeur propre. Les sauts observés a chaque amélioration par les mutations
ES viennent en fait des ré-initialisations du paramétre . Il faudrait peut-
étre songer & utiliser un algorithme ES non-isotrope — la difficulté est alors
dans la mise & jour des variables o de I'individu créé par SDM ...

Le méme probléme se retrouve dans le cas de la fonction GriewankE
4.2.3. On constate pour cette fonction que les grandes valeurs de kg4 qui
vont augmenter les ¢ dans I’ensemble de la population ne sont pas efficaces
pour la recherche de ’optimum global. Si on compare la convergence par rap-
port a celle d’'un algorithme ES pur, ou celle d’AlgoApp, nous remarquons
que I’hybridation ne stagne pas. En effet le paramétre £ est un indicateur
de la convergence de SDM. Si ¢ tend vers zéro, alors SDM devient inac-
tive et comme les mutations ES n’améliorent pas non plus la performance,
I’algorithme s’arréte. Ici, par contre, le paramétre ¢ diminue moins vite, et
ce grace aux déplacements de 'optimum dus aux mutation gaussiennes stan-
dards Nous verrons dans le paragraphe suivant plus en détails la modification
apportée a la relation de récurrence de la mise & jour de ¢, qui crée un dyna-
misme évitant les convergences prématurés.

4.2.4 Un algorithme dynamique

Les paramétres de SDM sont dynamiques, c’est-a-dire que leurs valeurs
sont héritées puis modifiées d’une itération a I’autre. Ceci permet, au travers
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de ces parameétres, de controler le compromis exploration-exploitation, et de
tenter d’éviter aussi les convergences prématurées.

Paramétre de régularité : Comme dans AlgoApp nous avons opté pour
le critére objectif (CO) pour la recherche des paramétres adéquats (section
3.4). Les paramétres de la régularité de ’algorithme d’apprentissage sont
hérités d’une itération a 'autre. En fait, ce ne sont pas directement les pa-
rameétres qui sont hérités, mais leur recherche qui s’effectue a partir de la
population finale trouvée dans la recherche précédente, au moyen d’un al-
gorithme ES partiel. A travers ’héritage de la population d’une itération a
I’autre nous différons ’optimisation des parameétres de régularité sur plusieurs
génération! Cet héritage est bien stir d’autant plus justifié que la régularité
de la fonction objectif est relativement stable (d’une génération a la suivante).

Le domaine d’interpolation : le paramétre ¢ est adapté pour refléter
la difficulté & définir une approximation dans le domaine D, sachant que le
nombre de point est fixé & 'avance. Il s’adapte & travers les paramétres «
et 5. Une différence essentielle avec ’algorithme AlgoApp est que le dépla-
cement utilisé par SDM n’est pas forcément la distance entre le parent et
I’enfant généré par SDM puisque c’est la distance entre les deux meilleurs
successifs qui est utilisée. Ainsi, si les mutations ES trouvent un individu
meilleur que celui ajouté par SDM, alors la multiplication par 8 crée une
sorte de ré—initialisation de ’opérateur SDM, ce qui est tout a fait justifié du
fait que I'on a changé de région de ’espace de recherche, et que la régularité
de la fonction objectif peut avoir elle aussi changé.

Vers un k,; dynamique? : Comme nous I’avons vu plus haut, 'in-
teraction SDM — ES s’effectue aussi & travers le paramétre kgy. Au vi des
résultats précédents, on est tenté de définir une loi dynamique pour kg

Il est courant de mettre en relation I’écart-type A de la population cou-
rante avec un paramétre controlant I’exploration. Par exemple on pourrait
procéder ainsi : si A est "petit" alors on choisit un kg4 "grand" sinon on
choisit un kg4 "petit". Des contraintes de temps nous ont empéché de tester
ces idées, et dans la suite de I’étude, nous ne considérerons que le cas kgy
constant.

Les tests d’arrét de SDM : L’application de la mutation SDM peut
quelquefois s’avérer chére, sans amélioration notable de la performance. Il est
donc judicieux d’arréter SDM assez tot sans pour autant arréter 1’algorithme
ES. Nous pouvons imaginer plusieurs modes d’arrét de 'opérateur SDM :

— Un seuil sur la valeur de € pourrait constituer une condition d’arrét.
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C’est d’ailleurs cette condition d’arrét qui est utilisée dans 1’algorithme
AlgoApp.

— Nous pouvons aussi considérer un seuil sur la valeur de f. Observons la
figure 4.2.4. Nous remarquons que l'arrét brutal de la mutation SDM
peut provoquer des convergences prématurées. En effet dans la conver-
gence locale, si SDM s’arréte avec des o encore élevés dans la popula-
tion, alors ES nécessite un certain temps de relaxation et d’adaptation
pour continuer seul efficacement. Nous remarquons par la méme oc-
casion, que dans la stratégie SdmPlus la saturation est plus affectée
que dans le cas de SdAmComma. Dans le cas de la fonction GriewankE
I’arrét est systématique. Cela conforte I'idée qu’un ES pur n’est pas
I’algorithme le plus adapté a la situation.

— Le dernier test d’arrét que nous envisagerons est un test adaptatif,
dynamique, basé sur I'observation de I’évolution de la performance. Il
prend en compte la nature de I’hybridation. En effet, revenons aux deux
algorithmes qui sont ici hybridés, I’ES isotrope et AlgoApp. Si oublions
un instant les interactions entre ces deux algorithmes, nous pouvons
comparer leurs performance respectives. Nous définissons pour cela les
rapports suivants :

Afspm _ Afgs
N~ O PES =
Angpum

PSDM =

Af représente I’amélioration de la performance effectuée en évaluant
An points de la fonction objectif.

Ces taux varient bien stir beaucoup d’une génération a l'autre, et nous
les lissons sur plusieurs générations (toutes les 5 générations dans nos
expériences). Nous décidons alors 'arrét de SDM dés que la condition
PEs > pspm est vérifiée. Si nous observons maintenant la figure 4.2.4,
nous remarquons que I'influence du paramétre k 4y dans le cadre d’un
arrét dynamique a diminué par rapport & un arrét brutal, pour les
fonctions de tests choisis & 'exception de la fonction sphére avec la
stratégie SdmPlus! Cela ne doit pas nous conduire & minimiser pour
autant I'influence du parameétre kg4, mais cela met en relief ’'utilité
d’un critére d’arrét de SDM adapté a la situation courante.
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4.3 Metamodel Assisted Evolution Strategies

Dans cette section, nous allons comparer notre approche SDM avec une
autre utilisation de I'apprentissage au sein des algorithmes évolutionnaires
proposée initialement par A. J. Keane au sein d’'un AG classique dans [30]
et repris par Yaochu Jin [35] au sein d’'un CMA-ES et finalement elle sera
hybridée avec 'approche de la fonction de mérite (voir section 1.6.1) avec
Thomas Béck dans [40] au sein d’un algorithme ES(voir section 1.6.3). Ce-
pendant, I’outil d’approximation utilisé était dans ces travaux soit les réseaux
de neurones soit le Krigeage et soit la régression quadratique, qui tous les
trois posent des problémes en grandes dimensions. Nous allons donc tout
d’abord proposer et implémenter la méthode MAES basée sur 'utilisation
de SVM comme technique d’apprentissage.

4.3.1 Construction de MAES
Le principe

La MAES est une approche dynamique de ’hybridation avec une mé-
thode d’approximation (voir I’état de I’art, chapitre : 1).
Il s’agit, aprés avoir appris une fonction f approchant la fonction objectif,
de minimiser au sein d’un algorithme ES standard la fonction suivante :

f(@) f(z) six vérifient un critére S

r)=4 " )
f(z) sinon

Les points vérifiant le critére S sont les npteval meilleurs points selon

la fonction de mérite utilisée dans la méthode de Krigeage, npteval étant le
nombre maximal de points a évaluer avec la fonction vraie objectif f.

(4.2) Sw(z) = f(z) — w\/ MSE(z)

En particulier, si on choisit w = 0, I’approche ci-dessus revient a évaluer
avec la vraie fonction objectif les npteval points les meilleurs selon le modéle

7.

L’algorithme

On dispose toujours d’un algorithme de type Stratégie d’Evolution auto-
adaptative isotrope, c’est-a-dire dans lequel chaque individu a un paramétre
de mutation qui lui est propre noté o. La matrice de covariance de la mutation
est alors oI, (voir chapitre 2 section 1.4).
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Initialisation

On tire au hasard Npt0 points dans tout le domaine de recherche et on
les évalue avec f. L’archive A, de points déja évalués est initialisée avec ces
Npt0. On définit avec les Npt meilleurs points une fonction approchée. On
initialise ES avec une population formée par les meilleurs parmi les Npt points
de ’ensemble d’apprentissage.

L’opérateur MAES
A la génération k, on applique 'opérateur MAES, de la maniére suivante :

1. On évalue npt points au maximum parmi les enfants avec la fonction
objectif f les autres sont évalués avec f. Les points a évaluer avec la
fonction f sont les npt meilleurs selon le critere S.

2. On stocke les points évalués dans Ai. Si le nombre total de points
évalués atteint Npt, on construit alors une approximation f de f a
partir de ces derniers Npt points évalués =, . .., 2VP!. Les paramétres de
I’algorithme d’apprentissage sont optimisés suivant la procédure mise
au point et discutée au chapitre 4.

3. La stratégie de remplacement est modifiée pour conserver un rapport
constant entre points évalués avec la fonction objectif f et points éva-
lués avec la fonction approchée f.

Remarques :

Le modeéle est mis & jour toutes les ngop générations. Les points évaluées
au cours de ces ngop, qui sont au nombre de Npt = ngop * npteval, serviront
a construire le nouveau modéle. L’utilisation d’un noyau gaussien dans le cas
de SVM ou d’une fonction de corrélation dans le cas du Krigeage donne un
bon modeéle 1a ou la densité des points est élevée. Rappelons que les points
tirés par ES, évalués avec f et se trouvant isolés par rapport aux points d’ap-
prentissage ne servent a rien dans l'approximation de la fonction.

Le critére S est défini pour la méthode d’approximation Krigeage (fonc-
tion de meérite). Nous proposons dans la suite un critére pour la méthode
d’approximation SVM basé sur la méme idée.

4.3.2 Interaction Modéle - ES

L’interaction est évaluée a travers les paramétres des mutations gaus-
siennes des individus o;. Rappelons premiérement que ES-MAES converge
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si ces derniers tendent vers zéro. Deuxiémement, la lenteur des algorithmes
évolutionnaires en général est intimement liée & 'adaptation des paramétres
internes qui sont auto-adaptatifs : cette adaptation s’effectue en effet par
essais et erreurs. Nous retrouvons la problématique qui a donné naissance a
CMA-ES.

Dans l'algorithme MAES la convergence est elle aussi liée aux valeurs o;.
Or contrairement 8 SDM, ’hybridation dynamique MAES controle indirecte-
ment ces valeurs. En effet, les individus choisis pour remplacer la population
courante sont en partie seulement évalués avec la vraie fonction objectif, mais
en majorité avec la fonction modéle. Ainsi les paramétres o; sont principa-
lement hérités des tests sur la fonction modéle. Si le modéle comporte des
minima locaux artificiels alors les paramétres o; auront tendance a converger
vers zéro, et ce malgré 'opérateur de croisement qui a tendance a les unifor-
miser dans la population. C’est ce que nous avons remarqué de facon criante
sur la fonction Griewank par exemple.

Ces problémes sont similaire aux problémes rencontrés avec AlgoAppBis
(Section 3.5). En effet, AlgoAppBis, au lieu d’optimiser la fonction modéle
avec un algorithme déterministe, utilise un algorithme ES. A chaque mise
a jour du modéle, nous initialisons ES avec la population courante et les
parameétres o; hérités dans la précédente recherche.

Alors qu’avec SDM, nous avions un contréle direct sur les paramétres
o; & travers le paramétre kgy et donc sur l'exploration/exploitation alors
qu’avec MAES nous ne pouvons 'avoir que de maniére indirecte a travers
I’auto-adaptation de I’évolution sur le modéle. La solution pourrait étre de
considérer le critére S(La fonction meérite) avec un w dynamique. En effet,
I’adaptation du poids w permet d’optimiser sur un domaine plus ou moins
grand, équilibrant ainsi entre exploration et exploitation.

Le critére S

La méthode de Krigeage offre naturellement (et “gratuitement”) I’erreur
MSE en un point quelconque ce qui permet de I'utiliser comme critére de
choix des individus qu’il faudra réévaluer avec a vraie fonction objectif. Ainsi,
en optimisant la fonction avec la contrainte de rester dans la zone ou le mo-
déle est meilleur (en tant qu’approximation), les chances trouver un individu
meilleur qui soit aussi meilleur pour la fonction objectif sont accrues.

Dans le cas d’une corrélation gaussienne, la MSE est petite 1a ou la densité
de points est grande et si on s’éloigne des points d’apprentissage, la valeur
de MSE augmente. Cela suggére dans le cas de SVM avec noyau gaussien un
critére sous la forme suivante :
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SSVM(z) = f(z) — w * d(z, APP).

Avec d(xz, APP) la distance du point x aux points d’apprentissage.

Pour des w grands cela permettrait de choisir des points éloignés des
points d’apprentissage. Si le remplacement préserve ces individus dans la po-
pulation suivante, alors leurs o; (qui ont toutes les chances d’étre grands)
seront préservés et la convergence repoussée. Sinon, nous risquons de tomber
dans des minima locaux artificiels du modéle, et cela causerait la convergence
prématurée.

La diversité dans la population

L’hybridation dynamique est intéressante dans la mesure ou elle permet
d’adapter les paramétres internes de 1’algorithme évolutionnaire rapidement.

Il faut bien avoir & 'esprit que ’on mélange des individus évalués avec
la fonction objectif et des individus évalués avec la fonction modéle. Mais
rien ne garantit avec un opérateur de remplacement usuel que ’on garde des
individus évalués avec la fonction objectif!

Les auteurs de MAES n’ont pas prévus ce point. A. J. Keane ([30], et voir
section 1.6.3) reléve le probléme et propose un remplacement dynamique. Le
paramétre s de remplacement garantit la préservation d’individus évalués
selon la vraie fonction objectif.

Sachant que le nombre de points évalués est le méme a chaque généra-
tion, nous avons alors décidé de garder un rapport constant entre les deux
catégories (points évalués par le modeéle et par la vraie fonction) lors du
remplacement.

4.3.3 Le dynamisme de MAES

Comme dans SDM, l'algorithme MAES contient des paramétres dyna-
miques.

Parameétres de régularités

Rappelons que dans le cas de AlgoAppBis nous avons utilisé ’algorithme
déterministe pour définir le critére objectif (CO).

Nous procédons de la méme maniére avec MAES, en donnant simplement
rapidement les résultats avec les différents critéres.
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- CE:
De méme que AlgoAppBis défini dans le chapitre précédent, nous re-
marquons une instabilité par rapport au nombre d’évaluations du cri-
tére (CE).

- CO:
Le critére (CO) est plus stable. En effet I'optimisation déterministe du
modéle permet de trouver des paramétres avec peu d’oscillations. Nous
avons dans le cas de la sphére un résultat meilleur que SDM. C’est un
probléme numérique affectant la phase d’optimisation déterministe lors
de I’évaluation du critére CO.

- CV.:
Le critére (CV) est trop cher pour les tests mais pourrait devenir com-
pétitif dans le cas ou la fonction objectif est aussi extrémement chére.

- CG:
Le critére (CG) est défini pour la méthode d’approximation Krigeage.
Il donne de mauvais résultats au-dela de la dimension 30!

Le domaine d’interpolation

Dans le cas de SDM, le domaine d’interpolation est défini dans ’hyper-
cube de coté D, et centré autour du meilleur. Ici le domaine est implicitement
défini par ’ensemble des points d’apprentissage. Dans le cas de SDM, le do-
maine était adapté selon une loi déterministe et ’adaptation était liée au
résultat de la mutation SDM. Ici la contraction est implicitement controlée
par le paramétre w. Cela expliquerait 1'intérét d’une lois dynamique pour w.
Il faut donc mettre en relation w avec 'amélioration effectuée sur la fonction
objectif aprés optimisation du critére S.

Vers un w dynamique

Nous pourrons nous inspirer de la loi dynamique proposée par Christopher
M. Siefert [65] dans le cadre SAO.

Dans le cadre de EOA-dynamique, rappelons que si w est choisie grand
alors les meilleurs individus classés selon le critére S et qui seront évalués
avec la fonction objectif, sont parmi les enfants les plus éloigné des points
d’apprentissage. On est alors dans la phase exploration. A I'inverse si w est
choisi petit alors les points & évaluer avec la fonction objectif, seront choisis
parmi les individus proches des points d’apprentissage. On est alors dans la
phase exploitation.
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Un test d’arrét de MAES

Comme dans le cadre SDM, il est utile de considérer un test d’arrét pour
I’application de la méthode d’approximation. Ainsi le probléme redevient
statique sur la fonction objectif. Aucun auteur ayant travaillé sur MAES
n’ayant envisagé la questions, nous nous sommes inspirés des tests d’arrét
utilisés mis au point sur SDM, et les critéres suivants ont été envisageés :

— Un seuil sur la valeur du diamétre du domaine d’interpolation défini
par I’ensemble des points d’apprentissage. Cette condition d’arrét est
aussi utilisée dans ’algorithme AlgoAppBis.

— Un seuil sur f.

A noter que nous n’avons pas, comme dans le cas de SDM-ES, la possibi-
lité de comparer entre deux algorithmes. Un arrét dynamique doit se porter
uniquement sur I’amélioration de I’algorithme lui-méme et cela nous raméne
a un choix de seuil.
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4.4 Reésultats et Conclusions

4.4.1 Choix du modéle

Pour définir un modéle nous devons bien choisir les paramétres de ré-
gularité. Dans le cas de grande dimension supérieure a 30 les critéres de
généralisation du Krigeage ne se sont pas révélés satisfaisants.

Le critére objectif (CO), malgré son sur-coiit, nous apparait incontour-
nable, pour les deux méthodes SVM et Krigeage en grande dimension. Nous
avons alors testé I'idée d’étaler la recherche des paramétres tout au long de
Ioptimisation : on fait quelques itérations a chaque génération.

Enfin, la méthode SVM est moins contraignante que la méthode Krigeage
du fait qu’elle propose des modéles intermédiaires, c’est-a-dire obtenus sans
pousser complétement I'aspect approximation de la méthode : en effet notre
but est bien de trouver de bons candidats & "optimalité de la vraie fonction
objectif, et pas forcément de I’approcher.

Nous concluons que la méthode SVM est plus adaptée que la méthode de
Krigeage en grande dimension.

4.4.2 SDM et MAES

L’idée centrale est d’accélérer la convergence non seulement en proposant
des nouveaux points mais également en agissant sur les paramétres internes
de ’algorithme ES : les 0; des individus sont déterminés d'une maniére directe
dans le cas SDM, alors que dans le cas de MAES, "optimisation du modéle
avec ES les adapte comme d’habitude mais suivant le modéle, on peut parler
d’influence indirecte.

Un deuxiéme point important est de controler les convergences préma-
turées. On peut ainsi utiliser des techniques dynamiques d’optimisation qui
tendent vers une hybridation stable. La diversité entre individus évalués avec
le modele et ceux évalués avec la fonction objectif doit étre aussi controlée.
Dans le cas de SDM, le controle direct demande aussi une bonne adaptation
des paramétres controlant ’hybridation.

Comparaison expérimentale

Nous allons maintenant présenter des résultats expérimentaux qui por-
teront en quelque sorte la conclusion de cette thése. Nous allons comparer,
toujours sur les mémes fonctions test, et du point de vue purement pragma-
tique de la performance en fonction du nombre d’évaluations, les algorithmes
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SDM-ES, MAES avec comme critére soit la fonction modéle f (qui corres-
pond au cas w = 0), soit le critére SVM décrit dans la section précédente, et
enfin bien entendu ’algorithme ES de base. La figure 4.4.2 donne I’ensemble
des résultats.

Les résultats sur la fonction sphére montrent que la vitesse de convergence
est du méme ordre entre les deux approches SDM et MAES. Dans le cas de
Griewank nous remarquons que SDM est meilleur que MAES. Les différences
sont principalement dues & I’arrét dynamique de I'opérateur SDM.

Sur la fonction Ellipse, SDM l’emporte sur MAES grace & la relation
dynamique mettant & jour le paramétre de recherche ¢, le rayon du domaine
d’interpolation. En effet, comme nous 'avons déja discuté (section 4.2), cela
s’apparente & des ré-initialisations et des re—calibrages des parameétres o;
induites par €.

Finalement la différence sur la fonction GriewankE est flagrante cela vient
du déplacement de ES sans forcement améliorer la performance. Ce dyna-
misme crée une instabilité dans SDM (AlgpApp). Mais les deux algorithmes
ES et SDM travaillant ensemble permettent de faire converger ’ensemble.

4.4.3 Perspectives

Hybridation avec CMA

Nous nous sommes intéressés au cas sphérique et avons pointé du doigt
les problémes rencontrés sur des fonctions mal conditionnées. Cela ne couvre
pas, bien entendu I’ensemble des difficultés qu’on peut rencontrer dans les
cas de fonctions réelles.

Dans cette perspective, il est aujourd’hui assez naturel de s’intéresser a
'algorithme CMA-ES (voir [12], ou section 1.4.2). L’hybridation de CMA-
ES avec une méthode d’apprentissage parait au premier abord assez facile a
réaliser. En effet il devrait suffire de remplacer la matrice de covariance par
I'inverse de la matrice hessienne de la fonction modéle. Cependant, rappelons
que la fonction modéle, définie & travers les points exemples, est loin d’étre
locale, et en particulier les dérivés ne sont pas forcement bien approchées.

Yaochu Jin, Markus Olhofer et Berhard Sendhoff (2001)[35] ont utilisé une
approche dynamique avec CMA, exempte de tout calcul de la matrice Hes-
sienne. Cette optimisation avec "Contréle par évaluation" donne une vision
globale d'une fonction certes bruitée, mais ne s’éloignant pas de l'original,
bon candidat pour une hybridation dans un cadre similaire & celui de SDM.



4. SDM & MAES

150
. Sphere (dim=100) . Ellipse (dim=100)
10° k. (7+49MAES avec S(SVM) | - E (7+49MAES avec S(SVM) | §
rrrrrr (7+49)MAES avec S=f* ] woeee (T+H49)MAES avec S=f* ]
- - - (7+49)SDM 1 - - - (7+49)SDM
! --—- (T+49)ES 3 1051 —-—- (T+49)ES ]
107 7\‘\.\ B !
8 4
5] . 5]
[ 102 ‘\,\ 1 (i
10730 P
LHH\HH NP B R Ll 101a"‘\""\""\""\""\HH\HH\HH\HHMHm
1. 10" 3.10" 5.10" 110" 310" 5100 710" 910
Evaluations Evaluations
(a) (b)
r Griewank(dim=100) 1 200 GriewankE(dim=100)
o (7+49MAES avec S(SVM) [ ]
10° RS~ e (7+49)MAES avec S=f* - ]
r - - - (7+49)SDM q
--—- (T+49ES L ]
150 P n
10° - s .
i i R
,,,,,, 8 P
=] 100 L S 100f - E7+49;SDM avee b
iT iT --—- (T+49)ES
108 [ '\'\\_\ ] 50 |- 7
i Il i ]
107 O
110" 310" 5100 710" 910
Evaluations Evaluations

(c) (d)

FIG. 4.7 — Comparaison entre SDM, MAES(S = f), MAES(S = S5VM) et
ES en dimension 100. (a) Fonction Sphére, (b) Fonction Ellipse, (¢) Fonction
Griewank, (d) Fonction GriewankE
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Le dynamisme de MAES

De méme que ’on peut envisager ’adaptation dynamique du parameétre
ksta de SDM, on peut aussi envisager de modifier le poids w de la fonction de
mérite au cours de I’évolution. L’importance de ce paramétre rend & la fois
cette piste intéressante, mais peut-étre délicate.
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Chapitre 5

Probléme de calibration

Ce probléme m’a été soumis par la société I'TO33 spécialisée dans la
finance quantitative et développement de logiciels de pricing et de calibration.
Je remercie Elie Ayache et Philippe Henrotte qui m’ont ainsi donné 1’occasion
d’appliquer mes travaux a un probléme concret trés pointu.

5.1 Problématique du smile et marché incom-
plet

5.1.1 Modéle de Black-Scholes

Le formidable développement qu’ont connu les marchés de produits déri-
vés depuis environ trente ans n’aurait probablement pas été possible sans la
publication en 1973 de I'article de Black-Scholes présentant un modéle d’éva-
luation d’options. Pour un «call européeny, c.a.d. 'option d’achat d’un actif
risqué, par exemple une action, a une date future 7', I’équation (backward)
de Black-Scholes s’écrit :

ov 1 0%V ov

~0?S*—— +r(t)S== =r(t)V pour S >0,;T >t>0

1 —
G1) 5 T375 55 95

Dans cette équation :

— S est le «spot» sous-jacent, I'actif risqué.

— V est le prix de I'option a tout instant ¢ et pour tout spot S.

— o est la volatilité : plus elle est grande et plus c’est risqué! En fait,
I’équation de Black-Scholes peut étre dérivée de I'hypothése selon la-
quelle le sous-jacent risqué suit un processus de diffusion lognormal :

as

(5.2) & = n(t)dt + odW

153
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ou dW est un Brownien.
— r(t) est le taux d’intérét sans risque.
— T est la «<maturité» de ’option.
— On introduit aussi K le prix d’exercice de 'option qu’on appelle aussi
«strikey ;
Le spot d’aujourdui (& t = 0) vaut Sp. On cherche le prix de 'option d’achat
a la maturité ¢t = T de l'actif risqué au prix K. L’option (call) permet ainsi
a son acheteur de se garantir le cours d’achat d’un actif dans I’avenir, sans
pour autant qu’il s’engage & acheter ou a céder cet actif. Le vendeur d’une
telle option s’engage & vendre le sous-jacent au prix fixé, si 'acheteur de
I’option exerce son droit. Le prix a la maturité est évident : si 'actif vaut
plus que K, le possesseur de I'option exerce son droit d’achat a K et revend
immédiatement & S et gagne la différence S — K. Par contre, si le prix de
I’actif est inférieur & K, l'option n’a pas de valeur! La condition initiale
(finale) pour I'EDP est donc :

V(S,T) = max(S — K, 0)

La résolution de cette équation donne le prix de 'option 4 ¢ = 0 (aujourd’hui)
et pour le spot Sy d’aujourd’hui. Des solveurs numériques de cette équation,
qu’on appelle pricers, sont utilisés tous les jours par les traders.

5.1.2 Volatilité implicite et smile

Le modéle de Black-Scholes permet ainsi de calculer le prix d’un call
connaissant le prix du sous-jacent S, K le prix d’exercice de 'option, r le
taux d’intérét sans risque, o la volatilité, 7' la maturité et ¢ le temps écoulé
depuis ’émission. Tous les paramétres sont connus (K, 7T,t) ou observables
(S,r) sauf la volatilité qui doit étre estimée. Le modeéle de Black-Scholes
suppose une volatilité constante or cela n’est absolument pas le cas dans la
réalité.

A partir, des prix observées sur le marché dans le passé, on peut déduire
une premiére estimation de la volatilité & partit de ’équation différentielle
stochastique (5.2) : si S; est la prix de 'action a I'instant ¢, on pose R; la
variation de In .S, :

Rt = A]nSt = lnSt - lnSt_]_ = lni
St-1

Pour de petites variations, on a
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La volatilité d’une période élémentaire (en général quotidienne) est alors
I’écart type de cette valeur R;. En appelant p; la moyenne des n derniéres

valeurs de R; :
1 n
My = n kE_l Ry_p41

La volatilité historique est définie comme ’écart type des rendements du

sous-jacent :
n

o} = %Z(Rt — 1)
t=1
On peut estimer la volatilité d’une autre maniére en partant de I'EDP. 1l est
possible, connaissant le prix de marché du call de strike K et de maturité T
de déduire une valeur unique pour la volatilité o par inversion de la formule
de Black-Scholes. Cette valeur de volatilité est appelée volatilité implicite
et elle peut s’écarter notablement de la volatilité historique car elle est censé
refléter la volatilité future anticipée par le marché.

De plus, on peut calculer & partir des prix de calls de méme maturité, et
de prix d’exercice différents calculer les valeurs de la volatilité implicite. On
obtient une courbe convexe assez caractéristique que 1’on appelle le smile de
volatilité. En fait, on constate que la volatilité dépend aussi de la maturité!

w0l

e strike

FiG. 5.1 — Smile.

On trace ainsi des surfaces de volatilité (en K et T'). Ceci révéle une incon-
sistance du modéle de Black-Scholes (qui suppose une volatulité constante)
que les praticiens et les chercheurs académiques essaient de résoudre depuis
une quinzaine d’années. De multiples modéles de smile ont été développés,
par exemple les modéles se basant sur une volatilité locale : (S, t). Dans
ce cas, B. Dupire propose une formule explicite pour résoudre le probléme
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inverse qui permet de déduire la volatilité locale en partant des valeurs de
marché de la volatilité implicite (voir [145]). Dans la pratique, cette for-
mule comportant des dérivées secondes de la surface de volatilités implicites
n’est pas trés utiles : les valeurs de marché sont souvent incomplétes, et
I’'utilisateur est confronté & un probléme d’interpolation et d’extrapolation
puis de réglarisation de la surface de valatilités implicites. D’autre part, la
notion de volatilité locale n’est pas trés parlante ni intuitive pour le pra-
ticien. Enfin, cette approche ne rend pas bien compte du smile pour des
maturités longues. D’autres approches permettent de résoudre le probléme
en considérant la volatilité comme stochastique, ou bien en rajoutant des
sauts Poissoniens au processus de diffusion du sous-jacent de Black-Scholes
(voir Merton [147]). Dans tous ces modeéles de smile, on arrive & plus ou moins
bien bien calibrer le modéle, mais le probléme non-résolu reste la couverture
de risque lors de l'utilisation du modéle pour «pricer» un nouvel intrument
financier. Récemment, Philippe Henrotte a développé a ITO33, un nouveau
modéle de marché incomplet qui permet de décrire le smile et de donner une
couverture dynamoque du risque. Il s’agit trés grossiérement d’un modéle
comportant plusieurs régimes de sauts-diffusion avec sauts entre les régimes.
Nous renvoyons le lecteur intéressé a [143] et [146] ainsi que la page web
http://www.ito33.com/theory pour plus de détails.

5.2 Calibration

La calibration d’un tel modéle avec des données de marché est un pro-
bléme d’optimisation qui doit étre réguliement résolu. Il s’agit d’une part de
retrouver la meilleure solution possible et éventuellement en proposer plu-
sieurs au praticien. C’est souvent un probléme mal conditionné difficile a
résoudre.

La fonction & optimiser est la somme des carrés des différences entre les
prix constatés sur le marché et les prix fournis par le modéle au cours du
processus d’optimisation des paramétres du modeéle :

Etant donnés :

— un ensemble de maturités/strikes (7}, K;)ier,

— un ensemble de prix (V;);c; constatés sur le marché,
trouver un jeu de paramétres p € RY tel que la solution du modéle “collent
au mieux” aux prix V; pour les maturités/trikes (7}, K;).

On introduit la fonction coftit :

JIp) = wiV(T;, K;) = V;)?

el
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w; étant des poids positifs dépendants du degré de confiance dans les données.
On résout le probléme de minimisation :

inf J (p)
D

Nous avons testé nos méthodes hybrides SDM-ES et SDM-CMA sur un cas
avec 18 parametres.

5.3 Reésultats

L’algorithme SDM-ES est nettement meilleur qu'un ES pure. Sachant
qu’on pourrait facilement paralléliser SDM-ES nous pourrons sans aucun
doute concidérer que I'approche SDM-ES est plus prometteuse que d’utiliser
un algorithme deterministe tel L-BFGS-B!

— Probleme ITO j———r+13

— BFGS
---------- (7+49)Es :
----- (3+21)Es E
------ (3+21)SdmEs| 1

Fitness

_______

102 E Ll v v v ooy by oy by by ey oy s 1 g
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Evaluations

F1G. 5.2 — Comparaison entre ES isotropique, BEGS(le gradient = 2* éva-
luation) et SDM
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Discussion

Dans cette thése, nous avons étudié ’hybridation de méthodes d’approxi-
mation et d’optimisation déterministes avec des méthodes d’optimisation sto-
chastiques. Etant donnés des points (;) et des valeurs f(z;) (éventuellement
f'(;)) en entrée, I'algorithme déterministe commence par proposer une ap-
proximation f de la fonction f dans un domaine localisé autour des points
d’apprentissage, basée sur les méthodes SVM ou Krigeage, puis trouve le mi-
nimum de f . Cette procédure est utilisée comme mutation déterministe, que
nous avons baptise SDM (Surrogate Deterministic Mutation, au sein d’un
algorithme évolutionnaire comme les Stratégies d’Evolution (ES). On parle
d’un algorithme hybride SDM-ES.

Nous avons commencé par étudier 'opérateur SDM isolément, puis au
sein d’un algorithme itératif de base pour essayer de dégager quels sont les
propriétés importantes de la méthode d’approximation, et essayer des heuris-
tiques pour le choix des paramétres qui y interviennent. Lors de I’hybridation
avec les algorithmes évolutionnaires, 1’adaptation des paramétres se fait de
facon dynamique a partir de ces heuristiques.

Une premiére difficulté concernant ’hybridation est ’adaptation de la
taille du domaine d’approximation. Nous I'avons lié au déplacement effec-
tué dans la derniére mutation réussie et au rayon du domaine précédent (loi
a—f3). Cette approche est bien adaptée pour les fonctions bien-conditionnées.
Le déplacement aprés mutation refléte directement la difficulté dans ’appren-
tissage. La diminution imposée par la loi d’adaptation ajuste le domaine pour
améliorer la partie d’apprentissage. L’interaction avec ES se fait au niveau de
I’adaptation du paramétre de mutation de l'algorithme ES. Le choix d’une
ES isotropique avec un écart-type de I’ordre du rayon du domaine précédent
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a permis d’améliorer les résultats de ES. L’interaction ES-(modéle approché)
se fait ainsi premiérement par le choix des points générés avec les muta-
tions ES et deuxiémement en prenant en compte dans la loi d’adaptation
du domaine d’approximation le déplacement des itérés successifs d’une gé-
nération a 'autre. Ainsi si une mutation ES réussie avec un point loin de
la zone ou on applique ’apprentissage alors I’adaptation du domaine autour
du nouveau point s’apparente & une ré-initialisation du rayon du domaine
d’approximation.

La deuxiéme difficulté concerne la méthode d’approximation. Voulant tra-
vailler avec le minimum d’informations sur f, nous avons étudié des approxi-
mations globales (ne faisant pas appel au gradient). Voulant travailler en
grande dimension d’une part, et prendre en compte les points déja évalués
par ES d’autre part, nous avons supposé dés le départ que les points pouvaient
étre n’importe ou, ce qui élimine pas mal de méthodes d’approximation. Le
choix de méthodes a noyaux s’impose de lui-méme. La méthode SVM offre
plus de liberté que le Krigeage : en proposant une relaxation du probléme de
régression on peut éventuellement trouver un meilleur optimum. Le noyau
Gaussien s’est avéré beaucoup plus facile a utiliser que le noyau sigmoide.
On peut ensuite calibrer le modele, i.e. trouver de «bonsy» paramétres en
fonction de plusieurs critéres. Il est apparu que le meilleur critére est celui
qui permet la meilleure amélioration de la fonction objectif, mais il peut étre
coliteux a mettre au point. Pour diminuer le cotit de calibration du modéle,
il est important de savoir adapter les paramétres d’une itération a 'autre :
on cherche ainsi a «hériter» les bons paramétres de 1’étape précédente. Nous
effectuons de petits déplacements avec la mutation SDM et nous utilisons des
points déja évaluées et utilisés dans ’apprentissage précédent. Les paramétres
de régularités et les paramétres du noyau Gaussien hérités de la recherche
précédente ont permis d’améliorer considérablement la convergence. D’autre
part, les parameétres du noyau gaussien optimaux sont de ’ordre d’une valeur
heuristique (le nombre de sphere de rayon sigma qu’on peut placer dans un
cube unité), ce qui accélére 'étape de calibration. Cela a facilité considé-
rablement I'adaptation du modéle. La question reste ouverte pour le noyau
sigmoide. Les courbes statistique n’ont pas permis de dégager une loi heu-
ristique. Cela suggére que la distribution des points a une grande influence
sur le résultat. Les paramétres hérités n’ont pas permis d’amélioration la
recherche suivante.

Une des limites de notre approche c’est la difficulté & optimiser les fonc-
tions mal-conditionnées. La loi adaptation du domaine, si on cherche & appro-
cher la fonction dans un domaine carré, tend a diminuer dramatiquement le
rayon ! Et I’algorithme converge prématurément ou devient tres lent. D’autre
part, ’approximation avec un noyau isotrope, comme le noyau Gaussien,
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risque de ne pas de fonctionner, sauf avec petit rayon et beaucoup de points!
Dans ce cas, 'utilisation du noyau sigmoide peut étre intéressante. Une bonne
distribution des points d’apprentissage est également cruciale. Pour résoudre
ce probléme, nous nous sommes penchés sur 'algorithme CMA qui a des
performances supérieures aux algorithmes classiques comme ES dans le cas
des fonctions mal-conditionnées en dimension raisonnable. L’hybridation de
SDM avec CMA parait donc intéressante.

6.2 Vers un SDM non-isotrope

Toutes les méthodes proposées dans cette thése mettent en jeu des procé-
dures isotropes sur 'espace de recherche : les Stratégies d’Evolution utilisées
sont les ES isotropes standard, les noyaux gaussiens des SVM d’interpolation
ont une matrice de covariance identité, et les points additionnels éventuel-
lement tirés pour compléter ’ensemble d’apprentissage est fait de maniére
isotrope. Or, comme nous ’avons discuté dans la section précédente, dans
le cadre de fonctions mal conditionnées, cela peut nuire a la recherche de
I’optimum. C’est pourquoi nous proposons plusieurs pistes possibles pour de
futures recherches afin de pallier ces problémes.

Tout d’abord, nous exposons I’hybridation avec ’algorithme CMA-ES et
les problémes spécifiques posés — donnant des pistes pour leur résolution.

Ensuite, nous présentons la problématique du choix des paramétres du
noyau sigmoide, beaucoup plus délicat que celui des paramétres du noyau
Gaussien utilisé dans cette thése. En effet, le noyau sigmoide privilégie na-
turellement certaines directions : cela le rend certes plus difficile & régler,
comme l'ont montré les résultats du chapitre 3, mais cela peut justement
devenir un avantage dans le cas des fonctions mal conditionnées.

Enfin, nous discutons des différents méthodes de génération de points
supplémentaires, et proposons une méthode possible dans le cadre de I’hy-
bridation avec I’algorithme CMA-ES.

6.2.1 Hybridation CMA-ES

L’hybridation de la mutation SDM avec 'algorithme CMA-ES, qui est
en train de prendre le meilleur sur les Stratégies d’Evolution plus classiques
(voir section 1.4) semble prometteuse pour plusieurs raisons. La premiére est
évidemment les meilleures performances obtenues par CMA-ES par rapport a
ES. Mais dans la perspective particuliére de SDM, les premiers tests effectués
sur la fonction Rosenbrock en dimension 30 montrent l'intérét de cette ap-
proche. En effet le tirage des points d’apprentissage qui s’effectue a partir de
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la matrice de covariance calculée par I’algorithme CMA-ES semble améliorer
grandement la qualité du modéle obtenu, et, partant, le comportement global
de ’algorithme hybride. Plusieurs problémes spécifiques se posent dans cette
hybridation.

Adaptation de la matrice de covariance

Soient C = BB! la matrice de covariance de la méthode CMA-ES, B
étant la matrice de vecteurs propre de C, de valeurs propres (A;)ie[1,n)- Si M
est un point & muter avec SDM, et M’ e résultat de la mutation, alors MM
représente 0 Bz, et on a

B Bz = diag(\1..\,) z
et donc
1 1 1

diag(—...
5iag (s A

On réécrit alors les mises a jour avec les relations décrites dans 1.4.2.

) BT MM’

7z =

Expérimentalement nous avons remarqué que dans le cadre de I'hybrida-
tion de SDM avec CMA-ES, la valeur de ¢ a tendance a toujours augmenter :
en effet, MM  n’est pas alors une variable aléatoire, mais le résultat d’une
mutation déterministe. De plus ’adaptation adopté dans 1'algorithme CMA
“pur” dépend du déplacement lors de la derniére mutation : si ce déplace-
ment est plus grand que la moyenne de la norme d’une variable aléatoire
normale de pas d, alors on augmente § avec une loi logarithmique, sinon on
le diminue. Cette loi de mise & jour ne prend évidemment pas en compte
directement la partie apprentissage. Pour remédier a cela, nous proposons
d’imposer une borne supérieur dynamique qui dépendrait par exemple de
la moyenne sur quelques itérations précédentes des § correspondant a des
mutations réussies. Il s’agirait alors d’une interaction entre ’opérateur d’ap-
prentissage et I’adaptation de § voir 6.2.1. Un premier résultat en dimension
50 est trés encourageant : voir Figure 6.2.1, ol nous avons choisi le noyau
Gaussien avec adaptation dynamique des paramétres en utilisant 10 points
tirés par 'algorithme CMA-ES pour la partie apprentissage, et 5 évaluations
supplémentaires de la fonction objecif pour la partie calibrage de ’appren-
tissage.

Remarquons enfin que dans le cadre de I'hybridation SDM-CMS-ES pro-
posée, comme la méthode CMA utilise de maniére déterministe le chemin



6.2. VERS UN SDM NON-ISOTROPE 163

parcouru par 1’algorithme, on peut penser que l'accélération due a l'utili-
sation de SDM permettra également ’amélioration de I'apprentissage de la
matrice de covariance, comme on peut le constater sur la figure 6.2.1. Bien
sir, seule une analyse plus detaillée des résultats, avec en particulier I’obser-
vation de la matrice de covariance apprise, pourra permettre de se faire une
idée exacte des contributions de chacune des parties de 1’algorithme hybride
ainsi obtenu.

—— SDM-CMA : Rosenbrock (dim=50) ———
- :
1¢° - ]
© ]
Q ;
8 ]
© -
\Q 1010 —
2 ]
©
-
1070 (1,10Cma+5Sdm) Svm(Gaussien ]
N T (1,15)Cma 7
C . . . . ! A\
0 1.1d
Geénérations

Fiag. 6.1 — Couplage SDM-CMA : Adaptation dynamique des paramétres
dans le cas d’un noyau gaussien. 10 évaluations sont utilisées pour définir le
modéle, et 5 pour le calibrer. Comparaison avec I'algorithme CMA standard.

6.2.2 Noyau Sigmoide ou noyau Gaussien ?

Le probléme de I'isotropie au niveau de ’apprentissage par SVM peut étre
résolu de deux maniéres différentes : soit en utilisant des noyaux gaussiens
dont la matrice de covariance serait une matrice symétrique définie positive
quelconque, soit en utilisant des noyaux sigmoidaux.

Les noyaux gaussiens non isotropes

Le probléme posé par I'utilisation de noyaux gaussiens non isotropes est
celui du choix de la matrice de covariance. En effet, le nombre de points
d’apprentissage disponibles ne permet par en général, et surtout en grande
dimension, d’apprendre correctement des directions privilégiées.
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Ev—:—v—{ SDM-CMA : Rosenbrock(dim=30) -
o i E
S : ]
5 10%° - -
\q_) L 4
£ 3 ]
@ F ]
- C ]
10%° :_ _:

b — (1+11)SdmCma Svm(Sigmoid) Sans intéraction avec SD

|- (1+11)SdmCma Svm(Sigmoid) Avec interaction avec SD

1.1d 3.10 5.10

Evaluations

F1G. 6.2 — Importance d’une bonne adaptation du pas §. La courbe "Sans
interaction" utilise la régle logarithmique du CMA pur. La courbe "Avec
interaction" est la loi avec une borne supérieur dynamique qui est la moyenne
sur les dix derniére itérations des 9 de mutation SDM réussie.

Par contre, si I’algorithme évolutionnaire auquel est couplé SDM apprend
déja une matrice de covariance, celle-ci peut alors étre utilisée pour les noyaux
gaussiens de la méthode SVM. On peut ainsi envisager soit 'utilisation des
Stratégies d’Evolution dites “corrélées”, dans lesquelles une matrice de cova-
riance compléte évolue avec chaque individu (voir chapitre 2), soit le couplage
avec la méthode CMA-ES déja décrit dans la section précédente.

Les noyaux sigmoidaux

D’autre part, bien que le noyau sigmoide n’ait pas donné de bons résul-
tats par rapport au noyau gaussien pour des fonctions bien-conditionnées,
dans le cas de la fonction Rosenbrock nous remarquons que le noyau sig-
moide pourrait devenir compétitif (voir Figure 6.2.2). En effet, ’accélération
constatée pourrait provenir de la faculté des noyaux sigmoides a privilégier
certaines directions, ce que ne permet pas un noyau isotrope comme la Gaus-
sienne. Les tests effectués sur la fonction Rosenbrock vont dans ce sens, le
noyau gaussien est moins adapté que le noyau sigmoide. Il semble promet-
teur d’étudier le noyau Sigmoide plus en détail, en particulier au niveau du
réglage dynamique des paramétres pour lequel aujourd’hui nous n’avons pas
de méthode a proposer.
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————1 SDM-CMA : Rosenbrock (dim=30) -———

100 F TR T - 3

- N, ;
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Evaluations

FiG. 6.3 — Le noyau sigmoide est plus adapté que le noyau gaussien dans le
cas des fonctions mal-conditionnée. Les courbes de convergence ne prennent
pas en compte les évaluations effectuées pour adapter les paramétres! En
effet c¢’est pour montrer I'objectif & atteindre en améliorant I’adaptation des
parameétres du noyau.
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