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Introduction géneérale

L’optimisation continue s’intéresse aux problémes ou la fonction & optimiser, & valeurs
réelles, est définie sur un espace de variables réelles. De tels problemes apparaissent dans
de trées nombreux domaines, aussi divers que la physique, la chimie, la biologie ou encore
I'ingénierie. Les différents contextes inhérents & ces domaines posent plusieurs difficultés. Tout
d’abord, la fonction & optimiser peut étre multimodale, c¢’est-a-dire présenter de nombreux op-
tima locaux. Elle peut aussi étre non différentiable, ou tout simplement, I'information d’ordre
un ou deux sur cette fonction peut étre difficilement disponible (dans le cas par exemple ol
la fonction & optimiser est donnée par un programme informatique) et ’approximation par
différences finies du gradient peut se révéler imprécise. Par ailleurs, la fonction a optimiser
peut résulter d'une expérience en physique, chimie ou biologie, et étre en conséquence bruitée,
mouvante, changeant au gré des conditions expérimentales. Dans ce contexte, les algorithmes
évolutionnaires sont une alternative aux méthodes d’optimisation traditionnelles. Inspiré de
la théorie de I’évolution des especes de Darwin, plus précisément des principes de variations
aveugles et survie des plus adaptés, le principe des algorithmes évolutionnaires est de faire
évoluer un ensemble de points de l'espace de recherche dans le but de se concentrer sur
les optima de la fonction & optimiser. Avant de discuter les avantages et inconvénients des
méthodes évolutionnaires, rappelons brievement le principe de base de ces algorithmes, ainsi

que I'historique du domaine.

Principe de base des Algorithmes Evolutionnaires Les algorithmes évolutionnaires ont
un principe commun : faire évoluer une population d’individus, i.e. un ensemble de points de
I’espace de recherche, dans le but de minimiser une fonction f, dite fonction fitness, définie
sur un espace de recherche F, & valeurs réelles. I’évolution de cette population d’individus
est schématisée sur la Figure 1. Notons qu’un probleme de maximisation peut étre résolu en

minimisant 'opposé de la fonction selon le méme principe.
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Fic. 1: Cycle d’un Algorithme Evolutionnaire

En pratique, on commence par choisir aléatoirement une population d’individus dans
I’espace de recherche, qui forme la population initiale de parents. Cette population évolue

ensuite jusqu’a ce qu'un critére d’arrét soit atteint suivant les étapes (générations) suivantes.

1. Sélection d’individus (favorisant plutot ceux de petite fitness) parmi la population

(étape Darwinienne, ou les meilleurs sont plus aptes & se reproduire).
2. Variations aléatoire des individus sélectionnés par

— croisement: avec un autre point choisi aléatoirement (opérateur de £ x E dans

— mutation: (opérateur stochastique de E dans F).

3. Remplacement: On sélectionne parmi les enfants et (ou) parents ceux qui vont consti-
tuer les parents de la génération suivante (étape Darwinienne, ou les meilleurs sont plus

aptes & survivre).

En plus de ce vocabulaire emprunté a la biologie et a la théorie de I’évolution des especes, on
dit qu'un individu est meilleur qu'un second individu, si la fitness du premier est inférieure
a la fitness du second.

Le cas continu: Dans le cas continu qui sera celui de cette thése, un opérateur typique de
mutation consistera a rajouter un vecteur gaussien au parent ; un croisement sera par exemple

un barycentre entre deux parents tirés aléatoirement.
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Historique des Algorithmes Evolutionnaires: Les algorithmes évolutionnaires ont été in-
troduits dans les années 60. A 1’époque, trois branches apparaissaient simultanément, donnant
ce que sont aujourd’hui les algorithmes évolutionnaires : la programmation évolutionnaire, les
algorithmes génétiques et les stratégies d’évolution. Plus tard, au début des années 90, ap-
parait une quatrieme branche, la programmation génétique. Les différentes branches sont
précisées ci-dessous.

L.J. Fogel [62], en Californie, fait évoluer des automates & états finis pour la prédiction de
séries temporelles. Cette méthode, impliquant ’évolution de programmes, donne naissance &
la programmation évolutionnaire (EP, pour Evolutionary Programming). Celle-ci a été ensuite
développée et son domaine a été considérablement élargi par D.B. Fogel pour étre appliqué,
entre autre, a I'optimisation continue [61].

J. Holland [81], dans le Michigan, développe le concept d’algorithmes génétiques (GA
pour Genetic Algorithm) dans le but de simuler et comprendre les mécanismes d’adaptation
des especes. Les algorithmes génétiques sont formalisés comme algorithmes d’optimisation
sur un espace binaire par K.A. De Jong [43]. Ces algorithmes sont ensuite popularisés par
Goldberg [68] et ont été utilisés dans de trés nombreux domaines, y compris 'optimisation
continue [69, 58, 121]. Ce sont encore a I’heure actuelle les algorithmes évolutionnaires les
plus connus.

I. Rechenberg [122] et H.P. Schwefel [131], en Allemagne introduisent les stratégies d’évolution
(ES pour Ewolution Strategy) pour résoudre des problemes d’ingénierie en aéronautique,
pour lesquels les techniques d’optimisation classiques étaient prises en défaut. Beaucoup
de concepts clés pour les algorithmes évolutionnaires continus ont été introduits dans cette
branche. Parmi ces concepts, la notion d’adaptation et d’auto-adaptation des parameétres d’un
algorithme, qui reviendront tout au long de cette these, sera formalisée plus loin.

La derniére branche, apparue plus récemment, est la programmation génétique (GP pour
Genetic Programming), introduite par J. Koza [93]. Le principe ici est de faire évoluer des
structures d’arbre. La programmation génétique, & l'origine, est apparue pour faire évoluer
des sous-programmes du langage LISP.

Ainsi, I'introduction des algorithmes évolutionnaires n’est pas récente, cependant seules
des puissances de calcul croissantes ont permis leur réelle émergence a la fin des années 80.

Désormais, ces quatre branches constituent les algorithmes évolutionnaires. Un ouvrage
de référence a longtemps été le livre de Z. Michalewicz [101], jusqu’a la parution récente du

livre de A.E. Eiben and J.E. Smith [55].
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Avantages et inconvénients de I'optimisation par algorithmes évolutionnaires Les
avantages des algorithmes évolutionnaires pour l'optimisation continue sont de différentes
natures. Tout d’abord, ils ne nécessitent pas d’autre information sur la fonction a optimiser
que les valeurs de la fonction elle-méme : ce sont des algorithmes d’ordre zéro. De plus ils sont
robustes aux minima locaux: ce sont en effet, d’'une part des algorithmes stochastiques et
d’autre part des algorithmes & base de population. Ceci est une différence majeure par rapport
aux méthodes d’optimisation déterministes classiques (algorithme de type gradient), qui ne
rentrent pas dans le cadre de cette these, méme si les propriétés locales des algorithmes
évolutionnaires seront étudiées. Par ailleurs, les algorithmes évolutionnaires sont aussi, en
tant qu’algorithmes stochastiques, robustes au bruit. En outre, en tant qu’algorithme a base
de population, leur parallélisation est aisée: il suffit de distribuer ’étape d’évaluation de la
fitness.

Les algorithmes évolutionnaires possédent une autre particularité. Un méme algorithme
peut étre appliqué a de trés larges classes de problémes. Plus précisément, une fois définis
les opérateurs de croisement et mutation adaptés au probleme & résoudre, un méme schéma
d’évolution peut étre appliqué pour la minimisation de problemes tres différents. Le temps de
développement d’une méthode évolutionnaire pour un probléme nouveau est donc facile par
rapport, par exemple, & la mise en oeuvre d’'une méthode de différentiation automatique, ou au
fait de poser et résoudre le probleme adjoint pour le calcul d’un gradient. La contrepartie est
que, lorsque une méthode d’optimisation ad hoc a un probleme donné existe, les performances
de cet algorithme seront en général meilleures que celles d’un algorithme évolutionnaire.
Notons tout de méme que des techniques plus spécifiques pour améliorer les performances
sur certaines classes de fonctions sont développées & l'intérieur méme de la communauté
évolutionnaire, illustrant le fait que le cout a payer pour améliorer les performances dans des
cadres précis est un cotut de développement. C’est ce que nous verrons dans le cadre de cette
these, dans le cas de I'optimisation continue.

Ainsi, leur robustesse au bruit, aux minima locaux, la relative simplicité de leur mise en
place, du au fait qu’aucune hypothese spécifique sur la fonction & optimiser n’est requise,
et I’émergence de puissances de calcul parallele font que les algorithmes évolutionnaires sont
devenus de plus en plus populaires ces dernieres années. Le nombre croissant d’applications
a des problemes issus de divers domaines témoignent de cette popularité.

Mais le principal inconvénient des algorithmes évolutionnaires est leur cotut. Ils nécessitent

en effet un grand nombre d’évaluations de la fonction fitness: c’est la contrepartie du fait qu’ils
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ne requiérent aucune autre information sur la fonction, et du fait qu’ils s’appliquent sur de tres
larges classes de problemes. Par ailleurs, I'utilisateur doit généralement régler de nombreux
parametres pour chaque nouveau probléme. Le manque de connaissances théoriques sur la
maniere d’effectuer ces réglages, ou plus généralement le manque de compréhension de leur
fonctionnement rend ces réglages nécessairement expérimentaux et fastidieux. Un objectif de
cette these est de remédier a ces inconvénients dans le cadre de 'optimisation continue.
Avant d’énoncer plus précisément nos objectifs, ainsi que le plan de cette these, intéressons-
nous au point clé de la recherche d’un optimum par tout algorithme stochastique, a savoir
I’équilibre entre exploration et exploitation, ainsi qu’aux mécanismes spécifiques introduits
pour adapter les divers parametres d’un algorithme & ces deux phases et faciliter par la méme

occasion le réglage de certain de ces parametres.

Le dilemme exploration / exploitation Un point essentiel dans la recherche d’un opti-
mum global par tout algorithme d’optimisation globale, mais par les algorithmes évolutionnaires
en particulier, est I’équilibre entre 1’exzploration de régions de ’espace de recherche non en-
core visitées et 1’exploitation des individus performants rencontrés jusque-la, autour desquels
se trouvent peut-étre des individus encore meilleurs. Une facon de gérer cet équilibre est
d’essayer de privilégier o priori I'exploration dans la phase initiale de la recherche, et 1'ex-
ploitation lors de la phase finale. C’est ce qui est par exemple fait dans un algorithme de recuit
simulé classique, ou le schéma de décroissance de la température, fixé & 'avance, détermine
un haut niveau d’exploration dans les premieres itérations de I’algorithme, puis fait décroitre

ce niveau avec la température.

Adaptation et auto-adaptation Un mécanisme idéal pour réguler exploration et exploi-
tation serait un mécanisme capable de détecter & quel moment il faut modifier les importances
relatives entre exploration et exploitation, et comment modifier les parametres de ’algorithme
pour arriver au point d’équilibre souhaité.

Ces deux points ont orienté les recherches dans le domaine évolutionnaire ces dernieres
années et ont motivé I'introduction d’opérateurs et d’algorithmes spécifiques. Plus généralement,
la question de ’équilibre entre exploitation et exploration a également été centrale dans
d’autres domaines. Par exemple, des techniques spécifiques pour adapter les parametres d’un

algorithme de recuit simulé aux deux phases ont été introduites dans [82, 83]. De méme, afin
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d’améliorer P'exploration dans les méthodes de Monte Carlo Markov Chains (MCMC), des
méthodes adaptatives ont été proposées dans [71].

Les premiéres méthodes proposées pour 'adaptation automatique des parametres d’un
algorithme évolutionnaire qui seront détaillées dans le chapitre 1, 'ont été dans la branche
des stratégies d’évolutions, algorithmes pour lesquels, a l'origine, seul 'opérateur de mutation
était présent. L'enjeu a été (et est toujours) de contrdler les différents parametres de la
mutation gaussienne (essentiellement sa matrice de covariance).

Un algorithme présentant des caractéristiques lui permettant de détecter un changement
entre les phases d’exploration et d’exploitation et d’adapter ses parametres & chacune de ces
phases porte désormais le nom d’algorithme adaptatif ou auto-adaptatif. Méme si & 1’heure
actuelle, la signification exacte de ces deux termes ne fait pas 'unanimité dans la communauté
des algorithmes évolutionnaires, tout au long de cette these, nous appellerons algorithme
adaptatif un algorithme capable de modifier de fagon automatique certain de ses parameétres
pour s’adapter aux phases d’exploitation et d’exploration. La technique spécifique introduite
pour cette adaptation peut avoir diverses origines. Par exemple, 'utilisation explicite du
nombre de mutations réussies au cours d’une génération comme indicateur pour décider
d’augmenter ou de diminuer le pas de la mutation est un mécanisme adaptatif. Par opposition,
un algorithme qui diminue le pas de la mutation de maniére pré-définie par l'utilisateur
(comme dans le recuit simulé) ne sera pas qualifié d’adaptatif.

Une sous classe importante des algorithmes adaptatifs est constituée des algorithmes auto-
adaptatifs, pour lesquels le mécanisme d’adaptation est implicite, et n’est pas fondé sur un
mécanisme déterministe.

Les algorithmes adaptatifs et auto-adaptatifs seront centraux dans cette these. D’une part
des contributions numériques seront abordées dans la premiére et troisiéme partie de cette
these et d’autre part des contributions théoriques pour une meilleure compréhension de ces

algorithmes seront présentées dans la deuxieme partie.

Résultats théoriques Malgré la popularité croissante des algorithmes évolutionnaires, il
existe & I'heure actuelle peu de résultats mathématiques rigoureux & leur sujet. A cela deux
raisons principales: d’une part, historiquement les algorithmes évolutionnaires ont été in-
troduits par des ingénieurs, mettant plus l'accent sur des résultats pratiques. Encore a
I’heure actuelle, le développement des algorithmes évolutionnaires se fait généralement en

suivant une démarche intuitive, empirique et pragmatique, accompagnée d’approches heu-
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ristiques pour justifier la démarche mais ne se fondant pas sur des résultats mathématiques
préalables. D’autre part, méme en se placant dans des cadres a prior: tres simples, I’analyse
mathématique des algorithmes évolutionnaires se révele étre tres difficile.

Cependant, dans le cadre des algorithmes génétiques, pour un espace de recherche binaire,
un certain nombre de résultats rigoureux ont été obtenus dans divers contextes simplifiés.

Tout d’abord, les premiers résultats de convergence asymptotique, lorsque l'intensité de
la selection tend vers l'infini et le taux de mutation tend vers 0, ont été obtenus par R. Cerf
[36, 35], dans le cadre de la théorie de Freidlin-Wentzell. Avec le méme type d’approche,
O. Francois [63] montre la convergence asymptotique d’un algorithme évolutionnaire appelé
algorithme d’exploration / selection. Ensuite des résultats asymptotiques lorsque la taille de
la population tend vers linfini ont été obtenus par P. Del Moral [103]. Les propriétés des
algorithmes évolutionnaires en population infinie ont également été étudiées par M. Vose
[149].

Enfin les premiers résultats de complexité des algorithmes génétiques ont été obtenus par
J. Garnier, L. Kallel, et M. Schoenauer [65], dans le cadre simplifié de la fonction onemax®.
S. Droste, T. Jansen et I. Wegener [51] ont généralisé ce résultat. Plus généralement ’équipe
de I. Wegener, a Dortmund, appartenant a la communauté informatique de la complexité,
étudie intensivement la question de la complexité des algorithmes génétiques.

Dans le cadre nous intéressant ici, celui des algorithmes sur un espace continu, beaucoup
moins de résultats théoriques existent. Un état de l’art détaillé est 'objet du chapitre 3 qui

précede I'exposé des contributions théoriques de cette these.

Objectifs Notre objectif principal est de contribuer & la compréhension des algorithmes
évolutionnaires pour 'optimisation continue, et plus particulierement aux méthodes d’adap-
tations introduites pour controler les différents parametres dans le but de s’adapter aux
différentes phases de recherche. Pour cela, nous allons adopter plusieurs approches. Tout
d’abord une approche algorithmique, guidée par notre expérience des problémes réels (dont
un est décrit dans la troisieme partie de cette thése), sera validée sur des fonctions tests
classiques pour l'optimisation globale. Ensuite une approche théorique dans laquelle des tech-
niques classiques pour l'analyse d’algorithmes stochastiques seront utilisées pour étudier la

convergence d’algorithmes adaptatifs.

1. Comptant le nombre de 1 dans une chaine de bit



14 TABLE DES MATIERES

Plan de lathése Ce travail de thése a entre autre débuté par application d’un algorithme
évolutionnaire & un probléme de contréle dans le domaine de la chimie quantique. A I’époque
les algorithmes que nous pensions étre les meilleurs en terme d’optimisation continue étaient
les algorithmes & mutation auto-adaptative SA-ES (qui seront précisés au cours de cette
these). Ce sont donc ces algorithmes que nous avons utilisés pour cette application. Ceci a
motivé le reste du travail présenté ici. Les problémes rencontrés lors de cette application, a
savoir, la convergence prématurée de certains essais, la non optimalité de certains des pa-
rametres de I’algorithme, ainsi que le nombre important de points évalués puis jetés sans étre
utilisés, a motivé la premiere partie de ce manuscrit: tout d’abord I’étude d’un algorithme
plus récent, moins connu, l'algorithme CMA et ensuite le développement d’une technique
pour utiliser plus efficacement l'information des points traditionnellement jetés. Ensuite, les
contributions théoriques portent sur les algorithmes adaptatifs et en particulier sur I’algo-
rithme SA-ES utilisé pour le probleme de controle. Au final, trois parties constituent cette
these.

La premiere partie comprend deux chapitres. Le chapitre 1 est consacré a un état de 'art
des principaux algorithmes évolutionnaires utilisés en pratique, dont les algorithmes SA-ES
et CMA, ainsi qu’a l'introduction des différents concepts sous-jacents & ces algorithmes. Le
chapitre 2 présente une méthode explicite pour I'adaptation de la matrice de covariance,
permettant, sur certaines classes de fonctions, d’améliorer les performances expérimentales
de l'algorithme. La robustesse au bruit de la méthode proposée est par ailleurs étudiée.

La deuxieme partie (chapitre 3, 4 et 5) présente des résultats théoriques de conver-
gence d’algorithmes adaptatifs et auto-adaptatifs. Le chapitre 3 présente un état de l’art des
résultats théoriques existant concernant les algorithmes évolutionnaires continus, et résume
les résultats qui seront démontrés dans les deux chapitres suivants. Pour ces études nous nous
restreignons a des classes de fonctions bien particulieres. Dans le chapitre 4, nous étudions,
la convergence d’algorithmes adaptatifs pour des fonctions de régularité C?, sous des hy-
potheses s’apparentant a de la faible convexité. Ensuite au chapitre 5, nous étudions sur la
fonction sphere (f(z) = |z|?) la convergence de I’algorithme auto-adaptatif “historique” qui
a en particulier été utilisé dans la partie appliquée de cette thése (Partie 3). Bien str, se
placer sur une telle classe de fonctions peut paraitre tres restrictif puisque les algorithmes
évolutionnaires sont des algorithmes d’optimisation globale. Cependant, dans la perspective

du dilemme ezploration / exploitation, 'étude de la convergence sur des fonctions convexes
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constitue I'étude de cette phase d’exploitation, et plus précisément de ’adaptation des pa-
rametres pour la phase d’exploitation.

Ces deux analyses font appel & des techniques probabilistes classiques pour l'analyse d’al-
gorithme stochastique [53, 52, 21], théorie des martingales pour le chapitre 4, et chaines de
Markov a temps discret et espace d’état continu pour le chapitre 5.

La troisieme partie expose ’application d’un algorithme évolutionnaire & un probleme
de controle en physique quantique, pour lequel une approche traditionnelle (un algorithme
de quasi Newton avec calcul du gradient par méthode de différentiation automatique) avait
été testée dans des travaux précédents. La fonction & optimiser s’est révélée présenter trop
de minima locaux pour étre optimisée efficacement par la méthode déterministe. La mise en
oeuvre d'un algorithme évolutionnaire a permis d’obtenir des résultats bien au dela du champ
d’application de la méthode déterministe. Par ailleurs, ’application pratique d’un algorithme
évolutionnaire, plus précisément d’un algorithme & mutation auto-adaptative (SA-ES) a, entre
autre, permis de soulever certains problemes intrinseques de cet algorithme, guidant, comme

nous 'avons évoqué plus haut les deux autres parties de cette these.
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Introduction

Ce chapitre présente un état de I'art des algorithmes évolutionnaires pour 'optimisation
continue de probléemes du monde réel, dont la popularité croissante est perceptible par le
nombre important d’applications de ces algorithmes dans divers domaines (voir par exemple
[138, 11, 155, 148, 28, 106]). Le point de vue adopté pour cette présentation est le méme
que celui des concepteurs de ces algorithmes, suivant une démarche intuitive et empirique.
Notons cependant que quelques algorithmes présentés ici feront ’'objet d’une étude théorique
dans la deuxiéme partie de cette these.

Un enjeu majeur des algorithmes évolutionnaires depuis leur introduction, est le controle
des différents parametres de 1’algorithme dans le but de réguler les phases d’exploration et
d’exploitation. Ce controle des parametres est apparu sous différentes formes. Historique-
ment la premiére méthode de controle des parametres est la régle des 1/5 introduite par
Rechenberg [122] et détaillée & la Section 1.3.1, ol le taux de mutations réussies est utilisé
pour mettre & jour ’écart-type d’un opérateur de mutation gaussien. En méme temps que
I'introduction de ces techniques spécifiques est apparue une terminologie consacrée : les algo-
rithmes faisant usage de méthodes explicites ou implicites pour 'adaptation aux différentes
phases (exploration et exploitation) ont été appelés algorithmes adaptatifs et auto-adaptatifs.
Pour préciser ce qui est généralement entendu par méthode explicite ou implicite, rappelons
le contre exemple donné en introduction du recuit simulé ou le schéma de température fixé
au départ détermine quelle sera la part d’exploration et d’exploitation dans 'algorithme.
Cette méthode n’entre pas dans ce que nous appelerons adaptation, les modifications étant
déterminées exterieurement une bonne fois pour toute. Inversement, la regle des 1/5 est une
méthode adaptative explicite. D’autres exemples de ce que sont ces méthodes explicites ou
implicites seront donnés tout au long du chapitre, puisque les algorithmes évolutionnaires les
plus performants en pratique et présentés pour cette raison dans ce chapitre s’averent utiliser
ces méthodes.

A Theure actuelle, la définition exacte des termes algorithmes adaptatifs et algorithmes
auto-adaptatifs ne fait pas 'unanimité dans la communauté évolutionnaire et nous suivrons
les définitions données dans I'article [54]. Un algorithme adaptatif utilise une méthode expli-
cite pour le controle des parametres de 1’algorithme (par exemple la régle des 1/5 évoquée
plus haut) et un algorithme auto-adaptatif une méthode implicite pour le contrdle des pa-

rametres. Deb et Beyer [42] mettent en évidence 'adaptation d’un algorithme & travers plu-
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sieurs expériences numériques, comme des tests ou le paysage de la fonction & optimiser
change au cours de I’évolution, en particulier la localisation de 'optimum change. L’intérét
d’étudier une telle fonction ou un algorithme idéal doit faire alterner une phase d’exploration
et une phase d’exploitation, est justement de tester les capacités des algorithmes & detecter
le changement de phase et s’adapter aux différentes phases. Nous reviendrons sur ce point en
fin de chapitre pour illustrer les propriétés d’adaptation des algorithmes présentés.

Le probléme Dans tout ce chapitre nous allons considérer le probleme de minimisation®
d’une fonction f, dite fonction fitness, définie d'un sous ensemble X de R? (d € N,) dans R:

;rg)r{lf(w) (1.1.1)

Par souci de clarté tout I'exposé sera fait avec X = R?.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Le contexte des algorithmes évolutionnaires est celui
des algorithmes stochastiques et celui des algorithmes d’optimisation globale (ces deux notions
n’étant bien entendu pas disjointes), un rapide résumé de cet ensemble de méthodes sera donné
a la Section 1.2. La section 1.3 présente ensuite des algorithmes appartenant a la famille des
Stratégies d’Evolutions. Plus précisément trois techniques pour le controle des parametres
de la mutation sont exposées. En section 1.4 sont présentés deux algorithmes implicitement
auto-adaptatifs, 1’algorithme Differential Evolution (DE) et croisement spécifique pour les
algorithmes génétiques (croisement SBX). La section 1.5 est consacrée & une branche plus
récente, branche des algorithmes & Evolution de Distribution (EDA). Nous montrerons a
la Section 1.6 comment Deb et Beyer [42] mettent en évidence les propriétés d’adaptation

de l'algorithme SBX. Enfin la section 1.7 s’interesse aux comparaisons qui existent dans la

littérature entre ces différents algorithmes.

Le contexte : optimisation stochastiques et optimisation globale

Le contexte des algorithmes évolutionnaires est celui des algorithmes d’optimisation sto-
chastiques et des algorithmes d’optimisation globale. Par algorithme d’optimisation globale,
il est généralement entendu algorithmes relativement robustes aux minima locaux par oppo-
sition aux algorithmes d’optimisation locale, par exemple de type gradient (ou Newton ou
quasi Newton), dont on sait qu’ils ne recherchent que le minimum local le plus proche du

point initial. Pour ces méthodes qui sortent du cadre de cette these, on pourra consulter les

) L, e . e <imi _
1. Sans perte de généralité puisque minimiser c’est maximiser
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ouvrages de référence [25, 39]. Dans cette section plusieurs algorithmes pour 1'optimisation

globales, stochastiques ou non sont présentés.

L'algorithme de Recuit Simulé Le principe de Palgorithme de Recuit Simulé [92, 2, 1] est
de générer une suite de variables aléatoires (X,,),> comme suit : si a 'étape n on a X,, =z, on
génere aléatoirement un nouveau point y tiré selon une loi de proposition p(.,z). On calcule
f(y). Si f(y) < f(z) (le point que l'on vient de trouver est meilleur) alors X, 11 = y et si
fly) < f(z), pour éviter de rester piégé dans les minima locaux on va accepter le nouveau
point avec une probabilité égale &

fly) — f(=)

T,

exp(

ou T, est la température, que l'on va faire décroitre au cours des itérations (c’est a dire que
l'on accepte de moins en moins de mauvais points). Ce principe de sélection est aussi appelé
sélection de Boltzmann.

On retrouve posé pour les algorithmes de Recuit Simulé le probléme de ’adaptation aux
différentes phases de la recherche. Celle ci concerne le schéma de décroissance en température
ainsi que la loi de proposition p qui sont par ailleurs étroitement liés. Dans [97] se trouve un
résumé des différentes techniques introduites pour cette adaptation. Pour 'adaptation de la
loi de proposition, les méthodes plus précisément introduites dans [147] sont assez semblables
aux méthodes dites dérandomisées que nous allons présenter dans ce chapitre.

L’algorithme de recuit simulé le plus utilisé en pratique est Palgorithme ASA (Adaptive
Simulated Annealing) [82, 83]. Dans ASA, les densités de probabilité pour la loi de proposition
sont différentes dans chacune des directions, et dépendent de la température. On retrouve
donc des solutions analogues & celles proposées dans le cadre évolutionnaire. Cependant,
quoique reconnu comme 'un des algorithmes de recuit les plus performants, il est également
considéré comme tres délicat a régler — le prix & payer pour les nombreuses possibilités qu’il
offre étant un tres grand nombre de parameétres.

Notons enfin que I'algorithme du recuit simulé peut également étre vu comme un algo-
rithme évolutionnaire avec une population de taille 1, un unique opérateur de mutation, qui
consiste a choisir un voisin du point courant, et une procédure de sélection de Boltzmann.

Le cas particulier d'un algorithme de recuit simulé & température constante correspond a
lalgorithme dit de Métropolis [99], appartenant & la famille plus générale des Méthodes de
Monte Carlo par chaine de Markov (Monte Carlo Markov Chains, MCMC). Le but de ces
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méthodes est de simuler un loi de probabilité (par exemple pour approcher une espérance).
Pour cela une chaine de Markov, admettant pour mesure invariante la loi que 'on cherche
a approcher, est simulée. Dans ces méthodes aussi, la notion d’adaptation pour essayer
d’échantillonner au mieux la mesure invariante existe. Les premiéres méthodes adaptatives
ont été introduites par H. Haario, H. Saksman et J. Tamminen en 2001 pour I'algorithme de

Métropolis [71].

Méthode de surface de réponse Le principe des méthodes dites de surface de réponse
consiste & construire un modele de fonction a optimiser et a optimiser le modéle approché.
Introduits pour la premiere fois dans [29], les algorithmes les plus récents utilisant cette

technique sont décrits dans [86, 87, 70].

Méthode de lissage local (en anglais smoothing techniques). Le principe de base est de
lisser la fonction que 'on cherche & optimiser, et ensuite d’optimiser la fonction lissée avec un
algorithme classique de recherche locale. Ce lissage peut étre itératif auquel cas la fonction
est d’autant plus lissée que les itérations augmentent et on recommence la recherche locale a
partir du point ol on s’est arrété a l'itération précédente. Ces techniques ont en particulier
été introduites pour 1’étude de la conformation de molécules sous le nom de diffusion equation
method dans [96, 118]. Dans ce cas, le lissage repose sur la résolution de 1’équation de diffusion
et ne peut étre effectué que pour des petites tailles de probléme, ou bien dans le cas ou la
fonction est séparable.

Plus récemment Addis et a.l. [3] présentent ce méme genre d’idée, mais leur technique de

lissage peut s’appliquer a des problemes de plus grande dimension.

Couplage stochastique et recherche locale Afin d’accélérer la recherche d’optima par
une méthode stochastique, on peut remplacer la simple étape d’évaluation de la fonction
par une recherche locale. Cette recherche locale peut étre effectuée, par exemple, par un
algorithme déterministe de type gradient ou quasi-Newton si le gradient de la fonction est
connu. Un tel couplage avec ces méthodes déterministes porte le nom de X-restart (par
exemple BFGS-restart). Cette idée de couplage s’appelle aussi, dans le domaine de la chi-
mie moléculaire, méthode de basin hopping [151], et a en particulier été introduite pour la
minimisation du potentiel de Lennard-Jones dans [151].

Lorsque 'algorithme stochastique est un algorithme évolutionnaire, I’algorithme hybride
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s’appelle aussi un algorithme mémétique, terme introduit par Moscato [104]. On trouvera un

résumé récent sur les algorithmes mémétiques dans [55].

Les Stratégies d’Evolutions (ES)

Pour la branche des stratégies d’évolutions, I’adaptation aux phases d’exploration et d’ex-
ploitation s’est essentiellement traduite par Padaptation de Iopérateur de mutation?, la plu-
part du temps gaussien (voir [153] pour des ESs avec opérateur de mutation non gaussien),
c’est a dire, consistant & rajouter un vecteur gaussien de moyenne nulle au parent, afin de
créer un nouvel individu. Plus précisément, étant donné X,, un parent a la génération n, un

enfant est créé de la facon suivante:
X, +oN(0,C)

ot 0 € Rf que I'on appelle par abus de langage écart-type de la mutation ou encore pas
de la mutation?®, et ot C est une matrice symétrique définie positive, qui est la matrice de
covariance de la mutation (par abus de langage également). Notons que o\ (0,C) suit la
méme loi que N(0,02C), mais on découpe généralement écart-type de la mutation et matrice
de covariance de la mutation parce que 'adaptation de ces deux parametres se fait a a des
échelles de temps différentes (voir par exemple [77, Section 3.2] ) (lié au fait que dans la
matrice de covariance, il y a @ coefficients & ajuster et simplement un seul pour ajuster le
pas de la mutation).

La notation employée pour un algorithme ES est soit (i, A)-ES, soit (4 + A)-ES, ou u
désigne le nombre de parents et A le nombre d’enfants générés & partir de ces parents. La
notation “,” désigne que I’étape de remplacement va garder parmi les A enfants, les p meilleurs
pour constituer la génération suivante. Notons que dans ce cas 1a, on aura obligatoirement
1 < A. La notation “+7 désigne que parmi les A enfants plus les i parents, on va garder les
1 meilleurs pour constituer la génération suivante. La particularité des ESs par rapport au
schéma, général donné en introduction est qu’il n’y a pas d’étape de sélection. Ainsi le schéma,

général d’un (1 T X)-ES est le suivant

2. En fait, au début, seul 'opérateur de mutation était présent dans les ESs, expliquant le fait que les

recherches se sont concentrées sur cet opérateur
3. Traduction de I'anglais step-size
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Algorithme (1 T X)-ES On initialise en tirant aléatoirement un point dans I'espace de

recherche: X

1. On génere A enfants par mutation:
X! = X, + oN"(0,C) pour 1 <i < A

2. Stratégie “” : On choisit le meilleur parmi les A enfants

Xpp1 =argmin{ f(X’),1 <i <A}

Stratégie “+” :On choisit le meilleur parmi les A enfants et le parent

X1 = argmin{f(X,), f(X}),1 <i <A}

Le schéma d'un (g T A)-ES se déduit du schéma précédent: pour générer A enfants, on
applique I'étape 1 & partir des p parents choisis les uns apres les autres autant de fois qu’il
faut pour créer A\ enfants.

Se voulant générale, la définition de l'algorithme (1 T X)-ES, ne précise pas ce que sont o
et C' qui vont étre ajustés au cours de I’évolution, trois méthodes pour cet ajustement vont
étre présentées dans cette fin de section consacrée aux ESs: la regle des 1/5, les méthodes
de mutation des parameétres de la mutation, dites mutations auto-adaptatives et enfin les

approches dérandomisées.

1.3.1 Premiéres idées d’adaptation dans les ESs: larégle des 1/5

Cette méthode est la premiere méthode d’adaptation apparue et elle est donc ici citée
plus pour sa teneur historique que parce qu’elle est effectivement utilisée en pratique. Elle
a été introduite par Rechenberg en 1973 [122]. Pour cette méthode la mutation considérée
est isotrope, c’est & dire de matrice de covariance identité ( C' = I;) et le seul parametre a
adapter est donc I’ écart-type de la mutation o. Le principe de base de cette méthode consiste
a augmenter I’écart-type de la mutation lorsque “trop” de mutations sont réussies, c’est a dire
lorsque “trop” d’enfants ont une fitness plus basse que celle des parents et réciproquement
de diminuer I'écart-type lorsque pas assez de mutations sont réussies.

L’intuition derriere cette méthode est de dire que si trop de mutations sont réussies c’est

que l'on est en train de faire une recherche trop locale et donc il faut augmenter Iécart-type
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de la mutation pour “aller voir plus loin”. A D'inverse si on a peu de mutations réussies c¢’est
que, éventuellement on est dans une phase de recherche trop exploratoire et il faut donc
diminuer I’écart-type.

Concretement, cela donne la régle suivante, traditionnellement utilisée sur un (14 1)—ES,
et obtenue & partir d’approximations pour des grandes dimensions faites sur 2 fonctions
particuliéres (fonctions sphere et corridor) utilisant la théorie du progress rate (cf Chapitre 3).
On commence par se fixer un temps d’observation T' (ce temps d’observation correspond &
un nombre fixé d’itérations) et, toutes les T générations, on calcule le taux 7 de mutations
réussies durant les T derniéres générations. Si ce 7 est supérieur a 0.2 alors o est augmenté
d’un facteur 1.22 (o : = 1.220), sinon o est diminué d’un facteur 0.83 (o : = 0.830).

Pour plus de détails sur cette régle, en particulier sur le choix des différents facteurs, nous
renvoyons aux ouvrages [122, 131].

Dans la pratique cette regle est bien souvent prise en défaut. Tout d’abord les réglages des
différents facteurs, prévus pour la fonction sphere ou corridor, se transposent mal & d’autres
fonctions. Par ailleurs, une telle régle ne permet le réglage que d’un seul parametre, I'écart-
type de la mutation. Ainsi, contrairement aux méthodes SA-ES que nous verrons en section
suivante, dans le cas d’une utilisation avec plusieurs parents et enfants cette régle ne permet

pas le réglage de parameétres différenciés pour chaque individu.

1.3.2 Les SA-ES: Muter les parametres de mutation

L’acronyme SA-ES, pour Self-Adaptive ES, a été introduit par Beyer [22]. Ce sont ces
méthodes qui ont permis 'essor des ESs. Introduites par Schwefel [131] en 1981, I’idée sous-
jacente a ces méthodes est de laisser 1’évolution adapter les parametres de la mutation.
Pour cela, I'idée fondamentale est d’associer des parametres de la mutation (on va voir plus
précisément dans la suite quels sont ces parameétres) & chaque individu et de modifier ces pa-
rametres par mutation également. L’étape de remplacement qui s’effectue a partir des valeurs
de fitness des individus, va sélectionner les individus avec leurs parametres de mutation. L’in-
tuition derriere cette idée est que des individus ayant de “mauvais” parametres de mutation
ne vont pas survivre longtemps, puisque plusieurs mutations successives avec de “mauvais”
parametres, pas adaptés a la forme locale de la fonction & optimiser (par exemple petit o pour
fort gradient), seront inévitablement dépassés par des individus munis de “bons” parametres.
Notons que cet ajustement est gratuit, c’est une effet de bord de I’étape de remplacement.

Il existe plusieurs variantes de SA-ES, suivant le modele choisi pour la matrice de co-
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variance, modele qui va imposer dans quelles directions la recherche va s’effectuer. Les trois
modeles sont le modele isotrope, un modele anisotrope appelé modeéle non-isotrope et le modele
corrélé. Ces modeles, ainsi que la description précise des mutations associées & ces modeles

sont décrits ci-dessous.

SA-ES isotrope: Dans ce cas 13, la matrice de covariance de la mutation est 'identité I,.
Pour ce modele, un seul parametre va évoluer avec chaque individu: écart-type o. Soit X
un parent et o I’écart-type de la mutation associé & ce parent. Les deux étapes de la mutation
sont les suivantes: on commence par muter ’ecart-type du parent en le multipliant par une

loi log-normale

o: =oexp(tN(0,1)) (1.3.2)
Ce nouvel écart type est ensuite utilisé pour muter le parent et créer un enfant :

X: =X+0oN(0,1). (1.3.3)

Dans les deux équations précédentes, T est une constante a régler par I'utilisateur, N (0,1) et
N(0,1,) sont respectivement des tirages indépendants de lois normales centrées réduites et
de vecteur gaussien centré de matrice de covariance I'identité. Notons que comme la médiane
d’une loi log-normale est 1, la multiplication de o par une loi log-normale fait que la probabilité
d’augmenter ou de diminuer o & chaque étape est % La valeur de 7 préconisée par Schwefel

[131] d’aprés une étude sur la fonction sphére que nous expliquerons brievement dans le

1

chapitre 3 est NoTR

SA-ES non-isotrope: Dans de nombreux cas cependant, les propriétés locales de la fonction
nécessiteront des écart-types différents dans différentes directions. Par abus de langage nous
emploierons également le terme de topologie de la fonction ou paysage de la fonction. C’est

ce qui justifie 'introduction d’un modeéle non-isotrope, dont la matrice de covariance est

diagonale:
o? 0 0
C =
0 0 o3
Un vecteur (o1,...,04) d’écart-types dans chaque direction est donc attaché & chaque indi-

vidu. Notons par ailleurs aucun écart-type global o n’apparait ici.
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La mutation, en deux étapes a lieu de la maniére suivante. Soit X un parent et (o1,...,04)

son vecteur d’écart-type associé

oi: =0; exp(T'N(0,1)) exp(7N;(0,1)) pour 1 <i<d

, (1.3.4)
Xi: =X;+0oiN;(0,1) pour 1<i<d

ot, N'(0,1), N;(0,1) et N;(0,1) sont 2n + 1 réalisations de variables aléatoires gaussiennes
centrées réduites indépendantes. On notera que exp(7'N(0,1)) est un facteur global pour la

mutation des n écart-types o;, 1 < i < n. Les valeurs recommandées par Schwefel pour les
1

facteurs 7 et 7' sont respectivement —— et .
P V2n 2/n

SA-ES corrélé: Le dernier type d’algorithme SA-ES utilise une matrice de covariance pleine,
pour prendre en compte le fait que la base canonique n’est pas toujours la bonne base. Par

bonne base nous entendons par exemple pour une fonction f quadratique,

flx) = %wTﬂw

avec H symétrique définie positive, la base propre de H (qui en toute généralité n’est pas
la base canonique). Dans la suite, le terme d variables corrélées désignera une fonction pour
laquelle la base propre de la matrice hessienne n’est pas la base canonique. Le modéle prenant
en compte une matrice de covariance complete est le modéle corrélé.

Formellement, la matrice de covariance pour le modele corrélé s’écrit :

o? 0 0
d—1 d
Cway= 1] 1] Rlew) :
i=1 j=i+1
0 0 oy
ol les matrices R(q;j) sont définies par
1 0 0
0 1 0
Cos -+ — sin Qg
R(Ozi]) =
sin Qg v COS 5
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Notons que la matrice de covariance est représentée sous forme de produit d’une matrice
diagonale (les termes diagonaux sont les variances suivant les directions propres) et de d(d —
1)/2 matrices de rotations dans des plans définis par les couples de vecteurs de base parce
qu’il serait tres difficile de garantir la symétrie et la positivité de la matrice aprés mutation de
ses termes. Par ailleurs, comme toute matrice symétrique définie positive peut se représenter
de la sorte, il n’y a aucune perte de généralité dans le modele considéré.

La mutation est alors similaire au cas non-isotrope, auquel il faut bien entendu ajouter

la mutation (gaussienne) des angles o;;

o;: =o; exp(T’'N(0,1)) exp(rN;(0,1)) pour 1 <i<mn
Q;j —a,J—i—ﬁMJ(O, ) pour 1 <i<j<m

olt N(0,1), N;(0,1) et N;;(0,1) sont des tirages de normales centrées réduites indépendantes
et N(0, C#,a)) est un tirage de vecteur gaussien de matrice de covariance Cz . Les valeurs
«;; sont prisent dans 'intervalle [—, 7], les valeurs de 7 et 7’ sont celles de la mutation non-
isotrope, et la valeur proéconisée par Schwefel pour 5 est d’environ 5 degrés.

Meéme si ce modele peut générer les matrices de covariance les plus générales, il a été
montré dans [74] que cette technique de mutation n’est pas invariante par transformation
linéaire. Plus précisément 'algorithme va présenter des performances tres différentes sur une

fonction
z — f(x)

ou sur la méme fonction o on 'on applique en plus une transformation orthogonale & savoir
z — f(Px),

ol P est une matrice orthogonale.

1.3.2.1 Ajout d’un opérateur de croisement

En pratique les performances des ESs que nous venons de voir sont améliorées dés que I'on
rajoute un opérateur de croisement, en particulier sur des fonctions multimodales [131, 153].
Notons que le terme opérateur de croisement est employé ici méme si on ne croise pas vraiment
deux individus de la population (& lorigine un opérateur de croisement est un opérateur
de X x XY - X x X ) Cependant, plusieurs types d’opérateurs de recombinaison ont été

proposés par Schwefel [131]. Notons X” et Y deux vecteurs de R? représentant deux parents
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a la génération n, choisis de maniére uniforme dans la population. Les differents types de

croisements proposés sont:

— Croisement discret, pour 1 <i <d

X' avec probabilité %
X' —
1
2

Y avec probabilité

ou U;[0,1] sont d variables aléatoires uniformes tirées entre 0 et 1 indépendantes.
— Croisement intermédiaire, pour 1 <7 <d

X = (@X? + (1 — a)Y) ot o ~ U0, 1]

— Croisement globale discret ou intermédiaire. Les opérateurs sont les mémes que
les opérateurs discrets ou respectivement intermédaires a la difference que pour chaque

coordonnée, un vecteur nouveau (Y™);anq est choisi.

Les mémes types de d’opérateurs de croisement sont utilisés sur les parametres de mutation.

1.3.2.2 Avantages et inconvénients des SA-ES

Outre le fait que les modeles de mutations ici sont plus riches que le modele permis
par la régle des 1/5, le point fort de ces méthodes est que la compétition* entre les individus
permet d’inclure un peu plus d’information sur la topologie de la fonction optimisée. D’autant
plus d’information sur la topologie de la fonction que I'on permet des corrélations entre les
variables.

Cependant, il existe plusieurs limitations a la technique d’adaptation des parametres
que nous venons de présenter. Tout d’abord, comme souligné dans [131, 115], des tailles de
population relativement grandes sont nécessaires pour 'ajustement des parametres, parce que
cet ajustement repose sur un tirage stochastique des nouveaux parametres de mutation. Ceci
est d’autant plus vrai que la complexité du modele pour la matrice de covariance augmente.
Ceci est en particulier vrai par exemple sur une fonction elliptique (unimodale), alors que le
fait que l'on ait qu’un seul minimum global fait que I’on souhaiterait utiliser une petite taille

de population.

4. Compétition au sens les meilleurs individus survivent.
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Par ailleurs, dans cette méthode, les parametres que 1'on souhaite apprendre ne sont
jamais explicitement mentionnés. Nous verrons par exemple au chapitre suivant que dans le
cas d'une fonction elliptique les parametres a apprendre, si on veut une convergence rapide,
correspondent a l'inverse de la Hessienne de la fonction: rien ne guide ’algorithme SA-ES a
apprendre ces parametres et nous verrons d’ailleurs qu’il n’apprend pas vraiment ces valeurs.

Un autre inconvénient de cette technique de mutation, ou deux tirages indépendants sont
effectués pour muter un individu, est le fait que la sélection d’un individu venant d’étre créé
grace a une grande ou petite variation ne conduit pas forcément a une variation dans le
méme sens du pas de la mutation. Par exemple, une variation de la distance entre ’enfant
et le parent |X,,+1 — X, | relativement grande peut avoir lieu malgré un petit tirage (proche
de 0) de loi log-normale & cause d’un tirage de loi normale relativement grand. Ce probleme
est surtout significatif dans le cas non-isotrope et dans le cas corrélé, comme remarqué par
Schwefel [133]. En effet dans le cas isotrope, la norme d’un vecteur gaussien varie trés peu
lorsque la dimension d augmente, et ainsi c’est le tirage de la loi log-normale qui détermine
entierement la longueur de la mutation.

En pratique, pour pallier ce probleme il est préconisé d’augmenter la taille de la popu-
lation. Pour la mutation non-isotrope, Ostermeier et al. [116] recommandent un taille de
population de 10 % d. Cependant, parmi les trois algorithmes présentés, Bick et al. [15] re-

commandent 'utilisation de la mutation non-isotrope.

1.3.3 Les ES dérandomisés

Les points faibles des méthodes auto-adaptatives évoqués a la section ci-dessus ont mo-
tivé I'introduction de méthodes d’adaptation dérandomisées® par opposition aux méthodes
de la section précédente ou ’ajustement des parametres est stochastique. Plus récentes, ces
méthodes sont & I’heure actuelle moins populaires, car moins connues, au sein méme de la
communauté évolutionnaire. Par exemple le livre de référence [55] ne les mentionne pas. Pour-
tant, comme nous le verrons a la Section 1.7, ces techniques sont parmi les plus performantes

a I’heure actuelle.

5. traduction de l'anglais derandomized
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1.3.3.1 Les approches dérandomisées: concept

Le premier article proposant une approche dérandomisée date pourtant de 1994 [115].
Dans ce papier, Ostermeier et al., se placent dans le cadre d’'un ES non-isotrope (avec un
écart-type pour la mutation par variable) et proposent de remplacer le tirage d’une variable
log-normale par I'utilisation de la variable aléatoire qui a été tirée pour muter le parametre.
C’est en ce sens que 'adaptation du parametre de la mutation est dérandomisée: on enleve
une composante stochastique pour se rapprocher d’une mise a jour déterministe.

Plus précisément, le couple d’équations (1.3.4) est remplacé par le processus suivant: Soit
X = (Xy,...,X4) un parent avec son vecteur d’écart-types pour la mutation (o1, ...,04).

Un enfant est créé de la maniére suivante
X;: =X; 4+ B(a,1/2)o;N;(0,1) pour 1 <i<d (1.3.5)

ou N (0,1) = (N1(0,1),...,N4(0,1)) est un vecteur gaussien de matrice de covariance 1'iden-
tité et olt B(cr, 1/2) désigne une variable aléatoire de loi £, + %51/a avec a > 0 (i.e. qui vaut
a ou 1/a avec probabilité ).

A Tétape de remplacement, les meilleurs individus sont sélectionnés. Soit X* un tel indi-
vidu et N*(0, 1) la réalisation du vecteur gaussien qui a permis de le créer. Alors, les différents

écart-types vont étre adapté de la fagcon suivante
0;: = 0;B(a,1/2)° exp(INF| — \/2/7) < pour 1 <i<d (1.3.6)
Détaillons un peu les differents termes de ’équation (1.3.6):

~ Le terme exp(|N?| — \/2/7) traduit le fait que si la longueur de N est plus grande
que la valeur moyenne de la norme d’une variable aléatoire gaussienne centrée réduite
(\/2/—7r), alors le pas dans la ieme direction est augmenté. L’idée est de comparer la
longueur du pas qui a été fait avec la longueur du pas qui aurait été fait si il n'y avait
pas eu de sélection, et d’augmenter ou diminuer I’écart-type dans le méme sens. On
voit que cette formule, contrairement & la méthode de I'équation (1.3.4), permet une
variation dans le méme sens entre le pas qui a été fait par I'individu dans une direction

et I’écart type de la mutation dans cette direction.

— La deuxiéme nouveauté de la mutation présentée ici est la présence des facteurs [

et Pscal dans équation (1.3.6) afin d’atténuer la valeur sélectionnée et de ne pas lui
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donner un poids trop important. Le souhait des auteurs étant que l'adaptation des
parametres puisse avoir lieu avec des tailles de populations relativement faibles, mais
qu’en contrepartie I'adaptation se fasse en plusieurs générations. Ainsi, il est intuitif de
donner un poids plus faible aux parametres sélectionnés (la sélection ayant lieu sur un
faible nombre de tirages). Dans [115] les résultats de cet algorithme on été comparés a
I’algorithme SA-ES non isotrope montrant une amélioration claire sur une large classe

de fonctions elliptiques.

Les concepts introduits ci-dessus ont étés réutilisés et améliorés par les mémes auteurs dans
Palgorithme CSA présenté dans la section suivante puis plus tard avec 1'algorithme CMA
présenté en Section 1.3.3.3. Par ailleurs Ostermeier, Hansen et Gawelczyk, dans les algo-
rithmes qu’ils ont introduits, ont toujours souhaité travailler avec des petites tailles de popu-
lation, se concentrant ainsi sur la phase d’exploitation, quitte a paralléliser ces algorithmes
par la suite pour la phase d’exploration [73]. Pour cela, mis & part l'algorithme que nous
venons de voir, ils ont toujours considéré des algorithmes dans lesquels il n’y a qu'un seul jeu
de parametres pour l'opérateur de mutation (i.e. un seul couple (o, C)) qui est donc commun
a toute la population et dont toute la population participe a la mise a jour.

Il a par ailleurs été montré par Scheel [129] que lorsque l'on travaille avec des petites
tailles de population, il est préférable de tirer tous les enfants & partir d’un méme point avec
un méme opérateur ( on retrouve le jeu unique de parameétres pour la mutation pour toute

la population) et qu’un choix astucieux pour ce point est un barycentre des parents:

1
<X>=> wX; (1.3.7)

i=1
ou (X1,...,X,) sont les u parents et w; € [0, 1] sont des poids (qui généralement favorisent

les meilleurs) tels que Y 4 w; = 1. On utilisera aussi la notation

n
<X>=) wiXin (1.3.8)
=1

ou la notation X;.\ désigne le itme meilleur parmi les A enfants (c’est-a-dire au sens de f), a
ne pas confondre avec la notation usuelle pour les statistiques d’ordre.
Le nouveau cadre algorithmique avec un seul jeu de parametres pour 'opérateur de mutation

et utilisant un barycentre des parents est le suivant :
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Algorithme (u/u, A)-ES  On initialise en tirant aléatoirement p points dans espace de

recherche.
— On génere A\ enfants par mutation:

X! =< X>" 40N (0,C) pour 1 <i < A

— On calcule < X >ntl= 2521 w; X7\

1.3.3.2 Cumulative Step-Size Adaptation (CSA)

L’idée ici est de regarder le chemin parcouru pour adapter les écart-types de la mutation
(soit un écart-type global, soit un écart-type par direction). Plagons nous dans le cas du
(p/ e, A)-ES. Soit ¢, le chemin suivi par l'algorithme entre la génération n — 1 et n, c’est a

dire
o =<X>"—<X>"1,

Une fagon simple d’utiliser deux chemins consécutifs ¢, et ¢, 1 pour mettre a jour un écart-
type global pour la génération suivante serait de regarder le signe du produit scalaire ¢ ¢, 11 et
d’augmenter ’écart-type si celui ci est positif: durant deux itérations successives, l'algorithme
a suivi la méme direction et on aurait donc pu aller plus vite si I’écart-type global avait été plus
grand. A l'inverse, si le signe du produit scalaire ¢l ¢, 1 est négatif, c’est que des directions
opposées ont été suivies et que donc les écart-types sont trop élevés. Cette idée a par exemple
été utilisée en 1990 dans un autre domaine, celui de la rétropopagation dans les réseaux de
neurones par Silva et Almedia dans [136] ot le signe du produit scalaire est utilisé pour régler
le facteur d’apprentissage.

Pour les algorithmes évolutionnaires cette idée a été introduite en 1994 par Ostermeier
et al. [116] sous le nom de CSA (Cumulative Step Size Adaptation) dont le principe est une
généralisation de I'idée précédente a plus de deux chemins. Nous allons formaliser cela dans
le cas d’un ES isotrope (avec un seul écart-type global) par souci de clarté mais notons que
dans Darticle [116], ce concept a été introduit pour adapter a la fois un écart-type global
et des écart-types par variables. Par ailleurs dans lalgorithme CMA (Covariance Matriz
Adaptation) décrit dans la section 1.3.3.3, ’écart-type global est réglé de cette maniere. Le
principe du CSA est le suivant [116, 73, 115]: Supposons qu’a la génération n, A enfants sont

générés de la fagon suivante, pour kK =1,..., A

XP =< X >" +0"N(0, I). (1.3.9)
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L’étape de selection choisit les p meilleurs avec lesquels on forme le nouveau barycentre

< X >t On calcule alors le vecteur

<X > <X >
P = (1= co)pl + Veo (2 — o)V — (1.3.10)

g

ot ¢, €]0,1] et p? = 0. La mise & jour de I'écart-type proposée dans [116, 73, 115] est la

suivante,

0"t = o™ exp (% (#{% — 1)) : (1.3.11)

ol d est un facteur d’atténuation comme /8 dans I’équation (1.3.6). En pratique, E[|N (0, I)]] =
V2D (ZEL) /T (%) est approché par Vd(1 — 5+ ﬁ)

Pour comprendre d’ou viennent ces équations, remarquons tout d’abord que les poids
(1 = ¢c,) et \/cy(2 — c,) des différentes composantes de la somme dans I’équation (1.3.10)
sont tels que si

pg ~ N(Oa Id)

et

<X >l < X >n
\/ﬁ ) NN(Oa-[d)

et que de plus les vecteurs p7 et \/ﬁw

sont indépendants alors p2t! ~ N(0, I;).
Ceci aura une importance dans la suite.

L’idée maintenant est de dire que si |p2| est grand, c’est que les differents pas suivis par
I’algorithme pointent dans la méme direction, et que le méme chemin aurait pu étre suivi
plus rapidement si I’écart type avait été plus élevé. De méme si |p?| est petit, c’est que ces
pas se compensent et I’écart-type doit étre réduit.

Pour spécifier ce quest “grand” et “petit” pour |p2*!|, il est raisonnable de faire 1’hy-
potheése que si la sélection consistait non pas & prendre les p meilleurs individus mais a
choisir aléatoirement p individus parmi A ou bien simplement & prendre les A enfants (pas de

sélection du tout), i.e.
A
1
<X >ntl= 5 > (1.3.12)
i=1
alors 1’écart-type de la mutation devrait rester constant. Dans la terminologie introduite

par la branche des Algorithmes Genetiques on dirait que 1'on essaye de minimiser la dérive

génétique [55]. Or d’apres la théoréme de la limite centrale, on voit que

1 A
Y X< X >
\/XAZZ—1 . £ 5 N(0,1,). (1.3.13)

o™ A—00
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P X >

1 A
. . iyr X . , .
On va ainsi supposer que la loi de v/ A\2=i=t 5 est bien approchée par une loi nor-

male centrée de matrice de covariance l'identité. Puisqu’il n’y a pas de sélection, p et

\/X<X>"+1—<X>"
g—n

sont indépendants. En supposant de plus que p ~ N(0,1;), d’apres la

remarque faite sous 'équation (1.3.10), on voit alors que
Pyt~ N(0, ). (1.3.14)

Ainsi, sans sélection, la loi de ||p2T!||? peut étre approché par une loi du Chi-deux & d degrés
de liberté. Nous noterons dans la suite ||p? || ~ [|NV(0,1))||. Comme précisé précédemment,
dans [116, 73, 115], Hansen et al. proposent une mise & jour de 1’écart type global de facon
a ne pas avoir de biais si il n’y a pas de sélection, plus précisément en prenant le logarithme

de I’équation (1.3.11) on voit que

n+1
In(c" ™) = In(e™) + i (% - 1) (1.3.15)

En conséquence, In(c™) est sans biais dés que [[p}|| est mis & jour alors qu’il n’y a pas de
sélection, ce qui explique la mise a jour proposée dans I’équation 1.3.11. Les parametres par
défaut [116, 91] sont ¢, = 10/(d + 20) et d, = max(1, %) + é, la valeur initiale pour p,
est 0.

1.3.3.3 Llalgorithme CMA

L’algorithme CMA est & I’heure actuelle la forme la plus aboutie d’algorithmes dérandomisés.
La version présentée dans cette section est basé sur l'algorithme introduit en 2001 [77] qui
a été significativement améliorée en 2003 [76], puis légérement amélioré en 2004 [75]. Un
nombre croissant d’application des stratégies d’évolutions pour l'optimisation continue uti-
lise cet algorithme, plusieurs de ces applications sont référencées sur la page web de Nikolaus
Hansen, auteur du CMA [72].

Comme le nom de ’algorithme le suggere, dans le CMA, le modele de matrice de covariance
qui évolue est une matrice de covariance pleine. Le schéma de base de I'algorithme est celui
introduit & la section précédente pour l'algorithme CSA & savoir un (u/p, A)-ES. A chaque

génération A enfants suivant la loi
XP ~ N (<X >, (0™)2C™) (1.3.16)

sont créés, ou les notations suivantes sont utilisées
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Notations

X,?‘H € R?, k-ieme enfant & la génération n + 1.
<X > o= S w; X"\, w; € RT, moyenne pondérée des p meilleurs individus de la
génération n. L’index ¢ : A dénote le :°*¢ meilleur individu.
o™ € RT, pas de la mutation & la génération n.
C™, matrice symétrique définie positive de taille d x d.
B™, matrice de passage, orthogonale, de la matrice C".
D™, racine de la matrice des valeurs propres de C™ (bien définie puisque C™ est définie
positive).

Notons que la relation liant les 3 derniéres matrices introduites est C" = B"D"(B"D™)T,
ott 'indice 7" désigne la transposée d’une matrice.

Notons que comme précédemment mentionné, I’adaptation de la matrice C™ et ’adap-
tation du pas global ¢” sont découplés parce que ces deux parametres sont adaptés a des

échelles de temps différentes (cf. [77] ).

Adaptation du pas global ¢ T’adaptation de ’écart-type global de la mutation se fait en
utilisant la technique CSA expliquée en section 1.3.3.2. Les équations different 1égérement des
équations (1.3.10) et (1.3.11) pour prendre en compte le fait qu’ici la matrice de covariance
est adaptée et n’est plus I'identité. Cette adaptation a donc lieu en calculant le vecteur p2*t

suivant

n+1 _ n
L1 <X>h <X>

pZ-H = (1 - ca)pg + \//7\/ 00(2 - CU)(Cn) an (1'3'17)

o1 pd = 0 et o (C")fé dénote Pinverse de la racine de C™. La multiplication par (C™)~/2 =

(BT (D™)~Y/2B™ remet & léchelle le pas < X >Z+1 — <X >J; dans la base propre de C"
donnée par les vecteurs colonnes de B" et ¢, €]0, 1] détermine la mémoire que ’on souhaite
avoir.
Ensuite, comme dans '’équation (1.3.11), la norme de [p?*!| est comparée & la moyenne de
la norme d’un vecteur gaussien de dimension d
1 n+1

o = oo (- 2y V) —

ou, d, > 1 est un facteur d’atténuation.

E[|N(0,1y)]] = ﬂF(”T“)/F(%) est approché en pratique par v/d(1 — ﬁ + ﬁ)
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Adaptation de la matrice C" La matrice C™ est mise & jour & chaque génération en
calculant le vecteur de R? p?*+! suivant

<X>"Jr1 <X>n

Pt = (1= co)pl + Vi ce(2 . (1.3.19)

avec, ¢, €]0,1]. Dans la version du CMA de [77], ce vecteur est utilisé pour rajouter la matrice

de rang 1, p?*+1pn*1T 5 C™. Plus précisément

C™ L = (1 = Ceoy)C™ + Cooup? T pn 1T (1.3.20)

<X>pH x>

avec, ceoy €]0,1]. Intuitivement, p?*! est une direction de descente ( — pouvant

étre vu comme une grossiére approximation du gradient de la fonction), et la mise a jour se

n+l,n+1T

fait donc en rajoutant la matrice p ™ p} , de rang un, dont la direction propre est donnée

par pi "
Dans la version du CMA présentée dans [76], la mise a jour s’effectue en rajoutant a la matrice

C™ en plus de la matrice de rang 1 p pitl

P Xja— <X > (X — <X >
UAEESY (i ?)”52 A ) (1.3.21)
g

=1

ntl( )T, la matrice de rang ;% suivante

L’équation 1.3.20 devient

ot = (1 = ceov)C™ + cCOV(aCOVpQHp?HT +(1- aCOV)U”‘H) (1.3.22)

Réglages des parametres Le réglage par défaut des parametres du CMA fait I'objet
d’une partie du papier [76], et les parameétres optimaux pour maximiser un taux de succes
empirique sur des fonctions elliptiques sont bien approchés par les valeurs suivantes pour c,
Coy Ao €t Ceoy et wi=1.., sont

4 10 3u 1

= = = — 1. .2
Ce d+4’ Co d+20° ds ma'X( d+10)+ ( 3 3)
12 1. . 2 — 1
Cooy =~ 4+ (1 — —)min(1, —H 2 1.3.24
T (d+V2)? (1= ) min( (d+2)2+u) (1.3.24)

In(p + 1) — In(7)
jo1In(p +1) — In(j)

Les valeurs initiales sont pg =0, pg =0et C" = 1.

Wi=1..p =

Le réglage du nombre de parents et d’enfants dépend quant a lui du probléme, cependant

les valeurs par défaut préconisées pour les problemes elliptiques sont p = 4 + |31n(d)] et
n= 13

6. En fait cette matrice est de rang p presque stirement
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Le CMA: lllustration Durant cette these, ’algorithme CMA a été largement étudié dans
le cadre notamment de 'algorithme qui sera présenté au chapitre 2. Etudions brievement en
pratique comment marche 'algorithme CMA. Tout d’abord la premiére question & se poser
(cf. chapitre 2) est de savoir quelle est la matrice de covariance idéale. Dans le cas d’une
fonction elliptique

f(x)=2"Hz (1.3.25)

pour laquelle par souci de clarté nous prenons le minimum en zéro, nous verrons au chapitre 2
qu’une matrice pertinente a apprendre est (%H )~!. Regardons maintenant sur la fonction
elliptique la plus simple, & savoir la fonction sphere ((%H )"t = I) quelle est la matrice
apprise par le CMA. La figure 1.1 illustre le comportement de l'algorithme CMA sur la
fonction sphére en dimension 2, avec un point initial loin de I'optimum, & savoir (0,10°) et
un écart-type global initial de 1. Dans la colonne de droite on peut voir ’écart-type global
ainsi que les valeurs propres de la matrice de covariance qui a été initialisée a l'identité. On
voit clairement qu’a partir de la génération 800 le CMA apprend une matrice proportionnelle
a la matrice identité (les 2 valeurs propres sont égales, graphe en bas & droite). Par contre,
de la génération 1 & la génération 800 ce n’est pas la matrice identité qui est apprise par
Ialgorithme CMA, méme si la matrice de covariance initiale est 'identité. On peut noter que
la phase ol ’algorithme commence & apprendre la matrice identité correspond & une phase
ou l’algorithme tourne autour de 'optimum, comme on peut le voir sur le graphique en bas
a gauche de la figure 1.1, ot 'on observe que le signe de la deuxiéme coordonnée du parent
change. Par ailleurs, dans la premiere phase, I’algorithme s’oriente grace a la direction donnée

par p? qui est une direction de descente plus ou moins proche de la direction du gradient de

la fonction.

Autres algorithmes évolutionnaires continus: DE et GA

1.4.1 Les Algorithmes génétiques

Cette branche, la plus connue des algorithmes évolutionnaires se caractérisait a I'origine
[81] par une représentation binaire de ’espace de recherche et par une prépondérance de 'uti-
lisation de 'opérateur de croisement sur I'opérateur de mutation. Pour traiter les problemes
d’optimisation continue, les premieres approches avec des algorithmes génétiques consistaient

donc a coder les nombres réels sous forme binaire, et & appliquer ensuite les opérateurs clas-



40 Chapitre 1. Etat de I’art
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F1G. 1.1: Algorithme CMA sur la fonction sphére, initialisé en (0,107).

siques sur les chaines de bits. Il est assez facile d’imaginer que cette représentation engendre
des problemes (voir [121]). Par exemple la topologie de R n’est pas respectée par un codage
binaire, plus précisément deux points voisins dans R au sens de la topologie usuelle ne sont
pas en toute généralité envoyés sur des points voisins de 1'espace de chaines de bits (au sens
distance de Hamming par exemple). Or les opérateurs des algorithmes génétiques classiques
étant concus pour une représentation binaire, ils n’exploitent pas au mieux la topologie locale
de la fonction & optimiser. En considérant des codages binaires de type Gray, ces problémes
peuvent étre atténués, mais mis a part par quelques fervents défenseurs de la représentation
binaire, ’approche binaire laisse place de nos jours & une représentation des individus de

'algorithme évolutionnaire sous forme de vecteurs de réels [69, 58].

Algorithme génétique avec croisement SBX Le croisement SBX développé par Deb
dans en 1995 [41] spécialement pour I'optimisation continue constitue le premier croisement
présentant des performances comparables aux SA-ES de Schwefel (cf Section 1.3.2) sur cer-
taines fonctions tests. Par ailleurs dans l'article [42], Deb et Beyer montrent que ce croisement
exhibe des propriétés similaires aux SA-ES, propriétés qualifiées d’auto-adaptatives dans ce
papier. L’idée d’un tel croisement est de générer des enfants plutot proches des parents si les

parents sont proches et des enfants pouvant étre plus éloignés si les parents sont éloignés.
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Fic. 1.2: Densité de probabilité de la loi des enfants dans [’algorithme SBX pour n = 1,
la position des parents est indiquée avec un cercle. Ces figures sont extraites de [42] avec

l’aimable permission des auteurs

Notons (X7"); la iéme coordonnée d’un premier parent & la génération n et soit (X5); celle
d’un deuxiéme parent. On géneére les ieme coordonnées des enfants (Y{"); et (Y5"); de la fagon
suivante:
On définit B; la variable aléatoire suivante

20;0, 1)V i Ui[0,1] < L,

Bi = (200, 1) 10 11< (1.4.26)

(1/(2(1 = U;[0, 1)) sinon.

ou U;[0, 1] est une variable aléatoire de loi uniforme entre 0 et 1 et  un parametre positif.

Les iemes coordonnées des enfants sont alors générées grace a
(X700 = 05((1+ B (X])s + (1 = B)(XE): ) (1.4.27)

(X3 = 05((1 = B (XT)s + (1 + B)(XB); ) (1.4.28)

La figure 1.2 illustre la densité de probabilité d’apparition des enfants sachant la position
des parents (en 2 et 5 sur la figure 1.2 (a) et 2 et 2.5 sur la figure 1.2 (b) ) pour un parameétre

n ayant une valeur de 1.

Adaptation dans SBX Le mécanisme implicite introduit pour adapter la loi de probabilité
des enfants en fonction de la distance entre les parents confere au croisement SBX. Nous

illustrerons ces propriétés d’adaptation suivant Deb et Beyer [42] & la section 1.6.
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1.4.2 L’algorithme Differential Evolution (DE)

Bien que treés simple dans sa description l'algorithme DE [140, 141], introduit en 1996,
est tres efficace, comme nous le verrons dans la section 1.7. Le principe est le suivant: un
enfant est crée en appliquant séquentiellement un opérateur de mutation puis un opérateur
de croisement. L’enfant créé remplace le parent dans la population courante s’il est meilleur

que le parent. Nous allons noter (X7, ... ,X;‘) les i parents de la génération n.

Mutation dans DE Pour chaque parent X', pour 7 = 1,...,u, le vecteur mutant suivant
est crée

Vit = X+ F(XE - X]) (1.4.29)
ou, 11,792,735 sont trois entiers distincts tirés uniformément dans {1,...,u} et F' est le facteur

dit d’amplification qui est un réel dans [0, 2].

Croisementdans DE  Un nouveau vecteur Ui"'"1 croisement entre le parent X3 et le vecteur
Vi"'"1 qui vient d’étre formé par mutation est créé. On commence par tirer un entier jg

uniformément dans {1...,d}, ensuite

(V-n)j si (Uj[O, 1] S CR) ouj = j()

)

U); = _ o

(XP); si (U5[0,1] > CR) et j # jo
ou CR € [0, 1] est un parametre de I'algorithme, U;[0,1] est la jieme gvaluation d’une variable
aléatoire uniforme dans [0,1]. L’index jy que l'on a tiré au début assure qu’au moins une

coordonnée de Xi' est changgée.

Remarque sur le croisement Le croisement précédent dépend fortement de la base dans
laquelle on se place. Comme nous le verrons dans la section 1.7, ceci induit des mauvaises
performances dés que la base adaptée & la fonction & optimiser n’est pas la base canonique”.
Adaptation dans DE C’est 1’équation (1.4.29) qui permet I'adaptation dans DE, en utili-
sant la taille caractéristique de la population (représentée par la distance entre deux individus
dans la population) pour la mutation. Cette adaptation, implicite, fait que lalgorithme DE
rentre dans la catégorie des algorithmes auto-adaptatifs introduite en début de chapitre, cela

sera illustré a la Section 1.6.

7. Ou nous appelons base adaptée a la fonction, dans le cas d’une fonction elliptique par exemple la base

propre de la matrice hessienne.
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Les Algorithmes a Evolution de Distribution (EDAS)

Les EDAs constituent une branche récente des algorithmes évolutionnaires: les premiers
algorithmes EDAs pour l'optimisation continue datent de 1998 [134] et le premier livre traitant
des EDAs (sur un espace d’état discret et continu) date de 2001 [94]. Conceptuellement
les EDAs sont différents des EAs classiques puisque I'idée n’est plus de faire évoluer un
ensemble de points mais une distribution® toute entiére, censée contenir plus d’information.
Ce domaine a connu pas mal d’évolutions ces cinq derniéres années ([27, 117, 112, 94]), ’enjeu
a été d’apprendre avec des techniques plus ou moins compliquées et des modeles d’autant
plus complexes la distribution des points sélectionnés, modele de distribution allant de la
simple loi normale avec matrice de covariance diagonale (algorithme PBIL. ci dessous) &
des réseaux Baysiens ([117, 112, 111]), c’est pourquoi nous avons décidé de le mentionner
dans ce chapitre. Cependant les performances de ces algorithmes étant encore moins bonnes
que les performances des algorithmes évolutionnaires classiques, comme nous le verrons a la
section 1.7, nous avons simplement choisi ici de présenter deux de ces EDAs, tout d’abord
pour illustrer le concept et ensuite parce que ces EDAs présentent des similitudes avec les
algorithmes présentés jusqu’a présent.

La premiere étape dans un EDA est de se fixer un modeéle pour I’ensemble des distributions
(D™)p>1 qui vont évoluer. Nous allons noter de maniere générique dans la suite Dy une
distribution paramétrée par des parameétres ®. Pour fixer les idées cette distribution peut
étre une distribution gaussienne paramétrée par sa moyenne et sa matrice de covariance. Le

schéma, classique d’un EDA est le suivant

Schéma d’un EDA  On choisit DY. On répete les étapes qui suivent jusqu’a ce qu'un critere
d’arrét soit atteint
A 1’étape (ou génération) n

— On échantillonne A fois la distribution D", on obtient ainsi A points {z7,...,2}}.
— On sélectionne p points parmi les A (biais vers les meilleurs).

— On apprend la distribution D™*! & partir de ces ;1 points et éventuellement D™.

8. Traduction littérale de Panglais distribution (pour loi de probabilité).
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Remarques: L’étape de sélection consiste souvent a garder la moitié des individus ayant la
fitness la plus basse et ensuite & apprendre la distribution de ces individus. Ceci peut aboutir

dans certain cas a des convergences prématurées (cf Section 1.5.2).

1.5.1 Population Based Incremental Learning (PBIL.)

C’est le premier EDA sur un espace d’état continu qui a été introduit [134]. Le modele
de distribution considéré est une distribution gaussienne de matrice de covariance diagonale.
Ainsi a chaque étape il y a 2d parametres & apprendre, la moyenne de la nouvelle distribution
et les écart-types (o1, ...,04). Notons M™ la moyenne de la distribution & la génération n, la

mise & jour de la moyenne se fait de la facon suivante
M™M= (1 - )M" + a(XT) + X5, — X)) (1.5.30)

ou a €]0,1] et X, désigne le iéme meilleur individu a la génération n. Nous notons o
Iécart-type dans la direction ¢ a la génération n. Pour cette mise & jour les K meilleurs
individus sont considérés (typiquement K = %) La mise a jour proposée pour les écart-types

est la suivante

K
S (X — X )2
o = (1 - a)ol" + a\/2]1(( ]'/\K)l ko) (1.5.31)

ou (X7)); désigne la iéme coordonnée du jieme individu & la génération n et Xj ; la ieme
- k)

coordonnée de la moyenne empirique des K meilleurs individus a la génération n.
Remarquons que l'algorithme PBIL =, peut étre vu comme un (1, A)-ES avec une mise
a jour pour le parent légerement different des méthodes des ES traditionnelles, et une regle

particuliére de mise & jour des écart-types.

1.5.2 EMNA (Estimation of Multivariate Normal Algorithm)

L’algorithme EMNA [94] considére une distribution gaussienne avec une matrice de co-
variance pleine. La mise & jour de la matrice se fait en apprenant la distribution au sens du

maximum de vraisemblance des A/2 meilleurs individus sélectionnes.

Adaptation et auto-adaptation: illustrations

Nous illustrons simplement dans cette section, la notion d’adaptation et d’auto-adaptation
a travers les tests numériques classiquement réalisés pour justifier qu'un algorithme possede

des propriétés d’adaptation.
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Tout d’abord, les notions d’adaptation et d’auto-adaptation sont reliées a la convergence
log-linéaire sur la fonction sphére (et sur des fonctions elliptiques ), traduisant que I'on est
capable d’améliorer infiniment (dans les limites de la précision numérique) les performances
d’un algorithme.

Par ailleurs, Deb et Beyer [42] ont été les premiers & associer la notion d’adaptation au
fait que 'on soit capable de suivre 'optimum d’une fonction. En effet, comme nous ’avons
évoqué dans l'introduction de ce chapitre, sur une telle fonction, un algorithme idéal devrait
alterner exploration et exploitation et donc étre capable de détecter le changement de phase
et d’adapter les parameétres de D'algorithme en conséquence. Ceci est ici illustré pour les
algorithmes, SA-ES isotrope, SBX, DE et CMA sur les figures 1.3% et 1.4. Ces derniéres
montrent la valeur de la fitness en fonction du nombre de générations sur la fonction elliptique

suivante
d

Jrand = Zrz(xz - x?)Q

i=1
ol toutes les K générations (précisé plus loin), la localisation de optimum (z})i<ij<q est
modifiée, tirée aléatoirement dans [—1,1]. De méme, les coefficients de la matrice hessienne
de la fonction (Ti)1gz'§d sont des entiers compris entre 1 et d qui changent toutes les K
générations. Sur la figure 1.3 les moments ou 'optimum change sont clairement visibles.

Les parametres utilisés pour 1'algorithme SBX sont décrits dans [42]. Pour la méme fonc-
tion, la méme courbe est tracée a la figure 1.4 pour les algorithmes DE et CMA. Ces algo-
rithmes sont utilisés avec leurs valeurs par défaut (codes Matlab des auteurs).

Les moments ou la fitness change est différent d’un algorithme a I’autre pour rendre plus
visible l'effet de I'adaptation.

Par ailleurs, on voir également, sur la figure 1.3, I'écart-type empirique (sur l’ensemble
des individus de la population) pour la 15iéme coordonnée. Sur la figure 1.4, en bas & gauche,
on voit I’écart-type empirique (sur 'ensemble des individus de la population) coordonnée par
coordonnée est montré. Enfin, sur la figure 1.4, en bas & droite on voit I’écart type global

dans lalgorithme CMA. Ceci illustre I'adaptation de I’ensemble de la population.

9. Figures extraites de Particle [42]
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F1a. 1.4: Algorithme DE (a) et CMA (b), sur frana pour d = 20. En haut fitness en fonction du
nombre de génération. En bas a gauche, écart-type empirique, calculé a partir des individus de
la population, coordonnée par coordonnée. En bas a droite, pas de la mutation de l’algorithme

CMA.
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Mythes et réalités de I'optimisation globale

Les algorithmes SA-ES, CMA, DE, et SBX présentés dans les sections précédentes sont
largement utilisés & 1’heure actuelle dans divers domaines allant de I'ingénierie automobile
[138, 113, 114], & la mécanique quantique [11, 155, 148] et & la robotique [28]. Plusieurs pages
web recensent les applications de ces divers algorithmes a des problémes réels témoignant de
leur efficacité. Mentionnons ici la page web [139] pour P'algorithme DE et la page web [72]
pour l'algorithme CMA.

Pour autant, répondre & la question de quel algorithme utiliser parmi ceux que nous venons
précisément de décrire n’est pas chose facile. D’une part, cela peut dépendre du probléme.
D’autre part, il n’existe pas d’étude exhaustive comparant tous ces algorithmes sur les mémes
fonctions tests, étude qui permettrait peut-étre de déterminer quel algorithme utiliser sur
telle ou telle classe de fonction. Cependant, plusieurs articles [131, 141, 75, 91] que nous
allons commenter brievement ici, comparent certains de ces algorithmes entre eux, et plus
généralement comparent les algorithmes évolutionnaires & d’autre méthodes d’optimisation
globale. Dans la suite, les comparaisons entre algorithmes seront faites en terme de nombre

d’évaluation de fonctions pour atteindre le minimum avec une précision fixée.

Algorithmes Evolutionnaires versus autres algorithmes d’optimisation globales

Plusieurs articles et livres comparent les performances des algorithmes évolutionnaires a
d’autres méthodes d’optimisation globale. Nous ne présentons ici que les plus récents, tout
d’abord un article tentant de comparer I'algorithme DE [141] et ensuite un article comparant
CMA-ES & DE et & d’autres méthodes d’optimisation globale [75].

L’article [141] de 1997 compare 'algorithme DE ( Section 1.4.2) & d’autres méthodes
d’optimisation globale (reconnues pour étre parmi les meilleures en terme d’optimisation
globales) sur des fonctions tests classiques pour 'optimisation globale. L’algorithme DE est
tout d’abord comparé aux méthodes de recuit simulé les plus performantes, & savoir le recuit
simulé adaptatif [84] et la stratégie de recuit de Nelder et Mead [120]. Sur les fonctions
elliptiques testées (sauf sur la fonction sphére) les performances de DE sont meilleures. Dans
le cas de fonctions multimodales, la différence est encore plus importante : les algorithmes de
recuit simulé contrairement & DE ne convergent pas tout le temps vers le minimum global,

et lorsqu’ils convergent, ils convergent moins vite. Ensuite DE est comparé a une méthode
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de gradient stochastique [4] sur des fonctions multimodales et DE est bien meilleur que la
méthode de gradient stochastique pour toutes les fonctions mutlimodales testées.

L’article [75] de 2004 compare quant & lui lalgorithme CMA & l'algorithme DE qui est
devenu entre temps une référence en matiere d’optimisation globale ainsi qu’a un algorithme
de BFGS ol un lissage préalable de la fonction est effectué. Moyennant un réglage de la taille
de la population du CMA et de la facon dont on initialise la population, les performances de
I’algorithme CMA sur des fonctions multimodales sont toujours meilleures que 'algorithme de
BFGS avec lissage et sont légerement inférieure aux performances de DE lorsque la fonction
multimodale admet pour base propre la base canonique. Mais lorsque 'on applique une
rotation préalable de la base canonique faisant que la base adaptée de la fonction n’est plus

la base canonique, CMA reprend 'avantage.

Algorithmes Evolutionnaires versus Algorithmes Evolutionnaires

A T’heure actuelle trois algorithmes évolutionnaires sont généralement recommandés pour
I’optimisation continue. Tout d’abord les SA-ES, certainement les algorithmes évolutionnaires
les plus connus a I’heure actuelle, ensuite l'algorithme DE et enfin, le plus récent I'algorithme
CMA. Dans, l'article [77], 'algorithme CMA est comparé aux algorithmes SA-ES. Les auteurs
montrent que I'algorithme CMA présente des performances meilleures que les algorithmes SA-
ES pour des fonctions elliptiques mal conditionnées, ou pour des fonctions pour lesquelles la
base propre n’est pas la base canonique. Dans larticle de 2004 [75], CMA est comparé a
SA-ES et DE sur des fonctions multimodales. I1 est plus précisément montré que I'algorithme
CMA peut présenter des performances aussi bonnes que les SA-ES et I’algorithme DE sur des
fonctions multi-modales dés qu'un réglage propre de 1’écart-type initial ainsi que de la taille
de la population est effectué. Par ailleurs, dans [75], les auteurs montrent que les performances
de ’algorithme DE se dégradent considérablement méme sur une fonction elliptique si la base
propre n’est plus la base canonique.

Dans [42], il a été montré que les performances de lalgorithme SBX sont légérement
inférieures a celle des algorithmes SA-ES. Notons enfin que les algorithmes EDA mentionnés
dans ce chapitre sont en terme de performances largement surclassés (pour plus de détail

nous renvoyons a [91]).



1.7. Mythes et réalités de I’optimisation globale 49
Conclusion

Nous venons de présenter un état de ’art sur 'optimisation continue par algorithmes
évolutionnaires, en insistant plus particulierement sur les stratégies d’évolutions, algorithmes
que nous retrouverons tout au long de cette these. Parmi les algorithmes présentés ici, les
algorithmes GA-SBX, SA-ES, DE et CMA sont largement utilisés pour des problémes d’opti-
misation du monde réel issus de divers domaines. Nous avons tenté de dégager des tendances
générales de plusieurs articles comparatifs, d’ou il ressort que 'algorithme CMA-ES est sans
doute le meilleur choix aujourd’hui, modulo le réglage de la taille de la population et de
I’écart-type initial. Parmi les algorithmes présentés il est notamment le seul dont les perfor-
mances sont invariantes par rotation — sachant que pour les problémes réels nous ne disposons

pas en général d’information sur la base propre de la matrice Hessienne de la fonction objectif.

Nous avons par ailleurs introduits les concepts clés d’adaptation et d’auto-adaptation
développés ces dernieres années pour 'optimisation continue par algorithmes évolutionnaires.
Ces techniques présentent deux avantages: d’une part, elles permettent a I'algorithme de
modifier son comportement en ligne, durant I’évolution, et en fonction de 1’évolution, soit
de maniere explicite (e.g. la mise & jour adaptative de la matrice de covariance dans la
méthode CMA), soit en laissant faire le hasard (mutation des parametres de mutation dans
les méthodes auto-adaptatives SA-ES, variance de la mutation réglée de fait par 'ensemble de
la population dans I’algorithme DE, lui conférant des propriétés d’auto-adaptativité). D’autre
part, a défaut de diminuer le nombre de parametres a régler, elle en diminue la sensibilité: les
parametres 7 de la mutation log-normale de I'algorithme SA-ES par exemple ont une large
plage de validité une fois normalisés, alors que le réglage direct du pas de la mutation est
difficilement envisageable.

Ces avantages ont d’ailleurs motivé 'utilisation du concept d’adaptation dans d’autres
domaines que le réglage de la mutation gaussienne pour l'optimisation continue. Ainsi, lors
de la prise en compte de contraintes par méthode de pénalisation, le réglage de I'intensité des
coefficients de pénalité peut s’avérer délicat — de plus, il est en général recommandé de les
choisir petits au début de la recherche, pour autoriser I’exploration de zones non admissibles,
et de les augmenter en fin de recherche pour favoriser 'apparition d’individus admissibles.
Par exemple, dans le domaine continu, l'algorithme ASCHEA (Adaptive Segregated Contraint

Handling Evolutionary Algorithm) [19, 20] augmente ou diminue ce facteur de pénalisation en
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fonction de la proportion d’individus admissibles dans la population ; dans le domaine discret
des Satisfactions de Contraintes (problémes SAT), l'algorithme SAW (Self-Adaptive Weight)
[56] augmente le poids dans la fonction objectif des contraintes qui sont systématiquement
non satisfaites par les meilleurs individus successifs de la population.

Par ailleurs, 'auto-adaptativité (adaptativité stochastique) est a priori encore plus atti-
rante dans le contexte des algorithmes évolutionnaires. Ainsi, son illustration dans ce chapitre
par Palgorithme SA-ES montre bien la simplicité de sa mise en oeuvre (il suffit de rajouter a
I'individu ses propres parameétres de mutation). Par contre, son extension & d’autres champs
que celui de l'optimisation continue n’a pour l'instant pas donné de résultats tres probants
— citons par exemple dans le cadre des chaines de bits 'auto-adaptation de la probabilité de
mutation par bit proposée par Obalek [110] mais dont les performances n’ont jamais été a la
hauteur de simples décroissance géométrique bien paramétrée [14].

Dans ce contexte, et méme si du strict point de vue du paradigme Darwinien, ’algorithme
CMA-ES peut étre vu comme un recul par rapport aux SA-ES puisque laissant moins faire le
hasard [42], il est clair qu'une adaptation déterministe bien menée peut permettre d’utiliser
de maniére plus efficace les informations contenues dans tous les individus évalués. Une telle

méthode sera l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Meéthode explicite d’adaptation de
la matrice de covariance pour la

mutation gaussienne

Une partie des résultats de ce chapitre fait 'objet de l'article [10].
[10] A. Auger, N. Vanhaecke, and M. Schoenauer. LS-CMA-ES: A second-order algorithm
for covariance matriz adaptation. In Xin Yao et al., editor, Proceedings of the 8" Conference
on Parallel Problems Solving from Nature, pages 182-191. Springer-Verlag, LNCS 3242, 2004
(Best Student Paper Award).
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Introduction

Ce chapitre correspond chronologiquement au dernier travail effectué durant cette these et
fait en particulier suite & 'application d’un algorithme SA-ES pour la résolution du probléeme
de controle par laser faisant ’objet de la Partie 3. Lors de cette application, nous avons pu
constater que de nombreux individus étaient perdus lors de I'étape de remplacement sans
qu’il soit fait usage de 'information sur la fonction qu’ils contenaient. Ceci était d’autant
plus vrai dans la phase d’exploitation de I'algorithme. Ces individus étaient souvent générés
avec des parametres non optimaux: par exemple, dans la fin de la recherche, au voisinage d’un
minimum local, le pas de la mutation était souvent trop petit par rapport a la courbure de
la fonction (que I'on a évaluée a posteriori par différences finies). Pour ce probléeme d’optimi-
sation, le colt d’une évaluation de fonction était de 'ordre de la minute, motivant d’autant
plus la recherche de techniques faisant un meilleur usage des points évalués puis jetés.

Ainsi, le point de départ de ce travail est la constatation que méme les algorithmes
évolutionnaires correspondant & ’état de I'art du domaine (Notons qu’a 1’époque, Dalgo-
rithme CMA n’était pas tres connu), ne font pas usage de toute I'information qu’ils ont &
leur disposition: la procédure de remplacement jette une partie des individus sans utiliser

I'information qu’ils contiennent.

Le cadre algorithmique considéré est celui des stratégies d’évolutions présentées au cha-
pitre précédent. Plus précisément c’est 'opérateur de mutation gaussien consistant a rajouter
au parent un vecteur aléatoire gaussien qui va nous intéresser. Rappelons que les opérateurs
de mutations gaussiens découpent généralement la matrice de covariance du vecteur gaussien
en deux parties, d’une part le pas de la mutation que nous noterons tout au long de ce cha-
pitre o™, n étant 'index de génération, et d’autre part une matrice que nous appellerons par
abus de langage la matrice de covariance que nous noterons C™. Ainsi, la forme générique
de Popérateur de mutation appliqué & Pétape n A une variables aléatoire X & valeur dans R?

que nous allons considérer est la suivante
X:=X+0"N(0,C")

Nous placant ensuite dans une perspective d’optimisation locale, nous nous allons poser la

question de savoir quel est la “meilleure” matrice de covariance. Dans le contexte d’une
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fonction fitness elliptique

fe(z) = %IBTH:B

olu, H est une matrice symétrique définie positive, le choix de (%H )~ comme matrice de
covariance semble raisonnable, comme nous le verrons & la section 2.2. Dans le cas d’une
fonction plus générale suffisamment réguliere, I’approximation a I’ordre 2 de la fonction fait
que 'on peut considérer localement la fonction comme elliptique. Ainsi, le but de ce chapitre
va étre d’essayer d’apprendre la courbure locale de la fonction et de 1'utiliser dans la mise a
jour de la matrice de covariance.

—1 en utilisant I'in-

La question est ensuite comment trouver une approximation de (%H )
formation & notre disposition, c’est a dire un ensemble de points avec leur valeur de fitness
correspondante. Nous allons voir a la section 2.4 comment une minimisation au sens des
moindres carrés permet de répondre a cette question.

La démarche que nous allons adopter tout au long de ce chapitre pour valider nos choix
est purement numérique: d’'une part certains arguments que nous avangons reposent sur des
articles eux mémes basés sur des validations numériques ; d’autre part nous allons nous aussi
valider les méthodes numériques proposées grace a des tests numériques. En particulier, le
nouvel opérateur de mutation sera comparé sur des fonctions tests classiques & l'algorithme

CMA, considéré aujourd’hui au niveau pratique comme un des algorithmes évolutionnaires

les plus performants.

Matrice de covariance optimale

La matrice de covariance de la mutation détermine les directions dans lesquelles la re-
cherche va s’effectuer. Dans le contexte d'une fonction elliptique (fg(z) = 327 Hz ot H est
symétrique définie positive) intuitivement, un choix raisonnable pour C semble étre (%H )~
ce qui correspond a une “forme” de matrice de covariance proportionnelle aux lignes de niveau
de la fonction (Figure 2.1). En effet, un tel choix correspond & faire des pas plus larges dans
les directions ou la fonction varie peu que dans les directions ou la fonction varie beaucoup.
De maniere plus formelle, si C' = (%H )~%, C et H ont mémes vecteurs propres, et des valeurs
propres correspondantes inversement proportionnelles.

Un autre argument vient du cas particulier de la fonction sphere: un changement de variable
montre en effet que minimiser fr avec 'opérateur de mutation ayant pour matrice de cova-
1

riance (3H)~! revient & minimiser la fonction sphere (fs(z) = z7z) avec un opérateur de
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C=1/2 HA(-1)

Fi1G. 2.1: Lignes de niveaux d’une fonction elliptique et support d’un vecteur gaussien adapté

a ces lignes de niveauz

mutation ayant pour matrice de covariance l'identité. Or sur la fonction sphere, des tests
numériques effectués avec des opérateurs de mutation ayant plusieurs formes de matrice de
covariance montrent que la matrice de covariance identité [13, 15] est la meilleure parmi I’en-
semble des tests effectués. Ainsi, a priori le choix de matrice de covariance (%H )~! pour une
fonction elliptique est raisonnable.

D’autre part, d’apres les formules de Taylor, toute fonction suffisamment réguliére s’ap-

proche localement & Pordre 2 par une fonction elliptique:
1
f(X) = f(Xo) + (X = Xo) "V f(Xo) + E(X — Xo)"H(X0)(X = Xo) +o(]|X = Xo|*) (2:2.1)

ou Vf(Xp) désigne le gradient de f au point Xy et H(Xp) la matrice Hessienne de f en
Xp. Ainsi, cela semble raisonnable d’essayer d’utiliser au sein de I'opérateur de mutation une

approximation de I'inverse de la matrice Hessienne de la fonction fitness.
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Quelles matrices de covariances pour les méthodes historiques?

Historiquement, il ne semble pas que cela soit toujours la préoccupation de “quelle matrice
de covariance apprendre?” qui ait guidé la mise au point des différentes techniques d’adapta-
tion des algorithmes évolutionnaires continus. En particulier les techniques d’auto-adaptation
des parametres de mutation sont justifiées par Schwefel dans [131] par “I’évolution va ajus-
ter gratuitement les bons parametres”, dans la mesure ol le modele considéré le permet.
Regardons tout de méme numériquement quels sont les valeurs apprises par les différents
algorithmes existants.

Tout d’abord considérons le cas du ES non isotrope (voir 1.3.2) ol le modele de matrice
de covariance considéré dans ce cas la est diagonal. Plagons nous sur une fonction elliptique

mal conditionnée, plus particulierement ici

d

1 6yi=L 2
Jeui = 5 D (10%) =143

i=1

dont la base propre est la base canonique pour ne pas désavantager le modele isotrope. Dans

ce cas 1a ($H) ! vaut

La figure 2.2 (a) présente un essai typique de Palgorithme (1, 100)-SA-ES isotrope: & gauche,
la valeur de la fitness & chaque génération en fonction du nombre d’évaluations de la fonction :
A droite, les valeurs des écarts types de la matrice de covariance' dans les différentes direc-
tions. On remarque que ces valeurs propres ne sont pas proportionnelles & celles de (%H )~L
On pourra s’étonner aussi des paliers que 'on peut voir au niveau de la fitness et de la fluc-
tuation des valeurs propres de la matrice de covariance: ces phénomenes déja observés [16],
ont entre autre motivé I'introduction du croisement que nous avons décrit au chapitre 1, qui
permet d’atténuer ces phénomeénes.

La figure 2.2 (b) montre exactement les mémes courbes que précédemment pour 'algo-
rithme CMA avec le réglage par défaut des parameétres donnés au chapitre précédent. On

remarque que a partir de 6000 évaluations les valeurs propres de la matrice de covariance

1. Nous appelons écarts types de la matrice de covariance les racines des valeurs propres de la matrice
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abs(Function Value) . Sart(Eigenvalues of the covariance matrix) abs(Function Value) | Sqri(Eigenvalues of the covariance matrix)
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(a) SA-ES (b) CMA-ES

F1G. 2.2: Fitness (ici fey; en dimension 10) en fonction du nombre d’évaluations (en échelle
log), et racines des valeurs propres de la matrice de covariance de l'opérateur de mutation
pour respectivement un (1,100)-SA-ES non isotrope (a) et le CMA-ES avec ses valeurs par
défaut (b).

sont proportionnelles & celles de ($H) '. Ainsi, du moins en fin de recherche, I'algorithme
CMA-ES apprend une matrice proportionnelle & (%H )~ L. Signalons que nous avons illustré
ici notre propos sur la fonction elliptique f.;; dont la matrice hessienne est diagonale dans
la base canonique, mais I'algorithme CMA-ES apprend aussi une matrice de covariance pro-
portionnelle & ($H) ! dans le cas général.

Notons que la méme question se pose aussi pour la loi de proposition dans le contexte
des algorithmes de recuit simulé. Dans [147], il est également proposé de prendre une loi de
proposition (cf Chapitre 1, section 1.2 pour la définition de la loi de proposition) gaussienne

de matrice de covariance H !

Apprendre (3H)™': minimisation au sens des moindres carrés__

La question suivante est maintenant de trouver une méthode utilisant I'information dispo-
nible dans un algorithme évolutionnaire afin d’apprendre au mieux %H —1. L’information de
base disponible dans un algorithme évolutionnaire est un ensemble de points avec les valeurs
de fonctions correspondantes (Xy, f(Xg))i<k<n. Une méthode immédiate pour apprendre

une approximation de la matrice hessienne consiste alors & considérer le probléme suivant de
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minimisation au sens des moindres carrés:

N
1 1 2
i — Xi) — X—X—XT——X—XTHX—X) 2.4.2
geRd,rqulllenS(Rd)N];(f( k) — f(Xo) — (Xk 0)' g 2( k 0)" H(Xg 0)) )
Les inconnues de ce probleme sont g = (g1,...,94) (d inconnues), et H = (H;j)i<i<j<d

(d(d+1)/2 inconnues). Le systeme linéaire correspondant s’écrit de la facon suivante : Notons
Y le vecteur

Y = (gla"'agdaHlla"'7H1d7H227"'7Hdd)T

de RH4+3)/2 e A la matrice & N lignes et d(d+3) /2 colonnes, dont la ligne k& que nous notons

Ay s’écrit

Ak = ((Xk - X0)17 sy (Xk - Xo)d, (Xk - XO)I(Xk - XO)I, P
o (X k= X0)1(Xk = Xo)ar (Xi — X0)2( X5 — Xo)2,- -5 (Xp — Xo)a(Xp — Xo)a)"

ou la notation (X — Xj); désigne la ieme ligne du vecteur (X — Xj). Notons enfin F' le

vecteur de R¢ suivant

F=(f(X1) - f(X0),---, f(Xa) = f(X0))

L’équation (2.4.2) se réécrit

min |AY — F|3 (2.4.3)

Une solution de I’équation (2.4.3) est un point critique de |AY — F|s. La différentiation de
cette équation donne 2AT AY — 2ATF, et dés que 'on possede plus de d(d + 3)/2 points, le
systeme d’équations Ay = F est surdéterminé. Si (AT A) est inversible, la solution au sens
des moindres carrés de ce systeme est donnée par (AT A) "1 ATF. La matrice (AT A) 71 AT est
appelée pseudo-inverse, le cotit de calcul d’une telle matrice par une méthode directe est de

(d(d + 3)/2)? soit de I'ordre de d°.

Critére de qualité pour I'approximation Il sera important dans la mise en oeuvre pra-
tique d’étre capable d’estimer la qualité de I’approximation ainsi calculée. Dans le cas d’une
fonction elliptique, la solution de (2.4.2) est exactement donnée par V f(Xy) et H(Xy), et la
valeur du résidu (valeur de Pexpression entre parenthéses) est zéro. Dans un cas général, si
on note par § et H la solution du probleme (2.4.2), la valeur en le minimum n’est pas zéro,
et une mesure de la qualité de 'approximation du gradient par g et de la Hessienne par H

est donnée par
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N

S (F(X0) = f(Xo) = (Xi = Xo0) 75—

k=1

(X — Xo)" H (X — Xo))Q-

N —

Cependant, afin d’obtenir une quantité invariante par dilatation et par translation de la

fonction f nous avons considéré le critére de qualité suivant

o_ ! i <f(Xk> — f(Xo0) = (Xi = X0)"§ — 5(Xi — Xo)"H (X — X0)>2

F(Xg) — f(Xo) — (X — X0)Tg (2.4.4)

k=1
qui s’est avéré apres des tests numériques discriminer les cas ou 'approximation était bonne

ou les cas ou elle était mauvaise.

L’algorithme LS-CMA-ES

Les idées précédentes sont mise en oeuvre dans 'algorithme présenté dans cette section.

Adaptation de la matrice de covariance

La méthode d’approximation décrite dans la section précédente requiert au moins d(d +
3)/2 points avec les valeurs de fonction correspondantes. Ces points seront pris parmi les
points déja évalués dans l'algorithme évolutionnaire. Un compromis doit étre fait entre la
précision de 'approximation et le cout : tirer d(d+3)/2 points & chaque génération serait trop
couteux : seuls les points qui ont été évalués lors du déroulement de I'algorithme évolutionnaire
seront utilisés, de préférence les plus récents.

De plus, 'approximation pourrait étre calculée toutes les générations en utilisant une
fenétre glissante (c’est & dire en réutilisant certains points d’une fois & ’autre). Mais le calcul
de la solution de (2.4.2) étant lui aussi cotiteux, ce calcul ne sera pas fait toutes les générations
et la méme matrice de covariance sera utilisé entre deux calculs successifs de la solution de
(2.4.2).

Un dernier probleme a résoudre pour 'adaptation de la matrice de covariance est posé
par la qualité de 'approximation: il semble en effet déraisonnable d’utiliser une mauvaise
approximation de la hessienne comme matrice pour la mutation. Deux questions se posent
alors: comment détecter les situations & risque, et comment y remédier. C’est présicément
pour répondre a la premiere question que nous avons mis au point le critéere de qualité
présenté en fin de section précédente. Enfin, comme I'algorithme CMA est ce qui se fait de

mieux aujourd’hui en terme de mise a jour de la matrice de covariance, il semble logique de se
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rabattre sur cette méthode dés qu’on détecte une mauvaise approximation a l’aide du critere

de qualité Q.

Adaptation du pas de la mutation

Jusqu’a présent, nous avons simplement discuté la mise a jour de la matrice de covariance
de la mutation gaussienne. L’autre point important est le réglage du pas de la mutation.
Nous avons présenté au chapitre précédent plusieurs techniques pour ’adaptation du pas de
la mutation. Pour les algorithmes présentés ici, nous avons retenu deux méthodes. Nous avons
vu que apprendre (%H )~ comme matrice de covariance pour une fonction elliptique revient
a transformer la minimisation d’une fonction elliptique en la minimisation de la fonction
sphere. Donc il a semblé adapté ici d’utiliser la technique d’adaptation du pas par mutation
du pas lui méme (technique SA-ES), qui présente parmi les meilleures performances sur la
fonction sphere (cf [131] pour une comparaison entre cette technique et la regle des 1/5 et
[91] pour une comparaison entre les approches dérandomisées et la regle des 1/5). C’est la
premiére technique que nous avons testée pour l'algorithme (1, A\)-LS-CMA-ES [10]. Celle-ci
sera décrite précisément a la Section 2.5.1.

D’autre part, voulant mettre en oeuvre un algorithme avec plusieurs parents, pour voir
en particulier comment se comportait la méthode dans un cas de fonctions multimodales,
une technique dérandomisée pour le pas de la mutation (technique du CSA introduite au
chapitre 1 Section 1.3.3.2) a été mise au point et testée ensuite. En effet, intuitivement,
plus il y a des parents, plus une technique dérandomisée semble adaptée pour déduire de
I'information sur la fonction et donc pour mettre a jour le pas de la mutation. Dans ce cas

1, Palgorithme sera appelé le (u/p, A)-LS-CMA-ES.

2.5.1 Lalgorithme (1, \)-LS-CMA-ES

Nous nous intéressons dans un premier temps a l’aspect convergence locale. Pour cela,
nous commengons par mettre en oeuvre un algorithme de type (1, A)-ES, dont le pseudo-code
est donné au tableau 2.1, ot n est l'indice de génération, (™ le parent & la génération n,
o™ le pas & la génération n et C™ la matrice de covariance.

La variable booléenne Mode dans le tableau 2.1 indique si I'on utilise la matrice Hessienne
approchée pour la mutation ou si l'algorithme doit utiliser la regle de mise a jour standard

de l'algorithme CMA-ES. Lorsque la qualité de 'approximation (donnée par le critere 2.4.4)
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est “bonne”, concretement lorsque Q est en dessous d’un certain seuil, on sera en mode LS,
sinon en mode CMA.

Nous discutons maintenant des différents points de ’algorithme de maniere plus détaillée.

Un (1,))-SA-ES: L’algorithme de base pour le LS-CMA est un ES auto-adaptatif (Sec-
tion 1.3.2). A la ligne 4 du tableau 2.1, X enfants sont générés par mutation gaussienne de
matrice de covariance C™, avec un pas qui est le résultat d’'une mutation par une loi log-
normale du pas du parent. Les lignes 5 et 6 sont respectivement 'étape d’évaluation et de

sélection.

Mise a jour de la matrice de covariance — méthode CMA: Les lignes 8 et 10 corres-
pondent & I’étape de mise & jour de la matrice de covariance dans ’algorithme CMA-ES [76]
(cf Chapitre 1, Section 1.3.3.3 ). Le calcul de vecteur p. est effectuée méme lorsque 1'on est
en mode LS de facon a représenter proprement le chemin qui a été parcouru pour le cas ou
I’on devrait passer en mode CMA. En mode LS, la matrice de covariance de la mutation est

inchangée (ligne 9).

Approximation quadratique Toutes les n,,4 générations (ligne 11), 'approximation de
la matrice Hessienne est calculée en résolvant le probléeme 2.4.2 (ligne 12), & partir des points
ayant été archivés au cours de I’évolution (ligne 7).

Si 'erreur de ’approximation est en dessous d’un certain seuil, alors la nouvelle approxi-
mation remplace P’ancienne, et le mode devient alors le mode LS (ligne 13). Dans le cas

contraire, on passe en mode CMA (ligne 14), et la boucle principale recommence (ligne 16).

Les parametres: Les valeurs de certain parametres de 1'algorithme LS-CMA-ES doivent
étre fixés manuellement. Les valeurs suivantes, tirées de [131] ou [76] lorsque cela a un sens,
ou ajustées a la main durant des essais préliminaires, ont été utilisés dans tous les tests de la
Section 2.5.2. Le nombre d’enfants X a été réglé a 10 pour le LS-CMA-ES et a4 4+ [3xlog(N)]
pour lalgorithme CMA, ¢, et ceop, les parametres de relaxation, a respectivement ni—i-él et
m [76]. Le parameétre pour le mise & jour de la mutation auto-adaptative log-normale,
T, a été réglé & ﬁ [131]. Le seuil Qy, pour l'erreur d’approximation pour la matrice hessienne
et qui détermine le basculement entre les modes LS et CMA a été réglé & 1072, apres des

essais essentiellement sur des fonctions elliptiques et la fonction Rosenbrock. Enfin, n,p4 a
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(0)

Initialisation: z(9) « zy; 0(© « 0¢; CO) « I;; pt”) « 0; archive < 0; Mode < LS 1

while (not critere d’arrét ) do

g+—g+1
Création de )\ enfants: $§n+1) — ™ 4 () exp(TNj (0,1))N;(0,C™), j € [1,A]
Evaluation de enfants: Calcul f(xg-nﬂ)) pour tout 1 <5 < A
Sélection de meilleur enfant z(*): z("+1) x,()nﬂ); ot o) exp (TN, (0,1))
Stoker les enfants dans l'archive
P o (L= cpl? 4 0D — )
if mode LS ctrtl) « o
sinon ( mode CMA)  CUD (1 — ¢00,)C™ + ccovp£n+1)(p£n+1))T
if (n mod n,,q =0)
Calculer g, H L) a partir des d? plus récents individus archivés
if Q(G,0m, Hym) < Qun Mode « LS; C"*V) « (1H ()7
sinon Mode + CMA
end if
end while

TAB. 2.1: Pseudo code pour l’algorithme (1, \)-LS-CMA-ES

2

© 0 N S Ot ke W

10
11
12

14
15
16

61
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été réglé a 100 avec bien stur au début un retard possible pour la premiére mise & jour afin

d’avoir suffisamment de points disponibles (au moins d?).

2.5.2 Résultats expérimentaux

Cette section présente les premiers résultats expérimentaux obtenus en utilisant ’algo-
rithme (1, A)-LS-CMA-ES. Ces résultats sont comparés & ceux de ’algorithme CMA-ES, pour
lequel on a utilisé le code Matlab de N. Hansen, disponible sur son site Web [72]. Deux va-
riantes du CMA-ES ont été utilisées, le meilleur algorithme CMA-ES, qui utilise L%J parents
comme valeur par défaut, et un (1, \)-CMA-ES, pour une comparaison plus juste puisque un
seul parent est utilisé pour LS-CMA-ES ici. Les équations définissant les fonctions tests sont
données dans le tableau 2.5.2. Tous les tests ont été effectués indépendamment 100 fois, &
partir d’'un méme point initial (5,5,...,5) et d’un pas initial de 1. A chaque génération, le

minimum, la médiane et le maximum de ces 100 essais ont été calculés.

Premiers résultats : La fonction elliptique fe;; et la fonction Rosenbrock fg,s ont fait
I'objet de nombreux tests numériques. A priori, si les hypotheses de la Section 2.2 & propos
de l'optimalité de (%H )~ ! en tant que matrice de covariance sont correctes, I’algorithme LS-
CMA-ES devrait étre meilleur sur la fonction elliptique. La fonction Rosenbrock, quand a
elle, est assez différente, en particulier nous avons constaté que l'erreur d’approximation Q

définie & I’équation 2.4.4 est plus importante.

Cas elliptique Les résultats pour fe; (Figure 2.3) sont tres clairs et sont en accord avec
les prédictions: les trois groupes de trois courbes différents, de gauche a droite sont respecti-
vement le min, la médiane et le max pour LS-CMA-ES, ensuite le min, la médiane et le max
pour le CMA-ES avec les parametres par défauts habituels et enfin, le min, la médiane et le
max pour le (1,\)-CMA-ES. Les variances sont tres petites pour les trois algorithmes. Pour
les deux algorithmes CMA-ES, le plateau avant de plonger vers 0 est le temps nécessaire pour
apprendre la matrice de covariance correcte — alors que LS-CMA-ES a cette bonne matrice
des le début, quelle que soit la dimension (seul le nombre de points minimal pour apprendre
la premiére matrice est nécessaire). Notons, tout de méme que de tels plateaux peuvent faire
une grande différence dans les résultats en pratique, lorsque le critere d’arrét est donné par

un coiit de calcul ou lorsque la valeur du minimum n’est pas connue.
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Fia. 2.3: Résultats comparatifs pour la fonction elliptique pour les dimensions 50 et 70 de

(a)

gauche a droite min, median et maz pour (1, \)-LS-CMA-ES, (1,\)-CMA-ES et (u/pn)-CMA-
ES. Le mode LS est toujours actif.

LS-CMA-ES CMA-ES (1, \)-CMA
Fonction dimension | min | med | max | min | med | max | min | med | max
fRos 20 098|603 | — | 1.4 | 23 1.4 | 3.1 —

50 1.1 30 - 9.5 22 - 9.5 12
TAB. 2.2: Résultats comparatifs pour la fonction Rosenbrock. Les chiffres représentent le

nombre d’évaluation de fonctions (une unité = 10*) avant que le min, med, et maz n’atteigne
1071 (ou — lorqu’il ne Uatteint jamais en 105 évaluations.)

Rosenbrock

: Pour la fonction Rosenbrock, les choses se passent différemment : cette fonc-
tion n’est pas unimodale, et de plus présente une vallée tres plate entre le minimum local et
le minimum global. Pour cette fonction LS n’est pas actif et LS-CMA-ES se comporte comme
CMA-ES, la différence qui peut étre observée dans le tableau 2.5.2 vient de la différence

dans 'adaptation des pas de la mutation qui est auto-adaptatif pour le LS-CMA-ES et

dérandomisée pour le CMA-ES. Notons que puisque la fonction est multi-modale, certain

essais n’ont pas convergé vers 'optimum global (— pour le max).

Autres fonctions D’autres fonctions, aussi utilisées dans [77, 76] (& 'exception de feg),
ont été testées pour valider ces premieres conclusions. Certain de ces résultats sont montrés

au tableau 2.5.2. Les tendances observées sur la fonction elliptique et sur la fonction Ro-
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Nom Fonction

L _—d =
Elliptique feui = 32521 (10%) Tz

Rosenbrock  fros = Z?;ll 100(2? — 2i41)? + (7 — 1)?
Cigar-Tablet  feigrap = 27 + 39 1 10*2? 4 10827

Tablet Fraver = 10523 + 325 27
Cigar feigar = @3 + 325 10°a7
diff-pow Faifi—pow = 1 |$i|2+10%
Exp feap = exp(Jz]?) — 1

TAB. 2.3: Fonctions tests unimodales et fonction Rosenbrock

(1, \)-LS-CMA-ES CMA-ES (1, \)-CMA
Fonction || moyenne | écart-type || moyenne | écart-type || moyenne | écart-type
Jelti 5405 395 21500 210 26300 190
feigtab 6030 400 13048 350 25034 412
frabiet 4758 490 14070 856 26085 1104
feigar 5220 345 9020 203 10108 189
Jdiff—pow 22241 4400 11360 612 22308 500
feap 2600 205 2633 211 4368 412

TAB. 2.4: Résultats comparatifs pour différentes fonctions tests en dimension 20. Les chiffres
représentent le nombre d’évaluation moyen (sur 100 essais) de fonctions avant que l’algo-

rithme ait atteint 10719,

senbrock sont confirmées: f igar, frablet €6 feigtap sont des fonctions elliptiques, sur lesquelles
'algorithme LS-CMA-ES est meilleur que l'algorithme CMA-ES. D’autre part, fgig—pow €t
fesp ne sont pas elliptiques, fe;, est méme “infiniment plate (toute les dérivées sont nulles
au niveau du minimum 0), et les résultats sont tres similaires & ceux de la fonction Rosen-
brock. Notons toutefois que, alors que LS-CMA-ES a des performances quasiment identiques
a celles de (1, \)-CMA-ES pour la fonction fgg, 0w, il atteint celles du (u/p, \)-CMA-ES pour

la fonction fezp.

Discussion Ces résultats expérimentaux montrent des améliorations notables des perfor-

mances de LS-CMA-ES par rapport &8 CMA-ES sur des fonctions elliptiques. Ceci n’est pas
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Fi1a. 2.4: (1,\)-LS-CMA-ES : Fitness, pas global de la mutation, et valeurs de la matrice de

covariance sur fe pour d = 10, pour un essai typique.

surprenant si on se réfere aux méthodes d’optimisation classiques: CMA utilise en fait une
sorte d’information d’ordre 1 pour mettre & jour sa matrice de covariance, en rajoutant une
matrice de rang 1 (plus une autre matrice, cf Section 1.3.3.3 du chapitre précédent) dont
I’axe propre est orienté selon p., qui représente une direction de descente: en ce sens il peut
étre vu comme un algorithme proche d’un algorithme de gradient. L’algorithme LS-CMA-ES,
quant a lui, fait usage d’une information d’ordre 2 avec I'approximation de la courbure de la
fonction donnée a travers la matrice Hessienne. Il peut en conséquence étre vu comme une

méthode de type quasi Newton.

Visualisation des matrices de covariances Les figures 2.4 et 2.5 illustrent sur la fonction
elliptique f.y; en dimension 10 pour un essai de ’algorithme, la valeur de la fonction, les
valeurs du pas global ainsi que les valeurs propres de la matrice de covariance en fonction du
nombre de générations pour respectivement les algorithmes (1, ))-LS-CMA-ES et CMA-ES
(avec les valeurs par défaut pour le nombre de parents et d’enfants). On voit dans le cas
du (1, A\)-LS-CMA-ES, que l'inverse de la matrice hessienne est correctement apprise dés la
premiére minimisation au sens des moindres carrés effectuée (& savoir apres, 100 générations).

Dans le cas du CMA-ES, une matrice proportionnelle a 'inverse de la hessienne est apprise,
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Fia. 2.5: (u/pu, A)-CMA-ES : Fitness, pas global de la mutation et valeurs de la matrice de

covariance sur fe; pour d = 10, pour un essai typique.
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Fia. 2.6: (u/p, \)-LS-CMA-ES : Fitness, pas global de la mutation et valeurs de la matrice

de covariance sur fey; pour d =10, pour un essai typique.
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un peu avant la génération 7000. Le coefficient de proportionnalité dépend du temps et plus
précisément décroit vers 0.

Pour autant, les améliorations ont simplement été démontrées dans un cas de fonctions
unimodales ou quasiunimodales alors que les algorithmes évolutionnaires sont plutot des
méthodes d’optimisation globales dans un contexte multimodal. Pour rendre 'algorithme
compétitif face & d’autres méthodes d’optimisation globales nous avons testé un algorithme &
plusieurs parents, le (u/pur, A)—LS-CMA-ES. Les tests sur cet algorithme sont présentés dans

la section suivante.

2.5.3 Lalgorithme (u/pu, A)-LS-CMA-ES

Nous nous sommes jusqu’a présent concentrés sur 1’aspect convergence locale de 'algo-
rithme LS-CMA-ES, mettant en avant des améliorations dans le cas elliptique. Tester 1’algo-
rithme LS-CMA-ES sur des fonctions multimodales nécessite 1'introduction d’un algorithme
avec plusieurs parents pour la phase d’exploration. Le choix d’une matrice de covariance com-
mune & ’ensemble de la population est ’extension naturelle de I'algorithme que nous venons
de voir et c’est celle que nous envisageons ici. Notons qu'une méthode utilisant des clusters
de I'ensemble des points, avec la mise a jour d’'une matrice de covariance par cluster, serait
aussi une technique possible que nous n’avons pas testée pour le moment.

Il semble ici plus naturel d’utiliser une technique dérandomisée, introduite a la Sec-
tion 1.3.3.2 pour 'adaptation du pas global de la mutation. Les avantages d’une telle technique
par rapport a une auto-adaptation du parametre de la mutation ont été décrite en détail a
la Section 1.3.3.1 du chapitre précédent.

Ainsi Palgorithme (u/p, A)-LS-CMA-ES que nous considérons ici utilise maintenant la
mise & jour donnée par les équations 1.3.10 et 1.3.11 données au chapitre précédent pour la
mise & jour du pas de la mutation (la ligne 4 du pseudo-code est remplacée par ces équations).
De méme lorsque 'on est en mode CMA, la mise & jour de la matrice utilise maintenant le
fait que l'on a plusieurs parents, et ’équation de la ligne 10 du pseudo code est remplacé par

I’équation (1.3.22) donnée au chapitre précédent pour Palgorithme CMA.

Validation par rapport au (1, \)-LS-CMA-ES Nous commencons dans un premier temps
par comparer les algorithmes (u/p, A)-LS-CMA-ES et (1, \)-LS-CMA-ES. Tout d’abord, la
Figure 2.6 montre un essai de 'algorithme (u/p, \)-LS-CMA-ES sur f.;;, cette figure est

a comparer aux Figures 2.4 et 2.5. On remarque que l'adaptation dérandomisée, ainsi que
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(1,A)-LS-CMA-ES || (11/p1, \)-LS-CMA-ES
Fonction moyenne | écart-type || moyenne | écart-type
Foii = L (108) 71 2 5405 395 5800 158
Feigtab = 27 + 329 110%2 + 10822 || 6030 400 6302 142
Frabler = 10822 + 574 22 4758 490 5064 202
feigar = T3 4+ 3510022 5220 345 5630 173
Faifr—pow = S0 o PH0=T 99241 4400 14708 935

Fia. 2.7: Résultats comparatifs pour différentes fonctions tests en dimension 20. Les chiffres
représentent le nombre d’évaluation moyen (sur 100 essais) de fonctions avant que l’algo-

rithme n’atteigne 10710, ainsi que I’écart-type.

I'introduction de plusieurs parents atténue comme on pouvait s’y attendre les fluctuations
observées & la Figure 2.4 pour 'algorithme (1, \)-LS-CMA-ES au niveau de I'adaptation du
pas, mais aussi des valeurs propres de la matrice de covariance.

Ensuite, la figure 2.7 illustre sur les mémes fonctions qui nous ont servi a valider précé-
demment I'algorithme (1, \)-LS-CMA-ES, le nombre moyen d’évaluation avant d’atteindre le
critere d’arrét fg,, pour respectivement les algorithmes (1, X)-LS-CMA-ES et (u/p, A)-LS-
CMA-ES. On remarque qu’en moyenne les performances sont légérement meilleures pour le
(1, A)-LS-CMA-ES mais avec un écart-type plus élevé (di au caractere “plus stochastique”
du premier algorithme) sauf pour la fonction fgg_pow pour laquelle principalement le mode

CMA est actif, ce qui justifie que le step-size dérandomisé fonctionne mieux.

Sur des fonctions multimodales On teste ici les performances du (u/p, A)-LS-CMA-ES
sur des fonctions multimodales. Ces tests sont simplement des premiers tests pour illustrer
que l'algorithme LS-CMA-ES peut également présenter des avantages dans le cas de fonctions
multimodales. Les deux fonctions du tableau 2.5.3 ont étés testées. Elles correspondent a des
fonctions pour lesquelles I'algorithme CMA est lalgorithme de référence [75], moyennant
une augmentation de la taille de la population (par rapport aux valeurs par défaut) et un
pas initial suffisamment élevé. Pour ces fonctions multimodales, on n’atteint pas toujours
I'optimum global et les valeurs des minima locaux atteints different d’un essai a ’autre, c’est
pourquoi nous ne montrons pas ici des moyennes et écart-types pour atteindre une valeur

limite mais montrons 10 essais typiques des algorithmes. Aucun effort particulier n’a été fait
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Nom Fonction
Rastringin Frast = 10d + 30 (27 — 10 cos(27;))
Scaled Rastringin  fscarast = 10d + 329 (((10%) 41 25)2 — 10 cos(2m(10%) i1 z;))

TAB. 2.5: Fonctions tests multimodales : toutes les fonctions ont un minimum localisé en 0

qui a pour valeur 0

pour régler les parametres de 'algorithme LS-CMA-ES, nous prenons simplement une taille
de population plus élevée que dans le cas unimodal, le pas initial est aussi augmenté par
rapport au cas unimodal, la valeur de Q;h a été fixée a4 1072, Le réglage pour Nypa est de
50 générations. Il a été montré dans [75] que, pour que l'algorithme CMA-ES présente des
performances optimales, la taille de la population doit étre augmentée, ainsi que le pas de
la distribution initiale. C’est ce que nous ferons par la suite. La Figure 2.8 présente pour la
fonction fgeqirast €n dimension 10, 10 essais des algorithmes LS-CMA-ES et CMA-ES. La
distribution initiale de la population est tirée avec une variable aléatoire gaussienne isotrope
de moyenne nulle et d’écart-type 5. Les 10 courbes de gauches pour les figures (a) et (b)
représentent 10 essais de Palgorithme LS-CMA pour une taille de population de 20. Pour (a),
la taille de la population pour lalgorithme CMA est également de 20 et est de 100 pour la
courbe de gauche. On voit clairement que les performances de I'algorithme LS-CMA-ES sont
meilleures que celles de l'algorithme CMA. Pour la dimension 20, les résultats sont illustrés
sur la figure 2.9. Les réglages sont identiques excepté la taille de la population (voir la légende
de la figure). Une courbe typique pour voir le changement entre le mode LS et le mode CMA
est illustré sur la figure 2.10, les conditions expérimentales sont celles de la figure 2.9. On
peut voir dans ce cas la c’est principalement le mode LS qui est actif, sauf dans le cas ou la
valeur de la fonction stagne.

Pour la fonction fres, en revanche le mode LS n’est jamais actif (valeur de Q au dessus

de 103) et les performances sont identiques entre les deux algorithmes.

Robustesse au bruit

Le bruit apparait naturellement dans de nombreux domaines. Nous présentons ici des
premiers tests pour évaluer la robustesse au bruit des algorithmes présentés précédemment.

Plus précisément, la robustesse de la convergence locale est testée sur les fonctions décrites
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3.10*

(a) (b)
Fia. 2.8: L§S-CMA-ES vs CMA-ES, pour frest avec d = 10. La distribution initiale de la po-
pulation est tirée avec une variable aléatoire gaussienne isotrope de moyenne nulle et d’écart-
type 5. Les 10 courbes de gauches pour les figures (a) et (b) représentent 10 essais de [’algo-
rithme LS-CMA pour une taille de population de 20. Pour (a), la taille de la population pour
lalgorithme CMA est également de 20 et est de 100 pour la courbe de gauche

10"

b evaluations wbr evaluations
(a) (b)

Fic. 2.9: L§S-CMA-ES vs CMA-ES, pour frest avec d = 20. La distribution initiale de la po-

pulation est tirée avec une variable aléatoire gaussienne isotrope de moyenne nulle et d’écart-

type 5. Les 10 courbes de gauches pour les figures (a) et (b) représentent 10 essais de [’algo-

rithme LS-CMA pour une taille de population de 30. Pour (a), la taille de la population pour

Palgorithme CMA est également de 30 et est de 150 pour la courbe de gauche
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Fia. 2.10: Essai typique, conditions expérimentales de la figure 2.9. La fitness (courbe du

haut) et les valeurs de Q (courbe du bas) sont tracés en fonction du nombre de générations.

dans le tableau 2.11 correspondant tout d’abord & une fonction elliptique avec un bruit blanc
gaussien additif et ensuite & cette méme fonction elliptique avec 3 niveaux de bruit gaussien
différents, réglés par l'ecart-type des lois normales. Nous allons noter ce dernier, niveauy,,
il vaut respectivement 107%, 10* et 10~2. Notons que le bruit est normalisé de facon &
s’appliquer dans toutes les directions.

La valeur que I’on va pouvoir atteindre est de Uordre de d|N(0,1)|? x niveauy,. Or pour
d grand, E(|N(0,1)|) est de Pordre de v/d, ce qui nous donne comme approximation de la
valeur limite que 1'on peut espérer atteindre: d? x niveauy,. Dans notre cas d = 20, ce qui fixe
les valeurs de fsp (valeurs d’arr pour Palgorithme) & respectivement 10719 1076 et 1072.

Les résultats sont présentés dans le tableau 2.6. Le nombre d’évaluation moyen nécessaire
pour atteindre fg,, est donné pour respectivement (u/p, A)-LS-CMA-ES et (u/p, A)-CMA-
ES. Les moyennes ont été effectuées sur 100 essais. Dans le cas du LS-CMA-ES, un réglage
supplémentaire doit étre effectué, celui de la valeur Qy, qui a été fixé pour les 3 fonctions
4 1072 (apres plusieurs essais). Les trois premieres lignes du tableau présentent les résultats
pour les valeurs de fy,, données plus haut. Comme par ailleurs, ces valeurs 14 ne sont pas
atteintes par l’algorithme CMA | les trois lignes suivantes du tableau donnent les mémes
résultats pour trois valeurs plus élevées de fy,,, afin de pouvoir comparer les algorithmes

CMA et LS-CMA.
On peut remarquer d’une part (lignes 4 & 6 du tableau) que 'algorithme LS-CMA-ES
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garde son avantage sur l'algorithme CMA-ES, c’est a dire que dans le cas bruité, il continue
a présenter des meilleures performances dans le cas elliptique. Par ailleurs, on peut noter
que contrairement & l’algorithme CMA, I'algorithme LS-CMA-ES atteint toujours la limite
du bruit théorique. Notons que le fait que CMA-ES n’atteigne pas la limite du bruit n’est
pas tres surprenant au vu des courbes de la figure 2.5 ou de la figure 2.2 montrant que les
valeurs propres de la matrice de covariance décroissent vers 0, contrairement a l'algorithme
LS-CMA. Ainsi lorsque ces valeurs propres passent au dessous du seuil du bruit, 'algorithme
CMA-ES reste bloqué.

Par ailleurs, comparant les 6 premiéres lignes du tableau aux 5 avant-derniéres (correspon-
dant au nombre moyen d’évaluations dans un cas non bruité), on peut noter que le nombre
moyen d’évaluations de fonction pour atteindre fg,, dans le cas ou la fonction est bruitée

bl b2 fb,3

(fonctions f,;,, fo: o) est tres légerement supérieur au nombre moyen d’évaluations

nécessaires pour atteindre fg,, pour la méme fonction non bruitée, ceci pour les 2 algo-
rithmes LS-CMA-ES et CMA-ES.

Le cas ou le bruit est additif (derniere ligne du tableau) est identique.

Pour tenter de comprendre, pourquoi ’algorithme LS-CMA est plus robuste au bruit que
CMA, écrivons ce que devient le probleme de minimisation au sens des moindres carrés dans

le cas d’un bruit additif. Le bruit étant additif, ’équation 2.4.3 devient maintenant
min |AY — F + N (0, D3 (2.6.5)

ot N(0,1) est un vecteur gaussien centré dont les coordonnées sont les bruits associés a

chaque individu, indépendants les uns des autres. Cette équation se réécrit
min (JAY — F|5 + |ny-N(0,1)|5 + 2 < AY — F,ny,, N(0,1) >») (2.6.6)

Le terme du milieu ne change pas le probléme de minimisation et nous avons vérifié numériquement
sur 10 essais que le dernier terme était négligeable. Plus précisément pour la fonction fSZ?z' avec
npr = 10~* correspondant ou niveau de bruit additif testé dans cette section (cf tableau 2.6)
et pour la méme dimension, nous avons obtenu une valeur de I'ordre de 10~ pour |AY — F|3
et de I'ordre de 10~Y pour < AY — F,ny,N(0,1) >5 (sur les tests effectués, les valeurs de
|AY — F|3 et < AY — F,ny,N(0,1) >2, calculées & chaque fois qu’une minimisation au sens
des moindres carrés est effectuée, garde le méme ordre de grandeur tout au long de ’algo-

rithme). Ainsi, pour les tests effectués, le dernier terme de 1'équation 2.6.6 est négligeable
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Fonctions
b,0 d L
feii = 21:1(104)?*1 ()
fo =20 (10Y) a1 (z;)2 + 1074N(0, 1)
i—1 —6 7.
Fo = o (10%) i (; + 1 —NuG y2
(102)@=T
i—1 —4 7.
flim = S (10%) 7= (; + 10—RulG L2
(102)a=1
i—1 —2 7.
fli = S (104) 7= (4 + 1Rl
(102) =T

Fi1Gc. 2.11: Fonctions avec du bruit

par rapport au premier, expliquant que le bruit n’a pas d’influence sur la solution trouvée
au probleme de minimisation au sens des moindres carrés. Bien stur des tests plus poussés

devront étre effectués pour valider ces premiéres explications.

Discussion et perspectives

Un inconvénient de l’algorithme est son cotit: comme nous ’avons mentionné a la Sec-
tion 2.4, la résolution directe de la minimisation au sens des moindres carrés a une com-
plexité en o(d®). La mise en oeuvre de l'algorithme a pour I'instant été réalisée (avec Mat-
lab) en utilisant une procédure directe pour la résolution du probléme de minimisation au
sens des moindres carrés, reposant sur une décomposition QR de la matrice AT A, de taille
(#, %). Le cotlit que nous avons mesuré pour un essai est le suivant: sur un Pentium
3.0GHz, il faut a peu pres, pour un calcul de 'approximation de la Hessienne par méthode des
moindres carrés et pour son inversion, 1, 280, et 1320 secondes respectivement en dimension
20, 50 et 70.

Une premiere remarque est qu’en grande dimension, ce coiit supplémentaire peut proba-
blement étre réduit en utilisant une procédure itérative pour la résolution de I’'équation 2.4.2.

En revanche, dans le cas d’une fonction chere a calculer (ce qui est le cas dans de nom-
breux problémes industriels), I’algorithme que nous venons de présenter permet, sans avoir
d’évaluations de fonctions supplémentaires a faire, d’utiliser plus d’information sur la fonction
(& savoir se courbure locale), si toutefois ’approximation au sens des moindres carrés a per-

mis d’obtenir une hessienne suffisamment proche de la vraie hessienne. Le fait que le critere

Oy, discrimine les cas ou 'approximation est bonne de ceux ou elle ne ’est pas permet par
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(1)1, \)-LS-CMA-ES |  (1/p, \)-CMA-ES
Fonction | fs0p | moyenne écart-type | moyenne écart-type
i 10710 | 5226 124 - -
e 10-6 | 4160 119 - -
o 1072 | 3157 146 % 0.40
o 1076 | 4124 119 11743 365
e 1074 | 3585 108 11003 414
o 101 | 2856 145 ©0.23
roo 1010 5173 128 12892 310
10~ 4105 117 11677 353
1074 | 3568 109 10968 418
102 3026 97 9775 601
1071 | 2762 98 8860 641
o 1072 | 3130 115 12120 450

TAB. 2.6: Nombre moyen d’évaluations de fonction nécessaires pour atteindre fgop, le symbole
—— indique qu’aucun des 100 essais n’a atteint cette valeur et le symbole * pe que la proportion

d’essais n’ayant pas atteint cette valeur est p.. Tous les tests ont été effectués en dimension

20.
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ailleurs de choisir une autre stratégie (la stratégie CMA) lorsque cette approximation n’est
pas bonne. Méme si les améliorations ont surtout été montrées dans des cas de fonctions
elliptiques, les bons résultats que ’on peut obtenir sur les fonctions multimodales montrent
que la méthode ne se restreint pas au cas elliptique. La robustesse au bruit de l'algorithme
est aussi cruciale en vue d’applications a des probléemes réels.

Dans le cas de la fonction Rosenbrock, 'approximation de la hessienne donnée par la
méthode des moindres carrés n’est pas suffisamment bonne pour étre utilisée efficacement,
cependant nous avons simplement considéré une approximation a I'ordre 2 de la fonction.
Envisager de chercher, par la méme méthode, une approximation de la fonction d’un ordre
supérieur & Pordre 2 (méme si le coiit de la minimisation au sens des moindres carrés sera
d’autant plus élevé) permettrait sans doutes de rendre exploitable approximation de la
hessienne obtenue.

Cependant, au dela du simple algorithme que nous venons de présenter, se trouve aussi
I’idée que ’apprentissage de I'inverse de la hessienne comme matrice de covariance est une idée
essentielle pour la construction d’opérateurs de mutations efficaces. Cette méthode permet
de le faire sans évaluations de fonctions supplémentaires et fonctionne méme dans le cas de
fonctions bruitées. L’algorithme CMA-ES, dans ces cas la, a besoin de plus d’évaluations de
fonctions pour parvenir au méme résultat.

Pour continuer dans cette voie 14, notons que les techniques d’optimisation classique de
type DFP et BFGS permettent, moyennant la connaissance du gradient de la fonction, de
connaitre I'inverse de la hessienne d’une fonction elliptique en d itérations. La recherche de
directions conjuguées pour le produit scalaire induit par la forme quadratique sous-jacente a
une fonction elliptique de matrice hessienne symétrique définie positive, est aussi un moyen
de construire, en d itérations, par addition de matrices de rang 1 ayant pour axes propres
ces directions conjuguées, l'inverse de la hessienne. Transposer certaines de ces techniques,
en utilisant une approximation du gradient donnée par la simple connaissance des points et
de la valeur de la fonction correspondante, est certainement envisageable.

Enfin, un parallele peut étre fait entre la méthode que nous venons de présenter et les
méthodes o I'idée est de chercher une approximation de la fonction (cotiteuse en général) que
I’on cherche & optimiser pour minimiser cette approximation avant de calculer une nouvelle ap-
proximation et réitérer le processus. Un résumé des différentes techniques existantes se trouve
dans [85]. En particulier, Particle récent de Poland [119] considére un modele quadratique

pour la fonction approchant la fonction & optimiser. Il utilise également une minimisation
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au sens des moindres carrés pour trouver cette approximation quadratique. Une fois qu’il a
un modele quadratique approché, il utilise le centre de ce modéle comme nouveau parent de
son algorithme évolutionnaire. Mais les améliorations de cet algorithme par rapport & ’algo-
rithme CMA-ES n’ont pour I'instant été montrées que sur la fonction sphere et la fonction

Rosenbrock.



Deuxieme partie

Etudes théoriques des Algorithmes
Evolutionnaires sur un espace

continu

77






79

Chapitre 3

Introduction



80 Chapitre 3. Introduction

Nous abordons dans cette partie certains aspects théoriques des algorithmes considérés
dans la premiére partie de cette thése.

Il existe & I’heure actuelle peu d’études théoriques de la convergence des algorithmes
évolutionnaires continus. A cela deux raisons principales, d’une part, la conception des al-
gorithmes évolutionnaires n’est pas liée & des études mathématiques préalables mais a une
démarche plus intuitive et empirique, d’autre part les études théoriques existantes concer-
nant les algorithmes évolutionnaires portent essentiellement sur des algorithmes sur un espace
d’état discret. Un rapide état de I’art de ces résultats a été donné dans I'introduction de cette
these. Pourtant, ’enjeu de telles études théoriques est important : comme pour toute justifica-
tion mathématique, cela permet d’apporter de la crédibilité aux algorithmes évolutionnaires
mais aussi, cela permet de fournir des bases de comparaisons pour les différents algorithmes
existants, base de comparaison fondée a I'heure actuelle uniquement sur ’expérimentation
des algorithmes sur des séries de fonctions tests.

D’un point de vue mathématique, les algorithmes évolutionnaires sont des algorithmes
stochastiques, et il existe toute une littérature concernant I’étude de certaines classes d’algo-
rithmes. Citons en particulier les livres de Duflo [53, 52] ou le livre de Benveniste, Métivier
et Priouret [21]. Méme si & notre connaissance les algorithmes évolutionnaires qui nous
intéressent n’ont jamais été pris en compte dans les études théoriques de ces algorithmes
stochastiques, les méthodes développées pour ces études sont pertinentes pour ce qui nous
intéresse et nous allons utiliser dans cette partie deux techniques classiques pour I'étude des
algorithmes stochastiques. Nous allons plus particulierement faire usage dans les deux cha-
pitres qui suivent, d’une part de la théorie des martingales, outil mathématique puissant pour
I’analyse d’algorithmes stochastiques et d’autre part de la théorie des chaines de Markov.

Les deux études théoriques que nous présentons au chapitre 4 et chapitre 5 concernent
I’étude d’algorithmes évolutionnaires adaptatifs et auto-adaptatifs. Rappelons que pour ces
algorithmes le terme adaptatif désigne ’adaptation aux phases d’exploration et d’exploita-
tion (recherche locale) lors de la recherche d’'un minimum. Pour les algorithmes que nous
allons plus particulierement étudier, 'adaptation se fait grace a la modification au cours de
I’évolution du pas de la mutation.

Expérimentalement, ces algorithmes montrent sur le modele le plus simple de fonction

1

qu’est la fonction spheére, une convergence log-linéaire* accompagnée d’une convergence log-

1. Soit f la fonction & minimiser, f, la plus petite fitness & la génération n, asymptotiquement In(f,) se

comporte comme 7n.
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linéaire également du pas de la mutation. La premiere étude que nous présentons s’intéresse
A la convergence de deux algorithmes adaptatifs dans le cas de fonctions de régularité C2.
L’analyse théorique est faite & I’aide de la théorie des martingales.

La deuxieme étude s’intéresse a la convergence de 1’algorithme auto-adaptatif (1, A)-SA-ES
sur la fonction sphere, présenté a la Section 1.3.2 du chapitre 1. Pour cette étude, nous allons
exploiter la dynamique markovienne de ’algorithme et utiliser plus précisément le méme type
d’approche que pour 'analyse de convergence d’algorithmes d’approximation stochastique
[52, 21] ou lanalyse des vitesses de convergence des méthodes de Monte Carlo [143, 137,
98]. Méme si toute l'analyse est menée sur le cas particulier de lalgorithme (1, \)-SA-ES,
cette étude est générale et peut s’appliquer notamment au cas des algorithmes dérandomisés,
algorithme CSA en particulier, présenté au Chapitre 1.

Pour replacer les travaux effectués durant cette these dans leur contexte, nous donnons dans la

suite un état de ’art théorique des algorithmes évolutionnaires pour 'optimisation continue.

Algorithmes évolutionnaires continus: Etat de I'art des résultats

théoriques

3.1.1 LaThéorie du progress rate

La majeure partie des travaux théoriques sur les algorithmes évolutionnaires continus
utilisent ce qui s’appelle la théorie du progress rate. Introduit par les fondateurs de ces al-
gorithmes Rechenberg et Schwefel ([131, 122]) elle a été développée par Beyer dans son livre
“The theory of Evolution Strategies” [22]. Le principe du progress rate est & mettre en parallele
avec 1’évolution historique des algorithmes évolutionnaires: Lorsque Rechenberg et Schwefel
on introduit le progress rate, I’enjeu sur un plan pratique était de trouver une fagcon efficace
de régler le pas de la mutation utilisé pour créer de nouveaux enfants a chaque itération. Ceci
a entre autre donné naissance a la regle des 1/5, puis aux mutations auto-adaptatives log-
normales. Pour comprendre comment régler le pas d’une itération a I'autre de ’algorithme,

Rechenberg et Schwefel étudiaient le progress rate défini de la maniére suivante :

E(f(Xn) - f(Xn+1)|Xn) (3.1.1)

ou f est la fonction que 'on cherche & minimiser et X, est la variable aléatoire modélisant

le parent & la génération n (on se place dans le cadre d’un seul parent). L’idée, & partir
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de I'équation (3.1.1) était de trouver les differents parametres de 'algorithme (pas de la
mutation, nombre d’enfants) pour maximiser le progress rate (3.1.1)2. Dans un cadre général
(f quelconque), le progress rate (3.1.1) est dur & calculer, cependant, dans le cas de la fonction

sphere
d
Fs(o) =3 a? (3.1.2)
i=0

les calculs deviennent plus simple. En particulier des estimations asymptotiques en la di-
mension d de I'espace de recherche ont été faites. Ainsi, les travaux théoriques utilisant le
progress rate consistent, pour un algorithme donné, & trouver des estimations asymptotiques
du progress rate (3.1.1) et étudier le comportement vis & vis des différents parametres de
I’algorithme de ces estimations.

Limitations:

Méme sur des fonctions trés simples (fonction sphere), le progress rate (3.1.1) dépend
du point X, et trouver des réglages optimaux indépendants de X,, repose bien souvent sur
des approximations peu rigoureuses. Par ailleurs étudier le progress rate (3.1.1) ne suffit pas
(sauf dans des cas simples que nous détaillerons au chapitre 3) pour prévoir la dynamique
de l'algorithme, méme si sous certaines approximations, Beyer [22] déduit la convergence de

certains algorithmes de I’étude de progress rate (3.1.1).

3.1.2 Convergence globale

La terminologie convergence globale est utilisée ici pour désigner les études théoriques
s’intéressant a la convergence sur des fonctions sur lesquelles peu d’hypotheses sont faites.
En particulier ces fonctions pour les résultats que nous présentons ici sont éventuellement
multimodales.

e Dans le cadre d’un (1 + 1)-ES & pas constant, i.e.
Xn+1 = argmin{f(Xn)a f(Xn + O'Nn(oa 1))}

ot Xg € R o € RT, Xy € Ret (N,(0,1),n € N) sont des variables aléatoires indépendantes
suivant une loi normale centrée réduite, Rudolph [125] puis Chonghui et a.l. [38] démontrent
que si f est supposée continue définie sur  borné? de R?, en notant f* = min{f(z),z € Q}

il y a convergence presque sure de f(X,,) vers f*. Dans ces deux travaux, la preuve est faite

2. pour le nombre d’enfants il faut considérer une normalisation de (3.1.1) par le nombre d’enfants
3. Dans ce cas la, on effectue un repliement lorsque X, + 0N, (0, 1) sort de Q.
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en utilisant le lemme de Borel Cantelli (méme si Rudolph ne mentionne pas explicitement le
Lemme de Borel Cantelli, il redémontre la partie qui I'intéresse pour sa preuve).
e Dans le méme cadre que précédemment, He and Kang [78] montrent que le noyau de

transition de la chaine de Markov ((X,,),n € N) définie par
P(z,A) = P(X, € Al Xy =1x)

satisfait une condition de Doeblin (P(z, A) > 6®(A), ou ® est une mesure de probabilité sur
Qet 0<d<1)etils en déduisent I'existence d’une unique mesure de probabilité invariante
w vers laquelle la loi de X,,, £(X,,) converge en variation totale quelle que soit la loi initiale

de Xg. Plus précisément le résultat est:
”[’(Xn) - ,Uf”'uar S "

quelle que soit la loi initiale £(X)).

Limitations: Les résultats précédents reposent d’une part sur le fait que d’une génération a
lautre on ne peut dégrader la solution et d’autre part sur le fait que le support de N, (0,1)
recouvre tout 2. Il est facile de construire un contre-exemple & ces résultats avec une loi &
support borné pour la mutation. Par ailleurs, la condition tres forte de Doeblin est vérifiée
ici parce que la mutation est & pas constant mais ne s’applique plus dans un cadre ou le pas

de mutation n’est pas borné inférieurement.

e Dans le cas ol le pas est adapté (et n’est donc plus borné inferieurement), Rudolph prouve
qu’il n’y a plus convergence globale. Plus précisément, Rudolph [127] construit un contre-
exemple de fonction continue avec un minimum global unique et un (autre) minimum local
tel que si 'on part du minimum local, et que I'on considére algorithme (1 4+ 1)-ES avec la
régle des 1/5 pour adapter le pas de la mutation, alors il existe un voisinage du minimum
global de mesure (de Lebesgue) strictement positive tel que la probabilité de ne jamais voir

ce voisinage étant parti du minimum local est strictement positive.

3.1.3 Convergence locale

Par convergence locale nous désignons les travaux qui montrent la convergence vers un
minimum local de la fonction & optimiser ou qui s’intéressent a la convergence sur des fonc-
tions ne présentant qu’un seul minimum. Dans le cadre des algorithmes adaptatifs ou auto-
adaptatifs mis au point pour adapter en particulier le pas de la mutation aux phases d’ex-

ploitation et d’exploration, 1’étude de la convergence locale releve de la compréhension du
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phénomene d’adaptation. Sur la plus simple des fonctions unimodales, la fonction sphere, il
est connu des utilisateurs d’algorithmes adaptatifs et auto-adaptatifs que la convergence est

log-linéaire et que le pas de la mutation converge également de maniere log-linéaire [15, 131].

3.1.3.1 Convergence des algorithmes adaptatifs

La convergence d’algorithmes adaptatifs a été analysée dans [126] d’une part et dans [23]

d’autre part. Ces deux algorithmes peuvent s’écrire de la facon suivante
X, = argmin{ f(X,, + 0 H(X,)¢),i =1... )} (3.1.3)

ol 0 € RT et H:R — RT est précisée ci-dessous.

e Rudolph [126] analyse la convergence de l'algorithme 3.1.3 avec H(z) = |Vz| et £ suit une
loi uniforme. Dans le cadre de fonctions (K,Q)-strictement convexes continues différentiables
Rudolph démontre la convergence L' géométrique de f(X,) pour un o suffisamment petit.
e Bienveniie et Francois [23] montrent que sur la fonction sphere, pour I'algorithme 3.1.3 avec
H(z) = |z|, asymptotiquement la convergence est log-linéaire, plus précisément ils montrent
que

1
Eln(”Xn”) — k(o, )

ou k(o,\) € R.

3.1.3.2 Convergence des algorithmes auto-adaptatifs

Les premiers travaux concernant la convergence d’algorithmes auto-adaptatifs datent de
2002 [44, 135] et utilisent la théorie des martingales.
e Hart et a.l. [44] considérent la convergence d’un (1,\)—SA-ES isotrope (cf chapitre 1), ou
la mutation est discrétisée, c’est a dire qu’a partir du parent X, a la génération n seulement
6 nouveaux points peuvent étre crées (’espace d’état dans lequel vit (X,,n € N) est alors
dénombrable, dense dans R) sur la fonction sphére en dimension 1. Le résultat démontré est
qu’il existe A\g tel que pour A > Ao, X, converge presque siirement vers 0.
Limitations: Il y a essentiellement deux limitations & ce résultat, d’une part il n’est pas
montré que Ag < 6 et donc il n'est pas clair que 'algorithme étudié soit plus performant
qu’une recherche exhaustive du minimum parmi les 6 points possibles a chaque génération.
Par ailleurs aucune vitesse de convergence n’est donnée.
e Semenov et Terkel [135] étudient eux aussi le (1, \) —SA-ES isotrope sur la fonction sphere et

considérent la mutation ou les loi normales sont remplacées par des lois uniformes entre —1 et
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1. Semenov et Terkel [135] montrent & I’aide de simulations numériques que certaines fonctions
sont candidates a vérifier des conditions sous lesquelles ils savent prouver la convergence vers
0.

e Dans [23] Bienveniie et Frangois montrent que 1’on peut déduire la convergence log-linéaire
du (1,\)—SA-ES isotrope sur la fonction sphére de I’étude de propriété de la stabilité d’une

chaine de Markov sous-jacente a l'algorithme.

Contexte des résultats théoriques de cette these

Les résultats théoriques de cette these concernent 1’aspect convergence locale des algo-
rithmes adaptatifs et auto-adaptatifs. Dans les algorithmes considérés, seul le pas de la muta-
tion est adapté. Dans le chapitre 4 nous analysons la convergence des algorithmes adaptatifs
définis par I'équation (3.1.3) avec respectivement H(x) = |z| et H(x) = |f'(z)| (ot f est
la dérivée, en dimension 1). Le premier algorithme, analysé dans [23] sur la fonction sphere
est ici analysé pour un cadre plus général de fonctions de régularité C?, ou, de plus, des hy-
pothéses s’apparentant & de la faible convexité sont faites (en particulier la fonction a un seul
optimum). Pour le deuxiéme algorithme, seule une hypothese de régularité C? est nécessaire
dans notre analyse pour conclure a la convergence vers un point critique. Par contre pour
obtenir une vitesse de convergence nous avons besoin également d’hypotheses s’apparentant
a de la faible convexité.

Le chapitre 5 analyse dans le cadre de la fonction sphere, la convergence de 1’algorithme
(1, X\)-SA-ES isotrope. L’analyse que nous faisons englobe en particulier 'algorithme utilisé en
pratique ou les lois pour les mutations (loi normale et log-normale) sont absolument continues.
L’analyse qui est faite exploite la dynamique markovienne de l'algorithme, elle est inspirée de
larticle [23]. Nous étudions précisément les propriétés de stabilité énoncées dans cet article
pour conclure & la convergence et montrons une condition, exprimée de maniere simple en
fonction du moment de la variable aléatoire de la mutation et du nombre d’enfants A sous
laquelle ces propriétés de stabilité sont vérifiées.

L’étude menée sur Palgorithme (1,A)-SA-ES en particulier peut s’étendre également a

I’analyse d’algorithmes dérandomisés, comme nous le verrons dans la discussion de ce chapitre.
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Chapitre 4

Analyse de la convergence de

deux algorithmes adaptatifs

Ce chapitre reprend pour sa majeure partie les résultats publiés dans [9], ainsi que dans
le rapport de recherche [8].
9] A. Auger, C. Le Bris, and M. Schoenauer. Dimension-independent Convergence Rate
for Non-isotropic (1, \)—ES, In E. Cantu-Paz et al., editor, Proceedings of the Genetic and
Evolutionary Conference 2003, pages 512-524. LNCS 2723 and 2724, Springer Verlag, 2003.
[8] A. Auger, C. Le Bris, and M. Schoenauer, Rigorous analysis of some simple adaptive ES,
Rapport de recherche INRIA, RR-4914.
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Introduction

Nous analysons dans ce chapitre la convergence de deux algorithmes évolutionnaires adap-
tatifs appartenant a la famille des stratégies d’évolutions. Etant donné une fonction f que
I’on cherche & minimiser, définie de R & valeurs dans R dans un premier temps, et étant donné
un entier strictement positif, A, la forme générale des algorithmes qui nous intéressent est
donnée par

Xo € R,

(4.1.1)
Xpt1 = argmin{ f (X, + 0 H(X,){"), pour 1 <i < A}

Dans Péquation précédente, o € RF et " pour 1 < i < X sont A\ variables aléatoires
symétriques indépendantes de loi que nous noterons v¢. La fonction H définie sur R & valeurs
dans R dans un premier temps va étre ici H(z) = |z — 2*| ol 2* est le minimum global * de
la fonction & optimiser, puis, dans un deuxiéme temps, H(z) = |f'(x)], ou f’ est la dérivée
de la fonction f. Notons que sur la fonction sphere ces deux algorithmes sont les mémes & un
facteur 2 prés.

Bien que présentant peu d’intérét d’un point de vue pratique, le premier algorithme a
une place particuliere dans I'histoire des stratégies d’évolutions. C’est en effet, l'algorithme
implicitement considéré dans la plupart des travaux utilisant le progress rate [122, 131, 22]
sur la fonction sphere. C’est sur cet algorithme que le pas de la mutation o maximisant le
progress rate est cherché.

Le deuxieme algorithme, quant & lui, présuppose la connaissance de la dérivée de la
fonction que 'on optimise, ce qui n’est pas le cadre habituel des algorithmes évolutionnaires.
Historiquement, on retrouve cet algorithme & plusieurs reprises. Tout d’abord, cette technique
adaptative pour le controle du pas de la mutation a été envisagée par Rechenberg [122] et
Schwefel [131], avant I'introduction de techniques d’ordre zéro comme la regle des 1/5 ou la
mutation du pas de la mutation lui-méme (algorithmes SA-ES cf chapitre 1). Ensuite Scheel
[129], puis Rudolph [125, 126] montrent que dans le cadre de fonctions (K,Q)-strictement
convexes, cet algorithme est optimal au sens du progress rate, c’est & dire que pour cette
classe de fonctions, cette technique de controle du pas de la mutation va donner la plus
grande progression de E(f(Xp41)|Xn) — f(Xn).

La convergence de ces algorithmes a été analysée a deux reprises. Tout d’abord, le

deuxiéme algorithme est étudié par Rudolph [126] dans le cadre de fonctions (K,Q)-strictement

1. que ’on suppose unique
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convexes continues différentiables et pour £ suivant une loi uniforme sur la spheére. Il montre
une convergence L' de f(X,) pour un o suffisamment petit. Ensuite Bienveniie et Francois
[23] démontrent dans le cadre de la fonction sphére la convergence du premier algorithme et
donnent une vitesse de convergence.

Le but de cette étude est de généraliser les résultats de [23] & des fonctions de régularité
C?. Les variables aléatoire pour la mutation ¢ que nous allons considérer ne se restreindront
pas aux lois uniformes: nous aurons simplement besoin de l'existence d’'un moment d’ordre
2. En ce sens I’étude que nous allons faire est plus générale que celle menée dans [126].

Pour I'analyse de ces deux algorithmes, nous allons faire appel & la théorie des martingales.
Le schéma de ’analyse de la convergence sera la méme dans les deux cas: le point-clé consis-
tera a exhiber une constante que nous appelons Y pour cette introduction, telle que pour
tout o en dessous de cette constante 3, la processus (f(X,),n € N) soit une sur-martingale.

La convergence s’en suivra ainsi que des vitesses de convergence.

Le plan de ce chapitre est le suivant. Apres avoir rappelé des définitions et résultats
utiles en Section 4.2, nous allons dans un premier temps, & la Section 4.3, nous placer dans
le cadre de la fonction sphére et énongons les résultats de convergence que nous voulons
généraliser, nous ferons aussi le lien avec les travaux concernant le progress rate, en particulier
nous interpréterons la constante exhibée par la maximisation du progress rate (approche
traditionnelle) en terme de dynamique de 'algorithme. Cette partie s’appuie sur des résultats
de Bienveniie et Francois [23]. Ensuite, aux Section 4.4 et 4.5 nous analysons respectivement
la convergence du premier et du deuxieéme algorithme. Dans les deux cas nous donnons aussi
des vitesses de convergence. A la Section 4.6 nous considérons une généralisation du deuxieme
algorithme & une dimension quelconque, le résultat remarquable qui sera prouvé est que pour
cet algorithme la constante X en dessous de laquelle nous savons conclure a la convergence est
indépendante de la dimension. Enfin, les constantes Y que nous allons exhiber et en dessous
desquelles on a convergence sont des conditions suffisantes pour la convergence, afin de tester
la validité de ces conditions, nous présenterons a la Section 4.7 des tests numériques validant

notre approche et les valeurs des constantes .
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Notations, définitions et rappel

Nous nous placons sur un espace de probabilité (2, F,P) et considérons les variables
aléatoires (X,,n € N) définies de 2 & valeurs réelles par I’algorithme 4.1.1. Nous noterons
(Fn,n € N) la filtration naturelle adaptée au processus (f(X,),n € N), ou f est supposée me-
surable, et nous noterons (#,,n € N) la filtration naturelle adaptée au processus (X,,,n € N).
Comme f est mesurable, 'inclusion F,, C H,, est vérifiée, ce qui sera utile par la suite. Certains
arguments des preuves que nous allons utiliser consisteront & montrer que (f(X,),n € N)
est une sur-martingale: Rappelons que f(X,,) est une F,-sur martingale si f(X,) € L' et
satisfait E(f(Xn+1)|Fn) < f(X,) presque sirement.

Nous allons a deux reprises faire usage du Lemme suivant qui est un résultat classique mais

dont nous rappelons la démonstration.

Lemme 1. Soit F,, une filtration croissante adaptée au processus X, . Supposons que X, SELLEN
n—0o0

0 et que X,, est borné.
Alors

(X, |Fn) 2250

n— 00

PREUVE: Soit np un entier positif. On a

|E(X,,|Fn)| < E(sup |X,| |F,)pour tout n > ng
p2no

Ainsi

limsup‘E(XnL'Fn)‘ < E(sup [ Xp| [Feo)
P>n0

En utilisant le Théoreme de convergence dominée nous obtenons

E( sup | Xp| |Foo) —— 0,

p>n0 nop—00

et ainsi

B(X,|Fn) 22 0.

n— 00
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Convergence sur la fonction sphere

Sur la fonction spheére les deux algorithmes que nous considérons sont les mémes a un
facteur deux pres. L’étude de la dynamique de l'algorithme dans ce cas la s’avere étre rela-
tivement simple, comme remarqué par Bienveniie et Francois [23]. Cette convergence repose

sur le Lemme suivant

Lemme 2. Pour la fonction sphére, la variable aléatoire X,, définie par (4.1.1) avec H(z) =

|z| est telle que

Xny1 = Xp (1 +0&(N)) (4.3.2)
ou [’égalité précédente a lieu en loi et ot la variable aléatoire £*(N\) est définie par
1+ 0&*(\) = argmin{(1 + o€7)?, ..., (1 + 0&})?} (4.3.3)
ou &' sont X tirages indépendants de variables aléatoires de loi vg.
La preuve détaillée ce Lemme se trouve dans [23].

Remarque 1. Dans (4.3.2), les variables aléatoires X,, et (14+0&*(X)) sont indépendantes.

4.3.1 Convergence L?

Le Théoréme qui suit est une conséquence immédiate du Lemme précédent.

Théoréme 1. (Convergence LP) Soit p > 1, un entier. Si E(|1 4+ o&*(X\)|P) < 400, alors
E(|Xn[?) = E(| Xo[")E(]1 + o&*(A)[P)". (4.3.4)

et ainsi l'algorithme converge ou diverge géométriquement en norme LP. De plus, il existe
une valeur o.(\,p) telle que X, converge en norme LP si et seulement si o €]0,0.(A,p)].

Cette valeur est définie par
oc(A, p) = inf{o tel que E(|1 + o&*(\)P) > 1}. (4.3.5)

PREUVE: Soit p un entier. De ’égalité (4.3.2) et de l'indépendance entre X,, et 1 4+ o€£*(A),

on déduit que pour tout n

E(1Xn+1[7) = E(Xn [P)E(L 4+ 08" (N)[)"
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qui nous donne I’équation 4.3.4. Considérons la fonction o — E(|14+0&* (X)[P): elle est continue
(conséquence du Théoréme de convergence dominée), plus petite que 1 dans un voisinage de
zéro et tend vers l'infini lorsque o tend vers l'infini. Ainsi, o.(A, p) définit par 'équation 4.3.5

existe et est strictement positif.
O

Remarque 2. La fonction o — E(|1 + 0€*(X)|P) étant continue, elle est bornée et atteint
ses bornes, et vaut 1 pour o = 0 et 0 = o.(A\,p). Le théoréme des valeurs intermédiaires
garantit Uexistence de os(A\,p) €]0,0.(\, p)[ tel que E(|1+0&*(N)|P) atteigne son minimum. Ce
minimum correspond a la vitesse de convergence la plus élevée, et il est défini plus précisément
par

os(\,p) = argmin{E(|]1 + oc&€*(N)|P), o €]0, 0.(\, p)[}. (4.3.6)

4.3.2 Lien avec la théorie du progress rate

Il est intéressant de faire le lien entre ce que nous venons de voir et les études précédentes
(122, 131, 22] qui s’intéressent au progress rate @,:

|Xn|p - |Xn+1|p
X, | X ) -

p(Xn,0,A) = E( (4.3.7)

Notons que la définition que nous donnons ici pour ¢, est normalisée, alors que nous avons
donné dans le chapitre précédent ’expression non normalisée (dans [22], Beyer appelle plus
précisément la quantité ¢,, le normalized progress rate). Les travaux sur le progress rate
consistent & déterminer pour un A fixé, le pas de la mutation o optimal qui maximise la
quantité (4.3.7). Pour cela des estimations asymptotiques (lorsque la dimension de 1’espace
de recherche tend vers l'infini) de ¢, sont déterminées. Mais en général, ces estimations
dépendent du point courant X, et ne sont pas d’'un grand intérét d’un point de vue de la
dynamique de ’algorithme.

En fait, sur la fonction sphére pour l'algorithme (4.1.1), une conséquence directe du
Lemme 2 est que le progress rate est simplement une fonction des deux parametres de I’algo-

rithme & savoir A et ¢ mais ne dépend plus du point courant, plus précisément
Vn >0, ¢p(Xp,0,A) =E(1 — |1+ c€*(N)]P). (4.3.8)

Ainsi, maximiser le progress rate comme cela est fait dans [131, 22] revient alors & trouver o

tel que E(1 — |1 + 0&*(M\)|P) soit maximal, ou encore tel que E(|1 4+ o£*(A)|P) soit minimal —
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ce qui est exactement la valeur donnée par I’équation (4.3.6), donnant la valeur de o telle
que la convergence de I'algorithme soit la plus rapide. Ceci donne un sens du point de vue
de la dynamique de lalgorithme aux valeurs prédites par Schwefel et Beyer dans [131, 22]
en maximisant le progress rate. Notons que les valeurs prédites par Schwefel et Beyer sont
pour p = 2, correspondant donc & la valeur maximisant la convergence L? de I’algorithme.
En particulier cette valeur garantit la convergence L? et presque siire de ’algorithme, comme

remarqué dans Bienveniie et Francois [23].

4.3.3 Convergence presque sire

Citons tout d’abord le Théoréme suivant de Bienventie et Francois [23] qui va donner la

convergence en probabilité de L In(|X,]).

Théoréme 2. (Convergence en probabilité, [23]) Supposons que E(In(|1 + o€*(N)])) <
+oo. Alors, pour la fonction sphére, la variable aléatoire X,, définie par (4.1.1) avec H(x) =
|z| est telle que

1
—In(|X,|) —— E(In(|1 + 0£*(N)])) en probabilité.
n n—00

Remarque 3. En fait le type de convergence n’est pas précisé dans l'article [23], mais 'ana-
lyse de la démonstration nous permet de déduire que la méthode utilisée pour la preuve permet

d’obtenir une convergence en probabilité.

Pour obtenir la convergence presque sire de %ln(|Xn|), on peut procéder de la méme
facon que dans le chapitre suivant reposant sur 1’étude de la chaine de Markov (X,,n € N).

On démontre alors de maniere analogue le Théoreme suivant :

Théoréme 3. (Convergence presque sure) Supposons que E(In(|1 + o&*(N)])) < +oo.
Alors, pour la fonction sphére, la variable aléatoire X,, définie par (4.1.1) avec H(x) = |z|
est telle que

L in( X)) —— E(n(1 + 0€*(A)]) p.s
O

La valeur critique o.()\, p.s.) en dessous de laquelle la convergence asymptotique p.s. vers

0 a lieu pour |X,,| et au dessus de laquelle il y a divergence presque siire vers l'infini est



4.4

94 Chapitre 4. Analyse de la convergence de deux algorithmes adaptatifs
définie par sup{c\E(In(|1 + 0&*(N)|) < 0}. Remarquons que d’aprés I'inégalité de Jensen, on
a .\ 1) <oc(\ ps.).

Nous allons maintenant voir dans les deux sections suivantes comment étendre ces résultats

pour des fonctions plus générales.

Convergence du (1, \)-ES avec H(z) = |z|
Considérons lalgorithme 4.1.1 avec H(z) = |z — z*| pour z* un minimiseur de la fonction f.

X0 eR,

(4.4.9)
X1 = argmin{f(Xn + o|Xn — 27|¢}"),1 € [, A]},

avec 0 € RF, Xg e Ret 5%, sont A variables aléatoires indépendantes de loi vg.

4.4.1 Convergence

La premiére étape de ’analyse consiste & trouver une valeur o.(A, 3, M) telle que pour o €
10, 0¢(N, B, M)[, f(X,,) est une surmartingale. C’est de cette propriété que nous allons déduire
la convergence des processus (f(X,),n € N) et (X,,,n € N).

Enongons maintenant précisément les hypotheses que nous allons faire sur les fonctions f que

nous considérons.

Hypothéses (H1)

(i) La fonction f a un unique minimum global x*. Sans perte de généralité, on suppose que

z* =0 et f(0) =0, et en conséquence que Vz € R, f(z) > 0.
(ii) La fonction f est de classe C?.
(15i) I existe M fini tel que, pour tout x € R, |f"(z)| < M.

(iv) Il existe B > 0 tel que, pour tout z # 0,

' (2)]
I > [ >0.

]
Les hypotheses clés pour nos preuves sont (i) et (iv). L’hypotheése (iv) revient & dire que f

est strictement coercive dans un voisinage du minimum.

Remarque 4. Notons que toutes les preuves marchent si le processus (X,,n € N) est rem-
placé par inf(sup(X™, —A), A) dans ’équation (4.1.1) pour A suffisamment grand. Une telle

modification permet en particulier de rendre [’hypothése (H1)(iii) facile a satisfaire.
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Remarque 5. L’hypothése (H1) ci-dessus implique que f décroit sur R™ et croit sur RT.
En considérant ’extension de la remarque ci-dessus, cette hypothése revient da imposer la

décroissance sur [—A,0] et la croissance sur [0, A].

Enongons maintenant les hypotheses sur la variable aléatoire £ de loi ¢ pour la mutation

Hypothése (H2)
(i) & est symétrique.
(i1) B(|¢*) < +oo.

Considérons ¢ vérifiant les hypotheses H2 et définissons la fonction suivante
glo,\, B,M) =E | min (B¢ Jro—%gﬂ2 (4.4.10)
e 1<i<A 2 ' o
et définissons o.(A, 8, M) comme la solution de
gloc(A, B, M), A, B, M) =0 (4.4.11)

L’existence et 'unicité de o.(\, 8, M) est démontrée au Lemme 3 ci-dessous. La convergence

de f(X,) pour o < o.(\, B, M) est énoncée dans le Théoreme suivant

Théoréme 4. Soit \ > 2, si f satisfait les hypothéses (H1), £ satisfait les hypothéses (H2)
et o €]0,0.(\, B, M)] avec o.(\, B, M) défini par I’équation (4.4.11), alors quand n tend vers
+00, f(X,) converge vers 0, a la fois presque sirement et dans L', et X, converge vers 0

presque stirement et dans L?.

La preuve de ce Théoreme repose sur les Lemmes 3 et 4. Nous allons dans un premier
temps énoncer ces deux Lemmes et donner leur preuve avant de passer a la démonstration

du Théoreme 4.

Lemme 3. Soit B comme dans [’hypothése (H1)(iv). Soit X > 2 un entier. Soit g définie
par (4.4.10). Alors g(o, 8, \, M) est une fonction strictement croissante et continue en o.
Elle satisfait g(0,8,\, M) < 0 et limy_ 100 g(0,8,A\, M) = +o00. En conséquence il existe
un unique oc(\, B, M) tel que g(oc.(\,B,M),3,\,M) = 0 et donc g(o,5,\, M) < 0 lorsque
o €10,0.(\, B, M)[.
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PREUVE: Soit o1 et o9 tels que o1 < 09, alors

M M
. 7 712 . 7 7|2
1r£ilgrlAﬁ§ +01—2 1€ < lrélilél/\ﬁf +02—2 |€°] p.s.

et ainsi,
g(o1, 8, \, M) = E( min S¢* +01%|§i|2) < E( min B¢ +02%|§i|2) = g(o9, 8, A\, M).
e 1<i<A 2 1<i<A 2 e

La continuité de g(o, A, B, M) peut étre prouvée par extraction d’une suite croissante o, telle
que o, — o et en utilisant le Théoréme de convergence monotone. Le fait que g(0, A, 3, M) =
E(minj<;j< €) < 0 pour A > 2 est un résultat qui vient du fait que E(¢) = 0. Enfin,

lim g(o, A\, 3, M) = 400 est une conséquence du Théoréme de convergence monotone.
0—00

La propriété de sur-martingale du processus (f(X,),n € N) est énoncée dans le Lemme 4.

Lemme 4. Si f satisfait les hypothéses (H1) et & les hypothéses satisfait (H2), alors
E(f(Xn11)|Fn) < f(Xn) + 0l Xnl?g(0, ), 8, M). (4.4.12)
En conséquence f(X,) est une Fp-sur-martingale pour 0 < o < o.(A, 8, M).

PREUVE: Des Hypotheses (H1), comme f(0) = 0 et f/(0) = 0, on déduit que Vz, f(z) <
Y|z|?. Ainsi, afin de montrer que f(X,) € L', il suffit de montrer que E(|X,|?) < oc.
Montrons cela par récurrence. D’apres la monotonie de f (cf. Remarque 5) on a l'inégalité

suivante

< 0.
| Xny1] < | Xn| + o] X gﬁ%(lﬁ )

De plus |X,| et (1 + o max;<;<)(|¢?])) sont indépendants et de E(|¢|?) < oo on déduit que
E((max;<j<)(1 + o maxj <;<x(|¢%]))?) < oo. Ainsi, E(|X,|?) < oo et donc f(X,) € L.

Par ailleurs par construction de (X,,n € N) on sait que pour tout 1 <i < A
[f(Xny1) < f(Xp + 0o Xn[E)")
En utilisant I'inégalité de Taylor Lagrange ainsi que ’hypothése (H1)-(iii), nous obtenons

2
g .
f(Xni1) < f(Xn) + 0| X8 f/(Xn) + 7|Xn|21\/-’|§§"”|2 VI<i<A
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ainsi en utilisant I’hypothese (H1)(iv),
: Mo .
f(Xni1) < f(Xn) + 0| Xn| [f/(Xn)|(sign(f'(Xn))&" + ﬁlﬁ?IQ) VI<i<A,

d’ou

F(Xni1) < F(X0) 0] X /(6] min (sign(f(Xa)E + 27 €7

n+l) > n n n 1<i<A n i 26 7 .

Considérons maintenant #,, et F, les filtrations naturelles adaptées au processus (X, n € N)
et (f(Xp),n € N), on a F,, C H,. On prouve tout d’abord que f(X,) est une H,-sur

martingale et on va en déduire ensuite que f(X,) est une F,-sur-martingale. Pour cela

prenons ’espérance conditionnelle de I'inégalité précédente

3

M
B (X)) < £ + 01Xl 7 CIE (i s/ (X0)E7 + 57 €8P, )

Grace a la symétrie de ¢' on a

M M
B min (€7 + S2(E) = B min (+¢ + 5 16)
Ainsi, ,
B (o)) < 106) + o D 0,0, 5,00,

Comme pour 0 < o < g.(\, B, M), g(o, A\, 3, M) < 0 nous obtenons
E(f(Xn+1)|Hn) S f(Xn) + U|Xn|29(0—?>‘a/BaM)a

i.e. (4.4.12). La propriété E(E(.|Hy)|Fn)) = E(.|F,) (voir [152]), conduit au fait que pour
0 <o <o.\B, M), f(X,) est une F,-sur-martingale.

On peut maintenant passer a la preuve du Théoréme 4.
PREUVE: [du Théoréme 4] On part de l'inégalité (4.4.12) du Lemme 4, et on prend son
espérance, ce que nous pouvons faire puisque I'on a vu dans la preuve du Lemme 4 que

f(X,) et | X,|? sont tous les deux dans L'. Nous obtenons
E(f (Xn+1)) < E(f(Xn)) + 0B Xal*)g(0, A, B, M) (4.4.13)

On tire du Lemme 3 que pour o €]0,0.(X, 3, M), g(o, A, B, M) < 0, ainsi pour o €]0,0.(X, 5, M),

E(f (X)) est une suite décroissante positive qui converge donc. Réécrivons (4.4.13) comme

E(| X, [*)(=ag(o, A, B, M)) <E(f(Xn)) = E(f (Xnt1))- (4.4.14)
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Pour tout o €]0, 0.(A, 8, M), le membre de droite de (4.4.14) converge vers zéro, et le membre
de gauche est positif. Ceci implique que E(|X,,|?) converge vers 0. On peut en conséquence
extraire une suite | X?(™|? de |X,|? qui converge presque siirement vers zéro. Comme f est
continue f (X)) % f(0) = 0. D’apres le Lemme 4, on sait que pour o €]0,0.(A, 8, M)],
le processus (f(X,),n € N) est une sur-martingale positive. Ceci implique que f(X,,) converge
presque strement (voir [152]). De I'unicité de la limite pour (f(X™),n € N), on en déduit
que (f(Xy),n € N) converge presque siirement vers 0. Pour la convergence L' de f(X},), on
déduit de Phypothese (H1)(iii) que Vz, f(z) < & |z|? et on utilise ensuite la convergence de

E(| X, |?). I sen suit que E(f(X,,)) converge vers zéro. De plus d’aprés I'inégalité 4.4.12 on a

E(f(Xn) - f(Xn+1)|Fn)
—og(o,\, B, M)

On déduit de cette inégalité et du Lemme 1 que X,, converge presque surement vers 0.

X, [? <

4.4.2 Vitesse de convergence

Théoréme 5. Supposons que f satisfait les hypothéses (H1) et que o €]0,0.(\, 5, M)|, avec

oc(A, B, M) défini par (4.4.11). Alors f(X,,) converge géométriqguement vers 0 au sens suivant:

f(Xn)
(L+0Cq(o, N, B, M))"

(ii) (Convergence L') : E(f(X,)) < (1 4+ 0Cg(o,\, B, M))"E(f(X?)),

(i) (Convergence p.s.) : converge vers une variable aléatoire Y,

ou C' = % et M sont définis par (H1)(iii). De plus, le meilleur tauz de convergence est atteint

pour o = os(X\, B, M) ot os(\, 5, M) est l'unique valeur de o qui minimise 14+0Cgq(o, X, B, M).
PREUVE: Soit 0 < 0.(A, 8, M), en utilisant 'inégalité (4.4.12)
E(f(Xn41)[Hn) < f(Xn) + 0] Xal?g(0, A, B, M)

M
Comme cela est mentionné plus haut, 'hypothese (H1) implique en particulier que f(z) < > ||

pour tout z, et en conséquence on obtient

E(f (Xn)[Hn) < F(Xa)(1 +0-rg(0, A, 5, M)

Pour o tel que 0 < 1 + U%g(a, NGB, M) < 1, f(Xp)/(1 + U%g(a,A,ﬁ,M))" est une sur-
martingale positive qui converge presque surement. En prenant ’espérance on en déduit la

convergence géométrique de E(f(X,,)) vers zéro au taux annoncé dans le Théoréeme.
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Convergence du (1, M\)-ES avec H(z) = |f'(z)|

Nous nous intéressons maintenant a ’algorithme

X0 e R,
(4.5.15)
X1 = argmin{ f(Xn, + o[ f'(Xu)IEF), 0 € [1,A]}

Le schéma général de la démonstration dans ce cas est le méme que celui de la section
précédente : commencer par trouver une valeur X telle que f(X,,) soit une sur-martingale
pour o €]0, X[; en déduire ensuite la convergence et le taux de convergence de f(Xp).

Moins d’hypotheses sur les fonctions f considérées dans cette section vont étre requises, plus

précisément nous allons considérer les fonctions f vérifiant

Hypothéses (H3)
(i) La fonction f est bornée inférieurement (disons par zéro),
(ii) f est de classe C?,

(1ii) Il existe M fini tel que, pour tout x € R, |f"(z)| < M.

Remarque 6. Pour la convergence de [’algorithme nous n’avons pas besoin d’imposer [’exis-
tence d’un unique minimum, en contrepartie, on va montrer la convergence vers un minimum
local. En revanche, pour obtenir des vitesses de convergence, nous supposerons l’existence d’un

UNLqUEe Minimum.

Remarque 7. Encore une fois, utiliser [’astuce mentionnée & la Remarque 4 permet d’affai-

blir ces hypothéses qui seront alors satisfaites pour toute fonction C2.

451 Convergencede f'(X,)

Afin d’alléger les notations nous allons noter

h(o,A) = g(1,0,A) =E ( min (gi + o—%gﬂ?)) (4.5.16)

1<i<A

et définir o, (\) comme la solution de

!

g9(1,0.(A),A) = 0. (4.5.17)
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La preuve de ’existence et 'unicité de cette constante est exactement la méme que la preuve
du Lemme 3 de la section précédente. La convergence du processus (f'(X,),n € N) vers 0

est énoncée dans le Théoréme suivant.

Théoreéme 6. Supposons que f satisfait les Hypothéses (H3) et & satisfait (H2). Supposons
que A > 2 et o €]0,0,(N)[. Alors E(|f' (X)) converge vers 0. Si de plus on suppose que

f(X,) est bornée alors f'(X,) converge presque siirement vers 0.

La preuve de ce Théoreme repose sur les deux Lemmes suivant. Dans la suite F,, désigne

comme & la section précédente une filtration adaptée au processus (f(X,),n € N).

Lemme 5. Soit o,()\) défini par (4.5.17). Alors (f(X,),n € N) est une Fy,-sur-martingale
pour 0 < o < o, (\).

PREUVE: La preuve suit les mémes étapes que la preuve du Lemme 4. On commence par

remarquer que

F(Xn1) < f(Xn + ol f1(Xn)IE]) VI <i<A
En utilisant successivement l'inégalité de Taylor Lagrange et la propriété (H3)(iii), et en
prenant le minimum en 4 du terme de droite nous obtenons

F(Xni1) < F(X0) + 0l (X)I7 min (sign(7/(Xa)e! + 27160 ) (45.18)

Soit H, la filtration adaptée au processus X,. En prenant l’espérance conditionnelle de
I’inégalité précédente, nous obtenons

win sign (" CCEE + 257167,

E(f(Xn41)|Hn) < f(Xn) + 0| f(Xn)E <1<7,</\

et donc

E(f(Xn+1)|Hn) < f(Xn) + U|fl(Xn)|2h(Uv >‘) (4'5'19)

Pour 0 < ¢ < 0.,(3,)\) ceci implique (en prenant l'espérance des deux cotés) que par

récurrence f(X,) € L', et que de plus f(X,,) est une JF,-sur-martingale.
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PREUVE: [du Théoreme 6] Pour le premier point du Théoréme on prend lespérance condi-

tionnelle de I'équation (4.5.19),

E(f(Xn+1)) < E(f(Xa)) + (| f' (Xn)[*)1(0, A).

Ainsi pour 0 < o < U;(ﬁ ,A), E(f(X,,)) est une suite positive décroissante qui en conséquence

converge. De plus la majoration
—oE(| ' (Xn)[)h(0,A) < E(f(Xn)) = E(f (Xnt1))
implique que pour 0 < o < U;(ﬁ, A),

E(|f'(Xn)[?) = 0. (4.5.20)

Afin d’avoir la convergence presque stire on revient a 'inégalité (4.5.19) et au Lemme 1.

D’aprés (4.5.19) nous savons que

E(f(Xn) - f(Xn+1)|Fn)
—oh(o, \)

Grace au Lemme 5, f(X,) est une sur-martingale positive. Elle converge ainsi presque

' (Xn)? <

strement. Ainsi f(X,)— f(X,+1) converge presque siirement vers 0. Comme f(X,,) est bornée
par hypothese, on déduit du Lemme 1 que E(f(X,,)— f(Xpn+1)|Fn) converge presque stirement

vers 0. Ainsi |f'(X,)|? converge presque stirement vers 0.

4.5.2 Vitesse de convergence

Une hypothese supplémentaire est faite pour estimer la vitesse de convergence, hypothese
reliée & la convexité. Avant d’énoncer I’hypotheése supplémentaire, nous allons tout d’abord

supposer sans perte de généralité que
iﬁf f=0,

sinon f(x) doit étre remplacée par f(z) — infg f dans ’hypothese ci-dessus.

Hypothése (H4)

— Il existe C > 0 tel que

| f ()]
lﬁf ) >C.
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Remarque 8. Notons que l'hypothése (H4) implique que ’ensemble des minima globauz x*

de f est un intervalle, et que tout point critique est un minimiseur.

Théoreme 7. Supposons que f satisfait les Hypothéses (H3)(H/), & satisfait les hypothéses
(H2) et que o €]0,0.(\)[. Alors f(X,) converge géométriquement vers 0 d la vitesse (1 +
oCh(o, \)) presque sirement et dans L' (au sens du Théoréme 5, et avec la constante C
définie dans (H3)). Le meilleur tauz de convergence est atteint pour o = oy(\) ot oy(\)

minimise 1 + oCh(o, A).
PREUVE: Soit o €]0,0.(\)[, en utilisant (4.5.19) et ’hypotheése (H4),
E(f(Xn+1)|‘7:n) < f(Xn) (1 + UCh(Ua A)) (4'5'21)

Pour o tel que 0 < 1+ oCh(o,A) < 1, f(X,)/(1 + 0Ch(o,A))™ est une sur-martingale
positive qui converge donc presque sirement. En prenant Pespérance de I'équation (4.5.21),

nous obtenons que E(f(X,,)) converge géométriquement vers zéro au taux (1 + oCh(o, A))™.

4.5.3 Optimalité des constantes sur la fonction sphere

Comparons, dans le cas de la fonction sphere, d’une part les résultats obtenus dans les
sections précédentes (avec H(z) = |f'(z)| et H(xz) = |z|) et d’autre part aux résultats de la
Section 4.3 consacrée entierement a la fonction sphere.

Rappelons tout d’abord que les deux algorithmes different seulement d’un facteur 2. Sur la
fonction sphere les constantes 3, M et C' des Hypotheses (H1) et (H4) sont respectivement
égales 4 2, 2 et 4. Le Théoréme 7 nous donne alors comme taux de convergence 1+4og(1, 0, \).
Par ailleurs le Théoréeme 5 nous donne 1+0% g(B,0,) comme taux de convergence. Comme
par définition de g, on a 1 4+ 20¢(2,20,)\) = 1 + 40g(1,0,), on en déduit que les valeurs
critiques (en dessous de laquelle il y a convergence L' de f(X,) et pour laquelle le taux
de convergence est maximal) exhibées respectivement lors de l’analyse des algorithmes avec
H(z) = |z| et H(z) = |f'(x)| dans le cadre de la fonction sphére correspondent.

Par ailleurs la valeur critique en dessous de laquelle on a prouvé qu’il y a convergence L' de
f(X,) (qui est sur la sphere, équivalente & la convergence L? de X,,) dans les sections 4.4
et 4.5 est définie implicitement & ’équation 4.4.11 (avec § = 2 et M = 2) comme zéro de la
fonction

(26" + ol€"*)).

o — E( min
1<i<A
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Or, dans le Théoréme 1, la convergence L? a lieu pour tout o tels que

E( min (14 0¢")?) < 1

1<i<A
c’est & dire pour tout o tels que
14 oE( min (2¢! <1
+o (12?5( §+olg'l)

ou encore pour tout o tel que E(minlgig)\(%i + 0/€?) < 0, ce qui correspond exactement
a I’ensemble des o pour lesquels ont a prouvé la convergence vers 0 dans les Théoremes 5
et 7. Comme dans le Théoreme 1, la valeur critique nous donne une condition nécessaire et
suffisante pour la convergence L? de X,,, on en déduit que nos estimations de valeurs critiques

dans le cadre de la sphere sont optimales.

En dimension quelconque

L’algorithme défini par (4.1.1) est légérement modifié pour la dimension d > 1. La forme

générale de I'algorithme considéré ici est:

X0 e R?,

. (4.6.22)
Xpt1 = arg mln{f(Xn + U(Hk(Xn)gzyl)kE[l,d])ai € [17 A]}a

ot X,, est la variables aléatoire modélisant le parent & la génération n, et (£Z’i), kel,d],ie
[1, \] sont des variables aléatoires indépendantes symétriques, de méme loi que & et Hy(x), k € [1,d]
sont d fonctions réelles. Des pas différents dans toutes les directions sont appliqués ici, ce qui

est classiquement fait par exemple dans le cas des algorithmes auto-adaptatifs [131].

Nous allons simplement traiter le cas ou Hy(z) = g( ) La situation est alors identique a
T

celle étudiée dans la section 4.5, un résultat similaire au Lemme 5 peut étre obtenu. Donnons

rapidement la généralisation & faire. L’hypothese (H3)(iii) devient alors

Il existe M fini tel que D*f, la matrice Hessienne de f, satisfasse
D?f < M1d, (4.6.23)

au sens des matrices symétriques.
et 'hypothese (H4) est remplacée par
1l existe C' > 0 tel que
IVfI*>Cr.
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On écrit ensuite que pour tout 1 <7 < A,

Fu) < 7+ o2 )k )

d
— 2 nz
N kz a(IIk

1 n af( ) 7,0 8f(Xn) n,t
d
< FXM)+ “Z(La(jin) ) [ + %a(g;;’i)?]

k=1

Il est alors immédiat de voir que tous les arguments de transposent au cas de la dimen-
sion d et conduisent & la méme conclusion et au méme critere de convergence. Notons que
cette propriété n’est pas tres étonnante au vu la majoration de la matrice hessienne de
I’équation 4.6.23 considérée. En effet, la matrice majorant la matrice hessienne de f induit
une fonction séparable.

En particulier, la valeur critique o, en dessous de laquelle la convergence a lieu est encore
définie par les équations (4.5.16) et (4.5.17). Le fait remarquable ici est que la valeur critique
(et en conséquence le taux de convergence qui va avec) ne dépend pas de la dimension. Ce
résultat n’est pas étonnant et provient de la séparabilité implicite qui est considéré sur la
fonction & travers la majoration de la matrice hessienne de la fonction par une homothétie

(équation 4.6.23).

Expérimentations numeériques

Considérons les constantes implicitement définies & travers les équations (4.4.11) et (4.5.17),
en dessous desquelles nous avons démontré la convergence presque siire et dans L' de (f(X,,),n €
N) des deux algorithmes que nous avons analysés (respectivement aux Théoréemes 4 et 7).
Nous avons vu a la Section 4.5.3 que ces constantes sont optimales sur la fonction sphere dans
le sens ou elles donnent dans ce cas la une condition nécessaire et suffisante de convergence
L' de (f(X,),n € N).

Le but de cette section est de tester numériquement sur d’autres fonctions que la fonction
sphere cette optimalité. Ce que nous appelons optimalité ici est le fait que les constantes
que nous avons exhibées et nous donnant des conditions suffisantes pour la convergence se

rapprochent d’une valeur pour ¢ en dessous de laquelle il y aurait convergence et au dessus



4.7. Expérimentations numériques 105

15 . . 0 J— .
N~ ~e —— 0=05
"-.: Sao T T e 0=15
100 F\5 N N I BRI
1 4 % \\ \\\ —— 0=25
~ RN —-- o3
= P~ 3, A N
= = 200 | N, N ]
= x N A
© 05 ] = Y N N
‘t £ AN S
= = 300 | SN ~ ]
o AN ~
| N ~
- 4 *, S
0 —400 | ]
-05 : : -500 R
0 1 2 3 0 500 1000
c n

(a) (b)

Fic. 4.1: (a) E(|1 + oY (4)|?) en fonction de o — voir équation (4.3.3). (b) E(In(f(Xy,))) en

fonction du nombre de génération n pour différentes valeurs de o.

de laquelle il y aurait divergence. Notons que nous ne savons pas si une telle valeur existe,
mais les tests numériques effectués nous conduisant & émettre cette conjecture.

Tous les tests numériques présentés dans la suite reposent sur la méthode de Monte
Carlo pour approcher ’espérance d’une variable aléatoire. Plus précisément étant donné une

variable aléatoire de moyenne finie, E(Z) s’approche par
LK
e > Z,
k=1
ol (Zy)i1<k<k sont K tirages indépendants de variables aléatoire de méme loi que Z. Si de
plus Z a un moment d’ordre 2, une conséquence du Théoréme central limite est que pour

des grandes valeurs de K (K = 1500 dans toutes les expériences numériques présentées

ci-dessous), avec une probabilité de 0.95

sz— VarZ 1/9_6 Il{ZkaL\/Var 1/9_6] (4.7.24)

4.7.1 Approximation des constantes

La méthode de Monte-Carlo décrite ci-dessus a été utilisée pour calculer des approxima-
tions des constantes o.(X, 3, M) et os(8, ).
Un premier exemple est donné par le tracé de E(|1 + 0£*(\)|?) en fonction de o pour la
fonction sphére sur la figure 4.1 (a), pour A = 4. Une valeur approchée de la valeur limite

de o pour laquelle E(|1 + o&€*(\)[?) < 1 est 0.(A,2) = 2.7, et la valeur correspondante pour
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le min de E(|]1 + 0£*()\)|?) est 05(8, A, 2) ~ 0.8. Notons que cette méthode permet aussi de
tracer le progress rate dont la formule est rappelée & I'équation (4.3.8) pour n’importe quelle
dimension d. C’est une différence essentielle par rapport a ce qui est fait classiquement dans

ce domaine [131, 22], ou seules des estimations asymptotiques en la dimension sont données.

4.7.2 Optimalité des constantes

L’idée ici est de comparer les constantes o.(\, 5, M), o4(B,)), 0.(\) et o,(\) définies
aux Théoremes 5 et 7 pour des fonctions non quadratique, afin de tester 'optimalité des

constantes.

Retour sur I'analyse théorique Commencons par soulever le probléme suivant. Lorsque
l'on évalue E(f(X,)) par méthode de Monte Carlo, I’erreur relative donnée par le Théoreme
Central Limite (\/W %) croit géométriquement avec le nombre de générations
n (le calcul exact peut étre fait plus facilement sur la fonction sphére pour se rendre compte du
probléme). D’autre part, si on consideére I'erreur relative que I'on fait si on évalue E(In(f(X},))),
alors cette erreur décroit en ﬁ C’est pourquoi tous les tests numériques ont été faits en
fait sur le processus (In(f(X,)),n € N). Nous devons en conséquence revenir sur I’analyse
théorique. Il s’avere que les arguments utilisés pour la minimisation de f sont encore vrais
pour la minimisation de In(f). Bien siir, comme la convergence presque siire de (f(X,,),n € N)
implique celle de In(f (X)), nous avons des conditions suffisantes pour une telle convergence.
Mais, nous avons plus que cela: In(f(X,) converge de la méme fagon et sous les méme
conditions que f(X,) avec un taux de convergence arithmétique qui remplace le taux de
convergence géométrique des Théoremes 5 et 7. Indiquons rapidement les modifications des

arguments nécessaires pour établir cela. Nous expliquons cela dans le cas H(z) = |f'(x)|.

Nous commencons par (4.5.18), & savoir
. . Mo
f(Xnt1) < f(Xn) + U|fl(Xn)|2 lrglilg/\(szgn(f'(Xn))f? + T|fzn|2)a
on prend ensuite le logarithme des deux membres de cette inégalité et on utilise le fait que

In(1 4+ u) < u pour obtenir

/ 2 o
I (X)) < 7 (6)) + o 200 i (sign(7(Xa g7 + 257167

Ensuite on prend 'espérance conditionnelle et on utilise I'hypothese (H4) pour écrire lorsque
h(o,\) <0
E(In(f (Xnt1))[Hn) < In(f(Xn)) + 0Ch(o, A).
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Cela montre que In(f(X5,,)) (et en fait —noCh(o, ) +1n(f(X,))) est une sur-martingale. Une

conséquence est aussi que la borne inférieure
E(In(f(X™)) < E(In(f(X°)) + noCh(o, \) (4.7.25)

qui conduit & la convergence de E(In(f(X™)) vers —oo. Tout les résultats pour la convergence
de In(f) s’en suivent, avec les mémes valeurs critiques pour les taux de convergence. Ces taux
sont bien str arithmétiques au lieu de géométriques. Quoi qu’il en soit, cette équivalence nous

permet de tester Poptimalité de nos constantes de notre analyse en étudiant In(f(X,)).

Résultats numériques  Seuls les résultats concernant le cas H(z) = | f'(x)| sont montrés ici.
Les résultats dans le cas H(z) = |z| sont tres semblables. Les fonctions fys, définies par les
équations (4.7.26) ci-dessous sont des exemples parmi la classe de fonction non symétriques
satisfaisant les hypothéses (H3) et (H4) qui seront utilisées dans les tests numériques (ot

M > 0 désigne la constante des hypotheses (H3)-(ii)).

x2 siz <0

fulz) =4 _ (4.7.26)
xarctan(z) siz >0

K
1
La figure 4.1 (b) montre le tracé de 7 Z In(f2(X*)) en fonction du nombre de générations

k=1
n pour différentes valeurs de o. L’erreur relative

E(In(f2(Xn))) — % Ypey In(f2(XE))
S In(f2(XE))

donnée par I'équation (4.7.24), est ici bornée par 0.01. Cette figure confirme le taux de

convergence linéaire prédit par I’étude théorique.

La figure 4.2 (a) montre d’une part pour différentes valeurs de o (en abscisse) la pente cor-
respondante de la courbe obtenue par un tracé du type de celui de la figure 4.1 (b) (cette
pente est obtenue en faisant une régression linéaire sur les données du type de celles de la
Figure 4.1 (b)), ou de maniére équivalente, la figure 4.2 (a) montre la vitesse de convergence
de l'algorithme observée numériquement pour un sigma donné en fonction de sigma. Sur la
méme figure est également tracée la valeur cCh(o, ), majoration théorique pour la vitesse
de convergence (cf équation 4.7.25). Les tracés sont réalisés pour A = 4 et pour les fonc-

tions fo et fg. On remarque d’une part que les courbes correspondant aux valeurs observées
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numériquement et les courbes correspondant aux majorations théoriques ont les mémes al-
lures et que les bornes théoriques sous estiment les valeurs observées numériquement comme
on pouvait s’y attendre.

On peut aussi remarquer sur la figure 4.2 (a) que la courbe théorique et la courbe numérique
présentent la méme transformation d’échelle lorsque I'on augmente M — méme si les bornes
théoriques sont pessimistes.

Intéressons nous plus précisément a la fonction fo, 'intersection entre la courbe théorique
et la courbe numérique sur ’axe des = donne une approximation numérique 02(4) ~ 1.4 de
la valeur théorique o,(4) — et dans la suite, 0., (4) désignera l'intersection entre la courbe
expérimentale et 'axe des z. A partir de la figure 4.2 (a), il vient que a;mm (4) = 3.1. En
définissant de la méme facon alsmm (4) comme la valeur critique de la courbe numérique, on
peut aussi remarquer sur la méme figure que o, (4) < a;mm (4). Ces deux valeurs pour A =4
sont tracés pour différents A & la figure 4.2 (b) (toujours pour la fonction f2). On note que

les deux fonctions sont croissantes en .

Discussion

L’analyse de la convergence des deux algorithmes adaptatifs & une sous classe de fonction
C? que nous venons de présenter généralise les études traditionnellement menées sur la fonc-

tion sphére. En particulier les estimations théoriques des bornes pour le pas de la mutation
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en dessous desquelles on a convergence des algorithmes adaptatifs s’averent étre optimales
sur la fonction sphere, c’est-a-dire, dans ce cas la, les valeurs trouvées donnent des conditions
nécessaires et suffisantes pour la convergence de ’algorithme.

De plus, nous avons montré que les constantes que I'on cherche & approcher dans I'ap-
proche traditionnelle du progress rate ont un sens pour la dynamique de l’algorithme et
correspondent précisément a la valeur du parametre o maximisant la vitesse de convergence
L? de Valgorithme. En particulier, comme remarqué dans [23], cette constante garantit la
convergence de ’algorithme.

Par ailleurs, la généralisation de notre analyse & un algorithme non isotrope en dimension
quelconque, révele que le taux de convergence est indépendant de la dimension. Ce résultat,
conséquence immédiate de 'analyse menée en dimension 1, et qui pourrait paraitre contre in-
tuitif au premier abord, provient simplement de la séparabilité implicite que nous considérons

par la majoration donnée a 1’équation 4.6.23.
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Chapitre 5

Convergence d’Algorithmes

Evolutionnaires auto-adaptatifs

Une partie des résultats de ce chapitre fait 'objet de I'article & paraitre dans Theoretical
Computer Science [12].
[12] Anne Auger, Convergence results for (1,\)-SA-ES using the theory of p-irreducible mar-

kov chains, Theoretical Computer Science, & paraitre.
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Introduction

Depuis l'invention des Stratégies d’Evolutions, dans le milieu des années 60 [122, 131], les
études théoriques se sont concentrées sur ’étude du progress rate (cf chapitre 3 ou [22, 131]),
mesurant le progres d’une itération a 'autre de l'algorithme. Ces études ont en particulier
apporté beaucoup d’intuitions sur la facon de régler les écart-types de la mutation (voir
chapitre 1) mais elles ne prennent pas en compte la dynamique globale de 'algorithme et en
particulier ne s’intéressent pas a sa convergence.

Comme nous ’avons vu dans le détail au chapitre 1, tout '’enjeu des stratégies d’évolution
au cours des années a été de créer des algorithmes s’adaptant aux différentes phases de re-
cherche, & savoir la phase d’exploration et la phase d’exploitation. A 1'heure actuelle, les
algorithmes recommandés pour 'optimisation numérique, les algorithmes SA-ES, CSA, DE
(cf chapitre 1) se trouvent étre des algorithmes particulierement performant pour la phase
d’exploitation, c’est cette phase qui va nous intéresser ici. Il est en particulier connu des
utilisateurs d’algorithmes adaptatifs en général que sur la plus simple des fonctions unimo-
dales, la fonction sphere, la convergence est log-linéaire et que le pas de la mutation converge
également de maniere log-linéaire. Pour étudier ces propriétés d’adaptation dans le cas de la
fonction sphére et plus particulierement la convergence log-linéaire, nous allons traiter dans
le détail le cas d’un algorithme auto-adaptatif, celui introduit par Rechenberg et Schwefel
[122, 131] dont le principe de base que nous avons détaillé au chapitre 1 repose sur la muta-
tion du parametre de mutation lui méme. Nous noterons cet algorithme le (1, A)-SA-ES ou
SA est 'acronyme de self-adaptation, en accord avec les notations habituelles (cf. Beyer [22]).
Nous verrons a4 la fin de ce chapitre comment Panalyse faite sur le (1, A\)-SA-ES se généralise
a une classe plus large d’algorithmes adaptatifs dont I’algorithme CSA.

Bien que la fonction sphére soit une des fonctions les plus simples que 1’'on peut considérer,
I’étude théorique de la convergence d’algorithmes auto-adaptatifs sur cette fonction s’avere
étre complexe. Comme nous ’avons vu au chapitre 3, les premieres études de convergence
d’algorithmes auto-adaptatifs sur cette fonction (qui est & I'heure actuelle la seule qui a été
étudiée théoriquement) datent de 2002 [44, 135]. Ces deux études reposent sur la théorie des
martingales. Les limitations de ces études mentionnées au chapitre 3 sont essentiellement
que les simplifications faites sur l'algorithme dans [44] ne garantissent pas que l'algorithme

considéré soit plus pertinent qu’une recherche exhaustive et par ailleurs aucune vitesse de
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convergence n’est étudié dans cet article. Dans [135], une partie de la démonstration repose
sur des simulations numériques.

Dans 'analyse que nous allons faire ici, nous allons exploiter la dynamique markovienne de
lalgorithme. L’étude que nous présentons est inspirée de I'article [23] dans lequel Bienventie
et Francois énoncent des propriétés de stabilité! sur une chaine de Markov sous-jacente au
(1, \)—SA-ES qui permettent de déduire la convergence de 1’algorithme ainsi qu’une vitesse
de convergence asymptotique. Ces propriétés de stabilité sont la récurrence de la chaine de
Markov ainsi que ’existence d’une mesure de probabilité invariante. La majeure partie de
ce chapitre est consacrée a trouver des conditions sur les parametres de ’algorithme pour
garantir ces propriétés de stabilité. Nous allons donner une condition, exprimée de maniere
simple en fonction du moment de la variable aléatoire de la mutation et du nombre d’enfants
A sous laquelle ces propriétés de stabilité seront vérifiées. Nous allons pour cela utiliser des
techniques classiques dans l’analyse d’algorithmes stochastiques [53, 52, 21] ou dans ’analyse
de vitesse de convergence des méthodes de Monte Carlo (MCMC), [100, 143, 137, 98] reposant
sur I'utilisation de conditions pratiques, qui seront pour nous des conditions de drift, pour
I’établissement des conditions de stabilité.

Le plan que nous allons adopter dans ce chapitre est le suivant. Tout d’abord nous allons
rapidement donner quelques rappels sur les outils que nous allons utiliser dans la suite,
a savoir les chaines de Markov sur un espace d’état continu. La section 5.2.1 va ensuite
étre consacrée a la description détaillée de 'algorithme (1, \)—SA-ES, puis la section 5.2.2
va définir une chaine de Markov (Z,),>0 sous-jacente au (1,A)—SA-ES dont I’étude des
conditions de stabilité va conduire & la convergence de 'algorithme. Les explications de ce
lien entre convergence de l'algorithme et stabilité de (Z,),>0 sont données & la section 5.2.3
sous forme plus précisément de conditions suffisantes pour la convergence. Cette section 5.2.3
se conclura par une explication sur la démarche adoptée pour le reste du chapitre. Un résumé
des résultats est donné en Section 5.2.4, en particulier le Théoreme 4, qui regroupe tous les
résultats concernant la convergence. Le reste du chapitre est ensuite consacré & I’étude de
ces conditions de stabilité et plus précisément & la Section 5.3 & des propriétés de base pour
(Zn)n>0, & la Section 5.4 & I'établissement de condition de drift et enfin a la Section 5.5 & la

fin des démonstrations des Théorémes principaux.

1. Dans le contexte des chaines de Markov, ce terme désigne un ensemble de propriétés relatives a la
“stabilité” de la chaine, en particulier I'irréductibilité, la récurrence d’une chaine de Markov sont des propriétés

de stabilité.
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Chaines de Markov : prérequis

Nous donnons ici un résumé des définitions et notions concernant les chaines de Markov sur
un espace d’état général (plus général que fini ou dénombrable) dont nous aurons besoin tout
au long de ce chapitre. Pour plus de détails nous référons aux ouvrages de Meyn et T'weedie
[100] de Revuz [123], les Théoremes énoncés dont nous ferons usage dans ce chapitre portent
la mention M et se trouvent dans [100], les références exactes étant données au fur et a
mesure.
Pour I'exposé de ces notions, nous nous plagons dans le cadre d’un espace d’état F que I'on
suppose métrisable, muni de la tribu B(F). Simplement pour fixer les idées: pour nous, cet
espace sera R? muni de la tribu borélienne B(R?).

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires que I'on peut se représenter
comme évoluant au cours du temps avec une probabilité de transition dépendant simplement
de I’état particulier dans lequel est la chaine. Il est donc naturel de définir la chaine avec son

noyau de transition, fonction qui détermine ces transitions.

Noyau de Transition Un noyau de transition est une fonction P définie sur (F x B(FE))

telle que
1. pour tout A € B(FE), P(., A) est une fonction positive mesurable sur F.
2. pour tout z € E, P(z,.) est une mesure de probabilité sur B(F).

La donnée d’un noyau de transition induit I'opération intégrale suivante: Etant donné une

fonction f mesurable bornée, on définit
Pf(a) = [ Pla.dn)f()

Chaine de Markov Etant donné une mesure de probabilité pu sur B(E) et un noyau
de transition P, on peut définir une mesure de probabilité P, sur B(E)®N et une suite de
variables aléatoires (X,),>0 telle que pour tout n > 0 et tout Ay... A, € B(E)

P,(Xo € Ag,..., Xp € Ap) = / p(dxo)P(zy,dzy) ... P(zp_1,dzy) (5.1.1)
AOX...An

Alors une suite de variables aléatoire (Xn)nz() est une chaine de Markov de noyau de transition
P et de loi initiale px si pour tout n, (Xo,...,X,) satisfait (5.1.1). Une autre définition

équivalente est donnée ci-dessous.
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Définition équivalente: Soit (X,),>0 une suite de variables aléatoires définies d’un
espace filtré (2, F,,,P) & valeur dans (£, B(E)), P un noyau de transition et ¢ une mesure de
probabilité sur (E, B(£)). Alors (X,,n > 0) est une chaine de Markov de noyau de transition
P et de loi initiale p si, X,, est F,, mesurable, Xy a pour loi x4 et pour toute fonction f

mesurable bornée on a
E(f (Xn+1)[Fn) = Pf(Xy)-

Des exemples classiques? de chaines de Markov sont donnés par

Xn+1 = f(Xna Yn+1)

avec Xg de loi y, (Y,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées et f une fonction mesurable.
Dans la suite de cette section (X,),>0 désignera une chaine de Markov de loi initiale ; et de

noyau de transition P.

Noyau de transition au n-ieme pas En notant le noyau de transition P par P(.,.), le

noyau de transition au n-iéme pas est défini par récurrence par
P"(z,A) = / P(z,dy)P" ' (y,A),z € E,A € B(E) (5.1.2)
E

ou encore P"(z, A) = P,(X,, € A) ou P, désigne P;, .

Irréductibilité - Apériodicité Sur un espace d’état général on a besoin d’une mesure pour
définir la notion d’irréductibilité. On dit que (X,,),>0 est ¢-irréductible si il existe une me-
sure non triviale ¢ sur B(F) (appelée mesure d’irréductibilité) telle que pour tout ensemble
A € B(FE) de ¢ mesure non nulle, pour tout z € E, il existe n. > 1 et P"(x, A) > 0. Une mesure
d’irréductibilité ¢ est dite maximale si toute autre mesure d’irréductibilité ¢’ est dominée par
¢3. On montre qu’a partir d’une mesure d’irréductibilité, on peut toujours construire une me-
sure d’irréductibilité maximale et que les mesures maximales sont équivalentes*. Dorénavant,
¢ désignera donc une mesure d’irréductibilité maximale.

On dit que (X,,)n>0 est apériodique si il n’existe pas d ensembles mesurables £;, i = 1,...,d,
d > 2, dont 'union est de ¢ mesure 1 et tels que P(z, Ej11) = 1 pour tout z € E;, i =1,...,d

(avec Egy1 = Eg ).

2. Les chaines que nous considérons dans ce chapitre rentrent dans ce cadre
3. o domine ¢ si pour tout A € B(E) tel que ¢’ (A) > 0 on a ¢(4) >0
4. Deux mesures ¢ et ¢’ sont équivalentes si ¢ domine ¢’ et ¢ domine ¢
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Ensemble “small”® 1l est connu [100, Chapter 5] que pour une chaine @—irréductible,
tout ensemble A tel que p(A) > 0 contient un small set, i.e. un ensemble C' tel que il existe

0 >0, n >0, et une mesure non triviale v tels que
P"(z,.) > dv(.), z € C. (5.1.3)

On montre que la chaine est apériodique si pour un (et ensuite pour tous ) small set
avec p(C) > 0, 1 est le plus grand commun diviseur de toutes les valeurs n pour lesquelles

I’équation (5.1.3) a lieu.

Récurrence et transience Soit A € B(FE), considérons la variable aléatoire comptant le
nombre de visite de (X,,) & A, c’est-a-dire ng = > 7, 1{X,, € A}.

Alors, I'ensemble A est uniformément transient si il existe M < 400 tel que E;[na] < M
pour tout z € A. L’ensemble A est récurrent si E;[n4] = oo pour tout z € A.

Pour une chaine ¢-irréductible, il existe la dichotomie suivante: Soit tout ensemble A € B(F)
de ¢ mesure strictement positive est récurrent, soit il existe un recouvrement de E par des

ensemble uniformément transients.

Récurrence au sens de Harris Sur un espace d’état continu, contrairement au cas fini ou
dénombrable, il n’y a pas équivalence entre E;[ns] = oo et Py(n4 = o0) = 1 pour z € A.
Seule 'implication de droite a gauche est vraie. Ceci emmene a la définition d’une forme plus
forte de récurrence: la récurrence au sens de Harris.

Une chaine p—irréductible est récurrente au sens de Harris si, pour A € B(RR)

P(A) >0=Py(na=00)=1,z€R (5.1.4)

Mesure invariante - Positivité  Une mesure p o-finie sur B(F) est invariante si pour tout
A€ B(E)

u(4) = [ utde)P(a. )
On montre que toute chaine récurrente admet une unique (4 une constante multiplicative

prés) mesure invariante. Lorsque une mesure invariante est une mesure de probabilité, la

chaine est dite positive. On montre que toute chaine positive est récurrente.

5. Nous ne traduisons pas ce terme par petit ensemble, car le concept de petite set existe aussi et désigne

un objet différent
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Loi Forte des Grands Nombres Une chaine positive et Harris récurrente satisfait la loi

forte des grands nombres (LGN). C’est ce qui est formulé dans le Théoreme suivant [100,

Théoréme 17.0.1]:

Théoréeme M.1 (LGN pour des chaines positives, récurrente au sens de Har-
ris). Supposons que X, soit positive récurrente au sens de Harris et admette comme me-
sure invariante de probabilité u, alors la LGN est vérifiée pour tout g satisfaisant u(|g|) =

[gl(z)p(dz) < 4+ oo:

—Zg Xi) —— pl9)

Ergodicité Pour une chaine p-irréductible apériodique et récurrente au sens de Harris et
admettant y comme mesure invariante, le noyau de transition va converger pour ¢ presque

toute condition initiale z € E vers la mesure invariante p:
lim |P"(2,.) — p()vr =0
ou la norme en variation totale d’'une mesure signée 7 est donnée par
|r|lvr: = sup w(A) — inf =(A)
AeB(E) A€B(E)
La convergence en variation totale implique que pour toute fonction g : E — R bornée, pour
p— presque tout z,
lim |P"g(z) — u(g)] = 0
avec P'g(z) : = [ P""'g(y)P(z,dy),P°(z,dy) : = 6,(dy) et u(g) : = [g(y)
Nous allons considérer dans ce chapitre une notion plus forte d’ergodlclte, en particulier a

une notion garantissant la convergence géométrique vers la mesure stationnaire. Cette notion

est 'ergodicité géométrique et sera définie plus bas dans le Théoreme M.4.

Conditions de drift de Foster Lyapunov 1l existe des conditions dites conditions de drift
permettant d’établir des propriétés de stabilité d’une chaine. Nous allons plus précisément
énoncer des conditions de drift permettant d’établir qu’une chaine est récurrente, positive,
géométriquement ergodique parce que ce sont les conditions dont nous allons avoir besoin
dans la suite.

On appelle condition de drift toute inégalité de la forme

AV < —F +bl¢
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ou F et V sont des fonctions mesurables positives, b est une constante finie et C' € B(E) et
A est Popérateur dit de drift défini par AV (z) : = /P(m,dy)V(y) —V(z)

Les conditions de drift que nous énoncons sont plus particulierement des conditions de
Foster Lyapunov, elles font intervenir des fonctions V' dites non bornée en dehors des small

sets, qui sont telles que tous les sous ensembles suivants

Cy(n)={y:V(y) <n}

sont des small sets.
Nous énongons ci-dessous trois conditions de drift donnant des conditions suffisantes pour

respectivement la récurrence au sens de Harris, la positivité et ’ergodicité géométrique.

Théoréeme M.2 (Conditions de drift pour la récurrence au sens de Harris [100,
Théoréme 9.1.8]). Supposons que (X,)n>0 est p—irréductible. S’il existe un small set C et

une fonction positive V. non bornée en dehors des small sets telle que
Ve € C° AV (x) <0, (5.1.5)
alors (Xp)n>o est récurrente au sens de Harris.

Théoréeme M.3 (Conditions de drift pour la positivité [100, Théoréme 13.0.1]).
Supposons que (X )n>0 soit p—irréductible apériodique et Harris récurrente. Alors (X, )n>0
est positive si et seulement si il existe un small set C, une fonction V, non bornée en dehors

des small sets, et un réel b tels que
AV (z) < =1 +bl¢. (5.1.6)

Théoréme M.4 (Conditions pour ’ergodicité géométrique [100, Chapitre 15]).
Supposons que (X, )n>0 est g—irréductible et apériodique. Alors les propositions suivantes

sont équivalentes pour tout V> 1,

1. La chaine est géométriquement ergodique au sens ou il existe une fonction V> 1, finie
au moins pour un z, et des constantes p < 1 et R < oo tels que pour tout n € XT et

tout z tel que la fonction V de l’équation (5.1.8) soit finie
IP"(z2,.) — ply < RV(:)p" (5.1.7)

ot pour toute mesure signée ju la V norme est définie par |v|v = supjg<v| [ v(dy)g(y)|.
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2. 1l existe une fonction V- > 1, finie au moins pour un z, un small set C, A\c > 0 et

bo < o tels que la condition suivante dite de drift géométrique soit satisfaite

AV < =2V + bl (5.1.8)

Théoreme Central Limite Un résultat clé qui découle de la preuve de l'ergodicité géométrique
est le Théoreme central limite (T'CL) [100, Chapitre 17].

Pour toute fonction g telle que u(|g|) < 400, définissons

~ Snlg) par

- 9(Xg) = 9(Xk) — p(g)-

On dit que le TCL est satisfait pour tout g dés qu’il existe une constante 0 < vy, < oo telle

que pour toute condition initiale z

L 5.6 - N0, 1) (5.1.9)

[, 2 n— 00
’I’L’}’g

Comme énoncé dans [100, Théoreme 17.0.1]:

Théoréme M.5 (TCL pour des chaines géométriquement ergodiques). Supposons
que (Xy,) soit une chaine de Markov admettant une mesure de probabilité invariante p et qu’il
existe V telle que I’équation (5.1.8) soit satisfaite. Soit g une fonction satisfaisant g*> < V.

Alors la valeur

Yy = Bu[g”(Xo)] +2 ) By [97(X0)g? (X)) (5.1.10)
k=1

est bien définie, positive et finie, et

n 2
.1 _
lim —[, ( Q(Xk)> =,

n—oo n,
k=1

De plus, si 73 > 0, le TCL est satisfait pour g.
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Algorithme (1, \)—SA-ES et chaines de Markov

Nous commencons cette section par l'introduction de l'algorithme étudié ainsi que les
notations (Section 5.2.1). Ensuite, en Section 5.2.2, nous introduisons une chaine de Markov
particuliere dont I’étude va conduire a la convergence de 'algorithme étudié. Nous établissons
ensuite en Section 5.2.3 des résultats préliminaires qui sont des conditions suffisantes pour la
convergence, conditions suffisantes qui sont énoncées sous forme de propriétés de stabilité de
la chaine de Markov introduite en Section 5.2.2. C’est a I’étude précise de ces conditions de
stabilité que le reste de ce chapitre est consacré et un résumé de ces principaux résultats est
donné en Section 5.2.4. Pour plus de lisibilité nous omettons les preuves dans cette section

et renvoyons a l'annexe 5.7.1 pour les démonstrations détaillées.

5.2.1 Ll’algorithme étudié

L’algorithme qui nous interesse ici est une généralisation de l’algorithme (1, A\)-SA-ES qui
a été décrit dans le chapitre 1. Apres avoir rappelé le cadre classique nous allons expliquer
sa généralisation.
Le cadre classique: Soit f : S — R une fonction que I'on souhaite minimiser sur [’espace
de recherche S C R?. Le principe de Palgorithme (1, A\)-SA-ES est de faire évoluer un vecteur
de ’espace de recherche, un parent, que nous noterons X,,, ainsi qu’un parametre réel positif
o, qui joue le role de 1'écart-type de la mutation (cf. Chapitre 1). Cette évolution est régie
par les étapes suivantes:
Tout d’abord, I’étape de mutation consiste a créer A enfants. Pour cela la mutation a lieu en
deux temps. Premierement on mute 1’écart-type de la mutation o, en le multipliant par une
variable aléatoire de loi log-normale. Deuxiemement on mute le parent X, en lui rajoutant
une variable aléatoire gaussienne d’écart-type la valeur obtenue lors de la mutation de o,
(cf (5.2.12)). Plus précisément, en se plagant dans le cas ou S = R, cela donne pour chaque

1=1...)\

ohp1 = onexp(tN(0,1)) (5.2.11)
v =Xn+ 0l Ni0,1) (5.2.12)

ot N (0,1) et N7 (0,1) sont 2X variables aléatoires indépendantes de loi normale, de moyenne
0, d’écart-type 1, 7 € Rt un paramétre choisi par I'utilisateur, oy € R} et Xy € R choisis

par 'utilisateur également.
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La deuxiéme étape est la sélection parmi les A enfants du parent X, 11 (et de Pécart-type
On+1 associé) pour la prochaine génération. Le nouveau parent X, i est celui parmi les A

enfants qui minimise la fonction f

X1 = argmin{f(X ;)i =1... A} = X2, (5.2.13)

et le nouvel écart-type 0,41 est celui qui a créé 'enfant sélectionné
Ontl = Opyiy (5.2.14)

Comme expliqué au chapitre 1, o, est ajusté par I’évolution elle-méme, ce qui explique la
terminologie d’algorithme auto-adaptatif.

Le cadre plus général: Le cadre que nous allons considérer est plus général en ce sens
que la mutation de l’écart type (5.2.11) va maintenant consister & multiplier o, par une
variable aléatoire positive !, pour 1 < i < \. Nous supposerons que cette variable aléatoire
est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, admettant une densité par
rapport a la mesure de Lebesgue que nous noterons p, et de loi que nous noterons v;. De
méme les variables aléatoires N(0,1) pour 1 < i < X de Péquation (5.2.12) sont remplacées
par des variables aléatoires symétriques plus générales notées &, pour 1 < i < A, que I'on va
aussi supposer absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue, de densité p¢ et de
distribution v¢. Par ailleurs, nous aurons besoin pour démontrer les résultats de ce chapitre
de faire d’autres hypotheses sur ces densités que nous énoncerons au fur et a mesure.

La fonction qui va nous intéresser est la fonction sphere

f(z) = ||

et par souci de simplicité nous allons exposer les résultats en dimension 1, c’est & dire que
I'espace de recherche est R muni de la tribu Borélienne B(R). Ainsi sauf mention explicite
du contraire, nous considérons dans toute la suite que la fonction f est la fonction sphére et

que d = 1. L’algorithme que nous allons étudier s’écrit alors

X1 =argmin{| Xy + ontipéul, - | Xn + onnn&al} (5.2.15)

On+1 =0onny,* defini par X,,11 = X, + o) (5.2.16)

avec Xg € R et o9 € RT. Notons que seul l'ordre induit par f compte pour la définition de

(Xn)n>0, ainsi pour l'algorithme considéré, il revient au méme (au sens ou les processus sont
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identiques) de minimiser f(z) = |z| ou n’importe quelle fonction symétrique (par exemple

f(z) = In(1 + |z])).

Remarque 1. La notation x que nous utilisons pour ['indice correspondant & l’enfant sélectionné
ne doit par faire oublier le fait que, a priori, n; ainsi que & dépendent de Xy, op, 772 et 57’;

pour 1 <i < X et que 0} et & ne sont pas indépendantes.

5.2.2 Définition de la chaine de Markov sous-jacente au (1, \)—SA-ES

Parce que nous nous plagons sur la fonction sphére, la dépendance de 'indice x mentionnée

N . . c 1 p.s.
a la Remarque 1 se simplifie. Considérons en effet le processus 7, = %, alors (Zn)nz() est

une chaine de Markov. Plus précisément on a le Lemme suivant

Lemme 1. Soit (X,,0,) défini par les équations (5.2.15) et (5.2.16), et Z, ™= ’:—; Alors

(Zn)nen est une chaine de Markov homogeéne telle que

_ Zn+mi(Zn)65(Zn)

7 = 5.2.17
avec Zy = f—g € R et ou n;(Zy) et &5(Zn) sont définies par
120 + 03 (Zn) €5 (Zn)| = min | Zo + 1,51 (5:2.18)

1<i<A

ot nl, et £ sont les X tirages indépendants qui ont engendré (X,,0,) ( équations (5.2.15) et
(5.2.16)).

Le point clé de la preuve qui est donnée en Annexe 5.7.1 vient de I’égalité

3 Ll || — . n 1 ¢
min, | X0 + onnnénl = on min, | o +ménl

de laquelle on déduit que le couple que nous notons (n}(X,,0,), &8 (Xy,0,)) réalisant le

minimum a gauche c’est-a-dire tel que
| X0 + ontin (Xn, 00)5 (Xn, 0n)| = 1r<nz_i<n)\ | X7 + Un??ﬁff;ll

est le méme que le couple, (7} (X, /on, 1), &5 (X /on, 1)) réalisant le minimum & droite. Avec

des notations évidentes nous résumons cela en:

(ﬂz(Xn, Un)a f;(Xna Un)) = (n;(zn)a fZ(Zn))
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Remarque 2. Ce précédent Lemme différe du Lemme 4.1 de larticle [23] ot Bienveniie et

Francois considérent la chaine Z,, = @ pour laquelle [’égalité suivante

X A *(Zp)EX(Z,

On+1 nz(Zn)

n’est pas vraie presque stirement mais en loi. Avoir une égalité presque sire entre (Zp)n>o et

(Xn,0n)n>0 est ce qui va permettre d’établir la convergence presque sire de %ln(”Xn -

Notations: Les variables aléatoires (77 (z),{7(z)) définies & I'équation (5.2.18) seront notées
par la suite (9*(z),£*(z)) pour alléger les notations. Notons que ces variables aléatoires a
I'étape n dépendent de la valeur de (Z,),>0 mais aussi de 772 et ffl pour 1 < i < A, une

notation plus explicite mais plus lourde que nous n’utiliserons donc pas serait :

(77*(377717 s 75)\)7§T(z77717' o 75)\))

. Remarquons aussi que nous avons omis dans la notation de la chaine (X,,0,) ou de la

chaine (Z,),>0 la dépendance par rapport a A.

5.2.3 Résultats préliminaires: Conditions suffisantes sur (Z,,),>o pour la conver-
gence du (1, \)—SA-ES

Dans [23, Théoreme 4.1], les auteurs prouvent que s’intéresser a des propriétés de stabilité de
la chaine définie par Péquation (5.2.19) permet d’établir la convergence de & In(|X,[). Ceci
est encore vrai pour la chaine (Z,),>¢ définie dans le Lemme 1. Le lien entre stabilité de

Z)n>0 et convergence de + In(|X,, repose sur ’égalité suivante
> g n g

1 1 12 Zy +
—In(]X]) = —In(|Xo]) + > In((| Z

k=0

(5.2.20)

ol 'on voit que si la chaine (Z,),>0 possede les propriétés garantissant qu’elle vérifie une loi
forte des grands nombres, alors le terme de droite converge, d’out on en déduit la convergence
de terme de gauche. Comme rappelé dans l'introduction, au Théoréeme M.1, une condition
suffisante pour qu’une chaine de Markov vérifie la Loi Forte des Grands nombres est qu’elle
soit positive, récurrente au sens de Harris. Ceci nous fournit donc des conditions suffisantes

pour la convergence. Le Théoreme suivant démontré en Annexe 5.7.1 formalise ces idées.

Théoreme 1. Supposons que la chaine de Markov (Zn)nzo est positive récurrente au sens de

Harris de mesure de probabilité invariante p et supposons que In((mini<;<y |z + n°€"])/|#])
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est intégrable contre p @ vy ® ... vy @ vg... @ ve. Alors
1

5. z+n*(2)(2)
() 22 [ B P g ), (5.2.21)
Remarque 3. La notation [ E[lnuw“]du(z) désigne :

/' o /(ln(minKKﬁJf -2y Nvn(dat) ... vy (de®)ve(dy') . . . ve(dy®)u(dz).

Une équation similaire & 1’équation (5.2.20) peut étre formulée pour oy, en effet de 0,41 =

on*(Zy) (on a en effet vu que n*(X,,/o,) = n*(Xy, 0n) au sens presque str), on déduit que

1 1 1o
- In(o,) = - In(op) + " E In(n*(Zy)) (5.2.22)
k=0

Sous I’hypothese que (Z,),>0 est positive Harris récurrente, le terme de droite converge et

on déduit le Théoreme suivant dont la preuve immédiate est donnée dessous.

Théoréme 2. Supposons que la chaine (Z,)n>0 est positive récurrente au sens de Harris,

de mesure de probabilité invariante p et supposons de plus que |In(n)| < +oo. Alors

T 22 [ Blln(o () de(e) (5.2.23)

ou 1 est la mesure invariante de (Zp)n>0.

PREUVE: La chaine (Z,),>0 étant positive, récurrente au sens de Harris, on applique la loi
forte des grands nombres au terme de droite de (5.5.58). L’intégrabilité de In(n*(z)) est ici

simple & prouver et se déduit de l'intégrabilité de In(n). En effet, on a 'inégalité suivante

| In(7*(2))] < max(|ln(n"*)], | In(n*)))

o1 n'* et P’*A représentent respectivement la premiére et la derniére statistique d’ordre parmi
les A variables aléatoires & partir desquelles ont été choisi n*(z). De plus de la définition de
ntA et P on déduit que E(|In(n**)]) < AE(|In(n)|) et E(|In(n*?)|) < AE(|In(n)|). Ainsi
In(n*(z)) est intégrable.

d

Remarquons de plus que nous allons montrer & la Proposition 5 que sous certaines hypotheses

[ B )an) = [ BinEEEEE D g
R R

z
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Ceci implique en particulier que sous les hypotheses de la Proposition 5, L In(| X, [) et £ In(cy,)
convergent vers la méme quantité.

D’autre part nous allons nous intéresser & des propriétés d’ergodicité géométrique de la
chaine (Z,),>0, i-e. propriétés, garantissant que le noyau de transition de (Z,),>0 au niéme
pas P"(.,.) converge vers la mesure de probabilité invariante de la chaine (Z,),>0 & une vi-
tesse géométrique. (Voir Théoréme [M.4] pour la définition formelle). Lorsque une chaine de
Markov est géométriquement ergodique, alors elle verifie le Théoréme central limite (TCL)

qui va dans notre cas impliquer le Théoréme suivant, que nous démontrerons a la Section 5.5.4:

Théoréeme 3. Soit (Z,)n>0 définie comme au Lemme 1. Si on suppose que (Zp)n>o est

géométriquement ergodique, alors

( Zln (Z1)) /Eln ))]dp(z )) ﬁw\/(oﬁ)

ou vy est donné par

— lim 1E,| Zln (7)) = [ Bln(o ) ldu(2))’)

n—oo M

La conséquence essentielle de ce Théoreme est de fournir des intervalles de confiance pour

Papproximation du taux de convergence [ E[ln(n*(z))]du(z) (cf Section 5.5.5).

Cheminement du reste du chapitre Nous sommes maintenant en mesure de formuler
un plan précis de ce qui va étre notre démarche dans le reste de ce chapitre. Le but est
d’étudier la chaine (Z,),>o pour voir dans quel cas les hypotheses des Théoremes 1, 2 et 3
sont satisfaites. Plus précisément on va s’intéresser a ses propriétés de récurrence au sens
de Harris, de positivité et d’ergodicité géométrique. Dans un premier temps nous allons
démontrer des propriétés de base sur la chaine (Z,)n>0, & savoir sa ¢-irréductibilité, son
apériodicité et identifier que les compacts non vides sont des small sets. Cela fera I'objet de
la Section 5.3. Ensuite nous allons effectivement nous attaquer aux propriétés de récurrence
au sens de Harris, de positivité et d’ergodicité géométrique. Nous allons chercher pour cela
des conditions de drift et plus particulierement des conditions de drift de Foster-Lyapunov
telles qu’énoncées aux Théoremes M.2, M.3 et M.4, impliquant respectivement la récurrence
au sens de Harris, la positivité et 'ergodicité géométrique. Etablir ces conditions sera ’'objet

de la Section 5.4. Notons que lorsque nous parlons d’établir ces conditions, nous entendons
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chercher des conditions sur les données de I’algorithme (& savoir sur les variables aléatoires
n, £ et la nombre d’enfants A) pour que les propriétés de stabilité de (Z,),>o soient vérifiées.
Enfin, a la Section 5.5 nous déduirons de ces conditions de drift que les hypotheses des
Théoremes 1, 2 et 3 sont satisfaites, en particulier I'intégrabilité du membre de droite de
I'équation (5.2.21) sera déduite de ces conditions de drift ainsi que d’autres propriétés sur la

mesure stationnaire que nous établirons.

5.2.4 Résumé des résultats principaux: Conditions garantissant la stabilité
de (Z,)n>0

Un résumé des principaux résultats de la suite de ce chapitre est donné ici. Commencons
par formaliser les hypothéses que nous avons faites lors de la description de l'algorithme

(Section 5.2.1):
Hyptothéses H.1. (i) £ est symétrique

(ii) n et & sont absolument continues par rapport & la mesure de Lebesque de densités res-

pectives py, et pe.

Rappelons que ces hypotheses incluent le cas classique de 'algorithme (1, A\)-SA-ES pour
lequel 7 est suit loi log-normale et ¢ une loi normale. C’est par ailleurs ce cadre classique qui
nous a guidé dans ce choix d’hypotheses, méme si considérer par exemple que 7 est singuliere
simplifierait certaines preuves et permettrait méme de préciser certains point important (cf
Section 5.6 pour une discussion plus détaillée sur ce sujet).

Dans un premier temps, & la Section 5.3 nous allons nous intéresser a des propriétés de
base sur (Z,),>0, & savoir, décrire son noyau de transition, montrer son irréductibilité, son
apériodicité et identifier que les compacts non vides de R sont des small sets. Les hypotheéses

faites pour montrer cela sont les suivantes:

Hyptotheses H.2. (i) p¢ est continue presque partout, pe € L*(R) et 0 € supp pe (i.e.
3 Be > 0 t.q. [—B¢, Be] C supp pe),

(ii) 1€ supp P
et le Théoreme qui sera montré est:

Théoréme Soit (Z,)n>0 la chaine de Markov définie par les équations (5.2.15) et (5.2.16).
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On suppose que pg et py, satisfont les hypothéses H.1 et H.2. Alors (Z,)n>0 est pl el —irréductibleS,

apériodique et les compacts non vides de R sont des small sets.

Ensuite dans la section 5.4, nous allons chercher des conditions de drift garantissant
la récurrence au sens de Harris, la positivité, et l'ergodicité géométrique de (Z,),>0. Ces
conditions de drift vont étre établies sous la condition que ’espérance de l'inverse de la variable
aléatoire () définie ci-dessous est plus petite que 1. De maniére plus précise, définissons le
couple de variables aléatoires ((\),€())) comme étant le couple réalisant le minimum parmi

A tirages indépendants de couples de variables aléatoires de lois v, et vg. Cest a dire
ANER) = minfn'¢’,... e} (5.2.24)

ot ) pour 1 <4 < X sont X variables aléatoires indépendantes de loi vy et & pourl<i<A
sont A variables aléatoires indépendantes de loi vg.

Définissons I'y de la facon suivante
1
Ty = {y > 0 tel que E(|—|") < +o00 et E(|¢|7) < 4+o0}.
n

Définissons A par

A = {) tel que Ja €T tel que E( ) < 1}, (5.2.25)

1
A"

Une autre définition équivalente dont nous aurons besoin pour A est A = (J,cp, Aa avec

Ay = {)\ € N tels que E((%)O‘) < 1}

Alors nous allons montrer au Théoréme 6 que si 7 et £ satisfont les Hypotheses H.1 et H.2
pour tout A € A, V(z) = |2|*+1 est une fonction de drift ou o € T’y est tel que E(W) <1
De cette condition de drift et de I’hypothese suivante

Hyptothéses H.3. E(|In(n)|) < +o0

nous déduirons l'intégrabilité des taux de convergence dans les équations (5.2.21) et (5.2.23).
La conséquence en sera le Théoréme suivant, qui résume les résultats des Théoreme 8,

Théoreme 9 et Théoreme 10 qui font I'objet de la fin de ce chapitre:

6. uL<® désigne la mesure de Lebesgue sur R
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Théoréme 4. Soient n et & satisfaisant les Hypothéses H.1, H.2 et H.3, alors pour tout

PN

e o e

Linton) 22 [ Bl (auto

n—o0 R

[ Bl T ) = [ B (e
R R

et

De plus on a

n—1
a (% > In(n* () - / E[ln(n*(z)]du(Z)> SN0,
k=0 =

ot vy est donné par
n

= lim SB (3 -(n((2) = [ Blln(o ()))du(2))?)

n—oo n
k=1 R

Remarque 4. La convergence de :In(|X,|) ou de L1n(oy,) ne permet pas de conclure di-
rectement a la convergence de | X,| ou oy, puisqu’il faudrait pour cela connaitre le signe de
la limite. Dans le cas de l'algorithme (1,)-SA-ES nous ne sommes pas capables de donner

ce signe en général.

Remarque 5. Ce Théoréme illustre la propriété d’auto-adaptation, bien connue des utili-
sateurs d’algorithmes évolutionnaires, que le pas de la mutation o, converge” wvers 0 tout
comme | Xy|. Par ailleurs le résultat est ici encore plus fort puisque |X,| et oy, convergent
asymptotiquement a la méme vitesse.

Pour insister sur cette notion d’auto-adaptation, mettons en paralléle ce résultat avec le
résultat que ’on obtient sans auto-adaptation dans le cadre de algorithme (1,\)-ES a pas
constant que nous traitons dans le détail en Annexe de ce chapitre, a la Section 5.7. Dans ce
cas on a:

1
—In|X,| —0
n

De méme comme le pas o, est constant on a aussi

1
~1Inon] — 0.
n

7. dans le cas ou le signe du taux de convergence est négatif
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[l n’est pas évident de trouver théoriquement dans un cas général a quoi est égal ’ensemble
Ay, il est cependant trés facile de simuler E(ﬁ)a et de trouver numériquement ’ensemble
Ay, nous illustrerons cela dans la section 5.4.1.2. Nous prouverons & la Proposition 1 que si
les densités p, et pe sont & support borné (plus précisément si il existe y avec 0 < v < 1 et
B > 0 tel que supp p, = [1 —y,1 + f] et il existe A > 0 tel que supp pe = [—A, A]), alors il
existe un Ao € N* tel que

{Xo,...,+00} C A,

Notons aussi que le cas de l’algorithme pour A\ = 1, qui s’apparente alors & une marche
aléatoire et ne présente pas d’intéréts d’un point de vue optimisation, sera traité en détail

dans la partie Annexe en Section 5.7.3.

Irréductibilité , small sets et apériodicité pour 7,

5.3.1 Noyau de transition pour (Z,),>o

Lemme 2. Soit (Z,),>0 la chaine de Markov définie par (5.2.17) et (5.2.18). Supposons que
n et & vérifient Uhypothése H.1 (). Alors le noyau de transition de (Z,)n>0 est absolument
continu par rapport & la mesure de Lebesque, plus précisément, pour tout z € R, A € B(R) le

noyau de transition est donné par
P(z,A) = / 1 4(v)p(z,v)dv (5.3.26)
R

ot pour z € RetvelR
A _
pev0) =X [ py(wipelv = 2)P(fuo] <z -+ nél)*du. (5.3.27)

PREUVE: Soit A € B(R). Par définition P(z, A) = P(%‘W € A). Comme les A couples
i

de variables aléatoires (n7},£%) pour 1 < i < X jouent le méme role

_ Z+ € A Tel i i
P(z,A) = )\P({inl € A}ﬂ Nizatlz +mé&il <lz+miéil})
1

A "
sonted g | ﬂ{\2+ni£%|<\2+ni§il})‘ En conditionnant par rapport
1

m

ou encore P(z,A) = )\E(]l{

a (ni,€1) nous obtenons

A
Pz 4) = AE(“{WM BT “{z+ni§i|<z+nisi}W’G))
ni 1=2
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Les couples de variables aléatoires (7}, f%)ggig ) étant indépendants et de méme loi on a
1.1 A—1
P(z,4) = AE(“{W&% GA}E<ﬂ{\z+nisi|<\z+n%§%|}|%51) )
ni

En introduisant les densités p, et pg

Pl ) = [ [ 14 lpeu)P(lz + 2yl < [z -+ ngl)* dady (5.3.28)

T

ou n et { désignent deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives v, et v¢. Un

changement de variable dans I’équation (5.3.28) donne

P(z,A) = )\// 14 (v)py (w)pe(v — %)P(|uv| < |z + né))* Lt dudv (5.3.29)

En introduisant p(z,v) défini par 'équation (5.3.27), nous obtenons

P(z,A) :/R]lA(v)p(z,U)dv.
d

Remarque 6. Sous I’hypothése que pe € L*¥(R), on remarque, d’apres 'expression de la

densité p donnée par (5.3.27), que p € L (R x R).
5.3.2 -irréductibilité, apéridicité, small sets

Théoréme 5. Soit (Z,),>0 la chaine de Markov définie par les équations (5.2.15) et (5.2.16).

Leb

On suppose que pg et py, satisfont les hypothéses H.1 et H.2. Alors (Z,)n>0 est p®°—irréductible,

apériodique et les compacts non vides de R sont des small sets.

PREUVE: Bien que 'idée de base de ce Théoréme est trés simple (prendre le min de I’équation
(5.3.26)), la preuve est assez technique nécessitant ’établissement de deux Lemmes intermédiaires,

c’est pourquoi nous avons décidé de donner sa preuve en Annexe, section 5.7.4.

Conditions de drift pour les propriétés de récurrence au sens de

Harris, de positivité et d’ergodicité géomeétrique

Le but de cette section est de trouver des conditions liant A, et ¢ pour que (Z,),>o satis-

fasse des conditions de drift qui vont garantir qu’elle est positive, récurrente au sens de Harris
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et géométriquement ergodique. Nous allons dans un premier temps montrer que 1’équation
(5.1.8) est satisfaite. Une conséquence immédiate sera que les équations (5.1.5) et (5.1.6)
seront également satisfaites.

Rappelons la définition des variables aléatoires 7(\) et £(\)

ANEN) = min{n'et, ..., e} (5.4.30)

ou ni pour 1 <7 < X sont A variables aléatoires indépendantes de loi v, et £i pour 1 <z < A
sont A variables aléatoires indépendantes de loi v¢. Pour simplifier les notations introduisons
x la variable aléatoire n¢ ou 71 et £ sont indépendantes. La densité de 7(\) est alors donnée
par

iy (®) = (0 [ pefu)(1 = Fy (b)) (5.431)
ot F\(t) = P(x < t) désigne la fonction de répartition de x. A X fixé, p,.(,)(t) converge

lorsque |z| tend vers +oo vers p;(t), c’est ce qui est établi dans le Lemme suivant :

Lemme 3. La densité de n*(z) est donnée par

Py (2)(t) = Ay (1) / pe(u)P(|z + tu| < |z + x)* 'du (5.4.32)
Pour presque tout t € Rt
|z|1_i)r£oopn*(z) (t) = paoy (D) (5.4.33)

Considérons o > 0 tel que E((%)a) < +o00, alors

1 1
lim B~ )%) = B((—)%) (5.4.34)
2|40 % (2) 7(A)
PREUVE: L’équation (5.4.32) vient du fait que n*(z) est égal & t lorsque une des n',...,n"

est égal & t et lorsque |z + t&X| < |z + n'¢’| pour tout indice i # x o1 * correspond & I'indice
tel que n*(z) =t et s’obtient de le méme facon qu’au Lemme 2.
Pour montrer (5.4.33), considérons dans un premier temps que z est positif. Soit t € RT,

u € Rete>0. Alors

P(lz + tul < |2+ x]) = P((]z + tu| < |2+ x]) N (z + x > 0)) (5.4.35)

+P((|z +tul < |z +x)) N (2 +x <0))
Le second terme du membre de droite de ’équation (5.4.35) est borné par P(z + x < 0) qui
est tel que lim, 1o P(z + x < 0) = 0. On en déduit que

lim P((|z+tul <|z+x])N(z+x<0)) =0 (5.4.36)

2—r400
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De plus le premier terme du membre de droite de 1’équations (5.4.35) peut étre réécrit de la
fagon suivante

P(—z—x<z4+tu<z4+x)N(z+x>0)),

qui est la probabilité de I'intersection des trois événements:
{—z—x<z+tu}n{z+tu<z+7EYn{z+x >0}

Cette intersection est incluse dans le deuxiéme événement qui s’écrit aussi {tu < n’¢’}. De
plus quand z — 400, cette intersection de trois événements tend vers {tu < n’¢’}, on en

déduit que

lim P((—z—x <z4+tu<z+x)N(z+x >0)) =P(tu < x). (5.4.37)

2—00

En utilisant (5.4.36) et (5.4.37) dans (5.4.35) on obtient
lim P(|z + tu| < |z + x]) = P(tu < x). (5.4.38)

En utilisant le Théoreme de convergence dominée pour passer & la limite lorsque z — +o00

dans l'intégrale de (5.4.32), nous en déduisons

lim pp,)(t) = pyon (1)

Z—+00

Le cas z < 0 étant symétrique, on en déduit (5.4.33).

Pour démontrer (5.4.34), on utilise la majoration suivante vraie pour tout z € R

Pre(2)(t) < Apy(2)

qui est encore vraie pour pj(y(t). Comme E(n—la) < 400, Apy(t)/t* est intégrable. De plus,
on a la convergence presque partout de pp«(,)(t) vers p;(y)(t) lorsque |z| tend vers +oo. Le

Théoreme de convergence dominée nous donne alors

W s

Rappelons la définition de I'g

1
Ly ={y >0 tel que ]E(|;|7) < +oo et E(|¢]7) < +o0}. (5.4.39)
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et de A
1

7(A)*
A, avec

A = {X tel que FJa €Ty tel que E( ) < 1}, (5.4.40)

Une définition équivalente pour A est A = J,cr,

A, = {A € N tels que E((ﬁ(lA))a) < 1}

Théoreme 6. Soient n et & satisfaisant les hypothéses H.1 et H.2. Alors pour tout entier
A € A, la fonction V(z) = |2|* + 1 avec a € Ty tel que B(=z) < 1 est une fonction de drift

)
au sens de l'équation (5.1.8) pour (Zy)n>o. Plus précisément on a
. AV (z
hmsupzﬁiooT’(z)) < 0.
PREUVE: Soit A € A, il existe a € Ty tel que E(ﬁ) < 1. Considérons la fonction V(z) =

«
|z|* 4+ 1. Comme «a € Ty, E(|¢|*) < oo et E(‘% ) < 00. On sait alors d’apres 'inégalité de

N &
Lyapunov ([24]) que pour tout & < a, E(|¢]%) < oo et E(‘ %‘ ) < 00. On a aussi E((|¢|M)?) <
oo et (| (%)/\:)“a) < 00, oit YA désigne la A\ \-statistique d’ordre de la variable aléatoire

Y. Ainsi nous obtenons

Vi < a, E(JE5(2)|%) <E((JEM)) < o0 (5.4.41)
et
Va<a, B n*tz) %) < K| (%)M\d) < 00 (5.4.42)

L’opérateur de drift peut alors étre réécrit de la facon suivante
z

AV =B (|2 + £ - el

Si0 < a <1, nous obtenons que AV(z) < E(|75)I" + [£*(2)[*) — |2[* ou
1

7 (2)®
Si @ > 1, on définit 5 > 0 tel que, a = [a] + 3, ou [a] désigne la partie entiere de . D’apres

AV(2) < 1ol (B z) = 1) + E(€5(2)]%) (5.4.43)

I'inégalité triangulaire on a
z z
+ &) < (|—=—| + € (2)])*
(|77*(z) (2)1) (In*(z)l €% (2)])

En appliquant la formule de Taylor Lagrange au membre de droite de I’égalité précédente,

nous obtenons
gy TE A S IS el G s
ala—1)...(a—[a] +1)

[a]!

| .

3

(NP7,

L
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ol Y est une variable aléatoire telle que Y € [| =7 | e | + [£*(2)[]. Comme on a supposé
que E(|£]*) < oo, on a E(|¢]*(z)) < 400 (Cf. (5.4.41)) ce qui justifie que 'on peut passer a

*(z)| nous

I’espérance dans

obtenons

€% ()]
) e

a...(a—[a]+1) N z Y
L 2l g (e p 4 e )

Intéressons nous au membre de droite de I'inégalité précédente. Tous les coefficients (dépendant

) = 1) + |2 (o
(5.4.44)

de z) en facteur devant les |z|*7P pour 1 < p < [a] sont bornés par des constantes ne
dépendant pas de z. En effet prenons par exemple le terme en facteur devant |z|* !, c’est-a-

dire le terme (a%), alors

&=l
(n*(2))*=

ot ||} désigne la A®™€ statistique d’ordre de |¢] et (%)1:’\ la premiere statistique d’ordre de

el |s|“((%)1=*>a—1 (5.4.45)

%. Comme |£|M et (%)1”\ sont indépendantes, en prenant l'espérance dans ’équation (5.4.45),
on obtient que E(%) est borné par la constante suivante, indépendante de z:

£ (2)] A T(( L
E(i(n*(z))a_l) < E(|¢] )E((n

Par ailleurs pour le terme dominant du membre de droite de 1'’équation (5.4.44), on sait

yEAya-t (5.4.46)

d’apres le Lemme 3, que

lim E(

2[00 ¥ (2)*

En divisant I'inégalité (5.4.44) par V et en prenant la limsup on en déduit que

AV (z) B 1
Ay = HGw

En choisissant maintenant A € A, nous obtenons que

Comme les compacts de R sont les small set pour (Z,),>0 on en déduit que V' est bien une

condition de drift au sens de I’équation (5.1.8).
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5.4.1 Surl’ensemble A,

Il n’est pas évident dans un cas général de caractériser 'ensemble A, bien qu’il soit facile
de simuler E( == o) ) - ) et d’avoir une idée de ensemble A,, comme nous l'illustrerons & la fin de
ce paragraphe. Cependant dans le cas ou les variables aléatoires n et £ sont a support borné,

il est facile de voir qu’il existe un A\g tel que
{)\0,...,00} C A,
C’est ce que nous allons démontrer & la Proposition 1.

5.4.1.1 Cas borné

Proposition 1. Supposons que supp p, = [1 —v,1+ ] avec 0 <~y <1 et f > 0, supposons
que supp pe = [—A, A] avec A > 0 alors

1

Jim B((z755)") = (75)° (5.4.47)

)

PREUVE: Nous allons tout d’abord montrer que WI/\) converge en probabilité vers ﬁ et
nous déduirons ensuite la convergence L' de 'uniforme intégrabilité de la suite (WI/\)’ A>1).
Pour montrer la convergence en probabilité de ﬁ, montrons tout d’abord la convergence en
probabilité de x'** vers —A(1 + 3). D’apres les hypotheses faites sur 1 et ¢ le support de x
est égal & [—A(1 + B), A(1 + 8)]. Pour z € R, on a

P(x'* > 1) = P(x > z)",

et donc pour tout € > 0, on a P(x"* > —A(1 + ) +¢) = P(x > —A(l + B8) + €)* qui tend
vers 0 car P(x > —A(1 + ) + €) < 1. On en déduit que la suite (x'**, A\ > 1) converge en
probabilité vers —A(1 + f3).

Soit € > 0, il existe € > 0 tel que I’événement {ﬁ > ﬁ + €} est inclus dans I’événement
{n(A\) <1+ B —e€1}. De méme il existe e > 0 tel que ce dernier évenement est inclus dans
I'évenement {x'* > —A(1 + ) + e2}. Comme nous venons de voir que (x'* converge en
probabilité vers —A(1 + ), on en déduit que (77( NE A > 1) converge en probabilité vers ﬁ
On en déduit que ((=7 76 ) A > 1) converge en probabilité vers (1=7)%. De plus comme pour

143
tout A, 1/(1+8)* < (55)* < 1/(1 = 7)°
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la suite ((ﬁ)a, A > 1) est uniformément intégrable. On en déduit donc la convergence L',

c’est & dire I'équation (5.4.47).

Un corollaire immédiat est que

Corollaire 1. Sous les Hypothéses de la Proposition 1, il existe \g > 0 tel que

{Ao,...,OO}CAa.

5.4.1.2 Cas utilisé en pratique : simulations numériques

Dans le cas ol 7 suit une loi log-normale et ¢ suit une loi normale, nous simulons pour «
et A donnés, Iespérance ]E((WI)\))O‘) par une méthode de Monte Carlo (cf chapitre précédent
Section 4.7 pour plus de détails sur la méthode). Pour les simulations effectuées nous avons
utilisé 10 000 tirages et calculé I'intervalle de confiance & 95%. Dés que 'on trouve « et A
tels que la borne supérieure de l'intervalle de confiance est au dessous de 1 nous en déduisons
que A € A,. Pour trois valeurs du parameétre 7 de la loi log normale, respectivement 0.5, 1 et
2 nous avons testés pour plusieurs valeurs de a (entre 1 et 10~%), 20 valeurs de A entre 2 et
100. Nous n’avons trouvé aucune valeur de « telle que la borne supérieure de I'intervalle de
confiance soit au dessous de 1 pour A = 2. En revanche pour a = 0.1, on a trouvé que des
que \ est supérieur & 3, E((WI/\))O‘) < 1. Nous avons par ailleurs observé la monotonie en A

de ’espérance. Tout ceci laisse conjecturer que pour les trois valeurs de 7 testées

A=1{3,...,00}

Convergence du (1, \)—SA-ES

5.5.1 Positivité, récurrence au sens de Harris et Ergodicité géométrique pour
(Zn)nZU

Du Théoreme 6 on déduit immédiatement le Théoreme suivant :

Théoréme 7. Sous les hypothéses du Théoréme 6, on a que pour tout X € Ao, (Zp)n>0 est

positive, recurrente au sens de Harris et géométriquement ergodique.
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PREUVE: Du Théoreme 6, on déduit que V(z) = |z|* + 1 est une condition de drift au sens
de l’équation (5.1.8) et donc aussi au sens des équations (5.1.6) et (5.1.5), on en déduit alors

que (Zy,)n>o est récurrente au sens de Harris, positive et géométriquement ergodique.

5.5.2 Propriétés de la mesure invariante de (Z,,),,>o
5.5.2.1 Equivalence entre . et ;i

Une conséquence immédiate de la uLeb—irréductibilité et de la récurrence de (Zn)nZO est
que la mesure de probabilité invariante de (Z,)n>0, i, est équivalente a la mesure de Lebesgue
(cf. [100, Théoreme 10.4.9]). Ainsi, sous les hypothéses de Théoreme 6, u est équivalente
a p . Comme p est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue, on sait
d’apres le Théoreme de Radon-Nykodym qu’elle admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue. De plus, le support de cette densité est R puisque le mesure de Lebesgue
est absolument continue par rapport & p. En notant f, cette densité, la mesure p sécrit

maintenant, pour tout A € B(R)

u(4) = [ L)l

Par ailleurs, la proposition suivante va nous donner une représentation de la densité f, en

fonction de p et de p, la densité du noyau de transition donné par I’équation (5.3.27).

Proposition 2.

fuly) = /R p(zsy)u(dz) P pyp.

PREUVE: Le preuve se trouve dans le livre de M. Duflo [53]. Nous reproduisons cependant ici
la preuve qui s’avere étre relativement simple.

Soit B € B(R),

/B fu(y)dy = 1(B)
- / u(dz)P(z, B)
R

_ /R ful2) /B (2, y)dydz
- /B /R Fu(p(z, ) dzdy
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Comme ceci est vrai quel que soit B € B(R), on en déduit que

fuly) = /R p(z,y)pu(dz) ™ pp.

d

On a vu a la Remarque 6 que si pe € L™(R) alors p € L*(R x R), on en déduit en

utilisant la représentation du Lemme précédent le corollaire suivant

Corollaire 2. Si p; € L*(R), f, € L*(R).

5.5.2.2 Moments de la mesure invariante

Proposition 3. Supposons que V(z) = |z|* + 1 soit une fonction de drift pour (Z,)n>0 au
sens de l’équation (5.1.8). Alors

/ |2|*p(dz) < 4o00.
R
PREUVE: Soit V(2) = |2|* + 1, une fonction de drift au sens de I’équation (5.1.8). D’apres
I’équation (5.1.7) du Théoréme M.4, on sait qu'il existe p < 1 et R < +o0 tels que pour tout
z € R, pour tout n € N

IP"(z,) — plv < RV (2)p" (5.5.48)

D’apres I'inégalité triangulaire, pour tout n € N, pour tout z € R on a

lulv <P (2,.) = ulv + | P" (2, .)lv (5.5.49)
Or
|P"(z,.)|v = sup | | P"(z,dy)g(y)| (5.5.50)
lg|<V
< sup [ 1P dg(w) (5.5.51)
lg|<V
< / PP (2, dy)V (1) (5.5.52)

Or pour n = 0 on a [ P"(z,dy)V (y) = V(z), ainsi le terme de droite du membre de droite
de l’équation (5.5.49) pour n = 0 est fini pour tout z € R. Par ailleurs le terme de gauche
de ce second membre pour n = 0 est aussi fini grace a I’égalité (5.5.48). Ainsi |ufv < +oo.

Comme de plus
/ 2% u(dz) = / V()u(dz) — 1 = Julyv +1,

on en déduit que [; |z|*u(dz) < +oo0.
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5.5.2.3 Intégrabilité de In(]z|) contre la mesure invariante

Proposition 4. Sipgs € L™(R) et si il existe o > 0 tel que |z|* soit intégrable contre pu alors

Q/umvmmw><+w.
R

PREUVE: Si p¢ € L>°(R), on a vu au Corollaire 2 que f,, € L>(RR). Ainsi In(|z|) est intégrable
sur tout borné de la forme [—A, A] puisque In(|z]) est intégrable sur [—A, A] contre la mesure
de Lebesgue. Par ailleurs en Uinfini, |In(]z])| est dominé par |z|® qui est intégrable contre p

donc In(|z|) est intégrable sur R.

5.5.3 Convergence p.s. de & In(|X,[) et L In(o,)
Rappelons que nous avons définit I'y par
Ly ={y >0 tel que ]E(|%|7) < +oo et E(|€]7) < +o0}.
et pour a € ['g, nous avons défini les sous ensembles de N suivant:

Ay = {)\ € N tels que E((W&))a) < 1}

Théoreme 8. Soient n et & satisfaisant les hypothéses H.1 et H.2 et telles que 'y soit non
vide. Supposons de plus que E(|In(n)|) < +o00. Soit A le sous ensemble de N suivant

A= A (5.5.53)

a€clyg
Alors pour tout A € A la chaine (Zy,)n>0 vérifie les hypothéses du Théoréme 1 et l’on a donc

z+n*(z

%1n(||Xn||) = /R Efln &) 1du(2). (5.5.54)

z
PREUVE: Soit A € A, alors il existe o > 0 tel que E(1/7(X\)%) < 1. D’apres le Théoreme 6,
la fonction V(z) = |2|* 4+ 1 est une fonction de drift pour (Z,),>0 qui est en conséquence
positive et récurrente au sens de Harris d’apres le Théoréme 7. Pour voir que le membre de

droite de (5.5.54) est fini, on écrit

éﬁmmu+f@§gmwma

z

= [ e P E ) - (el ()
R n (Z)

< [ BB i) + [ B @D + [ EQnl)de)
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Le dernier terme [ E(|In|z||)du(z) est égal & [, |In]z||du(z) qui est intégrable d’apres la
Proposition 4.

Le premier terme s’écrit

ST EEE )
[ (=D gy = [ [ nluli P, dndac)

et comme [ |In|z||du(z) est intégrable, en appliquant le Théoréme de Fubini et en utilisant

le fait que p est invariante

[ [ mleipdndnt) = [ lolidnt) < -+

De plus, on déduit de I'hypothese E(In(n)) < +oo, que In(n*(z)) est intégrable comme on

peut le voir par exemple avec la majoration suivante,
| In(n*(2))] < max(|In(n")], | ln(n*)]) (5.5.55)

ot n** et n**A représentent respectivement la premiere et la derniére statistique d’ordre parmi
les A variables aléatoires & partir desquelles ont été choisi 7*(z). Ainsi le membre de droite

de (5.5.54) est fini. Toutes les hypothéses du Théoreme 1 sont donc vérifiées.

5.5.3.1 Autre expression du taux de convergence

Nous allons déterminer ici une autre expression du taux de convergence donné par

[ B D e

Proposition 5. Sous les hypothéses du Théoréme 8

/El H”" 28 114, /Eln du(2) (5.5.56)

PREUVE: Réécrivons le terme de gauche de (5.5.56)

aln(f+ T )

= [ BimZ L gyt a)) - )
R Ui (Z)

En appliquant comme dans la démonstration du Théoreme 8 le Théoreme de Fubini on a

[ mmn + PEE D) = [ ngiepance)
R R

On en déduit I’équation (5.5.56).
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5.5.3.2 Convergence de 1 In(o,)

Théoreme 9. Sous les hypothéses du Théoréme 8

1
—In(o,) 22 [ E[ln(y du(z) (5.5.57)
n

n—o00
PREUVE: On part de 0,11 = 0,7*(Z,) (on a en eﬁet vu dans la démonstration du Lemme 1
que n*(X,,/on) = n*(X,,0,) au sens presque sir), on déduit que

1
~In(on) = ln (00) Z In(n (5.5.58)

Comme (Z,),>0 est positive et récurrente au sens de Harris on en déduit de maniére analogue

que dans le Théoréeme 1 que

L n(on) 225 [ Bln(n(2))]du(z).

n n—oo R

5.5.4 Théoreme Central Limite pour (Z,),>o

Théoréme 10. Sous les hypothéses du Théoréeme 8

n— 00

n—1
ﬂ(%Zln(n*(Zk» - /R E[ln(n*(z)]du(2)> o N(0,7%) (55.59)
k=0

ot vy est donné par

n

Vo= lim (O (20D~ [ )l (6560

n—oo n,
k=1

PREUVE: Pour la preuve de ce Théoréme nous considérons la chaine de Markov @, =
(Znynb, o ooomh €L 000 €)). Le Lemme 4 ci-dessous nous dit que ®,, est géométriquement
ergodique des que (Z,),>0 'est et plus précisément nous dit que ®,, satisfait la condition de

Drift donnée par I’équation (5.1.8) pour tout V donné par (5.5.61). Or,
2 2
(In(n*(z))*> < (W@" A .. A )" + (In(r" v ... v 7)) + 1
En prenant Vo = (In(p' A ... A 77’\))2 + (In(p* v ...V 77’\))2 + 1, nous obtenons
2
(nfr2)]) <V +7s

pour tout V' tel que (Z,),>0 est V-géométriquement ergodique. En utilisant alors le Théoréme M.5

avec g = In|n*(z)| on obtient (5.5.59) et (5.5.60).
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Pour compléter la preuve du Théoreme 10, il ne reste plus qu’a démontrer le Lemme

suivant dont la preuve est donnée en Annexe:

Lemme 4. Soit ®, la chaine de Markov ®, = (Z,,nL, ..., &L, ..., &)) définie sur les-
pace d’état (RTM1 x (R)A. Supposons que (Zn)n>0 est géométriquement ergodique et plus
précisément satisfait pour une fonction Vi la condition de drift donnée par l’équation 5.1.8.
Alors ®, est p™* ®, vy @ ve-irreductible, apériodique et satisfait la condition de drift donnée

par Uéquation 5.1.8 pour

V(Zﬂlrll" . ’nAﬂglﬂ tet ’5)\) = V-l(z) + V2(Ir’1" .t ’77)\351’ tet ’5)\) (5'5'61)

ou Vy est une fonction supérieure ou égale a 1.

5.5.5 Application: approximation du taux de convergence

Le reste de cette section illustre le précédent résultat en utilisant I’algorithme (1, \)—SA-
ES standard, i.e. avec £ ~ N(0,1) et n ~ exp(rN(0,1)) (7 > 0). Nous avons vu & la sec-
tion 5.4.1.2 que des estimations numériques de A laissent conjecturer laissent conjecturer que

dans ce cas 1a A = {3,...,00}. En conséquence, ’expression du taux de convergence

/ Efln (7 (=) Jdpu(2)
R

est valable pour tout A supérieur ou égal & 3.

Cela ouvre la voie au genre d’analyses menées dans [131], ou le but est de déterminer
pour les Stratégies d’évolutions auto adaptatives quels sont les meilleurs parametres a choisir
(parmi le nombre d’enfants et les parameétres de mutation, ...). Ces techniques sont fondées

sur la détermination des meilleurs parametres maximisant le progress rate

E(f(Xn+1)|Xn) - f(Xn)

pour f(z) = |z|?. L’inconvénient majeur de cette technique est qu’elle ne prend pas en
compte la dynamique de 'algorithme. Ainsi 'estimation du taux de convergence que nous
proposons ici pourrait étre une alternative a cette technique. Le but ici est d’illustrer cette
alternative mais pas de chercher les meilleurs parametres pour le (1, A\)—SA-ES.

D’apres le Théoreme 10, une estimation naturelle pour le taux de convergence

[ Bl :)dnt2)
R
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est
n—1
=3 (o () (5:5.62)
k=0

et de plus, le Théoreme 10 nous donne qu’un intervalle de confiance & 95% pour cette ap-

proximation est:

NG

ol la variance asymptotique 2 est donnée par 'équation (5.5.60). L’estimation de la variance

1 n—1
=3 n(j(Z)]) £ 1.96—=
k=0

est faite ici & I'aide d’une méthode de batch-means. Comme le but ici est simplement d’illus-
trer comment calculer le taux de convergence, nous n’avons pas passé de temps particulier
pour tester différentes approches pour estimer la variance asymptotique mais nous référons
a [67] pour une discussion sur diverses méthodes pour estimer précisément une telle variance
asymptotique, tout comme nous référons a [124] pour des techniques plus récentes.

La méthode batch-means consiste a diviser un ensemble de n échantillons en m groupes,

—n s .
avec N = .+ observations dans chaque groupe. Pour chaque groupe %, on calcule la moyenne

suivante
_ 1 iN
Iy = Z In(|7*(Z)|)
k=(i—1)N+1

L’estimateur final est donné par ’équation 5.5.62 pour le taux de convergence

Finallement la variance asymptotique est estimée a 'aide de

1 & —

Ym = — Z(Mﬁv — fim)?
i=1

et en conséquence I'approximation de 'intervalle & 95% est donné par

s 1.96%.
D’apres [130] ou il est dit que le nombre de groupe ne doit pas excéder, nous avons choisi ici
m = 30. Chaque groupe contient 1000 points. La Figure 5.1 montre, pour 7 = 1 et 7 = 10,
I’estimation de la moyenne ji,,, tout comme D'intervalle de confiance approximé & 95% pour
plusieurs valeurs de A\. Pour 7 = 1 on peut voir que avec un intervalle de confiance & 95%
pour tout A > 3, le taux de convergence est négatif, i.e. the (1, \)—SA-ES converge vers zero.

La méme assertion pour 7 = 10 peut seulement étre faite pour A > 5.
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(a) (b)
Fic. 5.1: [y, avec Uintervalle de confiance d 95% pour 7 =1 (a) et 7 = 10 (b). En abscisse

le nombre d’enfants A.

Discussion et conclusion

L’analyse que nous venons de présenter constitue une avancée pour I’analyse du phénomene
d’auto-adaptation dans les ESs. Par ailleurs, cette étude que nous avons menée dans le cas
particulier de I'algorithme (1, \)-SA-ES en dimension 1 peut étre généralisée.

Nous mentionnons dans ce qui suit des généralisations plus ou moins immédiates de cette
analyse. Ces généralisations concernent d’une part le méme algorithme, sur la méme fonction,
mais pour une dimension plus grande que 1, et d’autre part d’autres algorithmes adaptatifs.
En particulier, I’étude des méthodes dérandomisées présentées au Chapitre 1 sur la fonction

sphere peut se faire de la méme facon.

Généralisation a une dimension supérieure Tout d’abord si on considére la minimisa-
tion de la fonction sphére en dimension d > 1 par le (1, A)-SA-ES. L’algorithme & étudier est

donc le suivant,

X1 =argmin{| Xy, + onnplnl, .. | Xn + onménl} (5.6.63)

On+1 =0nny,* defini par X,,11 = X, + opnni&) (5.6.64)

oty € R, Xo € R, €8, pour 1 < i < X sont A vecteurs aléatoires indépendants de dimension

d et nt pour 1 <4 < X sont des variables aléatoires indépendantes réelles positives.

De maniere analogue a la dimension 1, on définit la chaine de Markov Z,, = ’:—”, et comme
n
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dans le cas de la dimension 1 nous avons ’égalité

. _ X o
i | X+ 0w €] = o min |2+, 6 (5.6.65)

qui nous permet de définir (Zn)nZO comme dans le Lemme 1. L’étude de la stabilité de cette

chaine et plus précisément de sa récurrence au sens de Harris et de sa positivité nous conduit
JORE N +n* *

comme dans le Théoréme 1 & la convergence de = In(| X, ) vers [p. E [IHHM [dp(2).

Notons que dans ce cas la les conditions de drift sont plus techniques & obtenir du fait de la

dimension d.

Généralisation a d’autres algorithmes Nous pouvons de méme généraliser la technique
a une version élitiste de I’algorithme, & savoir le (14 \)-SA-ES qui differe de ’algorithme que
nous venons d’étudier par le fait qu’a la génération n, le futur parent va étre choisi parmi les A
enfants qui viennent d’étre créés et le parent de la génération courante. Ainsi d’une génération
a lautre la fitness de la solution ne peut pas se dégrader. Bien que cet algorithme soit moins
utilisé en pratique que la version non élitiste, parce qu’il reste plus facilement bloqué dans
les minima locaux, son étude peut étre réalisée de la méme maniere. Nous allons préciser
ici les changements que cela induit. Considérons la chaine ((X,,0,),n > 1) de 'algorithme

(1 4+ X\)-SA-ES. Elle est définie par
Xp1 =argmin{| Xy + ontinénl, - [ Xn + onmp&al, 1 Xanl} (5.6.66)

Nous allons alors définir les variables aléatoires 755 et £ telles que X, 41 soit égal a X, +o0,n3 &5
avec ny = 1 et & =0 si X,,4+1 = X,,. Notons alors que sous les hypotheses faites pour le cas
non élitiste sur 7 et v¢ (en particulier si elles absolument continues par rapport a la mesure de
Lebesgue) les variables aléatoire 7} et & possédent une partie singuliere. Considérons alors
Zy = f—:, de maniere analogue au Lemme 1, (Z,),>0 est une chaine de Markov que I’on peut
définir par (5.2.17) et (5.2.18). La différence principale pour I'étude des propriétés de stabilité

de la chaine (Z,),>0 est le fait que le noyau de transition posseéde une partie singuliere.

Le CSA-ES Enfin les algorithmes dérandomisés présentés au chapitre 1 peuvent s’analyser

de la méme maniere. Considérons I’exemple de l'algorithme CSA:

Xn—l—l =arg mln{|Xn + Ungrlz|’ ceey |Xn + O'nfm}

Onil =0On exp(|§;;| — E(|§|)) ,x defini par X, 11 = X, + 0,8,
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L’étude de la convergence du CSA passe par 'étude de Z,, = % qui va étre tres similaire a
I’étude du SA-ES. Notons que dans ce cas 14, la chaine de Markov sera récurrente au sens de

Harris pour tout A € Acga définit par:

Acsa=U{X tels que B (exp(B(e]) — ")) <1}

Ensemble qui peut s’avérer plus simple a étudier que pour I'algorithme SA-ES, en particulier
il est facile de voir que si A\g € Acga, alors {Ag,...,00} C Agga.

Les généralisations possibles que nous venons d’évoquer montrent que la technique de
preuve utilisée ici permet une base de comparaison de différents algorithmes adaptatifs et
auto-adaptatifs sur la fonction sphere. Cependant, il est vrai que pour établir des comparai-
sons, il serait nécessaire d’étudier plus en détail la mesure stationnaire du processus 7.

Les choix que nous avons faits pour le cadre de ’analyse que nous venons de présenter
ont été guidés par I’algorithme évolutionnaire utilisé en pratique. En particulier le cadre que
nous avons choisi pour les variables aléatoires de la mutation englobe le cas de la mutation
gaussienne pour ¢ et le cas de la mutation log normale pour 7. Cependant, considérer par
exemple une loi singuliére pour ) permettrait par exemple une caractérisation plus simple de

I’ensemble A.
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Annexe

5.7.1 Preuves de la Section 5.2

Rappelons le Lemme 1 que nous allons démontrer:
Lemme Soit (X,,,0,) défini par les équations (5.2.15) et (5.2.16) Z, "= X" . Alors (Zn)nen

est une chaine de Markov homogéne telle que

Zn + 1 (Zn)65(Zn)

7 = 5.7.67
e (160
avec Zy = X° € R et ot n;(Zy) et &5(Zn) sont définies par
|+ 5 (Z0)64 (Z0)] = i |2, + €4 (5.7.68)
<i<A

ot nt et & sont les \ tirages indépendants qui ont engendré (X,,o0,) (cf équation (5.2.15)
et (5.2.16)).
PREUVE: Considérons la chaine de Markov (X,,, 0,,) définie par les équations (5.2.15) et (5.2.16).

Commencons par 1’égalité suivante

1r<m<n | X0 + ol | = o 1r<mgA ||— + il (5.7.69)

On en déduit que le couple que nous notons (7 (Xy, 0y), &5 (Xn, o)) réalisant le minimum &

gauche de (5.7.69) c’est-a-dire,
X+ 0n (X, o) 65 (X )| = i, | X + 0|
est le méme que le couple, (15 (X, /on, 1), &5 (X /0on, 1)) réalisant le minimum & droite de (5.7.69).
| X0 + 0 (Xn/on, DEL(Xn/on, 1)| = in, [ Xn/on + s
Définissons Z,, = ﬁ alors

Xnt1 _ Xn + Unn;;(Xna O'n)f;;(Xn, Un)
On+1 O'n"ﬁ;,(Xna Un)

Zn+1 =

ou encore
Zn + "7:1,(XTL7 Un)f; (XTH Un)

775 (Xna Un)

ou toutes les égalités précédentes sont au sens presque siir. D’aprés ce que nous venons de

(5.7.70)

Zn+1 —

voir, (N (X /on, 1), &5(Xn/on, 1)) = (05 (Zn), €5 (Zy)) presque stirement, ou ce dernier couple
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est défini par I'équation (5.2.18). D’apres (5.7.70), on voit que (Z,),>0 est une chaine de

Markov. Partant de Zy = z, on voit que

(5.7.71)

avec |z + 17} (2)&7 (2)] = miny<i<x |2+ mig|

d

Théoréme Supposons que la chaine de Markov (Z,),>o est positive récurrente au sens de
Harris de mesure de probabilité invariante pu et supposons que In((mini<;<y |z + n'¢'])/|2])

est intégrable contre p @ vy ® ... @ vg. Alors

%1n(||Xn||) = /RE[lnHwH]du(z). (5.7.72)

PREUVE: A partir de 1’équation (5.7.70) on a I’égalité suivante au sens presque sir

n—1

1
in(1X,0) =~ (| Xol) + - 3 In

k:

(5.7.73)

Zk +77k Zk)gk Zk H)
k

Puisque (Z,)n>0 est positive récurrente au sens de Harris, on sait que (Z,),>0 admet une
unique mesure de probabilité invariante p. Remarquons alors que si ’on considere la chaine
de Markov ®, = (Z,,n},... ,nﬁ;,f}u . ,5%) les propriétés de récurrence et de positivité de
(Zn)n>0 se transmettent a la chaine ®,. En effet, le noyau de transition P pour cette chaine

étant donné par

P((z,nl,...,f)‘),AxAlX...XA/\XBIX...XB)‘> =

P(z, A)vy(AY) . vy (AN e (BY) ... ve(BY)  (5.7.74)

ot P est le noyau de transition de la chaine (Z,),>0, la récurrence au sens de Harris de
(Zn)n>o0 implique celle de ®,,, de méme pour la positivité. On a de plus que la mesure de
probabilité invariante est 4 ® v, ® ... ® v¢. D’apres la loi forte des grands nombres satisfaite
par une chaine de Markov récurrente au sens de Harris et positive (cf Théoréeme M.1), on a

que pour tout g tel que (p®@ v, ® ... @ v¢)(|g]) < o0

1 — p.s.
E;g(fﬁk) = p® Uy ®...®vg).
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Comme on a supposé que In((minj<;<) |z +7°¢"])/|z|) est intégrable contre p® v, ® ... ® v,

on en déduit en appliquant la loi forte des grands nombre & ’équation (5.7.73) que

min;<;<y |z + nié”ill))

1 p.s.
Eln(||Xn||) — LRy ® ... ve(ln( " (5.7.75)
ce qui acheve la démonstration du Théoréme.
O

5.7.2 Etude du (1, \)-ES & pas constant

Nous allons voir ici I’étude du (1, \)-ES & pas constant comme un cas particulier de ce
que nous venons de faire. Considérons (1,\)-ES & pas constant sur la fonction sphere en

dimension 1:
X _ . 112 N def *
nt1 =argmin{(X, + 0&,)*, ..., (X, + &)} = X, + &, (Xn,0)

ol o € RT, Xy € R et ot pour tout n, fﬁb, 1 <4 < X sont X variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées de loi symétriques que nous noterons v¢. Comme dans le cas auto-
adaptatif que nous venons de présenter, I'égalité suivante

) X )
(X iN2 _ A2
@g( n+0&,) ”12-15( . + &)

implique que (X, 0) = £5(X,, /0, 1). En définissant Z,, = %, on a comme dans le Lemme 1

que (Zp)n>0 est un chaine de Markov que ’on peut définir par:
Zing1 = Zn + €S(Zn)

avec & (Z,) défini par (Z, + &4(Z,))? = mini<;<x(Zn + &) Le noyau de transition de
(Zn)n>0 est donné pour tout z € R, A € B(R):

Pz, A) = / La()pe(v — 2AB(o] < |2 + £ do

Comme dans le cas auto-adaptatif, si p: € L>(R) et est continue presque partout on peut

Leb_jrréductible, apériodique et que les compacts non vides de R

montrer que (Z,),>o0 est
sont des small sets. Pour montrer que la chaine est positive, récurrente au sens de Harris et

géométriquement ergodique, on utilise la fonction V(z) = 22 + 1. Alors

E, (V(Z1)) = 22 + 22E(&* (2)) + E(* (2)?) + 1.
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En supposant que E(|£]?) < oo, on a E(£*(2)?) < ME(|¢|?) < co. En procédant de maniére &
la preuve du Lemme 3, on montre que

lim E(&*(z)) = E(¢¥) < 0 pour A > 2

2—r400

et
lim E(£*(2)) = E(E*) > 0 pour A > 2

Z——00

On en déduit que
AV (z)
V(z)

et donc V(z) est une fonction de drift au sens des équations (5.1.8), (5.1.6) et (5.1.5). On en

lim sup, 400 < 0.

déduit que (Z,)n>0 est positive, Harris récurrente et géométriquement ergodique pour A > 2.
Un corollaire va étre comme & la Proposition 4, I'intégrabilité de In(|z|) contre I'unique mesure
invariante p de (Z,)n>o0-

En appliquant ensuite la loi forte des grands nombres on va en déduire que

L n(Xa) 25 [ BOn {1+ )/ 2Ddu(2)

De plus

[ Bl 1+ € @)/a)dute) = [ Bn e+ @)dnt) — [ 1nlelaute).
En appliquant le Théoréme de Fubini, on a [, E(In |z + £*(2)|)du(z) = [ In|z|du(z) (preuve
analogue a la preuve dans le Théoréme 8). On obtient

1 5.
— In(| X)) 22 50. (5.7.76)

n—0o0

573 Etudeducas)\ =1

Jusqu’a présent nous avons cherché des conditions pour que la chaine initiale (X, 0y)

“ 7 “ 34 7 S 1
converge” ou “diverge”, oll par convergence ou divergence nous entendons le cas ou le
terme (5.5.56) est respectivement strictement négatif ou strictement positif bien que nous
ne soyons pas capable de d’en donner le signe®. Ceci se traduit pas une propriété de tran-

sience de la chaine. A présent nous allons étudier le cas limite ou A = 1 et allons chercher &

8. Notons que lorsque le terme (5.5.56) est nul, on ne peut pas conclure a la convergence de | X, | vers 0 ou

a sa divergence vers 400
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montrer que dans ce cas la la chaine est récurrence. C’est ce que nous allons montrer sous la

condition que E((nf )2) < 00. Dans le cas A = 1 I'algorithme se réduit a:

Xnt1 = Xn+oumén (5.7.77)

Opn+1l = Oplp (5778)

ou 7, et § sont deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives v, et v¢. Notons que
dans cet algorithme, la fonction & minimiser n’intervient pas. La chaine de Markov (X, 0,,)
est une marche aléatoire dans R x R tel que [’incrément pour X,, est de moyenne nulle.
Le noyau de transition de cette chaine est donné pour tout (z,0) € R x R, A € B(R) et
B € B(R") par

u — x dudv

)

v av

(5.7.79)

v
g

P((z,0),A x B) = / / A () 15 (o) (e

De la méme maniére qu’au Théoreme 5, on peut montrer sous les hypotheses H.2 que la

Leb+

chaine (X,,,0,) est irréductible pour la mesure p ¢ x et que les small sets sont des

compacts. Sous la condition E((n£ )2) < o0 la chaine est récurrente.

Théoréme 11. Si E((né)?) < 0o, (Xp,0y,) est récurrente au sens de Harris.

PREUVE: La preuve qui suit est similaire & la preuve du Meyn et Tweedie [100] concernant
la récurrence de la marche aléatoire sur R* avec incrément de moyenne nulle et de moment
d’ordre 2 fini.
Nous allons utiliser la fonction de drift suivante
log(l+xz)siz >R
V(z,0) =4 log(l —z)siz < —R (5.7.80)
0 sinon

ol R va étre choisi plus loin.

Soit > R, calculons les deux termes

Vi(z,0) = E(log(1 + z + oné)1{z + on& > R}) (5.7.81)
Vo(z,0) = E(log(1 — x — oné)1{zx 4+ on& < —R}) (5.7.82)

tels que E(V (z,0)) = Vi(z,0) + Va(z,0). Calculons le premier terme,

oné

Vi(z,0) = log(l + z)P(x + on§ > R) + E(log(1 + T+o

Y1{z + on&¢ > R})
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Or pour z > —1, log(1 +z) <z — %Qll{x < 0}, on en déduit que

Bllog(1 + 75) < T2 Blngi{a +an > )
- i P IR <+ ont < 0]

En notant

Vs(z, o) zl%gE(ngn{z +oné > RY) (5.7.83)

Vi(z, o) :ﬁfz((n@?nm <z +ont < 0}) (5.7.84)

E(log(1 + (1022) )) < Va(z, o) + Va(z,0) (5.7.85)

Or comme E((n¢)?) < oo

Viloo) = s B3 {ome < 0} = o)

Et d’apres le Lemme 5, V3(x,0) = o(=5). Ainsi,

z2
2

Vi(w,0) < log(l + )Pz + oné > R) — 2(lffT)QE((ng)Qn{ang <0} + 0(5) (5.7.86)
Par ailleurs, comme 2 > R, 1 —z < 0 et le calcul du terme V5(z, o) nous donne
Va(z,0) = E(log((x — 1)(—1 + ;—ﬁ))]l{x +oné < —R} (5.7.87)
=log(z — 1)P(z + on < —R) + E(log(—1 + ;—ﬁgl)]l{x +oné < —R}) (5.7.88)
Pour z > 1, log(—1 + z) < z — 2, on en déduit que
Bllog(~1+ ") 1{x + ont < ~RY) < — T Bl {z + ont < ~R))

—2P(x +onf < —R) (5.7.89)

Or d’apres le Lemme 5, ;2= E(nél{z + on{ < —R}) = o(Z;), on en déduit avec (5.7.88)
et (5.7.89) que

1
Vo(z,0) < (log(z — 1) —2)P(z + oné < —R) + o(ﬁ) (5.7.90)
Avec (5.7.86) et (5.7.90), nous obtenons

2

E(V(z,0)) <log(l+x)P(x +oné > R) — 2E((nf)2]1{077£ < 0}+

2(1 +a)?
(log(x — 1) = 2)P(z + oné < —R) + 0(%) (5.7.91)
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En réécrivant le terme de droite, nous obtenons

0.2
E(V(z,0)) <log(l+xz) — mE((ﬁf)2ﬂ{Uﬂf <0})

1
—log(1 + z)P(x +oné < R) + (log(x — 1) — 2)P(x + oné < —R) + o(ﬁ) (5.7.92)
De plus d’apres le Lemme 5,
—log(1 4+ z)P(z + oné < R) + (log(z — 1) —2)P(z +oné < —R) <0

en injectant cela dans (5.7.92), nous obtenons que
2

E(V(x,0)) <log(l +x) — ME

1
((n€)*1{oné < 0} + o(—3)
En choisissant R suffisamment grand nous obtenons que pour z > R

E(V(z,0)) <V(z,o0)

La situation ol z < —R est exactement symétrique, on en déduit dont que V' est une fonction

de drift au sens de ’équation (5.1.5).

O
Lemme 5. Sous les hypothéses du Théoreme précédent
lim zE(néll{z + onf > R}) = 0. (5.7.93)
T—+00
BT —zEnél{z +oné < —R}) =0. (5.7.94)
—log(1 4+ z)P(z + oné < R) + (log(z — 1) —2)P(z + on{ < —R) <0 (5.7.95)

PREUVE: Comme F(nf) =0ona E(néll{n > (R—xz)/o}) = —Ené{l{né < (R—z)/c}) On

en déduit que la limite & calculer pour I'équation (5.7.93) est égale a

IEIPOO zEnél{n¢ < (R+z)/o}) (5.7.96)
De plus on a
(R+z)/o (R+z)/0
0<(R+ :Jc)/a/ uvpy (u)pe (v)dudv < / (uv)?py (u)pe (v)dudy

Or & la limite le terme de droite de I'équation précédente est nul. De plus

‘ (R+)/
Jim (B)/o [ wopywpe(v)dud = 0



154 Chapitre 5. Convergence d’Algorithmes Evolutionnaires auto-adaptatifs

On en déduit ’équation (5.7.96). Avec un changement de variable 'équation (5.7.94) revient &

I'équation (5.7.96) qui vient d’étre montrée. Réécrivons le terme (5.7.95) de la fagon suivante

—log(1 +z)P(z + oné < R) + (log(z — 1) —2)P(z + oné < —R) =
l4+=z
T — 1)

+log(z — 1)(P(z +oné < —R) — P(z + oné < R)) — 2P(x + oné < —R)

— P(x 4+ oné < R) log(

Comme P(z 4+ oné < —R) — P(z + oné < R) <0, tous les termes du membre de droite sont

négatifs.

5.7.4 Preuve du Théoreme 5

Nous allons distinguer deux cas, dépendant du support de la densité p;. Le premier cas
présenté dans la section 5.7.4.1, est lorsque supp pe = R (c’est le cas intéressant en pratique).
Pour le second cas, développé dans la section 5.7.4.2, nous supposons simplement qu'’il existe
un intervalle non trivial [—Bg, Be| inclut dans supp pe. Bien que le premier cas est inclus dans
le deuxiéme, nous présentons pour ce premier cas une preuve plus simple.

La preuve de ce Théoreme requiert deux Lemmes techniques, prouvés en Section 5.7.4.3: le
Lemme 6 et le Lemme 7, établissant des propriétés de la densité du noyau de transition défini

par I’équation (5.3.27).

5.74.1 Casoulsuppps =R

Soit C' un compact de R. Nous commengons par ’expression suivante du noyau P(.,.) de

(Zn)n>0 donné par 'équation (5.3.26)

P(z,A) :/]lA(v)p(z,U)dv.

D’apres le Lemme 6, nous avons que p est strictement positive ce qui assure la, ¢ —irréductibilité

de (Zy)n>0. Par ailleurs pour z € C on a la borne la borne inf suivante
P(z,A) > /]IA(v)néiélp(z,v)dv. (5.7.97)
z

Une conséquence directe du Lemme 6 est que pour tout v € R, z — p(z,v) est continue

et strictement positive. Comme C est un compact, on en déduit que pour tout v € R,



5.7. Annexe 155
min,cc p(z,v) > 0. Ceci implique que
v(A) :/]lA(U)rZréigp(z,v)dv, (5.7.98)
est une mesure non triviale. En introduisant v dans (5.7.97), on en déduit que
Vz e C, P(z,A) > v(A). (5.7.99)

Ainsi C est un small set, et (Z,),>0 est apériodique?.

5.7.4.2 Cas ol 3B¢; [— B¢, Be] C supp pe

Soit zp € R et A € B(R). Soit C,, = Bz, 11 ) la boule fermée de centre zy et de rayon Be.
De l'équation (5.3.26) on a, P(z, A) = [14(v)p(z,v)dv. Ainsi

P(z,A) > /IIA(U) min p(z,v)dv (5.7.100)

ZGCZO

Du Lemme 7, on sait que p est continue, et que p(z,v) > 0 pour tout (v,z) € C,, x Cy.
Comme Cy, est un compact, on a que minzec,, p(z,v) > 0 pour tout v € C,. Définissons v

par

v(A) = /]lA( ) min p(z,v)dv,

ZGCA,O

v est une mesure non triviale et
VA C C.y,v(A) > 0. (5.7.101)
L’équation (5.7.100) devient alors
Vz € C,,VA € B(R) P(z,A) > v(A) (5.7.102)

L’équation (5.7.102) va nous donner la p=®*— irréductibilité de (Z,)n>0: Soit 2o € R et
A € B(R) tel que p?(A) > 0. Alors, prouver la ¢ — irréductibilité revient & prouver que

Ing,,a tel que P04 (2, A) > 0. (5.7.103)

Afin de faire cela, considérons le recouvrement de R suivant [ J, ., B(k%, %). Alors, il existe

ko tel que ple? (Aﬂ B(ko 5 )) > 0. De plus P(zy, A) > P(zO,AﬂB(kO%, %)).

9. Fortement apériodique.
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Be
En prenant cette fois ci C,, = B (ko =, 5 et en faisant le méme raisonnement qui nous a

permis d’arriver aux équations (5.7.102) et (5.7.101) on en déduit que

B B
Vo € B(ko—6 f) P(z, A) > v(A) (5.7.104)

Comme par ailleurs A C B(k0—8§, %5-), I’équation équivalente & 1’équation (5.7.101) que l'on

va trouver nous donne que v(A) > 0, d’ott on en déduit que

B: B
Vo € B(kg?g gf) P(z,A) >0 (5.7.105)

Par ailleurs il existe n, A tel que

Bs Be

PnZA(Z B(ko 3

—)) > 0. (5.7.106)

En effet, prenons C,, = B ((k + 1) = 1 ) et A=DB ((k + 1)%, %) dans ’équation (5.7.102),
nous obtenons

B B B B

Vz € B(k?‘g, gé) cC,, P (z,B ((k +1) 85 8§>> > 0. (5.7.107)
Prenons de plus zg € B((kl)?ﬁ, ?5) de Iéquation (5.7.107), et de I'équation de Chapman
Kolmogorov [100, Théoréme 3.4.2], on déduit

B Be

plki— kol(z B(ko—=2 8

)) > 0. (5.7.108)
A partir des équations (5.7.105) et (5.7.108), on obtient finalement
plei=kol+1 (50 4) > 0 (5.7.109)

qui n’est autre que 1'équation (5.7.103), avec ny 4 = |ki — ko| + 1.

Venons en maintenant a I'apéridodicité et aux small set pour la chaine (Z,),>0, comme
v(C,,) > 0, on déduit de I'équation (5.7.102) que la boule C,, est un small set et que la
chaine est apériodique. De [100, Théoréme 5.5.7,Prop 5.5.5] on déduit que toute union de
boules C,, pour ¢ € I avec card I € N est un small set et que donc tout ensemble compact

est un small set puisqu’inclu dans un small set formé d’unions de C,;.

5.7.4.3 Lemme pour le Théoreme 5

Lemme 6. Soit p: R x R — R la densité du noyau de transition de (Z,)n>0 donnée par

p(ev0) =X [ pa(wpelv = Z)P(fuo] < [z -+ nél)*
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Si pe est continue presque partout, supp pe = R et pe € L*(R).
Alors pour tout (z9,v9) € R X R, p est continue en (zq,vg).

De plus pour tout (z,v) € R x R, p(z,v) > 0.

PREUVE: Soit g(z,u,v) = P(juv| < |z + né[)} 1, alors une expression de g est

9z10,0) = [ [ Lanicle sy 0. 0ma @ peu)ody

Soit (29,v0) € R x R. Soit ug € RT. Alors pour presque tout (z,y),

(2,1, v) = Lfjup)|<|atay[} (T, )

est continue en (2, ug,vg). De plus pour tout (z,u,v) € R x R x R

L {ju|<|z+2y]} (B, Y)Py (2)Pe (y) < Py(2)pe(y)- (5.7.110)

D’apres le Théoreme de convergence dominée on déduit que (z,u,v) — g(z,u,v) est continue
en (zg, ug, vg). De plus en intégrant ’équation (5.7.110), on obtient que g(z,u,v) < 1.
Comme p; est supposée continue presque partout, il est clair que pour presque tout u, (z,v) —

pe(v — ) est continue en (zg,vp). Ainsi pour presque tout u

(2,0) = py(wpe(v = 2)g(z,u,0) !

est continue en (2g,vg). Par ailleurs pour tout (z,v) € R x R et pour presque tout u,

4 _
P(W)pe (v = =)g(2,1,9)" " < el Lo (ypn ().

D’apres le Théoreme de convergence dominée on en déduit que (z,v) — p(z,v) est continue
en (2o, vp).

Soit (z,u,v) € R x Rt x R, comme supp pe = R, on déduit que g(z,u,v) > 0. Il s’en suit
que pour tout (z,v) € R x R, p(z,v) > 0.

O
Lemme 7. Soit p: R x R — R [la densité du noyau de transition de (Zn)nZO donnée par
z _
p(ev0) =X [ pa(pelo = Z)P(fur] < [z -+ nél)*

Si pe est continue presque partout, et telle qu’il existe Bg > 0 avec [—Bg, Be] C supp pe 10
pe € LO(R) etl e supp D

10. On suppose que zéro est un point intérieur de supp pe.
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Alors pour tout (vg,z9) € R x R, F est continue en (vg,z9). De plus, pour tout (v,z) €
Chy X Cyy, p(z,v) > 0 avec
B

Csy = Bla, )

PREUVE: Soit g(z,u,v) = P(juv| < |z + né[)} 1, alors une expression de g est

oz u,0) = / / 1 uol <l 2y} ()P (2)pe () dedy.

Pour la continuité la preuve est la méme que dans le Lemme 6. Il ne reste plus qu’a prouver
maintenant la positivité de p sur C,, x C,, o1 zy € R. On va supposer que z, € R", la preuve

dans le cas ol zp € R™ est analogue. Tout d’abord prouvons que
V(v,z) € Cyy X Cyy, Jeg tel que Vu € [1 —e1,1 4+ €1], g(z,u,v) > 0. (5.7.111)

Soit 0 < € < 1 suffisamment petit pour que [1 —¢€,1 + €] C supp py, et soit u € [1 —€, 1+ €] et

(z,v) € Cyy x Cy. On peut donc écrire

B B
(L= )20 = =) < luv| < (1+)(z0 + =)
Pour (z,y) € [1 —€,1 + €] x [ B¢, Be¢] on obtient
B
z+xy§zo+f+(1+e)B§
et
B
—zo—f—(l—e)ng —z—xy
Si € est tel que
B B
(1+e)(z0+f) <z0+f+(1+e)B§
(5.7.112)
B¢ B¢
—20— — —(1—€)Bg < (1 —€)(z — =)
4 4
alors
1= @ e ({(x,y) € supp py x supp pe tel que |uv| < |z +zyl}) >0
et ainsi

ut @ P (supplfjup|<otayly) > 0.

Choisissons 0 < €1 < 1 tel que I’équation (5.7.112) soit satisfaite (il est possible de choisir un
tel €1 comme on peut le voir en passant par exemple & la limite dans 1’équation (5.7.112)) et

tel que [1 —e1,1 4+ €1] C supp py, I'équation (5.7.111) s’en suit.
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Montrons maintenant que 'on peut choisir e3 tel que [1 — €3, 1+ €3] C supp p, et tel que pour

u€[l—e€3,14+es]et (v,2) € Cy X Cy
z A1
pr(w)pe(v = =)g(z,u,0)" " > 0. (5.7.113)

Soit 0 < e < 1, suffisamment petit pour que [1 —€,1 + €] C supp py, et soit u € [1 —¢€,1 + €]
et (v,z) € Cy, X C,,. On peut écrire

En choisissant 0 < €2 < 1 tel que [1 — ez, 1 + €3] C supp py, et les inégalités suivantes ont lieu

B
Zo—i-%—i-i(fg_zo) <B§
oo dme (5.7.114)
Bg —Zy — T&
“Bes - Pt

il vient que pour tout u € [1 — €2, 1 + €2}, |[v — Z| < Bg lorsque v € Oy et z € Cy,. Soit
€3 =€1 Neg, pour u € [1 —e3,1 + €3] et (v,2) € Cyy X Cyy

4 _
pn(u)pf(v - E)g(zauav)/\ ! > 0.
Ce qui acheve de démontrer (5.7.113) et implique que

z _
plz0) > / po(u)pe(v — 2)g(z u,0)* Tdu > 0.
[1763,14»63} U

5.7.5 Preuve dulLemme 4

PREUVE: Pour la preuve de ce Lemme, on considére la chaine de Markov

¢, = (Zna"?ylza"' ané\agév"'ag;\)
, que I'espace d’état (RT) ! x (R)* muni de la tribu borélienne B((RT)**! x (R)}). Le noyau
de transition P pour cette chaine est donné par
P((z,nl,...,f)‘),AxA1 X...x AAx Bl x ... xBA) =

P(z, A)vy(A") .. vy (AN ve(BY) .. ve(BY)  (5.7.115)
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ol P est le noyau de transition de la chaine (Z,),>0 et v, (resp. v¢) est la loi de i (resp. ).
Nous allons montrer que la chaine ®,, satisfait la condition de drift donnée par I’équation (5.1.8)
pour V = Vi (2)+Va(n',...,n* & ... €Y), ou V] est tel que la chaine (Z,,),>o satisfait (5.1.8)
et V5 est une fonction > 1. On peut tout d’abord remarquer que I'équation (5.1.3) implique
que (RT)* x (R)* est un small set pour la chaine (n),...,n}, &k ... &)). Alors, pour V3 > 1,
Popérateur de drift A appliqué & (n',...,nM &5 ..., €N € (RT)N x (R)* est égal &

AVZ(Tl17 st 777)\7517 tet 7§A) =
E(Vé(Hl" . ’H)\’EI’ . "E)\)) - ‘/2(7]13' .t ’nAﬂglﬂ' . ’5)\) (5'7'116)

ot pour 1 <7 <\, H' (resp. E) est une variable aléatoire suivant la distribution v, (resp.
ve). Alors I’équation (5.7.116) implique que la condition de drift donnée par I’équation (5.1.8)
est satisfaite avec Cy = (RT)* x (R)* comme small set, b2, = E(Vo(H',...,H) EL, ... EY))
et )% = 1. On prouve maintenant que la chaine ®,, satisfait la condition de drift donnée par

I’équation 5.1.8 pour
Vizon',...on € &) = Vi(z) + Valn'y .o ont € €Y
ol V; est tel que la chaine (Z,),>0 satisfait 'équation (5.1.8) i.e.
AVi(z) < =ALVi(2) + bbb, (2) (5.7.117)

et Vo est une fonction > 1. En effet, grace a I'expression 5.7.115 du noyau de transition de

®,,, nous obtenons
AV izt oo e N = AVI(2) + AVa(nt, .. 0 €L e (5.7.118)
En utilisant une condition de drift satisfaite par a la fois V; et V5, nous obtenons
AV (z,nt, ... N €L €Y
< (SAGVA +bolle)(2) + (SAGVe + b la,) (0 - € €0

Cela nous donne

AV < =AEAMNEV + b6 VDETL, xcy (5.7.119)

qui est I'équation de Drift 5.1.8.
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Troisieme partie

Une application au controle par

laser
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Chapitre 6

Algorithmes évolutionnaires pour le
controle de I'orientation de

molécules

Ce chapitre reprend l'intégralité de 'article [11]:
[11] A. Auger, A. Ben Haj Yedder, E. Cances, C. Le Bris, C. M. Dion, A. Keller, and O.
Atabek. Optimal laser control of molecular systems: methodology and results. Mathematical

Models and Methods in Applied Sciences, 12(9):1281-1315, 2002.

Résumeé

Les travaux présentés sont les résultats d’une collaboration avec C. M. Dion, A. Keller
et O. Atabek, physiciens du Laboratoire de Photophysique Moléculaire d’Orsay. Le probleme
physique posé est celui du controle de 'orientation d’un systeme moléculaire lorsque celui-ci
est soumis & un champ laser. Deux approches physiques existent pour ce probleme. D’une
part une approche expérimentale [6] et d’autre part une approche numérique [48, 47]. C’est
cette derniere approche qui a été utilisée. Elle consiste & modéliser un systeme moléculaire
simple et & le résoudre numériquement. La molécule précisément étudiée ici est la molécule
HCN. L’évolution de cette molécule, lorsqu’elle est soumise a un champ laser, est décrite par
I’équation de Schrodinger (cf équation 6.2.7). En toute généralité, la résolution numérique

de ce systéeme moléculaire est un probleme en soi, parce qu’il s’apparente a la résolution
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de systemes d’équations en grande dimension. Dans le cas particulier de ce chapitre, la
modélisation faite [45] permet de réduire la dimension & 2, ce qui permet de traiter numériquement
le probleme. La résolution, réalisée par C. Dion [45] consiste, étant donné un champ laser
(voir la paramétrisation utilisée pour ce champs laser & la Section 6.2.2) & calculer 1’évolution

de la fonction d’onde décrivant 1’état du systeme sur une grille de pas de temps. Notons que
cette modélisation physique présuppose, entre autre, que le systeme est a température nulle,

ce qui est une limitation du modele considéré pour une application des résultats sur une
expérience réelle.

Le probleme de controle par laser se pose en ces termes: On cherche un champ électrique
(ou champ laser) qui va amener le systéme moléculaire dans une orientation donnée. Ce
probléeme de controle est traduit en probleme d’optimisation. Etant donné un champ électrique,
I'orientation du systéme soumis & ce champ est mesurée grace a différents criteres calculés a
partir de ’état du systéme (résolu numériquement dans [45]). Une discussion sur les différents
criteres choisis pour mesurer cette orientation est donnée a la Section 6.2.2. Le critere ainsi
choisi est la fonction & valeur réelles & optimiser: les parametres du champ laser déterminent
I’espace de recherche.

Les caractéristiques connues a prior: sur ce probleme d’optimisation sont les suivantes. La
fonction est cheére & calculer puisque une évaluation de fonction prend environ 1 minute (sur
un Pentium II, 500 MHz) et cette fonction n’étant pas connue analytiquement (résultat de
la résolution numérique de ’équation de Schrodinger), son gradient n’est accessible que par
différences finies ou par une méthode de différentiation automatique. L’espace de recherche
étant de dimension 70 (en fait la dimension de cet espace a été réduite dans un second temps),
la méthode des différences finies n’était pas envisageable. En conséquence, dans sa these, A.
Ben Hay Yedder [154] a mis en oeuvre une méthode de différentiation automatique pour le
calcul du gradient d’un des criteres, et testé la méthode BFGS pour l'optimisation de ce
critere. Il s’est avéré que l'algorithme convergeait rapidement vers un minimum local proche
du point initial. Un algorithme évolutionnaire, connu pour étre robuste aux minima locaux,
a donc été mis en place pour 'optimisation. Ceci est décrit dans ce chapitre, tout comme les
résultats obtenus. Notons que la souplesse de la mise en oeuvre des algorithmes évolutionnaires
a permis d’optimiser différents criteres qui intéressaient les physiciens. Il a suffit de remplacer
une fonction fitness par une autre, ceci est incomparablement plus rapide que de mettre

en place avec une méthode nécessitant le gradient de la fonction ('implémentation d’une



165

méthode de différentiation automatique pour le calcul du gradient ou simplement poser le
probléme adjoint ne sont pas des choses immédiates).

Deux algorithmes évolutionnaires ont été utilisés pour résoudre le probleme, ils sont décrits
en détail a la Section 6.3.2. Le deuxieme algorithme est précisément un algorithme SA-ES
non isotrope (cf chapitre 1).

Les résultats obtenus par I’approche évolutionnaire sont décrits a la section 6.4, ils ont par
ailleurs fait 'objet de la publication dans la revue de physique [155]. D’autres publications
dans des journaux de physique sur le méme type de problémes et utilisant une approche par
algorithmes évolutionnaires pour ’optimisation, témoignent du succes de cette approche pour
ce domaine de la physique [50, 7].

Enfin, comme mentionné dans l'introduction de cette these, c’est entre autre la mise en
oeuvre de l'agorithme SA-ES sur ce probleme qui a motivé le chapitre 2. En fait, beaucoup
d’essais lancés, convergeaient “prématurément” vers des minima locaux non intéressants’.
Ceci était encore plus vrai pour certains jeux de parametres que pour d’autres, ce qui
nécessitait pas mal de réglages des parametres comme la taille de la population, les écart-
types initiaux et les parametres 7 et 7/ pour la mutation log normale (cf chapitre 1). Pour ces
essais qui convergeaient vers des minima locaux non intéressants, les valeurs des parametres
de la mutation n’étaient clairement pas optimaux, généralement trop petits par rapport au
paysage de la fitness (testé & la main en calculant la hessienne locale de la fonction & ol avait
lieu la convergence prématurée), et beaucoup d’individus étaient évalués plus jetés. Ceci a
motivé I'introduction d’une méthode faisant un meilleur usage des individus et de leur valeur

de fitness.

1. En fait, on parle de minima locaux non interessants parce que, les champs lasers trouvés sont aussi des
minima locaux au sens oti la valeur minimale théorique du critere est -1, et les valeurs du critere correspondantes

aux champs intéressants pour les physiciens étaient au alentour de —0.25



6.1

166Chapitre 6. Algorithmes évolutionnaires pour le contrdle de I’orientation de molécules

Optimal laser control of molecular systems:
methodology and results

A. AUGER, A. BEN HAJ YEDDER, E. CANCES, and C. LE BRIS

CERMICS, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées
6 ¢ 8, avenue Blaise Pascal, Cité Descartes,
Champs sur Marne, 77455 Marne-La-Vallée Cedex 2, FRANCE

C. M. DION, A. KELLER and O. ATABEK
Laboratoire de Photophysique Moléculaire
Batiment 218, Campus d’Orsay, 91405 Orsay, FRANCE

We report on some mathematical and numerical work related to the control of
the evolution of molecular systems using laser fields. More precisely, the control
of the orientation of molecules is our goal. We treat this as an optimal control
problem and optimize the laser field to be used experimentally by using both
deterministic and stochastic algorithms. Comparisons between the different stra-
tegies are drawn. In particular, when gradients of the cost functional are used,

the different ways for their computation are compared and analyzed.

Introduction

We wish to report on theoretical and numerical work devoted to the modeling of the control
of chemical reactions by laser fields. The laser control of chemical reactions is indeed a very
active field of laser physics, at the crossroads between quantum chemistry, quantum mecha-
nics, and theoretical and experimental femtophysics. Manipulation of molecular systems using
laser fields is today an experimental reality [6], provided one restricts his aims to reasonable
goals, as will be seen below. This leads to a mostly unexplored field for mathematical ana-
lysis and numerical simulation. Numerical simulations can indeed efficiently complement the
experimental strategy, both by explaining the deep nature of the phenomena involved and
by optimizing the parameters to be used experimentally.

We present here the contributions of our team, which is composed both of mathemati-

cians and physicists. The emphasis is here on the mathematical aspects and the numerical
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techniques. A companion article [155] focusing on the physical aspects appears elsewhere.
The most striking result of our work is given in [49].

Before we discuss the technicalities, let us briefly state in a rather formal way the problem
we shall deal with. All details will be given in Section 6.2, and for pedagogical purposes we
prefer to only give a vague setting in this explanatory survey.

The evolution of a molecular system subjected to a laser field ? is modeled by the time-

dependent Schrédinger equation

maa—‘f — Hop+ E(t)- D(E 1), (6.1.1)
complemented with the initial condition (¢ = 0) = 1. In this equation, the wave function
1y is assumed to depend only on the coordinates of the various nuclei the molecular system
is composed of. The presence of the electrons is accounted for through an effective potential
acting on the nuclei, and contained in the Hamiltonian Hy of the free system (when the laser
is turned off). We denote by B(?(t)) the dipole moment of the molecule in presence of
an external electric field ?(t); at the first order perturbation theory, one can use the form
B(?(t)) = o+ @€ More sophisticated models would feature higher order expansion of

(& (t)) interactions, still in the perturbation setting, or even a true dependence of the wave
function v and the Hamiltonian H with respect to the coordinates of all nuclei and electrons
of the molecular system. To the present day, the latter model is out of reach of numerical
treatment.

In order to state an optimal control problem, we need, in addition to the direct equa-
tion (6.1.1) modeling the evolution of the system, to define a cost function. Minimizing this
cost function will give a formal sense to the physical target we want to reach. In our work,
we consider a linear molecular system and intend to orient it in the direction of the linearly
polarized laser field. The cost function we adopt will therefore reflect this wish. Just to fix
the ideas, let us mention an example of cost function in the simplest case when the state of
the system 1) (solution to equation 6.1.1) is a function of time ¢ and of the angle # between

the axis of the system and the direction of the laser field:

t=T O=m
J(E) = l/ / (2, 0)[2 cos 0 sin 0 dB dt. (6.1.2)
T Ji—o Jo—o

The reason why we choose an orientation problem as our control problem, and consequently
such an objective function will be made clear below. Other forms of the cost function will
also be given later in this article.

The simple setting we have just indicated above suffices to now underline the peculiarities
of the optimal control problem we have to tackle, with respect to other optimal control
problems that the reader may have in mind and that come from more usual domains of the

engineering world (aeronautics, ...). Let us now emphasize these peculiarities.



168Chapitre 6. Algorithmes évolutionnaires pour le contrdle de I’orientation de molécules

From the standpoint of the mathematical theory, this problem is bilinear (the control
? multiplies the state 1)) which at once puts the problem on a very high level of mathe-
matical difficulty. Indeed, the mathematical theoretical results on bilinear control are very
rare. In infinite dimension, i.e., for the PDE (6.1.1), since the celebrated work by Ball and
Slemrod [17], no real progress has been made, to the best of our knowledge. For the finite
dimensional approximation of (6.1.1), there exist some results that can also be extended to
the infinite dimensional case but that are not very easy to exploit (so far). We refer to the
work of G. Turinici et al. [144, 145, 146] for some recent progress on the theory of exact
controllability for systems such as those we deal with here. For the optimal control problem,
some minor things can be done. We refer in particular to [34] where some of us have pro-
ven the existence of an optimal field in a very academic and simplified setting. We shall not
elaborate any longer on these theorical aspects and now concentrate on more practical ones.

A noticeable peculiarity is the fact that, in most cases, the control ? is distributed in
time, and not in space. It is not a crucial fact for the sequel (cases when ? depends both
on time and space could be treated in the same fashion, however with slightly more tedious
computations) but it is rather convenient and constitutes a very reasonable approximation in
the case of small molecular systems such as atoms and small molecules. At the scale of such
a system, the laser light is indeed seen as homogeneous in space. Such a distributed in time
control is not that usual for a partial differential equation such as (6.1.1).

In addition, special attention must be paid to the fact that although our goal is to drive the
system from one initial state to some other specific state through a controlled time-dependent
evolution, the cost function we choose to formulate our mathematical problem is not a distance
to a target state, but the mean value of an observable (a measure of the orientation of the
molecular system with the field). We wish to comment a little bit further on this point. The
ultimate goal of the manipulations we want to model is the control of chemical reactions.
This means for instance making a system ABC split into AB + C rather than into A + BC'
(see [33] for an introduction to this problem). Succeeding in making a chemical reaction
possible does not necessarily mean driving the initial state to the final one, but sometimes
(and in fact most of the times) only succeeding in preparing the initial system in a good way
so that afterwards the desired reaction spontaneously happens. In that respect, orienting a
molecule in space is both a modest and sufficient goal. Once it is conveniently “geometrically”
prepared, the goal is almost reached. Nature will do the rest of the job. In addition, there
are today experimental evidences showing that aligning a molecule (orientation is one step
forward alignment) with a laser is feasible, and constitutes a significant step that can be used
to efficiently control reactions (see the groundbreaking work by H. Stapelfeldt [128, 95]). The
problem of orientation is therefore a good problem to look at.

It is also enlightening to consider this problem from the practical standpoint. Let us first
indicate some orders of magnitude. Typically, the space scale is that of a molecule, namely

a few angstroms (107'° m), and the time scale is that of the vibration of a molecular bond,
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namely ten femtoseconds (10~!* s). The total time of simulation for equation (6.1.1) is thus
typically the picosecond (10712 s). There are two main consequences of this time scale. First,
the control needs to be an open-loop control, since it is clear that one cannot update the field
in real time with electronic devices. In other words, the only system that can react as fast as
the molecular system is precisely the system itself. The second consequence is that we must
think of this problem in a completely different way from the way we think of usual control
problems: we are here in a framework where we can do thousands of experiments within
a minute (while we cannot launch a rocket thousands times). This ability to make many
experiments has in turn two consequences. First, one can imagine, and it is indeed done,
to couple the numerical search for the optimal field not with the numerical simulation of
equation (6.1.1), but with the experiment itself [6, 89]. The experimental solution of (6.1.1) is
indeed much faster than its resolution on a computer. There is here some matter of reflection
for experts in scientific computing. Second, one of the major problems of this field is the
tremendous amount of data that are at our disposal. A challenge is to find a way to exploit
them in the optimization cycle. We shall not give in this article any definite answer to the
questions and concerns raised above, but it is sound to keep in mind these points.

One must also know about the practical parameters for a laser field. One of us has
presented in [31, 30] a rapid account of this point, and we refer to it, or to the comprehensive
report [142] for more details. Let us only say that a trade-off has to be made between the power
of the laser, its time resolution, its repetition frequency, and also its price and its size. The
laser fields we shall make use of have intensities in the range [10'2,10'3] W/cm?, are able to
have a risetime of the order of 10~'*s, and the light they create has frequency around 10'*Hz.
A very peculiar feature appears here again. One can ask the question whether it is better to
optimize upon only the fields that are today experimentally feasible or to consider all fields
without taking into account any contemporary technological constraint. Both approaches may
be useful. In particular, the second one may help in designing the lasers physicists do need
for the next generation. In the present article, we mostly choose the first approach, taking
explicitly into account the technical requirements. We shall however also explore the second
one (see more on this point below when we optimize with ten laser fields).

The stage is now set. Let us say a few words on the methodology we choose for the search
of the optimal laser field.

First and foremost, we must emphasize that the present study is far from being the first
attempt to find numerically the optimal laser field. There exist many theoretical studies based
upon the construction of small systems of ODEs approximating (6.1.1) so that the optimal
(or exact) control problem can be treated explicitly “by hand”. The leading experts of this
approach, fundamentally based upon a deep knowledge of (or intuition of) the main mecha-
nisms are P. Brumer, P. Schapiro and coworkers [33, 32]. Other outstanding contributions, in
particular on intense laser fields are due to A. Bandrauk [37]. On the other hand, the optimal

control methodology in the sense applied mathematicians speak about it has already been
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thoroughly explored by physicists, in the first row of which stands H. Rabitz [156, 88]. See
also works by Fujimura [80], Sakai [90]. However, in all these contributions, the algorithms
used for the numerical search for the optimized field are seen as black boxes, and not as topics
for research. Our own approach aims at complementing the work of these leading researchers
in physics by exploring the capabilities of the most recent optimization tools, by comparing
them to one another on the present problem, by drawing conclusions on the best tools to be
used, and also, when possible, by improving the physical conclusions.

On the present problem, we shall investigate mainly the following issues, which are of

general interest, but whose response may differ from one problem to another:

— use on this specific case of deterministic algorithms (gradient-like algorithms), of sto-
chastic algorithms (genetic algorithms and evolutionary strategies) and of algorithms
mixing the two approaches, such as genetic algorithms accelerated by mutation by gra-
dient

— comparison of the different ways to compute the gradient when needed: discretization
of the adjoint equation, computation of the adjoint of the discrete equation, automatic

differentiation
— impact of the choice of the cost function on the result, multicriteria approaches,...

The sequel of this article is organized as follows. In the next section, we give a detailed
presentation of the problem under study, making more precise the quantities (Hamiltonian
H, state 1, electric field ?, dipole moment B, cost function J) we have described above
in a somewhat vague way. Section 6.3 describes the different optimization methods we shall
make use of. For some of them, we shall need to compute the gradient of the cost function.
In Section 6.3.1, we therefore make a numerical analysis to determine which strategy is the
best one to compute this gradient. In Section 6.3.2 we give a short description of stochastic
algorithms we employed. Section 6.4 then gives the results obtained for our problem with
deterministic algorithms and with stochastic ones. Finally, in Section 6.5, we shall summarize

our main results and indicate the directions of our current and future research.

Statement of the control problem

6.2.1 The system under study and the control problem

The molecular system we study is the linear HCN molecule (hydrogen cyanide). This molecule
has been chosen because it is linear in its ground state and should stay so if the laser frequency
is out of resonance with respect to the bending modes. Therefore it constitutes a perfect toy

object for testing our methodology. We use the so-called Jacobi coordinates (R = (R, r), 0, ¢)
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to parameterize the state of the molecule (see Figure 6.1). The free Hamiltonian Hj can
be written as Hy = Hyjp(R) + Hyot(R, 0, 0) + V(R) and the dipole moment is written as

t
D(E(t)) = —po(R,7)cos O — ? [oy(R,7) cos?0 + a| (R,7)sin” @] . Then the general form

for the Hamiltonian, given in [48], is
H(R, 0, P, t) = Hvib(R) + Hrot(Ra 0, (P) + V(R) + Higser (R, 0, P, t)a (6'2'3)

where Tyot + Hyo; denotes the kinetic energy operator with
h? 1 0 0 R 10 0
Hyip(R) = ————— RP— | - —— =~ (=),
2ugen R?2OR OR 2ucn T2 or or

h2 1 0 o 1 62
H = - 20 "% ) t Gze a2
(B0 0) = = R o) [Sin@ 00 (Sln%o) T s?e 8<p2] ’

where V (R) denotes the effective potential resulting from the electrostatic interaction between

nuclei and electrons (in their ground state), while

Hlaser(Rv 0, o, t) = S(t) : D(S(t))

£2(t)

= —uo(R,7r)E(t) cosh — 5

[oy(R,T) cos? 0 + a| (R,7)sin” 0]

denotes the interaction between the molecule and the laser field. In the former formulas, pon

¢
€
N r
Fic. 6.1: Model for the HCN molecule.
and pgon represent the reduced masses:
_ memy _ mp(mc +my)
HCN = —————— MHCN =
mo +mpy myg +mc +my

and pg is the permanent dipole moment. The coefficients «) and «, are respectively the

parallel and the perpendicular components of the diagonal polarizability tensor @ given by
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Q|| = @z, and o) = azy = ayy when (Oz) is the molecular axis.

As a first step toward the treatment of the sophisticated model (6.2.3), we consider in all the
remainder of this article the case of a rigid rotor: the problem depends only on the angular
variables 0, ¢. Furthermore, symmetry conservation around the laser polarization axis allows
us to separate the motion in ¢ from the motion in #, and consider only the latter in our

calculations. The Hamiltonian (6.2.3) therefore reduces to

H= H(Oa t) = Hrot(o) + Hlaser(ea t), (6.2.4)
with , ) )
h 1 .
Hrot(o) - _2(MHCNR2 + NCNTZ) sine% (Sln 9@)
and

Hlaser(ea t) = _IJ:O(R, ’T')g(t) cos 0 —

2
&) o (R, ) cos? 0+ a | (R, r)sin 6],
9 Il

where R and r are fixed at their equilibrium value. The objective function J(£) we are
optimizing will be detailed in Section 6.2.3 but let us now introduce the instantaneous criterion
7(t) used to compute J(€) and which is the measure of the orientation at time ¢ (see [64] for
more details),

j(t) = (cosB) = /07r cos® P(6,t)sinfdb, (6.2.5)

where P(0,t) is the angular distribution of the molecule. In the case of rigid rotor angular
distribution is reduced to P(0,t) = |[¢||% where ||| denotes the squared norm of the

complex 1. The instantaneous criterion therefore becomes

i(t) = / cos 0 |[4]1% sin 6 do. (6.2.6)
0

The instantaneous criterion j(t) takes its values in the range [—1, 1], the values —1 and 1
corresponding respectively to a molecule pointing in the direction of the laser field polarization
axis and in the opposite direction.
The Schrodinger equation
ih%% = Hp,
P(t = 0) = tho.

depending only on the variable  is numerically solved with an operator splitting method [60]

(6.2.7)

coupled with a FFT for the kinetic part as shown in [40, 109]. Table 6.1 summarizes the

parameters of the HCN molecule for R and r fixed at their equilibrium value.

6.2.2 Choice of the set of electric fields

We now describe the set of laser fields we minimize upon. As said in the introduction, both

strategies of restricting oneself to the experimental state of the art or of considering the most
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TAB. 6.1: Parameters of the HCN molecule.

2
B = m (a.n.)  po (am) o (au) ai (au.)
6.638 x 10°° 1.141 20.05 8.638

general laser fields are of some interest. We begin with the second one, by considering that the

electric field £(t) we have at our disposal is the sum of N (< 10) individual linearly-polarized

N
pulses: £(t) = Z En(t) sin (wpt 4 ¢p) - The envelope functions &, (t) are of given sine-square
n=1

form,
)
0 if t < ton
Eon sin? [g (%)] i ton < t <tin
En(t) =14 Eon if <t <ton (6.2.8)
Eop Sin2 [g (%)] ity <t <t
| 0 if t> tan

each pulse being characterized by a set of 7 adjustable parameters, namely its frequency wy,,
relative phase ¢,,, maximum field amplitude &,, together with 4 times determining its shape

(origin tgy, rise time t1, — to,, plateau to, — t1,, and extinction time t3, — t9,). All beams

0.02 ‘ ‘ ‘ ‘

0.01 — -

-0.01 — —

| L | L |
-0.02 L
0 0.5 1 1.5

time (ps)

F1a. 6.2: A typical laser field E;(t).

are polarized along the same axis. This makes a total of 7 x 10 = 70 parameters. It should
be once more emphasized that by considering such a superposition we do not have in mind
to model a situation that is experimentally feasible, but only to generate a “generic” form of
signal &(t).

As it will be seen below, using such a generic field has one main disadvantage (in addition
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to that obvious huge difficulty to minimize over R7°!): the optimized laser field that is obtained
through minimization is likely to be too difficult to analyze! Indeed, as we have very pragmatic
purposes, we aim at providing the experimenter with a well identified field to generate.
Obviously, a typical field obtained by such a minimization and shown on Figure 6.10 cannot
be easily analyzed. Therefore, the main part of our work will be along the first strategy:
restrict ourselves to a superposition of two, or at most three, different lasers of the shape of
Figure 6.2 even if the price to pay for this is to lose a little on the optimality.

Apart from sticking to experimental reality (for instance a system of two lasers with the
same pulsation but with two different phases is nothing else than the same laser with different
optical paths), it greatly simplifies the post-treatment of results. In this view, one of our first
results has been that when we use 3 lasers, i.e., when we allow for 3 different lasers in the
minimization procedure, the algorithm ends up with an optimized field where the third laser
has a very small amplitude (see Table 6.5 in Section 6.4). In other words, considering two

lasers is enough. We shall therefore concentrate on this latter case.

6.2.3 Choice of the cost function

The cost function is the mathematical formulation of our physical goal. Its choice is so difficult
in our context that it has not been done a priori, but has been the result of an “iterative
process”. We have tested different ones and compared (on mathematical and physical bases)
the results they produce. In this process, we have kept in mind the crucial following points:
if a function produces (after minimization) a field which is too difficult to understand, it can
be replaced however by another (possibly less) efficient that produces more understandable
results. Most of the time we shall therefore handle many different cost functions, and not
only one.

Basically, our physical goal is twofold:

— we want to have the molecule oriented with the field in a very good way at (at least)

one time during the interval of time considered. The criterion for this purpose is:

— min j( 2.
J té?&f%]]()’ (6.2.9)

— and/or we want this orientation to be kept as long as possible, even if it is not so perfect.

Then the criterion to be used is:
1 /T
=1 / i(t) dt. (6.2.10)
T Jo

The latter criterion J is what we have written J(&) in the equation (6.1.2). Unless otherwise
mentionned, we shall deal henceforth with a criterion J that denotes either of the two criteria
(6.2.9) or (6.2.10). In both formulas, let us recall that j(¢) is the quantity introduced in
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formula (6.2.6) of Section 6.2.1 and which the orientation at time t.

In the second setting, it should be made precise that “as long as possible” typically means
relatively long compared to the rotation period of the molecule, namely 11 ps for HCN, which
indeed is quite a long time in our context.

In the following, we shall call “narrow” (see Figure 6.3 (a)) a function j(¢) produced mainly by
the optimization in the first setting and “wide” (see Figure 6.3 (b)) a function j(¢) produced

mainly in the second one. Let us also mention that a multicriteria approach is possible and

A A
io /\ jo

time time

(a) (b)

F1a. 6.3: Typical shape of an optimized j(t) obtained with criterion Jy (a) and criterion Jo

(b). They are respectively called a “narrow” and a “wide” in the text.

that it may possibly result in obtaining many different minima and/or the best one in some

sense to be defined (see Section 6.4).

6.2.4 Identification and classification of the fields obtained

Of primary interest is the need to understand the fields produced by the optimization al-
gorithm. It will allow one to identify the underlying main mechanisms, to imagine scenarii,
and to further simplify the electric field to suggest the most simple field to be experimentally
generated.

The huge number of optimization processes we have run, with different sets of parameters,
with different ranges of values of these parameters, and with different criteria, has resulted
in an enormous data set of optimized fields £(t). We believe that a good way to classify them

1s:

— fields of the form of a kick (see Figure 6.4), which is an initial sudden (of approximately
0.25 ps, i.e., much shorter than the rotational period of 11 ps) and asymmetric (with

respect to its sign) pulse.



6.3

176Chapitre 6. Algorithmes évolutionnaires pour le contrdle de I’orientation de molécules

I I
0 05 1

time (ps)

Fia. 6.4: Example of a “kick” field.

— fields of the form (w,2w) (see Figure 6.5), which are a superposition of two laser fields

with the pulsation of one being twice the pulsation of the other one.

time (ps)

F1a. 6.5: Ezxample of an (w,2w) field.

— succession in time of two fields with a short overlay time (see Figure 6.6)

— other types of fields, apparently too complicated to be easily described.

Methodology

The way we have tackled the optimization of the orientation problem is based on two dif-
ferent classes of algorithms: first the gradient like algorithms, and second the evolutionary
algorithms (EAs). The former ones are purely deterministic and are known to be from far
the more rapidly convergent ones but present the drawback from running the risk of remai-
ning trapped in a local minima. The latter ones are stochastic algorithms based on Artificial
Darwinism. They are less sensitive to the number of local minima but as they are zero-order
methods, the convergence is slower. A way to exploit the forces of both deterministic and
stochastic algorithms is to use hybrid methods. We have explored one of these methods with

an evolutionary algorithm using a gradient mutation operator.
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F1G. 6.6: Example of a succession of two laser fields.

This section presents in a first part different ways of computing the gradient of the criterion
to optimize and compares the different methods. In a second part, this section briefly explains
the basic steps of EAs, and next mention which purely stochastic and hybrid EAs have been

used for the results presented in Section 6.4.

6.3.1 Gradient like algorithms

In this part, we present different ways to compute the gradient of the differentiable cost
function J(&), defined by (6.2.10) (the criterion (6.2.9) is not differentiable) needed for the
gradient-like algorithms. We use two gradient like algorithms: the Polak-Ribiere non linear
conjugated gradient algorithm with Wolfe or Goldstein-Price line-search (hereafter abbreviate
as PRLS) and the BFGS algorithm. For a complete presentation of these algorithms see [26,
Part 1]. The most natural and the most easiest way to compute the gradient is the finite dif-
ferences method, which is unfortunately very time consuming. So the need is to find another,
less time consuming, way to compute the gradient. The well known adjoint method may be
implemented in (at least) two ways: one can either discretize the continuous adjoint equation
or one can do the adjoint calculus on the discretized form of the direct equation. It is not clear
at all (at least to us) whether there is a general recipe claiming which of the two approaches
is the best one. Therefore we shall test both approaches on our specific situation. In fact, the
second approach (adjoint calculus on the discretized form) can be itself subdivided into two
approaches: the semi-discrete approach, and the fully discrete one (see below). In addition, we
shall also compare these methods with that of automatic differentiation (which in principle
amounts to doing calculus on the fully discretized form of the equation, but which, in fact
differs from this strategy because of implementation details). The tool we use in this latter
approach is Odyssée [59].

We begin in Section 6.3.1.1 by presenting the continuous approach which consists in discre-
tizing the continuous adjoint equation. Next Section 6.3.1.2 details an intermediate approach
where one does the adjoint calculus on the semi-discretized equations (which means equations

only discretized in time) and next discretizes in space (f) the so-obtained adjoint problem. In
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Section 6.3.1.3 we then compare this approach to the continuous one on a simplified example.
In Section 6.3.1.4, we present the approach (called the discrete approach) consisting in doing
adjoint calculus on the fully discretized equations (both in time and space). Finally, in Sec-
tion 6.3.1.5, we present the automatic differentiation approach. The numerical results are

presented in Section 6.3.1.6.

6.3.1.1 Discretization of the adjoint of the continuous problem

To find the equations satisfied by the adjoint state p, let us see the control problem as a
minimization problem under the constraint ih%—f = H 1) and (¢t = 0) = 1pg. We emphasize
that this is only a formal method to determine the adjoint problem and to compute the
gradient. We shall skip the rigorous verification that the adjoint problem we find is indeed the
correct one and that it yields the correct gradient. Using definitions given by Equation (6.2.4),
we will write in this section the Hamiltonian H in the form: H = H,, + Hjyser. We recall
that only Hjyse, depends on €.

Let us first introduce some definitions and notations that we will use throughout this section.
For &£1,& € V; = L%([0,T],R) we define the scalar product

T
Eulede = [ EiEar

and for ¢y, o € Vy = L%(]0,27],C) the scalar product

<¢1|¢2>0,C = /07T R (¢1 (e)gﬁz—@) sin 6d6.

We also define for 91,12 € V = L?([0,T] x [0,27],C) the scalar product

(P1l¥2)10.0 —/ / P16, )1 (0, t)) sin 0dOdt.

The subscript C aims at recalling the “continuous” nature of the scalar product, in comparison
with the semi-discrete or the discrete ones which will be used later on. We emphasize that
when differentiating functions with complex variables we consider these functions as two-
variable functions and more precisely the complex variable is taken as an element of R?. For
a given laser field £, we denote by )¢ the solution of Equation (6.1.1). Therefore, we define
J using the criterion J as: J(£) = J(1¢). Thus for £ € V; and (¢, p) € V2 we write the

Lagrangian L¢ of the continuous problem as follows:

L&, p,p) = J(¥)+ < (maﬁ — Hyop — Hl> w‘p>w )
=0 = (ot =0y (63.11)
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With standard, but tedious, calculations mainly based upon the linearity of the scalar product

and that of the operators H,, and Hj,se, with an integration by part and with

- 1 [r oy _
J'(ap) - 6 = T / / R [24) cos 06¢] sin 0dOdt, (6.3.12)
0 Jo
. oL¢ : : -
we obtain W(E , e, p) - 01, which when set to zero gives the adjoint problem
., Op 2
- H _Z

ih ot rotD + HigserP T"/JS cos ), (6313)
p(T) = 0.

We next formally compute the gradient VJ using the Lagrangian L. When using ¢ = ¢
the expression of the Lagrangian is L¢ (&, v¢,p) = J(ve) = J(E), thus we get

OLC s OLC
J(E) 66 = —(& 0+ —(& T
( ) ar‘/) ( a’l/)é’ap) € + € ( Mﬁsap) )
TP OLY : -
which is simplified into J'(£)-0€ = W(ﬁ, e, p)-0E when p is the adjoint state pg. Therfore,

the gradient VCJ = % is obtained by

(VETI16),

I
™
<
o
S
N
(o9
™

- aHlaser > >
= (- Elaser gy 5
(- (@ -ae) elpe)

T rrm
= / / R [(,uo cosf +¢& [O‘H cos? @ + | sin? 0]) 1/;5;0_555] sin 0dfdt.
o Jo

The discretization of Equation (6.2.7) is done with an operator splitting method,

0
v,
At : - (6.3.14)
'1/;n+1 = 67%7Hﬂzser67%AtH“’t67%THﬂlserzpn’

where H

luser 18 the time-dependent operator taken at time step ¢". Using this scheme to

discretize the linear part of Equation (6.3.13) we obtain

=0 (6.3.15)
= e%%Hﬁlsere%Ath’fe%%Hﬂmerpn —+ %1/)? CcOS o—ht o
7

In addition, we use the same schemes for the time and space discretizations as the ones used

n—1

for computing J(E). More precisely, we use for time discretization a simple Riemann rule

integration scheme. For the integration in 6, the method used is the Simpson rule

. 2N
™
/0 g(0)do = N go g (Or)
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Ad N-1 N—2
= 5 |9(60) +4 > g(ara1) +2 ) g(Ook42) +g(02n) |, (6.3.16)
k=0 k=0

where Af = % and where (0;)r—02n are the equally-spaced integration points. Therefore

the discretization of the gradient (6.3.14) reads, with an approximation in (At)? and in (A8)*,
(VETI8E), . =

N-12M
Z Z R [,uo cos O + & [oz” cos? 0y, + o) sin? Ok] ¢,?1_)Z] 0E™ Atay, sin 6, A6, (6.3.17)
n=0 k=0

6.3.1.2 Adjoint calculus on the semi-discretized equations

The discretization of the time-dependent Schrodinger Equation (6.2.7) is given by (6.3.14)
while the discretization of the criterion (again by the Riemann rule integration scheme) yields
the semi-discrete Lagrangian

N—
1 N .
L€, v, P) = ?Z‘;]/o 19" 1 cos Osin 0dOAL + (4° —o[p°),

+ <\I]S _ e—%%Hlasere—%AtHrote_%%Hlaser\I]‘ P> , , (6318)
where U9 = (1, ..., ¢N), U = (¢°,..., N and P = (p°,...,pV 1) are elements of (Vj)V
and where £ = (£°,..., V1) is an element of RY . The scalar product (|")g,c s the one gi-

ven in the previous section and the scalar product (-[-), 5 ¢p is given by (¥1|U2), ) sp =
N
Z(wﬂng)w At with Wy, ¥y € (V5)N. We also define for £,& € R the scalar pro-

n=1

duct (&1€2), 5p = ZS?S&‘. For a given laser field £ we denote ¥¢ the solution of Equa-

n=1
SD

tion (6.3.14). As in the previous section, by computing a—‘lj(é',\llg,P) - 0¥ and then by

setting it to zero we get the following discrete adjoint problem:

PNt =0, (6.3.19)
p’n,—1 — eé%HlaserehAtHroteh AZtHlaserp — —'l/}g 0080 -
And the gradient is obtained by:
oL P
O (S,\IIS’PS) - 0&
N-1
_ < ZAt oH laser 5Ee __%Hlasere hAtH“’te %A?t ﬁ””",bn >
~ n 0,C
N-1

iAt OH, laser —ig
— 55” laser n+1 . 6320
‘ < 08, > et )o (6.3.20)

3
I
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Thus, with an approximation at the order (A#)?, we obtain

(VSDJ|6€>t’SD =

— Z Z?R [ ¢n+1 Dy (ﬂ,[] cosOp +E" [O‘H cos? O, + « | sin Hk]) SE™| (At)? sin fpay A6,
(6.3.21)

6.3.1.3 Comparison of the continuous and the semi-discretized approaches

In order to understand which of the formulae (6.3.17) or (6.3.21) is more accurate, we give
below some illustrative example. Although very basic, this example allows one to unders-
tand the fundamental difference between formulae (6.3.17) and (6.3.21). Let us argue on the

following Schrodinger equation:

op
ihge = VW cos, (6.3.22)
’l/)( ) - 1/)03

(obtained by simply setting Hy to zero in (6.2.7)) with the criterion written in the form

J(E) = / / £ (1)) sin 0d0dt.

The first way to proceed is the one we have followed in Section 6.3.1.1, namely by discretizing

the adjoint equation. For Equation (6.3.22), basic calculus shows that the adjoint equation

is given by
L Op 77
ih=- = E(t)peost — F(ye), (6.3.23)
p(T) =0,

which once discretized with the same scheme as the one used for the direct equation, yields

pN =0, .
6.3.2
pnil = e%%HlaserehAtH“’te;iAZ Hﬁlserpn — F(ng’)—h ( )
1
We compute the gradient of the criterion,
1 T s , 8’!/) )
= ?/0 /0 f (¢5)§ sin 0dOdt,
where g—? solves ;
< > Peosh+E(t )COSQ%
(6.3.25)

% =0.

t=0
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Thus, by using Equation (6.3.23) and integration by part we obtain

T T
(VJ6E) o = —/ (/ ¢ﬁcosesin0d9> d&dt. (6.3.26)
0 0

We now discretize this integral by the Riemann scheme which yields

T T
/ (/ 1P cos O sin 0d9> 0Edt =
0 0

and thus the following approximation of the gradient:

N-1

> ( / "p" cos Osin 9d0> SE™AL,
0

n=0

N-1

(VI)I6E) == </0W Y p" cos@sin0d9> SEMAL, (6.3.27)

n=0
is the exact analogous of formula (6.3.17). Using this Riemann discretization scheme, the
numerical error is controlled by the following estimate:

N—-1

/Tg(t)dt - g"At
0

n=0

< TAL|g' | oo (6.3.28)

™
Applying this result to g = ( / P cos 6 sin 9d0> o0&, we obtain the control of the numerical
0

error of the approximation (6.3.27) of the gradient

eXil < TAtH2 [(/ @bﬁcosHsinOdH) (55]
ot [\Jo Lo
< TAt 9 /1,/;ﬁcosesin0d9 o€ + /¢pcosesin0d9 2((55)
ot \ o 0 ot Loo
< CTAt (H55||LOO+HQ(55) ), (6.3.29)
ot oo

where the constant C' depends on norms of ¢|,_, and £ but not on 6.
On the other hand, if we now discretize the equation and the criterion, we obtain as

in (6.3.20)
N-1

(VII6E)sp = ( / " 1p™ cos O'sin 9d0> SEMAL. (6.3.30)
0

n=0
Applying the same numerical analysis, we see that the error in the approximation of the
e

gradient is now obtained by setting g = / f' ()64 sin Od6 in (6.3.28), which yields
0

T a , .
Bisd gTAt‘/O (% f (1/1)61/1])51n0d9 . (6.3.31)
Now
0 dp 9 (d4)

5¢ (F@)09) = ["() 500 + () —5—,
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1
where 9 == (€9 cos ) and =

1
— . It foll h
5 ih((5€)¢c059+€x (01))). Tt follows that

0

/0” (& [f'(¢)5¢]> sin 00

where C only depends on norms on |,_, and £. Therefore

< Ol6€] =,
Lo

X7 | < CTAL|SE|| oo (6.3.32)

Comparing this estimate to (6.3.29), we see that the control in (6.3.32) is better, in particular
for variations §€ of € that have large variations in time, which will precisely be the case for us
(oscillatory laser fields). It is therefore expected that in our case the adjoint calculus on the
discrete equation will yield a better accuracy for the computation of the gradient than the
approach consisting in discrtizing the continuous adjoint equation. Let us emphasize that the

main difference between the two approaches is the following formal (non rigorous) integration

[ rwsws [ (2Yows [0 (BE) = [ pose

which is done before or after discretization and thus allows one to have the control of the

by parts:

error basically either by

9 (' )iw) ~ fw)oE (6:3.33)
or by

9 o) ~ pp 2 (56) (6.3.34)

5; PVIE) = py o (0€) . 3.

In the case (6.3.33) the numerical error of integration is reported on ¢ and dv while in
the case (6.3.34) the numerical error of integration is directly reported on 6€. Figure 6.7

summarizes the main ideas presented here.

6.3.1.4 Adjoint calculus on the fully discretized equations

In this section we begin by discretizing Equation (6.2.7) both in time and in #-space and
then do the adjoint calculus. The numerical propagation of the 6 operator Hy and the laser

operator Hj,s. can be written in the matrix form
Ut = AP BART",

where U" is the vector ('), where A} is the diagonal matrix of the laser operator propa-
gation, and where B is the matrix corresponding to the 6 operator propagation. Only the
matrix A} depends on the laser field &.

We write the discrete Lagrangian as follows:

N-12M
1

EPeE,o,p) = > > 1R 7 cos 0 sin By AOAL
n=0 k=0

+ (22 - HP), |, + (07 — wo|P") (6.3.35)

9,D°
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Integration by part Discretization
(adjoint calculus) l

(L) [5G

D ion by part

l (adjoint calculus)
(S0 o)) (Sl o))
Error in Error in
o (/ J'(L‘Mu'uubdb) o(an) o ((/ py m,m) a;) o
controlled by controlled by
112 (£)) || O(At) lI€llz~0(at)

Fia. 6.7: Comparison of the two approaches of Section 6.3.1.1 and 6.3.1.2 to compute the

gradient.
where
\II_S: (\Illa"'aqu)a
UM = (A)BAYYC, .. AN 1 BAY TN
and

P=(P° ... PN

are elements of (RZM)N and where £ = (£°,...,EN"1) is an element of RY.

The scalar product (-|-); p, is given for ¥y, ¥y € (]RQM)N by

N
\11‘\1/> = N (WY, At
<:1:2 . > (@8, 5

n=1
2M
with (U1[Wa)g = D R (¢1,¢25) ok sin0AO when ¥y, Uy € R
n=0
)
Therefore, equation 8—‘11(8’&’ P)-6¥ =0, we get

(6.3.36)
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N-12M n n
= =Y > (K%BA;; + A;;BaA") q/n] 5255%) g sin AAOAL,
k

oE™ oE™
n=0 k=0
0A} . . . . . . . .
where 5en is the matrix obtained by differentiating the matrix Aj. We obtain for the gradient
formula
D

<V J[0E > L=

N—12M .

Z R [(/1,0 cosf, + E" [a” cos? 0, + o sin? Ok]) @bﬁﬁﬁéé’”} oy, sin AO AL,

n=0 k=0
where ¥ = 9En BAy + Ay F ABFW U™, This formula is to be compared with (6.3.17)
and (6.3.21).

6.3.1.5 Computing the gradient using Automatic Differentiation tools

In this section we briefly present another method to compute the gradient, which uses the
Automatic Differentiation tool Odyssée [66, 59]. Automatic Differentiation tools can be seen
as black boxes taking as input a program computing a cost function f : R — R™ and

0f (z)

s
OO0yssée is able to use two modes: the tangent mode and the adjoint mode, which is similar to

giving as output another program computing the gradient

the adjoint method. We emphasize that the cost of the gradient computation is proportional
to n with the tangent mode (as with finite differences) and it is proportional to m with the
adjoint mode. Thus, the tangent mode has to be used when n < m and the adjoint mode
has to be used when n > m. For our problem we have m = 1 and 1 < n < 70, so we
use only the adjoint mode. As in the direct program we have 50 000 iterations, the adjoint
program needs a lot of memory to run. In order to reduce the size of memory needed, we have
modified the adjoint program by deleting the temporary variables in the linear parts of the
program. Table 6.2 gives an idea of the size of the direct code and that of the adjoint code.
The calculation times refer to a Pentium II, 466 Mhz Celeron with 128 Mb RAM running

with Linux.

TAB. 6.2: Technical requirements with Odyssée.

standard post-processed
direct code adjoint code adjoint code
Size (lines) 433 2075 1190
Memory needed 12 Ko 520 Mo 103 Mo
Time (CPU) 60 s — 141 s
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6.3.1.6 Numerical results

The purpose of this section is to compare numerically the different methods presented above
for computing the gradient. For the numerical tests we use one laser field of the form £(t) =
Esin(wt + ¢). The gradient with respect to the parameters F, w and ¢ is denoted as

VedJ

VJ=| V,J

Ve
We have computed the gradient using the methods presented in the previous sections, more
precisely the continuous approach (C), the semi-discrete approach (SD), the discrete approach

(D), and O0yssée (AD). We have also computed the gradient using the finite differences
approach (FD), where for each variable z (z = E,w, ¢)

dz—0 0T

The gradient given by FD has been computed with different values of dx to make sure that
we have reached the dx — 0 limit. Next we compare the gradient obtained using the different
approaches with the gradient obtained using the finite differences approach, which is therefore

taken as a reference value. For each method we will compute the relative error

VE,W,¢J - Vgg’¢J .
Vicos!

eE7w7¢) = ‘

The comparison is done for both low and high frequencies, using two different representative
points

(B,w,¢) = (10" W/cm2,500 cm~ 1 0) and (B, w,¢) = (10! W/cm2,4000 ecm 1, 0), respec-
tively.

Table 6.3 shows that all the methods we have presented in this section give good results
compared to the finite differences method. We can also see on this table that the best results
are obtained using Odyssée, where we have a better precision than with the other methods.
In general the precision is increased by at least one order.

We can also see on this table that the results agree with the comparison we made in Sec-
tion 6.3.1.3 between the continuous approach and the semi-discrete approach, except for the
V E component.

Let us now take the results given by automatic differentiation as a reference and make
the same comparison with the other methods as we have done with the finite differences
approach. On Table 6.4 we see that, compared to the AD approach, the best results are those
given by the discrete approach (again except for the component V). We recall that with the

discrete approach we make the adjoint calculus on the fully discretized equation and that the
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automatic differentiation tools make also adjoint calculus on the fully discretized equation
with some implementation differences. We also emphasize that for the component Vg we
obtain results which are different from the results we obtain with the components V, and
V4. We still unable to explain such a difference.

In practice, the size of the parameter vector for our problem can go up to 70, so we can
only use an adjoint based method and not the finite differences one. Indeed the CPU time
needed to compute the gradient depends on the parameter vector size for the finite differences
method and is independent of this size for the other methods presented below. More precisely,
the CPU time needed for these other methods is about 3 times the one needed to compute
the criterion. For implementation, the continuous approach and the semi-discrete approach
are easiest to implement than the discrete approach. Finally, for O0yssée, let us recall that
even if it gives automatically the gradient, some post-processing of the adjoint code is needed

before running it.

TAB. 6.3: Relative error, with respect to the FD, of the gradient.
(a) : gradient computed at (E,w, ¢) = (10}, 500,0)
FD AD C SD D
er 0. 25.x107% 89.x107% 20.x107® 41.x107®
ew 0. 92.x107% 13.x107* 47.x107° 32.x107°
es 0. 18.x107° 81.x107° 25.x107°> 25.x107°
(b) : gradient computed at (F,w, ¢) = (10'*,4000, 0)
FD AD C SD D
e 0. 75.x107° 68.x107° 20.x107® 40.x 1073
ew 0. 11.x107° 76.x107* 51.x107* 25.x107*
es 0. 22.x107% 41.x107* 33.x107% 26.x107®

TAB. 6.4: Relative error, with respect to the AD, of the gradient.
(a) : gradient computed at (E,w,¢) = (10**, 500, 0)
FD AD C SD D
er  25.x107% 0. 89.x107°% 20.x107® 41.x 1073
ew  92.x107% 0. 14.x107* 57.x107° 22.x107°
es 18.x107% 0. 79.x107° 23.x107° 27.x107°
(b): gradient computed at (E,w, $) = (10,4000, 0)
FD AD C SD D
er  7h.x107° 0. 73.x107°% 20.x107* 41.x107?
ew 11.x107% 0. 75.x10"* 50.x107* 24.x107*
es 22.x107% 0. 18.x107* 10.x107* 36.x107*
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6.3.2 Evolutionary Algorithms

This section presents the stochastic algorithms that we have used for the orientation problem
which belong to the family of Evolutionary Algorithms (EAs). Their common feature is to
imitate the principle of natural evolution. This section is organized as follows: Section 6.3.2.1
briefly introduces EAs and their basic terminology and gives also a short state of the art in
EAs while Section 6.3.2.2 presents more precisely the EAs that we have implemented for the

orientation problem.

6.3.2.1 Introduction to Evolutionary Algorithms

This section briefly explains the basic steps of an EA. The problem is to optimize a given
objective function f over a given search space. A population of individuals (i.e., a P-uple
of points in the search space) undergoes some artificial Darwinian evolution based on the
fitness F' of each individual. The fitness of an individual is directly related to the value of the
objective function of this individual (a typical example of a fitness function is the objective
function itself, denoted by J in our work). The evolution operators applied to the individuals
are defined upon the so-called genotype space noted E. It may be different from the defini-
tion space of the fitness called the phenotype space. The choice of this genotype space is the
representation.

Figure 6.8 illustrates the framework of an EA: after an initialization of the population (ge-
nerally a uniform random initialization) the fitness of each individual is computed. This is
the evaluation step. Then, the loop of the algorithm called a generation is made up of the

following steps:

— Stopping criterion: a basic stopping criterion is when the maximum number of genera-

tions fixed by the user is reached.

— Selection: the selection operator selects among the parents those who will generate off-
springs, the genitors. There exists several selection operators, either of deterministic or
of stochastic type. All of them are based on the fitness of the individuals and implement

the first phase of Artificial Darwinism: the fittest allowed to reproduce.

— Creation of new individuals: there are basically two ways to create new individuals in the
population from the genitors, namely the crossover and the mutation. These variation
operators are stochastic operators: the crossover is a stochastic operator from E* into
E (typically k = 2), it is a recombination of k parents, and the mutation operator is a

stochastic operator from E into E.
— Fwvaluation: for each offspring the fitness is computed.

— Replacement: this operator discriminate among the individuals of the current popu-

lation those who will be the parents for the next generation. This operator, like the
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selection operator, is based on the fitness of the individuals and implements the second

step of Darwin’s theory: survival of the fittest.

nitialisation

i

IR

IrTrTm|mmy
 Selection |

I|||[I|I||II!IIIII|||
all it on| | --—
il <

\

77777777) - Stochastic operators: Representation dependent
ASSSY  "Darwinism" (stochastic or determinist)

Main CPU cost

Checkpointing: stopping criterion and statistics

|

F1G. 6.8: General EA scheme.

Despite the common features of all EAs, several trends can be discriminated, mainly due

to historical differences. We will only detail here the instances of EAs we have been using,

refering to [18] and references therein for a complete description. The four main branches are

(in alphabetical order):

The evolutionary programming (EP), originally developed in California to evolve finite

state machines.

The evolution strategies (ESs) developed in Germany to solve numerical optimization
problems for real search spaces. The genotype space is the phenotype space, namely a

subset of RV. A precise description is given below.

The genetic algorithms (GAs) developed in Michigan to study some adaptation mecha-
nisms of populations for biology. These algorithms have later been used for optimization

problems. More precision are given below.

The genetic programming (GP), which has appeared more recently, consists in evolving

tree structures.

The Canonical GA:

The genotype space is {0, 1}", the selection operator is the so-called roulette wheel, where

the probability Py, to select the individual X, is proportional to the fitness F'(X),):

F(Xp)
ZiGPopulation F (XZ)

Px, =
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The crossover operator replaces some bits in the first parent string by the corresponding bits
from the second parent, and the mutation operator randomly flips a bit of the parent. The
replacement is generational: the offsprings at the generation n become the parents of the
generation n + 1. Modern GAs are commonly used with any kind of representation as long

as crossover and mutation can be defined.

The ES:

The ES [132] have been designed to optimize real functions, thus the natural search space
is RY. The individuals undergo Gaussian mutations, namely addition of zero-mean Gaus-
sian variables of standard deviation o. The particularity of ES is that the parameter o is
a part of the genetic information. For a so-called isotropic ES, an individual is of the form
I =(z1,...,zN,0) and, for a non isotropic ES, I = (z1,...,zN,01,...,0n) (there also exists
a third type of ES not discussed here, the correlated ES). Consequently the mutation pa-
rameters are subjected to recombination and mutation as well. More precisely, the adaptive
mutation takes place in two steps, first a mutation of the mutation parameters, second a

mutation of object variables z;. For an isotropic ES the two steps are

ot = 5 exp(ryN(0,1)),
:EZ(HI) = %(t) + N (0,0t1),
and, for a non isotropic ES,
O'Z(H_l) = O'Z(t) eXp(T()N(O, 1) + TNi(Oa 1))a
xEtH) :cht) + N;(0, Uit+1)),

where N (0, 1) stands for a Gaussian random variable. The crossover operator selects randomly

two parents, (z1,...,z%,01,...,0k%) and (22,...,2%,07,...,0%), to produce an offspring
(1., 2%, o, ..., o1Y) where ¢; = 1 or ¢; = 2 with equal probability. This crossover

operator can also involve all individuals in the population, this is a global crossover. The
replacement operator is strictly deterministic, based on the rank. For example, if ;1 (respec-
tively A) is the number of parents (respectively offsprings), (1, A) — ES selects the parents
for next generation by taking the p best offsprings and (4 + \) — E'S selects the parents for
next generation by taking the p best among the A offsprings and p parents.

It is now commonly accepted that the incorporation of specific knowledge, of the problem to
optimize, by means of representation and specific operators, is the best way and the only way
to enhance the performances of an EA. But, when using an EA without introducing some
specificities of the problem, ES is generally the most efficient EA for parametric optimization.
ES, like GA, are implemented on the EOIib class library available from [57].
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6.3.2.2 The algorithms used

The orientation problem is a minimization problem on a real space of size TN, where N is
the number of laser fields to superpose. We use two kinds of EAs: the first one is based on
a classical GA with a real representation (roulette wheel selection and barycentric or multi-
point crossover [102] ) and the second one is the ES described above and taken from EOlib
[57].

The first algorithm is an improved GA, adding some specific operators and some specific
features, which are known to improve the performances of GAs. We will name this algorithm
in the sequel EGA (for Enhanced GA). Niching and Rescaling are two specific features of this
algorithm. Rescaling is a way to avoid some bias in the roulette wheel selection; niching is to
avoid that all the population concentrates on a region of the search space (see [102] for more
precisions). Then, the mutation strength on EGA decreases with the number of generations.
A specific gradient mutation operator is also used (EGA-CG), replacing the parent by the
result of a few iterations of a conjugated gradient algorithm using the parent as initial value.
The purpose of such an operator is to accelerate the convergence by taking advantages of a
gradient algorithm.

We have tested EGA, EGA-CG and ES on several test functions taken from the literature
(Sphere, Rosenbrock and Shekel functions). We refer to [154] for the details. We present here
shortly some conclusions of these tests. First, for all the functions tested, a comparison with
a classical GA has shown that EGA, EGA-CG, and ES converge more often, and faster than
GA. Moreover, they are able to improve continuously their precision whereas GA stops at
some non-zero distance of the solution. Second, the tests have confirmed that the gradient
mutation operator accelerates the convergence, except for too “chaotic” functions. Third, the
test cases have helped us for a crucial point of EAs, namely the setting of the parameters,
which is specific to each function. Several trends can be discriminated for the setting, mainly
taken from the literature and confirmed with test cases. As we have built our own EGA, it is
difficult to give succinctly the parameters to set. With respect to ES, three important steps
are given: First, the probability to mutate an individual is greater than the probability to cross
two individuals (typically ppue = 0.8 and peross = 0.2). Second, the size of the population is
typically (7,49) — ES and the number of parents should be increased if the number of local
minima increases. Third, the initial mutation strength o should also be increased when the

number of local minima increases.

Results for the orientation problem

A preliminary study of the orientation problem with the purely deterministic PRLS and
BFGS algorithms (see Section 6.3.1), for the differentiable criterion (6.2.10), showed the need

to use stochastic methods. Indeed, these algorithms converge after a few iterations towards a



192Chapitre 6. Algorithmes évolutionnaires pour le contrdle de I’orientation de molécules

local minimum close to the initial guess: the cost function presents numerous local minima.
We know from the literature and from test cases that for such functions, ES, EGA, and EGA-
CG perform better. As far as EGA-CG is concerned, using it to minimize the criterion (6.2.10)
does not improve the results in a significant way. More precisely, our best results have been
obtained without the gradient mutation operator. However, using the gradient algorithm after
EGA can improve the result of the optimization, as we will see in Section 6.4.1.

We present in this section the main results obtained with our algorithms on the orientation
problem. The sequel of this section is organized as follows: in Section 6.4.1, we give the fields
we have obtained by minimizing criteria (6.2.9) and (6.2.10). For both criteria we give the
best results. Next, we explain how the addition of the CG at the end of the EGA improves the
optimization of the criterion (6.2.10). In Section 6.4.2, we introduce a new hybrid criterion in
order to approach both goals of Section 6.2.3 : obtaining at some given time a good orientation
and keeping it as long as possible. Then, in Section 6.4.3, we present results obtained by a
different form of laser fields. This form of laser field, named a train of kicks is a succession of
fields of kick form presented in Section 6.4.1. As we will see, these fields really improve the
results of Section 6.4.1 on both criteria (6.2.9) and (6.2.10).

6.4.1 Optimized fields for (6.2.9) and (6.2.10)

All the results presented in the sequel have been obtained by optimizing upon a superposition
of two or three lasers in order to better understand the physical meaning of the results. Indeed,
our trials for optimizing (6.2.10) on a superposition of ten laser fields have given results shown
on Figure 6.10, which are not sufficiently easy to understand and interpret. We have therefore
left this strategy aside.
Figures 6.11 and 6.12 show the optimized fields and their instantaneous criterion j(¢) obtained
respectively with criteria (6.2.9) and (6.2.10). They have been obtained with a non-isotropic
ES and with EGA, respectively. However, let us emphasize that the two algorithms give
similar results. Indeed, EGA has given fields and instantaneous criterion of the same form as
the ones shown on Figure 6.11 and ES has also given results of the form shown on Figure 6.12.
As it may be noticed on Figure 6.11, the minimum value of j(¢), namely —0.46, is less than
that on Figure 6.12 but the orientation does not last as long, which is expected in view of
the criterion chosen. The first instantaneous criterion (Figure 6.11) is what we call a narrow
j(t) (see Section 6.2.3) and the second one (Figure 6.12) is what we call a wide j(t). As for
the fields, the first field is what we call in Section 6.2.4 a (w,2w) field and the second one is
what we call a kick field. Table 6.5 shows the parameters of this latter field. The fact that
a field of the form of a kick is a very efficient field for optimizing the criterion 6.2.10 is one
of our most striking result from a physical viewpoint. It is reported and commented on in
[49]. In the latter reference, the (w,2w) field is also analyzed. As explained above, using the

EGA-CG does not improve the results. However, CG is useful for a local search and we have
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TAB. 6.5: Parameters of the optimized pulse with 3 laser fields.
£ (W/em®)  w(em™) ¢ (rrad) to(ps) ti(ps)  t2(ps)  ts(ps)
1.01364 x 10°®  1389.541 1.98066 0. 0.312024 0.613023  1.193727
2.99976 x 102 500.051 1.82249 0.075077 0.270294 0.838110 1.562814
2.99989 x 102 500.000 0.82337 0.109518  0.235767 0.808280  1.080066

w N -3

Fic. 6.9: Construction of the hybrid criterion.

tested how it could improve the result when used only at the end of a stochastic search. For
this purpose we have first made an optimization on criterion (6.2.10) using EGA (the result
is presented on Figure 6.13 with dotted lines) and then, we have applied the BFGS algorithm
(the gradient has been computed with Odyssée) using the laser field so obtained as an initial
guess for the conjugate gradient algorithm. After 100 CG iterations, the criterion is improved
as may be seen on Figure 6.13 with solid lines. Such a result reconfirms that CG is useful for

the local improvement search.

6.4.2 Results for the hybrid criterion

In view of the results of the previous section, it is a natural idea to introduce a new criterion
aimed at approaching two goals together: obtaining at some given time a good orientation

and keeping it as long as possible. Thus, we basically define a new criterion

tmin

where Jpin = mingjo ) j(t) and Jgep = where T} . 1is the length the connex com-
ponent of {t € [0,T] | Jmin < j(t) < Jm—\/%"} including tpin = sup{t | J(t) = Jnin} (see
Figure 6.9). This criterion is a sum of three terms. The first one, J,,;,, measures the way the
molecule is oriented. The second one, Jip;, measures how long the orientation is kept. The

third part, |Jimin + Jrept|, is a penalty term to ensure that J,,;, and —Jgep are simultaneously
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minimized.
On Figure 6.14, we show a field obtained with this criterion and which is a succession in time
of two fields with a short overlay time (see Section 6.2.4). For the physical meaning of such

a result, we refer to [155].

6.4.3 Results for the train of kicks

An other idea consists of starting with a field previously classified as a kick shape and using
a succession of such fields in order to orient the molecule. The purpose of the optimization
is thus to find the good delay between two successive kicks. Indeed we hope that by kicking
several times the molecule we can lower the instantaneous criterion. The results are quite
interesting: Figure 6.15 (a), is the result of an optimization of the criterion (6.2.10) with ES
and it clearly illustrates the idea of kicking several times the molecule. This result is also
interesting because the instantaneous criterion remains for a long time under the value —0.2.
Figure 6.15 (b) is the result of the optimization with the criterion (6.2.9). The criterion value
(—0.82) is the best value we have ever had. However, the production of such fields remains

an experimental challenge.

F1a. 6.10: Results obtained by optimizing upon 10 laser fields. In this figure and the following
ones (6.11 to 6.14), the electric field is shown on top while < cos® > which measures the
instantaneous orientation of the molecule is shown on bottom. Time evolves from left to right

at the same scale.

Conclusion and future directions

We have implemented and tested various strategies for the optimization of the laser field to
be used for the orientation of the HCN molecule.

The best results have been obtained using evolutionary algorithms rather than purely
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deterministic algorithms such as gradient-like algorithms. However, in the case where the
criterion is differentiable, we have shown that gradient like algorithms can efficiently com-
plement the EA, not necessary when being used throughout the generations as mutations
operators (the genetic algorithms with mutation by gradient have not yielded a real bene-
fit in our specific case), but when being used as a final step in the optimization, once the
population has been optimized by EA.

In order to understand how to compute the gradient of the criterion when needed, we
have performed many tests, together with a numerical analysis on a toy equation related to
our case of interest. They both show that the most efficient strategy (amenable in any case)
is to compute the gradient by adjoint calculus on the discretized form of the equation or, if
one does not fear a tedious post-processing work, to compute the gradient with an automatic
differentiation tool.

As far as the choice of the criterion is concerned, we have tested many criteria, depending
upon our physical aims. A multicriteria approach has also been implemented.

From the physical standpoint, our results have allowed us to identify two specific forms
of laser fields that are most promising for the future: the (w,2w) field [46, 90] and the kick
field [47, 79]. Definite conclusions about the efficiently of these fields are yet to be obtained
and will be the purpose of some of our work in the future. It is anyway to be emphasized

that such physically relevant fields have been obtained through our optimization methodology
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used as a blind tool, i.e., without any specification of this form of fields. This is sufficient to
give us some hope and confidence both in the physical and in the mathematical validity of

our methodology.
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Conclusion générale

Parmi les techniques spécifiques introduites ces derniéres années pour améliorer les perfor-
mances des algorithmes évolutionnaires, de nombreux travaux ont été consacrés au développement
de mécanismes pour 'adaptation aux phases d’exploration et d’exploitation, et ont donné
naissance aux classes d’algorithmes qualifiés d’adaptatifs et d’auto-adaptatifs. Les travaux

effectués au cours de cette these sont centrés autour de I’étude de ces algorithmes.

Dans une premiere partie, consacrée a des contributions algorithmiques, nous propo-
sons une méthode pour 'adaptation de la matrice de covariance d’un opérateur de mutation
gaussien. L’état de l'art précédant I’exposé de la méthode montre les différentes techniques
d’adaptations de cet opérateur développées au cours des années: de la fameuse regle des
1/5 (historiquement la premiére méthode adaptative) a 'adaptation dérandomisée de I’algo-
rithme CMA (Covariance Matriz Adpatation) en passant par les techniques auto-adaptatives
des SA-ES (Self-Adaptive Evolution Strategies). Mais, au-dela des technique d’adaptation des
opérateurs de mutation gaussienne, I’exposé présente également 1'algorithme DE (Differential
Evolution) ainsi que l'opérateur de croisement SBX (Simulated Binary Crossover), s’adap-
tant tous les deux de maniere implicite a 1’état de la population pour réguler exploitation et
exploration. Le point commun entre ces différentes techniques est par ailleurs mis en évidence
a travers des tests numériques sur des fonctions dont 'optimum change au cours du temps,
clarifiant quelque peu la notion d’adaptation. Enfin, 'accent est plus particuliérement mis
sur l'algorithme CMA, l'algorithme le plus récent parmi les méthodes présentées, mais de
fait un des algorithmes les moins connus (il n’est encore mentionné dans aucun ouvrage de
référence). Il ressort de cet état de lart qu’a I’heure actuelle c’est sans doute le meilleur
choix. En outre, le principe de base de cet algorithme étant ’adaptation de la matrice de
covariance, c’est cet algorithme qui sert de référence pour la nouvelle méthode présentée pour
I’adaptation de la matrice de covariance, ayant donné naissance a l'algorithme LS-CMA-ES
(Least-Square Covariance Matriz Adaptation Evolution Strategy).

La motivation essentielle pour cette méthode est d’essayer de faire un meilleur usage de
I’ensemble des points dont la valeur de fitness a été calculée qui sont disponibles dans tout
algorithme évolutionnaire. Ces derniers ne font traditionnellement pas usage de toute cette

information puisque la plupart des mauvais individus ne passent pas I’étape de remplacement,
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et l'information qu’ils contiennent n’est pas utilisée. L’idée développée dans le chapitre 2
est d’apprendre la. courbure de la fonction, i.e sa hessienne, a partir de ces exemples, et
d’injecter I'inverse de cette hessienne approchée comme matrice de covariance pour 'opérateur
de mutation. Cette approximation est calculée par une minimisation au sens des moindres
carrés. Mais cette matrice ne doit étre utilisée comme matrice de covariance de la mutation
qu’a condition d’étre une bonne approximation de la vraie hessienne. Pour ce faire, une
mesure de qualité de 'approximation est proposée: en deca d'un seuil de cette mesure de
la qualité, seuil mis au point par essai erreur, I’approximation est utilisée comme matrice
de covariance; sinon la technique développée dans 'algorithme CMA est utilisée pour la
mise a jour itérative de la matrice de covariance. L’algorithme ainsi obtenu s’avere présenter
des performances bien meilleures que 'algorithme CMA pour des fonctions elliptiques, quasi-
elliptiques ou sur certaines fonctions multimodales. Pour toutes ces fonctions, la minimisation
au sens des moindres carrés nous permet d’obtenir beaucoup plus rapidement que le CMA
une bonne approximation de la courbure. Par ailleurs, les performances sur des fonctions
multi-modales testées sont également meilleures que les performances de 1’algorithme CMA,
c’est-a-dire parmi les meilleures dans le paysage évolutionnaire aujourd’hui. Signalons enfin
que la résistance au bruit de l'algorithme LS-CMA-ES est largement meilleure que celle de
CMA sur les fonctions quasi-elliptiques.

Meéme si plusieurs améliorations sont envisageables, en particulier au niveau de la méthode
d’approximation elle-méme, pour élargir le champ des fonctions pour lesquelles on apprend
une bonne approximation de la matrice hessienne, I'objectif de faire un meilleur usage des
points est atteint.

Au dela de la méthode proposée, se trouve aussi I'idée que Iapprentissage la courbure
pour la mise & jour de la matrice de covariance est une direction de recherche essentielle
pour le développement d’opérateurs efficaces. Les techniques d’optimisation déterministes
classique de type DFP et BFGS fournissent des méthodes pour cet apprentissage moyennant
la connaissance du gradient de la fonction. La transposition de ces techniques, nécessitant
certes de trouver une bonne approximation du gradient, est une voie de recherche possible et

naturelle pour continuer le travail présenté.

La deuxiéme partie de cette these est consacrée a I'étude théorique d’algorithmes adapta-
tifs et auto-adaptatifs, et plus particulierement aux méthodes concernant le réglage du pas de
la mutation. Elle présente plus précisément des résultats de convergence d’algorithmes dans
les cadres simplifiés de fonctions quasi-convexes. En termes du dilemme exploration / exploi-
tation, ceci constitue I’étude de la phase d’exploitation. Les résultats théoriques prouvés sont
des convergences log-linéaires, habituellement observées de maniere expérimentale pour les
algorithmes adaptatifs et auto-adaptatifs.

L’étude présentée plus précisément au chapitre 5 s’avere étre une des premiéres études

théoriques d’un algorithme utilisé en pratique. En ce sens cela constitue une avancée impor-
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tante dans le domaine. Par ailleurs, c’est aussi le premier exemple de ’utilisation de chaines de
Markov sur un espace d’états continu dans le domaine évolutionnaire. L’utilisation de condi-
tions pratiques de drift pour vérifier les propriétés sur une chaine de Markov sous-jacente &
I’algorithme s’est révélée étre un outil puissant. Le champ d’application de ces techniques,
méme si nous nous sommes essentiellement restreint & un algorithme précis, ne s’y limite pas
et permettra tres certainement la compréhension de bien d’autres algorithmes.

Ces études permettent également de faire le lien avec les approches classiquement utilisées
pour le réglage des parametres d’algorithmes adaptatifs et auto-adaptatifs. D'une part, nous
démontrons au chapitre 4 que le réglage du parametre de mutation proposé dans I'approche
traditionnelle dite du progress rate correspond précisément a la vitesse de convergence op-
timale pour I'algorithme analysé sur la fonction sphére. Dans cette approche traditionnelle,
seul ce parametre est explicité. Notre étude de convergence, qui est complete sur la fonc-
tion sphere, permet de donner en outre la signification des autres parametres en terme de
vitesse de convergence (ou divergence) de algorithme, ce qui est 1l aussi nouveau par rap-
port aux approches antérieures. D’autre part notre analyse des algorithmes auto-adaptatifs
et dérandomisés montre que sous les conditions suffisantes que nous donnons pour la conver-
gence log-linéaire presque sure, un théoréme central limite est vérifié. Cela nous donne une
méthode numérique avec un intervalle de confiance pour calculer le taux de convergence de
I’algorithme par une méthode de Monte Carlo et en déduire les parametres optimaux pour
I’algorithme — ce qui permet dans ce cas & de répondre au probleme crucial du réglage des

parametres, en cherchant les parameétres maximisant ce taux de convergence.

La troisieme partie est consacrée a l'application d’un algorithme évolutionnaire a un
probléeme de controle de l'orientation de molécules par laser, résultat d’une collaboration
avec des physiciens. Ce probleme d’optimisation continue est un exemple de probléme ou
I'utilisation d’un algorithme évolutionnaire est avantageuse de plusieurs points de vue. Tout
d’abord, la fonction & optimiser s’étant révélée multimodale, des méthodes d’optimisation
classiques sont prises en défaut. Ensuite la souplesse de la mise en oeuvre a permis de tester
rapidement, avec le méme algorithme, et sans nécessiter la mise en oeuvre (souvent fasti-

dieuse) d’un calcul de gradient, 'optimisation de plusieurs fonctions intéressant les physiciens.

Le travail effectué au cours de cette these souligne le fait que ’amélioration des per-
formances d’un algorithme évolutionnaire passe par 'introduction de techniques spécifiques,
quitte & perdre, pragmatisme oblige, le parallele entre les algorithmes évolutionnaires et la
biologie.

Par ailleurs nous montrons que l’analyse théorique d’algorithmes introduits avec une
vision intuitive et pragmatique est faisable. Ces études théoriques, permettent en outre de
comprendre comment régler certains parametres des algorithmes étudiés, fournissant ainsi un

fondement théorique aux réglages habituellement empiriques et fastidieux.
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Un enjeu des analyses théoriques est également de comparer les différents algorithmes
entre eux. Par exemple pour 'optimisation combinatoire, ’analyse de la complexité de différents
algorithmes génétiques sur le Minimum spanning tree problem [107], permet de comparer les
approches évolutionnaires a des méthodes de recherches heuristiques, donnant ainsi plus
de crédibilité aux algorithmes évolutionnaires. Pour les algorithmes adaptatifs, 1'analyse
développée dans le chapitre 5 est transposable & d’autres types d’algorithmes. L’analyse plus
précise du taux de convergence des différents algorithmes peut étre une fagon de comparer
les différents algorithmes entre eux. Sur un plan purement théorique, ceci passe par 'analyse
de la mesure invariante de la chaine (Z,),cn, qui peut s’avérer assez difficile, en particulier
parce que la chaine n’est pas réversible. C’est une perspective du travail présenté ici. Cepen-
dant une méthode combinant théorie et simulation de Monte Carlo est plus immédiatement
accessible comme cela a été montré en fin de chapitre 5.

Par ailleurs, seule ’adaptation du pas de la mutation a été analysée pour l'instant, or
I’analyse des algorithmes CMA et LS-CMA passe par l'analyse de 'adaptation de la ma-
trice de covariance également. Les méthodes développées par [5] pour analyse d’algorithmes
MCMC adaptatifs devraient étre transposable pour ces algorithmes.

Tout aussi naturelle qu’elle soit, la notion d’adaptation des parametres des algorithmes
évolutionnaires n’en est d’autant moins cruciale pour réduire le cott des algorithmes. En
effet, méme si la plupart des fonctions considérées ici sont des fonctions tests immédiates a
calculer, pour des problémes réels, la minimisation du cout en terme de nombre d’evaluations
de la fonction objectif devient essentielle. Soulignons aussi le fait que dans le domaine des
algorithmes évolutionnaires, le concept d’adaptation ne s’est pas réduit a I'adaptation des
parametres de mutation ou croisement mais a par exemple également été introduit pour de
I'optimisation sous contrainte pour régler les coefficients de pénalité [19, 20].

Enfin, apparition récente de techniques adaptatives dans d’autres domaines que celui
des algorithmes évolutionnaires (méthode de recuit simulé et méthodes MCMC) souligne que
la notion d’adaptation des parameétres d’un algorithme est naturelle et ne se limite pas au
domaine évolutionnaire mais surtout permet d’envisager un champ d’application plus large

des techniques présentées et développées ici.
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