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/�1������������ ���� ��� ��������1� ��� �/���� ��  0������������ �� ������������ �����/�  �

�� ��/����  � �0/�1�������  �� ���$�#��  � "�K��A ���� �/�#��/�����  �� ���#����  � �
��
����	


�����	 �� 	���� ��	 ��	 
�
����	A �� ���#���  �� ��,������� /�1������������ ���  � ;���

/�1���� �� �����-��  � ������  � �0����#�  � �#��#��  ��� �� -��  � �� #��#���� ��

��� ������  � �� ;��#���� $� ��������� �1���  �  ��#��� ��� �1����,�� �� ��#��1/�������  ��

�/���� �� /�1������������A �������� -�$�1����� �� ���#���  � -���  � #�� ��,�������A �����

+�� �0������+��  �  �������

Principe de base des Algorithmes Evolutionnaires ��� ��,������� /�1������������ ���

�� ���#��� #����� * ;��� /�1���� ��� ����
����  0�������	A ���� �� �����-��  � ������  �

�0����#�  � �#��#��A  ��� �� -��  � �������� ��� ;��#���� � A  ��� ;��#���� ����		A  /�B���

�� �� ����#�  � �#��#�� �A $� 1����� /������� �0/�1�������  � #���� ����������  0�� �1� ��

��� �#�/������/�� �� �� ��,�� '� &����� +�0�� ��-�$���  � ������������ ���� C��� /����� ��

���������� �0�����/�  � �� ;��#���� ����� �� �C��� ���#����
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Parents Stop ?

Enfants

Evaluation

Initialisation

Remplacement

Sélection

Meilleur individu

Evaluation

Croisement,
Mutation, ...

Initialisation et opérateurs stochastiques

Darwinisme (stochastique ou deterministe)

Le coût CPU

���� '* ����� ��� ���������� ���������
���


� ����+��A �� #�����#� �� #����� ��/���������� ��� ����������  0�� �1� ��  ���

�0����#�  � �#��#��A +�� ;��� �� ���������� ��������  � �
����	� 	���� ���������� /�1����

������� H��+�0$� #� +�0�� #��$��  0�C�� ���� ������� ���1��� ��� /������ 2�������
����	3 ���1������

'� ����������  0�� �1� �� 2;�1������ ����C�� #���  � ������ B�����3 ���� �� ����������

2/����� "�K�������A �$� ��� �������� ���� ���� ����� $� �� ��� ���3�

(� 	
��
����� ��/������  �� �� �1� �� �/���#�����/�� ��

L ���������� �1�# �� ���� ����� #����� ��/���������� 2��/�����  � � � �  ���

�3�

L ��
����� 2��/����� ���#�����+��  � �  ��� �3�

.� ����
������ �� �/���#������ ���� ��� ��;���� �� 2��3 ������ #��� +�� 1��� #�����6

��� ��� ������  � �� ,/��/������ ���1���� 2/����� "�K�������A �$� ��� �������� ���� ����

����� $� ��1�1�3�


� ����  � #� 1�#�-����� ������/� $� �� -����,�� �� $� �� ��/����  � �0/�1�������  �� ���$�#��A ��

 �� +�0�� �� �1� � ��� ������� +�0�� ��#�� �� �1� �A �� �� B�����  � ����� ��� ��;/�����

$� �� B�����  � ��#�� �

�� �
� �������� "��� �� #�� #������ +�� ��� #����  � #���� ��$���A �� ��/����� �=��+��  �

�������� #�������� $� �H���� �� 1�#��� ,������� �� ����� M �� #�������� ��� �� �������

�� -�=#���� ����  ��� ������ ��/�� ��/�����������
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Historique des Algorithmes Evolutionnaires: ��� ��,������� /�1������������ ��� /��/� ��6

�� ����  ��� ��� ���/��� 7)� � �0/���+��A ���� -��#��� ������������� ��������/�����A  ������

#� +�� ���� ��H�� 0��� ��� ��,������� /�1������������ * �� ��,�������� /�1�����������A ���

��,������� ,/��/���+��� �� ��� ����/�,���  0/�1�������� ���� �� A ��  /�-��  �� ���/��� 9)A ��6

���CF� ��� +����$��� -��#��A �� ��,�������� ,/��/���+��� ���  �:/������ -��#��� ����

�/�#��/��� #�6 �������

���� ��,�� N7(OA �� 	���;����A ;��� /�1����  �� ��������� $� /����� B��� ��� �� �/� �#����  �

�/���� ����������� 	���� �/���� �A �����+���� �0/�1�������  � ��,�����A  ���� �������#� $�

�� ��,�������� /�1����������� 2
�A ��� ��������
�� �����
�����3� 	����6#� � /��/� �������

 /�1�����/�� �� ���  ������ � /��/� #���� /��-������ /���,� �� "�!� ��,�� ��� C��� �����+�/�A

���� ����A $� �0������������ #������� N7'O�

�� %����� N@'OA  ��� �� ��#��,��A  /�1������ �� #��#���  0��,������� ,/��/���+��� 28�

��� ������� ���������3  ��� �� -��  � ������ �� #����� � ��� �/�#�������  0� ��������

 �� ���$�#��� ��� ��,������� ,/��/���+��� ���� ;������/�� #���� ��,�������  0������������

�� �� ����#� -����� �� ���� "� ���, N4.O� 	�� ��,������� ���� ������� ��������/�� ��

8�� -�, N7@O �� ��� /��/� ������/��  ���  � �$�� ���-���  �������A = #����� �0������������

#������� N79A 5@A '('O� 	� ���� ��#�� $� �0���� �#������ ��� ��,������� /�1������������ ���

���� #������

�� ��#���-�, N'((O �� %��� �#�K�;�� N'.'OA �� ������,�� ���� ������ ��� ����/�,���  0/�1�������

2
� ��� �������� ���
����3 ��� /���� �  �� ��-�$����  0��,/������ �� �/�������+��A

��� ���+���� ��� ��#���+���  0������������ #�����+��� /������� ����� ��  /�;���� !���#���

 � #��#���� #�/�� ��� ��� ��,������� /�1������������ #������� ��� /��/� ���� ����  ��� #����

-��#��� ���� #�� #��#����A �� ������ ��
�
��
���� �� ��
���
�
��
����  �� ����$����  0��

��,������A +�� �1��� ��� ���� �� ���,  � #���� ��$���A ��� ;������/�� ���� �����

��  ���$�� -��#��A ������ ���� /�#������A ��� �� ��,�������� ,/��/���+�� 28� ���

������� �����
�����3A ���� ���� �� �� ��J� N9.O� �� ���#��� �#� ���  � ;��� /�1����  ��

���#����  0�-�� �� ��,�������� ,/��/���+��A $� �0��,���A ��� ������ ��� ;��� /�1����

 �� ����6��,�����  � ���,�,� �����

�����A �0���� �#����  �� ��,������� /�1������������ �0��� ��� /�#����A #���� ��� ������

 �� �������#��  � #��#�� #��������� ��� ����� ��� /����� /���,��#� $� �� B�  �� ���/��� @)�

"/�������A #�� +���� -��#��� #���������� ��� ��,������� /�1������������� �� ��1�,�

 � /�;/���#� � ���,����� /��/� �� ��1�  � P� ��#����K�#J N')'OA H��+�0$� �� ������� /�#����  �

��1�  � ��
� 
�-�� �� ��
� ����� N55O�
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Avantages et inconvénients de l’optimisation par algorithmes évolutionnaires ���

�1����,��  �� ��,������� /�1������������ ��� �0������������ #������� ����  �  �:/������

������� ����  0�-� A ��� �� �/�#�������� ���  0���� ��;������� �� �� ;��#���� $� ��������

+�� ��� 1�����  � �� ;��#���� ����6�C��� * #� ����  �� ��,�������  0� � J/��� "� ���� ��� ����

�-����� ��� ������ ��#��� * #� ���� �� �:��A  0��� ���  �� ��,������� ���#�����+��� ��

 0���� ���  �� ��,������� $� -���  � ����������� 	�#� ��� ���  �:/���#� ��H��� �� �����

��� �/���� ��  0������������  /����������� #�����+��� 2��,������  � �=�� ,� ����3A +�� ��

������ ���  ��� �� #� �  � #���� ��$���A �C��� �� ��� ����/��/�� ��#����  �� ��,�������

/�1������������ ����� /��� �/���� �� �������A ��� ��,������� /�1������������ ���� �����A ��

���� +�0��,������� ���#�����+���A �-����� �� -���� 
� ����A �� ���� +�0��,������ $� -���

 � ����������A ��� �����/��������� ��� ���/�� * �� ��Æ�  �  ����-�� �0/�����  0/�1��������  � ��

B������

��� ��,������� /�1������������ ����$� ��� ��� ���� ����#�����/�� �� �C��� ��,������

���� C��� �����+�/� $�  � �$�� ��,�� #������  � ��-�$����� ���� �/�#��/�����A ��� ;���  /�B���

��� ��/������  � #�������� �� �������� � ���/�� �� ��-�$��� $� /���� �A �� �C��� �#�/���

 0/�1������� ���� C��� �����+�/� ��� �� ������������  � ��-�$���� �$��  �:/������ �� �����  �

 /�1����������  0��� �/���� � /�1����������� ��� �� ��-�$��� ���1��� ���  ��# ;�#��� ��

�����A �� �������A $� �� ���� �� ���1�  0��� �/���� �  �  �:/���������� ��������+��A �� ��

;���  � ���� �� /���� � �� ��-�$��� � H���� ��� �� #��#��  0�� ,� ����� �� #��������� ���

+��A ���+�� ��� �/���� �  0������������ 
� ��� $� �� ��-�$���  ���/� ������A ��� ��;����#��

 � #�� ��,������ ����� �� ,/��/��� ��������� +�� #�����  0�� ��,������ /�1������������

&����� ����  � �C��� +��  �� ��#���+��� ���� ��/�#�B+��� ��� ��/����� ��� ��;����#��

�� #������� #������  � ;��#����� ����  /�1�����/��� $� �0���/���� �C���  � �� #��������/�

/�1�����������A ��������� �� ;��� +�� �� #�C�� $� ��=� ��� ��/����� ��� ��;����#��  ���  ��

#� �� �/�#�� ��� �� #�C��  �  /�1����������� 	0��� #� +�� ���� 1����  ��� �� #� �  � #����

��$���A  ��� �� #��  � �0������������ #��������

�����A ��� �-������� �� -���A ��� ������ ��#���A �� �����1� ������#��/�  � ��� ���� ��

���#�A  C� �� ;��� +�0��#��� �=����$��� ��/�#�B+�� �� �� ;��#���� $� �������� �0��� �+����A

�� �0/���,��#�  � �������#��  � #��#�� �����$��� ;��� +�� ��� ��,������� /�1������������ ����

 �1����  � ���� �� ���� ��������� #��  ���$��� ���/���� �� ���-� #�������  0�����#������

$�  �� ��-�$���� �����  �  �1��  ������� �/����,����  � #���� ��������/��

���� �� ���#���� ��#��1/������  �� ��,������� /�1������������ ��� ��� #�C��� ��� �/�#��������

�� �:�� �� ,�� ���-�  0/�1���������  � �� ;��#���� B����� * #0��� �� #���������  � ;��� +�0���
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�� �+��$���� ��#��� ���� ��;������� �� �� ;��#����A ��  � ;��� +�0��� �0�����+���� ��  � �$��

��,�� #������  � ��-�$����� �� �������A �0����������  ��� ,/��/�������� /�,��  � ���-���

����$���� ��� #��+�� ���1��� ��-�$���� �� ���+��  � #���������#�� ��/���+��� �� ��

����$��  0�:�#��� #�� /�,��,��A �� ���� ,/��/�������� �� ���+��  � #���/��������  � ���

;��#���������� �� #�� /�,��,�� �/�#���������� ���/��������� �� ;���� ����� �� �-H�#��;  �

#���� ��$��� ���  � ��/� �� $� #�� ��#��1/�������  ��� �� #� �  � �0������������ #��������

�1���  0/����#� ���� �/�#��/����� ��� �-H�#��;�A ����� +�� �� ����  � #���� ��$���A ���/�������6

���� �� ����� #�/�  � �� �#��#��  0�� ������� �� ���� ��,������ ���#�����+��A $� ��1��

�0/�+����-� ���� ���������� �� ������������A ����� +�0��� �/�#������� ��/�#�B+��� ���� ����

��� � ���� ���  �1�� ����$����  0�� ��,������ $� #��  ��� ������ �� ;�#����� �� �� �C���

�##����� �� /�,��,�  � #�����  � #�� ����$�����

Le dilemme exploration / exploitation �� ����� ���������  ��� �� �#��#��  0�� ����6

��� ,��-�� �� ���� ��,������  0������������ ,��-���A ���� �� ��� ��,������� /�1������������

�� ����#����A ��� �0/�+����-� ���� �0� ����
����  � /�,����  � �0����#�  � �#��#�� ��� ��6

#�� 1����/��� �� �0� �����
����  �� �� �1� �� ��;������ ��#���/�� H��+��6�$�A �����  ��+����

�� ���1��� ����6C���  �� �� �1� �� ��#�� ��������� ��� ;�Q#��  � ,/�� #�� /�+����-� ���

 0����=�  � ��1��/�,�� 
 ������ �0����������  ��� �� ����� ��������  � �� �#��#��A �� �0��6

���������� ���  � �� ����� B����� 	0��� #� +�� ��� �� ������� ;���  ��� �� ��,������  � �#���

�����/� #�����+��A �$� �� �#�/���  �  /�#������#�  � �� ����/�����A B�/� $� �0�1��#�A  /�������

�� ���� ��1���  0����������  ��� ��� ����$��� ��/�������  � �0��,������A ���� ;���  /�#�CF��

#� ��1��� �1�# �� ����/������

Adaptation et auto-adaptation �� �/�#������ � /��� ��� /�,��� ���������� �� ������6

������ ����� �� �/�#������ #���-��  �  /���#�� $� +��� ������ �� ;��� �� �B� ��� �������#��

�����1�� ���� ���������� �� ������������A �� #������ �� �B� ��� ����$����  � �0��,������

��� ��1� �� �����  0/�+����-� �������/��

	��  ��� ������ ��� �����/� ��� �#��#���  ��� ��  ������ /�1����������� #��  ���$���

���/��� �� ��� ����1/� �0���� �#����  0��/������ ��  0��,������� ��/�#�B+���� ���� ,/��/��������A

�� +�������  � �0/�+����-� ���� � �����
���� �� � ����
���� � /�,������� /��/� #������  ���

 0�����  �������� �� �������A  �� ��#���+��� ��/�#�B+��� ��� � ���� ��� ����$����  0��

��,������  � �#��� �����/� ���  ��� ������ ��� /��/� ���� �����  ��� N@(A @.O� "� �C���A �B�
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 0��/����� �0����������  ��� ��� �/���� ��  � !���� �
��� !
�"�� ��
��	 2�	�	3A  ��

�/���� �� � ������1�� ��� /��/� �����/���  ��� N<'O�

��� ����$��� �/���� �� �����/��� ��� �0� �������� ��������+��  �� ����$����  0��

��,������ /�1����������� +�� �����  /������/���  ��� �� #������ 'A �0��� /��/�  ��� �� -��#��

 �� ����/�,���  0/�1��������A ��,������� ��� ���+����A $� �0��,���A ���� �0��/�����  � ��������

/����� �/������ �0��H�� � /��/� 2�� ��� ���H���3  � #���C��� ���  �:/����� ����$����  � ��

�������� ,��������� 2��������������� �� ����#�  � #�1����#�3�

�� ��,������ �/��������  �� #��#�/�����+��� ��� ���������  �  /���#�� �� #���,�����

���� ��� ������  0���������� ��  0������������ ��  0� ���� ��� ����$���� $� #��#���  � #��

������ ����  /������� �� ���  0��,������ 
�
��
��# �� 
���
�
��
��#� �C��� �� $� �0����

�#������A �� ��,��B#����� ���#��  � #��  ��� ����� �� ;��� ��� �0��������/�  ��� �� #��������/�

 �� ��,������� /�1������������A ���� �� ���,  � #���� ��$���A ���� ���������� ��,������


�
��
��# �� ��,������ #���-��  � �� �B�  � ;�Q#�� ��������+�� #�����  � ��� ����$����

��� �0� ���� ��� ������  0������������ ��  0����������� �� ��#���+�� ��/�#�B+�� ���� ����

��� #���� � �������� ���� �1��  �1���� ��,����� �� �������A �0����������� �����#���  �

���-�  � ��������� /������� �� #���  0��� ,/��/������ #���� �� �#���� ���  /�#� �

 0��,����� ��  �  ������ �� ���  � �� �������� ��� �� �/�#������ � ������;� �� ����������A

�� ��,������ +��  ������ �� ���  � �� ��������  � ����$�� �/�6 /�B��� �� �0����������

2#����  ��� �� �#��� �����/�3 �� ��� ��� +����B/�  0� ������;�

��� ���� #����� ���������  �� ��,������� � ������;� ��� #�������/��  �� ��,������� 
���


�
��
��#	A ��� ���+���� �� �/�#������  0� �������� ��� �����#���A �� �0��� ��� ;�� /� �� ��

�/�#������  /�����������

��� ��,������� � ������;� �� ����6� ������;� ����� #������  ��� #���� ��$���� "0��� ���

 �� #����-������ ���/��+��� ����� �-� /���  ��� �� ����$�� �� �����$��� �����  � #����

��$��� ��  0���� ���  �� #����-������ ��/���+��� ��� ��� �������� #���/��������  � #��

��,������� ����� �/�����/���  ��� ��  ����$��� ������

Résultats théoriques ���,/� �� ��������/� #��������  �� ��,������� /�1������������A ��

������ $� �0���� �#������ ���  � /�������� ����/�����+��� �,����� $� ��� ��H��� � #���  ���

������ ���#������ *  0��� ���A ������+������ ��� ��,������� /�1������������ ��� /��/� ��6

�� ���� ��  �� ��,/������A ������� ���� �0�##��� ��  �� /�������� ����+���� 
�#�� $�

�0���� �#������A ��  /�1����������  �� ��,������� /�1������������ �� ;��� ,/��/�������� ��

���1��� ���  /���#�� �������1�A �����+�� �� ��,����+��A �##����,�/��  0����#��� ���6
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����+��� ��� H����B� ��  /���#�� ���� �� �� ;�� ��� ��� ��  �� /�������� ����/�����+���

�/����-���� "0���� ���A �C��� �� �� ���Q#���  ���  �� #� �� 
 ������ �$�� �������A �0����=��

����/�����+��  �� ��,������� /�1������������ �� /�1$��� C��� �$��  �Æ#����

	���� ���A  ��� �� #� �  �� ��,������� ,/��/���+���A ��� �� ����#�  � �#��#�� -�����A

�� #����� ���-�  � /�������� �,����� ��� /��/� �-�����  ���  �1�� #�������� ������B/���

����  0�-� A ��� ������ /��������  � #��1�,��#� ��=������+��A ���+�� �0��������/�  �

�� ����#���� ��� 1�� �0��B�� �� �� ����  � �������� ��� 1�� )A ��� /��/� �-����� �� �� 	�;

N.7A .5OA  ��� �� #� �  � �� ��/����  � ��� ���6R���J���� �1�# �� �C��� �=��  0����#��A

�� ���Q#��� N7.O ����� �� #��1�,��#� ��=������+��  0�� ��,������ /�1����������� �����/�


��������� ��� ����
���� $ 	��������� 
������  �� /�������� ��=������+��� ���+�� �� ������  �

�� ���������� ��� 1�� �0��B�� ��� /��/� �-����� �� �� "�� ���� N').O� ��� ����/��/��  ��

��,������� /�1������������ �� ���������� ��B��� ��� /�,������� /��/� /��� �/��� �� �� E���

N'49O�


�B� ��� ������ /��������  � #��������/�  �� ��,������� ,/��/���+��� ��� /��/� �-����� ��

�� 8����A �� ������A �� �� �#������� N75OA  ��� �� #� � ������B/�  � �� ;��#���� ����
 ��

�� "����A �� ������ �� �� R�,��� N5'O ��� ,/��/�����/� #� /�������� ���� ,/��/�������� �0/�+����

 � �� R�,���A $� "����� A ���������� $� �� #��������/� ��;�����+��  � �� #��������/�A

/��� �� �������1����� �� +�������  � �� #��������/�  �� ��,������� ,/��/���+����

"��� �� #� � ���� ���/������� �#�A #����  �� ��,������� �� �� ����#� #������A -���#���

�����  � /�������� ��/���+��� ��������� �� /����  � �0��  /������/� ��� �0�-H��  � #������ . +��

�/�#$� � �0�����/�  �� #����-������ ��/���+���  � #���� ��$����

Objectifs &��� �-H�#��; ���#���� ���  � #����-�� $� �� #���/��������  �� ��,�������

/�1������������ ��� �0������������ #�������A �� ���� ����#���$������ ��� �/���� ��  0� ��6

������� ���� ����� ��� #���C��� ���  �:/����� ����$����  ��� �� -��  � �0� ���� ���

 �:/������ ������  � �#��#��� ��� #���A ���� ������ � ���� �������� ����#���� ����

 0�-� ��� ����#�� ��,������+��A ,�� /�� �� ���� ���/����#�  �� ��-�$���� /���� 2 ���

�� ���  /�#��  ��� �� �����$��� �����  � #���� ��$���3A ��� 1��� /�� ��  �� ;��#����� �����

#�����+��� ��� �0������������ ,��-���� 
������ ��� ����#�� ��/���+��  ��� ��+�����  �� ��#�6

��+��� #�����+��� ��� �0����=��  0��,������� ���#�����+��� ����� ������/��� ��� /��� �� ��

#��1�,��#�  0��,������� � ������;��

�� �������� 	
 �����
 
 � ��� ��
 ������
 
 ���
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Plan de la thèse 	� ��1���  � ��$��� � ���� ����  /�-��/� �� �0�����#�����  0�� ��,������

/�1����������� $� �� ��-�$���  � #���C���  ��� ��  ������  � �� #����� +�����+��� � �0/���+��

��� ��,������� +�� ���� �������� C��� ��� �������� �� ����  0������������ #������� /�������

��� ��,������� $� �������� ����6� ������1� ��6
� 2+�� ����� �/�#��/�� �� #���  � #����

��$���3� 	� ����  ��# #�� ��,������� +�� ���� �1��� ������/�� ��� #���� �����#������ 	�#� �

����1/� �� ����  � ��1��� �/�����/� �#�� ��� ��-�$���� ��#���/�� ���  � #���� �����#�����A $�

��1��A �� #��1�,��#� �/�����/��  � #������ ������A �� ��� ���������/�  � #������  �� ��6

��$����  � �0��,������A ����� +�� �� ���-� ��������  � ������ /�1���/�� ���� H��/�� ���� C���

������/��A � ����1/� �� ����$�� �����  � #� �����#�� * ����  0�-� �0/��� �  0�� ��,������

���� /�#���A ����� #����A �0��,������ 	�� �� ������� ��  /�1����������  0��� ��#���+��

��� ������� ���� �Æ#�#����� �0��;�������  �� ������ �� �������������� H��/��� 
������A ���

#����-������ ��/���+��� ������ �� ��� ��,������� � ������;� �� �� ����#���� �� �0��,�6

����� ��6
� ������/� ��� �� ��-�$���  � #���C���� �� B���A ���� ������ #���������� #����

��$����

�� ����$�� ����� #�����  ��� #�������� �� #������ ' ��� #����#/� $� �� /����  � �0��

 �� ���#����� ��,������� /�1������������ ������/�� �� ����+��A  ��� ��� ��,������� ��6
�

�� 	��A ����� +�0$� �0���� �#����  ��  �:/����� #��#���� ����6H�#���� $� #�� ��,�������� ��

#������ ( �/������ ��� �/���� � �����#��� ��� �0� ��������  � �� ����#�  � #�1����#�A

���������A �� #������� #������  � ;��#�����A  0��/����� ��� ��;����#�� ���/����������

 � �0��,������� �� �-������� �� -���  � �� �/���� � �����/�� ��� �� ������� /��� �/���

��  ����$��� ����� 2#������ .A 4 �� 53 �/������  �� /�������� ��/���+���  � #��1�6

,��#�  0��,������� � ������;� �� ����6� ������;�� �� #������ . �/������ �� /����  � �0��  ��

/�������� ��/���+��� �������� #��#����� ��� ��,������� /�1������������ #�������A �� /�����

��� /�������� +�� �����  /�����/��  ��� ���  ��� #������� ���1����� ��� #�� /��� �� ���� ����

�����,���� $�  �� #������  � ;��#����� -��� ����#���$���� "��� �� #������ 4A ���� /��� ����A

�� #��1�,��#�  0��,������� � ������;� ���  �� ;��#�����  � /�,�����/� �A ����  �� �=6

����$���� �0���������� $�  � �� ;��-�� #��1����/�� 
������ �� #������ 5A ���� /��� ���� �� ��

;��#���� ���$�� 2�2�3 D ������3 �� #��1�,��#�  � �0��,������ ����6� ������; S������+��T +��
� �� ����#���� /��/� ������/�  ��� �� ����� �����+�/��  � #���� ��$��� 2����� .3� !��� �C�A ��

���#� �� ��� ����� #�����  � ;��#����� ���� ���CF�� �$�� ����#��; ����+�� ��� ��,�������

/�1������������ ����  �� ��,�������  0������������ ,��-���� 	���� ���A  ��� �� �����#��1�

 �  ������ � ����
���� $ � �����
����A �0/��� �  � �� #��1�,��#� ��  �� ;��#����� #��1����
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#�������� �0/��� �  � #���� �����  0������������A �� ���� �/�#��/�����  � �0� ��������  �� ��6

��$���� ��� �� �����  0�������������

	��  ��� ����=��� ;��� ����� $�  �� ��#���+��� ��-�-������� #�����+��� ��� �0����=��  0��6

,������ ���#�����+�� N5.A 5(A ('OA ��/����  �� �����,���� ��� �� #������ 4A �� #��CF���  �

��G�1 $� �����  ��#�� �� ����#�  0/���� #������ ��� �� #������ 5�

�� �����$��� ����� ������ �0�����#�����  0�� ��,������ /�1����������� $� �� ��-�$���

 � #���C��� �� ��=��+�� +�����+��A ��� ��+��� ��� ����#�� �� ���������� 2�� ��,������

 � +���� &�K��� �1�# #��#��  � ,� ���� �� �/���� �  �  �:/���������� ��������+��3 �1���

/��/� ����/��  ���  �� ��1��� �/�#/� ����� �� ;��#���� $� �������� �0��� /�1/��/�� �/������ ���

 � ������ ��#��� ��� C��� �������/�� �Æ#�#����� �� �� �/���� �  /����������� �� ���� ��

���1�  0�� ��,������ /�1����������� � �����  0�-����  �� /�������� -��� ��  ��$�  � #����

 0�����#�����  � �� �/���� �  /����������� �� �������A �0�����#����� ����+��  0�� ��,������

/�1�����������A ���� �/�#��/�����  0�� ��,������ $� �������� ����6� ������1� 2��6
�3 �A ����

����A �����  � �����1� #������ ��-�$���� ������$�+���  � #�� ��,������A ,�� ���A #����

���� �0�1��� /�1�+�/� ���� ���� ���  ��� ����� ������  � #���� ��$����
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1.1 Introduction

	� #������ �/������ �� /����  � �0��  �� ��,������� /�1������������ ��� �0������������

#�������  � ��-�$����  � ��� � /���A  ��� �� ��������/� #�������� ��� ��#����-�� �� ��

���-� ��������  0�����#������  � #�� ��,�������  ���  �1��  ������� 21�� �� �������

N'.@A ''A '55A '4@A (@A ')7O3� �� �����  � 1�� � ���/� ��� #���� �/���������� ��� �� �C���

+�� #����  �� #��#������  � #�� ��,�������A ���1��� ���  /���#�� �������1� �� �����+���

&����� #���� ��� +�� +���+��� ��,������� �/�����/�� �#� ;���� �0�-H��  0��� /��� � ��/���+��

 ��� ��  ����$��� �����  � #���� ��$����

�� ��H�� ��H��  �� ��,������� /�1������������  ����� ��� ���� �#����A ��� �� #���C���

 ��  �:/����� ����$����  � �0��,������  ��� �� -��  � /�,��� ��� ������  0���������� ��

 0������������� 	� #���C���  �� ����$���� ��� ����� ����  �:/������ ;����� %�����+��6

���� �� ����$�� �/���� �  � #���C���  �� ����$���� ��� �� $�,��  �� '�5 ���� ���� ��

��#���-�, N'((O ��  /������/�� $� �� ��#���� '�.�'A �$� �� ����  � ��������� /������� ��� ������/�

��� ����� $� H�� �0/�#��6�=��  0�� ��/�����  � �������� ,�������� 
� �C��� ����� +��

�0���� �#����  � #�� ��#���+��� ��/�#�B+��� ��� ������ ��� ��������,�� #����#/�� * ��� ��,�6

������ ;������ ���,�  � �/���� �� �����#���� �� �����#���� ��� �0� �������� ���  �:/������

������ 2���������� �� ������������3 ��� /��/� �����/�� ��,������� 
�
��
��#	 �� 
���
�
��
��#	�

��� �/�#��� #� +�� ��� ,/��/�������� ����� � �� �/���� � �����#��� �� �����#���A ��������

�� #���� �������  ���/� �� ���� �#����  � �#��� �����/� �$� �� �#�/���  � ����/����� B�/�

��  /����  /������� +����� ��� �� ���  0���������� ��  0������������  ��� �0��,�������

	���� �/���� � �0���� ���  ��� #� +�� ���� ��������� � ��������A ��� �� �B#������ /�����

 /������/��� ���$��������� ��� -���� ;��� ��� ������ ��1�������A �� $�,��  �� '�5 ��� ���

�/���� � � ������1� �����#���� "0����� ��������  � #� +�� ���� #�� �/���� �� �����#���� ��
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1.3.2.1 Ajout d’un opérateur de croisement
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1.3.3.1 Les approches dérandomisées : concept
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1.3.3.2 Cumulative Step-Size Adaptation (CSA)
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1.3.3.3 L’algorithme CMA
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1.4 Autres algorithmes évolutionnaires continus : DE et GA

1.4.1 Les Algorithmes génétiques

	���� -��#��A �� ���� #�����  �� ��,������� /�1������������ �� #��#�/������ $� �0��,���

N@'O �� ��� ��/���������� -�����  � �0����#�  � �#��#�� �� �� ��� �/���� /���#�  � �0���6

��������  � �0��/�����  � #�������� �� �0��/�����  � ��������� ��� ����� ��� ��-�$����

 0������������ #�������A ��� ����$��� ����#��� �1�#  �� ��,������� ,/��/���+��� #�����������

 ��# $� #� � ��� ���-�� /���� ���� ;��� -�����A �� $� �����+�� ������� ��� ��/������ #���6
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1.4.2 L’algorithme Differential Evolution (DE)
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1.5 Les Algorithmes à Evolution de Distribution (EDAs)
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1.6 Adaptation et auto-adaptation : illustrations
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Conclusion
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Chapitre 2

Méthode explicite d’adaptation de

la matrice de covariance pour la
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2.1 Introduction
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72 Chapitre 2. Méthode explicite d’adaptation de la matrice de covariance

,� � ��� �1����,� �� �0��,������ 	��6
�A #0��� $�  �� +��  ��� �� #�� -���/�A �� #�������

$� �/������  �� ��������� ��;����#��  ��� �� #�� �������+��� �� �������A �� ���� ����

+�� #���������� $� �0��,������ 	��A �0��,������ ��6	��6
� ������� ���H��� �� ������

 � -��� ��/���+��� &����� +�� �� ;��� +�� 	��6
� �0�����,�� ��� �� ������  � -��� �0���

��� �$�� �������� �� 1�  �� #��-��  � �� B,�� (�5 ��  � �� B,�� (�( ������� +�� ���

1����� �����  � �� ����#�  � #�1����#�  /�#������� 1�� )A #���������� $� �0��,������

��6	��� ����� ���+�� #�� 1����� ����� ������� ��  ������  � �����  � -���A �0��,������

	��6
� ���� -��+�/��

�� �������A #������� ��� 7 ����$��� ��,���  � ��-���� ��� 5 �1���6 ���$��� 2#������6

 ��� �� ���-� ��=��  0/�1���������  ��� �� #�� ��� -���/�3A �� ���� ���� +�� �� ���-�

��=��  0/�1���������  � ;��#���� ��� ������ � ��
��  ��� �� #�� �$� �� ;��#���� ��� -���/��

2;��#����� � %	����� A �
%	�
���� �� �

%	�
����3 ��� �$�� �/�,$������ ���/���� �� ���-� ��=��  0/�1���������

�/�#������� ��� ������ � ��
�� ��� �� �C��� ;��#���� ��� -���/��A #�#� ��� ��� ( ��,�6

������ ��6	��6
� �� 	��6
��

�� #�� �$� �� -��� ��� �  ���; 2 ���$�� ��,��  � ��-����3 ��� � ����+���

��� �����  � #����� �A ���+��� �0��,������ ��6	�� ��� ���� �-���� �� -��� +��

	��A /�#�1��� #� +��  �1���� �� ��-�$���  � ������������ �� ����  �� ���� �� #�/��  ���

�� #��  0�� -��� �  ���;� �� -��� /����� �  ���;A �0/�+������ (�4�.  �1���� ����������

���
!

��/� � ( U ��-2)� '3���� 2(�7�53

�$� -2)� '3 ��� �� 1�#��� ,������� #���/�  ��� ��� #�� ���/��� ���� ��� -���� ����#�/�� $�

#��+�� �� �1� �A �� /���� ���� ��� ���  �� ������ 	���� /�+������ �� /�/�#��

���
!

���/� � ( ���� U ����-2)� '3���� U ( � /� � (���-2)� '3  �

�
2(�7�73

�� ����  � ������ �� #���,� ��� �� ��-�$���  � ������������ �� ���� �1��� 1/��B/� ���/��+������

�� ') ������ +�� ��  ���� ���� /����� �/�,��,��-��� ���� �/�#��/����� ��� �� ;��#���� � %	����� �1�#

�� D ')�� #������ ��� �� ��1���  � -��� �  ���; ����/�  ��� #���� ��#���� 2#; ��-���� (�73

�� ��� �� �C���  ��������A ���� �1��� �-���� ��� 1����  � �0� �  � ')� ��� ��/� �( ����
��  � �0� �  � ')�� ��� � /� � (���-2)� '3  � 2�� ��� ����� �:�#��/��A ��� 1�����  �

��/� � ( ���� �� � /� � (���-2)� '3  �A #��#��/��� $� #��+�� ;��� +�0��� ������������ �� ����

 �� ���� �� #�/�� ��� �:�#��/��A ,� � �� �C��� � �  � ,�� �� ���� �� ���,  � �0��,�6

�����3� �����A ��� ��� ����� �:�#��/��A ��  ���� ����  � �0/�+������ (�7�7 ��� �/�,��,��-��



2.7. Discussion et perspectives 73

���#�����

� %	����� D
�
���2')

�3
���
��� 2��3

�

� %	&���� D
�
���2')

�3
���
��� 2��3

� U '&��-2)� '3

� %	����� D
�
���2')

�3
���
��� 2�� U

��������	��

�����
���
���

3�

� %	����� D
�
���2')

�3
���
��� 2�� U

��������	��

�����
���
���

3�

� %	����� D
�
���2')

�3
���
��� 2�� U

��������	��

�����
���
���

3�

���� (�''* 8�������	 
��� � (���

�� ����� �� �����A �����+���� +�� �� -��� �0� ���  0��Z���#� �� �� �������� ���1/��

�� ��-�$���  � ������������ �� ����  �� ���� �� #�/��� !��� �C�  �� ����� ���� �����/��

 �1��� C��� �:�#��/�� ��� 1��� � #�� ����$��� �����#�������

2.7 Discussion et perspectives

�� ��#��1/������  � �0��,������ ��� ��� #�C�� * #���� ���� �0�1��� ��������/� $� �� ��#6

���� (�4A �� /���������  ��#��  � �� ������������ �� ����  �� ���� �� #�/�� � ��� #��6

������/� �� ,2��3� �� ���� �� ���1�  � �0��,������ � ��� �0������� /��/� /�����/�� 2�1�# ���6

��-3 �� ��������� ��� ��#/� ��  ��#�� ��� �� /���������  � ��-�$���  � ������������ ��

����  �� ���� �� #�/��A ������� �� ���  /�#���������� 2�  � �� ����#� /�/A  � ������

2�����

� � �����

� 3� �� #�C�� +�� ���� �1��� ����/� ��� �� ����� ��� �� ���1��� * �� �� �������

.�)8%JA �� ;��� $� ��� �$��A ��� �� #��#��  � �0������������  � �� %�������� �� �/���� �  ��

���� �� #�/�� �� ��� ��� ��1�����A 'A (@)A �� '.() ��#�� �� ����#��1����� ��  ��������

()A 5) �� <)�

��� ����$�� ���+�� ��� +�0�� ,�� �  ��������A #� #�C�� �����/�������� ���� ��-�6

-������ C��� /� ��� �� ��������� ��� ��#/� �� ��/����1� ��� �� /���������  � �0/�+������ (�4�(�


� �1��#��A  ��� �� #��  0��� ;��#���� #�$�� $� #��#��� 2#� +�� ��� �� #��  ���  � ���6

-��� ��-�$���� �� �������3A �0��,������ +�� ���� 1�����  � �/������ �����A ���� �1��

 0/�1���������  � ;��#����� �����/��������� $� ;���A  0������� ����  0��;������� �� �� ;��#����

2$� ��1�� �� #��-�� ��#���3A �� �����;��� �0������������ �� ����  �� ���� �� #�/�� � ��6

���  0�-���� ��� ��������� ��Æ������� ��#��  � �� 1��� ���������� �� ;��� +�� �� #��$��

���  ��#����� ��� #�� �$� �0������������ ��� -����  � #��� �$� ���� �� �0��� ��� ����� ��
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76 Chapitre 2. Méthode explicite d’adaptation de la matrice de covariance

�� ����  �� ���� �� #�/�� ��� ���1� #���� ������������ +�� ���+��� ��� ;��� +�0�� �

�� �� $��� +�� ���+�� ����#�/�A �� ������� �� #����  � #� �� $��� #���� ���1��� �����  �

��� ��,������ /�1������������ ���� ��� ��/����������  � #�� ��,������ �� ����� $� �0��,�6

����� 	��6
� �0��� ��� �0������� /��/� ����/��� +�� �� �� ;��#���� ���$�� �� �� ;��#����

�����-�#G�



77

Deuxième partie
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4.2 Notations, définitions et rappel
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4.7.1 Approximation des constantes
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5.1 Introduction
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Châınes de Markov : prérequis
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5.2 Algorithme ��� ���SA-ES et châınes de Markov
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5.3.2 �-irréductibilité, apéridicité, small sets

+ ������� 4( ���� 2	�3��� �
 ��
EF�� �� !
�"�� ������� �
� ��	 ��%
����	 1<�/�9<2 �� 1<�/�9I2�

L� 	���	� %� �* �� �� 	
��	#��� ��	 ������)�	�	 1�9 ��1�/� ����	 2	�3��� �	� �3�%����������(��+


��������%� �� ��	 ����
��	 ��� ����	 �� � 	��� ��	 	�
�� 	��	�

��	
�	� !��� +�� �0� /��  � -���  � #� ��/��$��� ��� �$�� ������ 2��� � �� ���  � �0/�+������

25�.�(733A �� ���1� ��� ����J ��#���+�� �/�#�������� �0/���-���������  �  ��� ������ �����/� �����A

#0��� ���+��� ���� �1���  /�#� /�  �  ���� �� ���1� �� ������A ��#���� 5�<�4�

�
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5.7 Annexe
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Troisième partie

Une application au contrôle par

laser
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Chapitre 6

Algorithmes évolutionnaires pour le

contrôle de l’orientation de

molécules

	� #������ ���� �0���/�,����/�  � �0���#�� N''O*

N''O �� ��,�A �� !�� %�H Y�  �A 
� 	��#$��A 	� �� !��A 	� �� "���A �� �����A �� ��

���-�G� ������� ���� #����� �; ����#��� �=�����* ����� ���,= �� ������� !
����
���
�

!����	 
�� !�����	 �� ������� �������	A '(293*'(@'6'.'5A ())(�
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6.1 Introduction

R� K��� �� ���� �� �������#�� �� �����#�� K�G  �1��� �� ��� �� ����, �; ��� #�����

�; #����#�� ��#����� -= ���� B�� �� ��� ���� #����� �; #����#�� ��#����� �� �� �� � 1�=

�#��1� B�� �; ���� ��=��#�A �� ��� #����� � -��K��� +������ #������=A +������ ��#��6

��#�A �� �������#�� �� ����������� ;������=��#�� ������������ �; ����#��� �=����� ����,

���� B�� � �� �� �= �� ����������� �����= N7OA ��1� � ��� ����#�� ��� ���� �� ������-��

,����A �� K��� -� ���� -���K� ���� ��� � �� � �����= �������� B�� ;� ���������#�� ���6

�=��� �� �����#�� ����������� &����#�� ����������� #�� �� �� �Æ#�����= #��������� ���

����������� �����,=A -��� -= ���������, ���  ��� ����� �; ��� ��������� ��1��1� �� 

-= ������J��, ��� �������� �� -� ��� ������������=�

R� ������ ��� ��� #����-������ �; �� ����A K��#� �� #������ -��� �; ���������6

#���� �� ��=��#����� ��� �������� �� ��� �� ��� ���������#�� ����#�� �� ��� �����#��
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��#���+���� � #�������� ���#�� N'55O ;�#����, �� ��� ��=��#�� ����#�� ������ ����K����

��� ���� ���G��, ����� �; �� K�G �� ,�1�� �� N49O�

!�;�� K�  ��#��� ��� ��#���#�������A ��� �� -��Z= ����� �� � ���� ;���� K�= ��� ��-���

K� �����  ��� K���� ���  ������ K��� -� ,�1�� �� ��#���� 7�(A �� ;� �� �,�,�#�� ������� K�

��;� �� ���= ,�1� � 1�,�� ������, �� ���� ���������= ��1�=�

��� �1������� �; � ����#��� �=���� ��-H�#�� �� � ���� B�� 
��+ �� �� ��� -= ��� ����6

 ���� ��� �#��� ��,� �+������

��
:E

:C
D �� E U

��+ 2C3 	 ��%2
��+ 2C33E� 27�'�'3

#���������� K��� ��� ������� #�� ����� E2C D )3 D E�� �� ���� �+������A ��� K�1� ;��#����

E �� ������ ��  ���� ���= �� ��� #�� ������ �; ��� 1����� ��#��� ��� ����#��� �=����

�� #������ �;� ��� �����#� �; ��� ���#���� �� �##����� ;� ����,� �� �:�#��1� ���������

�#���, �� ��� ��#���A �� #������� �� ��� %���������� �� �; ��� ;�� �=���� 2K��� ��� ����

�� ���� �:3� R�  ����� -=
��
%2

��+ 2C33 ���  ����� ������ �; ��� ����#��� �� �����#� �;

�� ������� ���#��# B�� 
��+ 2C3M �� ��� B�� � � ����-����� ����=A ��� #�� ��� ��� ;����

%2
��+ 2C33 D ��� � U �

��+ � ��� ��������#��� �� ��� K��� ;����� ��,�� � � ��������� �;��
%2

��+ 2C33 �����#�����A ����� �� ��� ����-����� ������,A � �1�� � ���  ���� ��#� �; ��� K�1�

;��#���� E �� ��� %���������� � K��� ����#� �� ��� #�� ������ �; 
�� ����� 
�� ��������	

�; ��� ����#��� �=����� �� ��� ������  �=A ��� ����� �� �� �� ��� �; ��#� �; �����#��

���������

�� � � �� ����� �� ������� #����� ��-���A K� ��� A �� �  ����� �� ���  ��#� �+��6

���� 27�'�'3 �� ����, ��� �1������� �; ��� �=����A ��  �B�� � #��� ;��#����� ������J��, ����

#��� ;��#���� K��� ,�1� � ;���� ����� �� ��� ��=��#�� ��,�� K� K��� �� ��#�� �� �� K�GA

K� #���� � � ����� ����#��� �=���� �� ����� �� ����� �� �� ���  ��#���� �; ��� ������=

�����J� ���� B�� � ��� #��� ;��#���� K� � ��� K��� ����;�� �Z�#� ���� K���� ���� �� B�

��� � ���A ��� �� ������� �� ������� �; #��� ;��#���� �� ��� �������� #��� K��� ��� ����� �;

��� �=���� E 2�������� �� �+������ 7�'�'3 �� � ;��#���� �; ���� C �� �; ��� ��,�� F -��K���

��� ���� �; ��� �=���� �� ���  ��#���� �; ��� ���� B�� *

G2+3 D '

�

� ���

���

� 9�:

9��
�E2C� F3�� #�� F ��� F �F �C� 27�'�(3

��� ����� K�= K� #����� �� ���������� ��-��� �� �� #����� ��-���A �� #����+�����=

��#� �� �-H�#��1� ;��#���� K��� -� �� � #��� -���K� ���� ;��� �; ��� #��� ;��#���� K���

���� -� ,�1�� ���� �� ���� ���#���

��� ������ ������, K� ��1� H��� �� �#��� �-�1� ��Æ#�� �� ��K �� ����� ��� ��#���������

�; ��� ������� #����� ��-��� K� ��1� �� ��#G��A K��� ����#� �� ���� ������� #�����

��-���� ���� ��� �� � ��= ��1� �� ��� �� ���� #��� ;�� ��� �����  ������ �; ���

��,������, K�� 2��������#�A ���3� ��� �� ��K �������J� ����� ��#����������
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��� ��� ���� ����� �; ��� ���������#�� ����=A ���� ��-��� �� (�����
� 2��� #�������+ ���������� ��� ����� E3 K��#� �� ��#� ���� ��� ��-��� �� � 1�= ��,� ��1�� �; �����6

����#��  �Æ#���=� �� �� A ��� ���������#�� �������#�� ������ �� -������ #����� �� 1�=

��� �� ��B����  ��������A ����A ;� ��� �"
 27�'�'3A ���#� ��� #���-��� K�G -= !��� �� 

����� N'<OA �� ��� ��,��� ��� -��� �� �A �� ��� -��� �; �� G��K�� ,�� �� ��� B����

 ���������� ������������ �; 27�'�'3A ���� ����� ���� ������ ���� #�� ���� -� ����� � ��

��� ��B����  ���������� #��� -�� ���� �� ��� 1�= ���= �� ������� 2�� ;�3� R� �;� �� ���

K�G �; 8� �����#� �� ��� N'44A '45A '47O ;� ���� �#��� ��,��� �� ��� ����= �; ���#�

#�������-����= ;� �=����� ��#� �� ����� K�  ��� K��� ���� �� ��� ������� #����� ��-���A

	��� ���� ����,� #�� -�  ���� R� �;� �� ����#��� �� N.4O K��� ���� �; �� ��1� ��6

1�� ��� �������#� �; �� ������� B�� �� � 1�= �#� ���# �� ������B� ������,� R� ����� ���

���-���� ��= ���,� �� ����� �����#�� ����#�� �� ��K #��#������ �� ��� ��#��#�� �����

� ����#��-�� ��#������= �� ��� ;�#� ����A �� ���� #����A ��� #�����
��+ �� ��	���(��� ��

����A �� ��� �� ���#�� �� �� ��� � #�#��� ;�#� ;� ��� ��+��� 2#���� K���
��+  ���� � -���

�� ���� �� ���#� #��� -� ����� �� ��� ���� ;������A ��K�1� K��� ���,���= ��� �� ����

#�����������3 -�� �� �� ���� #��1������ �� #���������� � 1�= ������-�� ������������ ��

��� #��� �; ����� ����#��� �=����� ��#� �� ����� �� ����� ����#����� �� ��� �#��� �; ��#�

� �=����A ��� ���� ��,�� �� �� �� ���� �� ����,������ �� ���#�� ��#� �  ����-��� �� ����

#����� �� ��� ���� ����� ;� � ������  �:������� �+������ ��#� �� 27�'�'3�

�� �  �����A ���#��� ��������� ���� -� ��� �� ��� ;�#� ���� ������,� �� ,��� �� ��  �1� ���

�=���� ;�� ��� ������� ����� �� ���� ���� ���#�B# ����� ����,� � #������� ����6 ���� ���

�1�������A ��� #��� ;��#���� K� #����� �� ;������� �� ���������#�� ��-��� �� ��� �  �����#�

�� � ��,�� �����A -�� ��� ���� 1���� �; �� �-��1�-�� 2� ������ �; ��� ���������� �; ���

����#��� �=���� K��� ��� B�� 3� R� K��� �� #������ � ������ -�� ;���� �� ���� ������ ���

�������� ,��� �; ��� ������������� K� K��� �� �� �� �� ��� #����� �; #����#�� ��#������

���� ����� ;� ������#� ��G��, � �=���� /$ ����� ���� /$ U  ���� ���� ���� /U$

2��� N..O ;� �� ���� �#���� �� ���� ��-���3� ��##�� ��, �� ��G��, � #����#�� ��#����

�����-��  ��� ��� ��#������= ����  �1��, ��� ������� ����� �� ��� B��� ���A -�� ���������

2�� �� ;�#� ���� �; ��� �����3 ���= ��##�� ��, �� ����
���� ��� ������� �=���� �� � ,�� K�=

�� ���� �;��K� � ���  ���� ��#���� ������������= �������� �� ���� ����#�A �������, �

����#��� �� ���#� �� -��� � �� ��� �� ��Æ#���� ,���� ��#� �� �� #��1�������= S,������#���=T

����� A ��� ,��� �� ������ ��#�� � &���� K���  � ��� ��� �; ��� H�-� �� �  �����A ����

�� �� �= ����������� �1� ��#�� ���K��, ���� ���,���, � ����#��� 2���������� �� ��� ����

;�K� ���,�����3 K��� � ���� �	 ;����-��A �� #���������� � ��,��B#��� ���� ���� #�� -� ��� 

�� �Æ#�����= #����� ��#����� 2��� ��� ,��� -��G��, K�G -= %� ������;�� � N'(@A 95O3� ���

��-��� �; ���������� �� ����;�� � ,�� ��-��� �� ���G ���

�� �� ���� ����,������, �� #���� � ���� ��-��� ;�� ��� ��#��#�� ���� ������ ��� �� B��

�� �#��� ���� � �� �; ��,���� �� �=��#���=A ��� ���#� �#��� �� ���� �; � ����#���A �����=

� ;�K ��,������ 2')��� �3A �� ��� ���� �#��� �� ���� �; ��� 1�-����� �; � ����#��� -�� A
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�����= ��� ;������#�� � 2')��� �3� ��� ����� ���� �; ���������� ;� �+������ 27�'�'3 �� ����

�=��#���= ��� ��#���#�� 2')��� �3� ���� �� �K� ���� #����+���#�� �; ���� ���� �#���� ����A

��� #����� ��� � �� -� �� ��������� #�����A ���#� �� �� #��� ���� ��� #����� �� ��� ��� B�� 

�� ��� ���� K��� ���#����#  �1�#��� �� ���� K� �A ��� ���= �=���� ���� #�� ��#� �� ;��� ��

��� ����#��� �=���� �� ��#����= ��� �=���� �����;� ��� ��#�� #����+���#� �� ���� K� ����

����G �; ���� ��-��� �� � #��������=  �:���� K�= ;�� ��� K�= K� ����G �; ����� #�����

��-����* K� �� ��� �� � ;���K�G K��� K� #��  � ������� � �; ���������� K�����

� ������ 2K���� K� #����� ����#� � �#G�� ������� � �����3� ���� �-����= �� ��G� ���=

���������� ��� �� ��� �K� #����+���#��� ����A ��� #�� ���,���A �� �� �� �� ��  ���A

�� #����� ��� �����#�� ���#� ;� ��� ������� B�� ��� K��� ��� �����#�� ���������� �;

�+������ 27�'�'3A -�� K��� ��� ��������� �����; N7A @9O� ��� ����������� �������� �; 27�'�'3 ��

�� �� ��#� ;���� ���� ��� ��������� �� � #������� ���� �� ��� ���� ����� �; �Z�#����

;� ������ �� �#�����B# #�������,� ��#�� A ��� �; ��� ��H� ��-���� �; ���� B�� �� ���

����� ��� ������ �;  ��� ���� �� �� ��  �������� � #������,� �� �� B� � K�= �� �������

���� �� ��� ������J����� #=#��� R� ����� ��� ,�1� �� ���� ���#�� ��=  �B���� ���K� �� ���

+�������� �� #��#��� ���� �-�1�A -�� �� �� ���� �� G��� �� ��� ����� �������

��� ���� ���� G��K �-��� ��� ��#��#�� �������� ;� � ���� B�� � ��� �; �� ���

������� �� N.'A .)O � ��� �##���� �; ���� �����A �� K� �;� �� ��A � �� ��� #���������1�

���� N'4(O ;� ���  ������� ��� �� ���= ��= ���� � �� �6�: ��� �� -� �� � -��K��� ��� ��K�

�; ��� ����A ��� ���� ���������A ��� ��������� ;�+���#=A �� ���� ��� ��#� �� ��� ��J�� ���

���� B�� � K� ����� ��G� ��� �; ��1� ����������� �� ��� ��,� N')��� ')��O Ra#��A �� �-�� ��

��1� � ������� �; ��� � � �; ')����A �� ��� ��,�� ���= #���� ��� ;�+���#= ���� ')��%J�

� 1�= ��#���� ;����� ������ ��� �,���� ��� #�� ��G ��� +������� K����� �� �� -���� ��

������J� ���� ���� ��� B�� � ���� �� �� �= ������������= ;����-�� � �� #���� � ��� B�� �

K������ ��G��, ���� �##���� ��= #��������= ��#�����,�#�� #��������� !��� �����#��� ��=

-� ���;��� �� ����#���A ��� ��#�� ��� ��= ���� ��  ���,���, ��� ����� ��=��#����  � ��� 

;� ��� ���� ,��������� �� ��� ������ ���#��A K� �����= #����� ��� B�� �����#�A ��G��,

�����#���= ���� �##���� ��� ��#���#�� �+��������� R� ����� ��K�1� ���� ������ ��� ��#�� 

��� 2��� ��� �� ���� ����� -���K K��� K� ������J� K��� ��� ���� B�� �3�

��� ���,� �� ��K ���� ��� �� ��= � ;�K K� � �� ��� ����� ���,= K� #����� ;� ��� ���#�

�; ��� ������� ���� B�� �

���� �� ;������A K� ���� �������J� ���� ��� ������ ��� = �� ;� ;�� -���, ��� B��

������� �� B� �����#���= ��� ������� ���� B�� � ���� ����� ���= �������#�� ��� ��� -��� 

���� ��� #�����#���� �; ����� �=����� �; �"
� �����������, 27�'�'3 �� ���� ��� �������

2� ���#�3 #����� ��-��� #�� -� ����� �����#���= S-= ��� T� ��� ��� ��, ������ �; ����

�����#�A ;�� ��������= -��� ���� �  ��� G��K�� ,� �; 2� ��������� �;3 ��� ���� ��#��6

����� �� �� !���A �� �#����� �� #�K�G�� N..A .(O� ���� ������� ��, #����-������A ��

����#��� �� ������� ���� B�� � ��  �� �� �� !�� ��G N.<O� �� ��� ���� ��� A ��� �������

#����� ����� ���,= �� ��� ����� ������ ���������#���� ����G �-��� �� ��� ���� = -���
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�����,��= ������ -= ��=��#����A �� ��� B�� �K �; K��#� ���� � %� ��-��J N'57A @@O� ���

���� K�G� -= ��H���� N@)OA ��G�� N9)O� %�K�1�A �� ��� ����� #����-������A ��� ��,������

��� ;� ��� �����#�� ���#� ;� ��� ������J� B�� �� ���� �� -��#G -����A �� ��� �� ����#�

;� ����#�� �� �K� �����#� ���� �� #�����������, ��� K�G �; ����� ��� ��, ����#���

�� ��=��#� -= �������, ��� #���-������� �; ��� ���� �#��� ������J����� �����A -= #������,

���� �� ��� ������ �� ��� ������ ��-���A -=  �K��, #��#������� �� ��� -��� ����� �� -�

��� A �� ����A K��� �����-��A -= ����1��, ��� ��=��#�� #��#��������

�� ��� ������ ��-���A K� ����� ��1����,��� �����= ��� ;����K��, ������A K��#� �� �;

,����� �������A -�� K���� ������� ��=  �:� ;�� ��� ��-��� �� ������*

L ��� �� ���� ���#�B# #��� �;  ����������# ��,������ 2,� ����6��G� ��,������3A �; ���6

#�����# ��,������ 2,�����# ��,������ �� �1��������= �����,���3 �� �; ��,������

�����, ��� �K� �����#���A ��#� �� ,�����# ��,������ �##������ -= �������� -= ,�6

 ����

L #�������� �; ���  �:���� K�=� �� #������ ��� ,� ���� K��� ��� � *  ��#���J�����

�; ��� � H���� �+������A #���������� �; ��� � H���� �; ���  ��#��� �+������A ��������#

 �:����������

L ����#� �; ��� #���#� �; ��� #��� ;��#���� �� ��� �����A �����#����� �����#���A���

��� ��+��� �; ���� ���#�� �� �,���J� �� ;����K�� �� ��� ���� ��#����A K� ,�1� �  ������ 

����������� �; ��� ��-��� �� � ��� =A ��G��, ��� ��#��� ��� +��������� 2%����������

�A ����� EA ���#��# B�� 
��+ A  ����� ������ ��

% A #��� ;��#���� G3 K� ��1�  ��#�-� �-�1�

�� � ����K��� 1�,�� K�=� ��#���� 7�.  ��#�-�� ���  �:���� ������J����� ����� � K� �����

��G� ��� �;� �� ���� �; ����A K� ����� ��� �� #������ ��� ,� ���� �; ��� #��� ;��#�����

�� ��#���� 7�.�'A K� ����;�� ��G� � �����#�� ����=��� ��  ������� K��#� �����,= �� ���

-��� ��� �� #������ ���� ,� ����� �� ��#���� 7�.�( K� ,�1� � ����  ��#������ �; ���#�����#

��,������ K� �����=� � ��#���� 7�4 ���� ,�1�� ��� ������ �-����� ;� �� ��-��� K���

 ����������# ��,������ �� K��� ���#�����# ����� ������=A �� ��#���� 7�5A K� ����� ������J�

�� ���� ������ �� �� �#��� ���  ��#����� �; �� #���� �� ;���� ����#��

6.2 Statement of the control problem

6.2.1 The system under study and the control problem

��� ����#��� �=���� K� ��� = �� ��� ����� %	& ����#��� 2�= �,�� #=��� �3� ���� ����#���

��� -��� #����� -�#���� �� �� ����� �� ��� ,��� ����� �� ����� ���= �� �; ��� ���� ;�+���#=

�� ��� �; ������#� K��� ����#� �� ��� -�� ��, �� ��� ����;�� �� #���������� � ��;�#� ��=

�-H�#� ;� ������, �� ����� ���,=� R� ��� ��� ��6#���� ��#�-� #�� ������ 2� D 2�� )3� F� 
3
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�� ��������J� ��� ����� �; ��� ����#��� 2��� ��,�� 7�'3� ��� ;�� %���������� �� #��

-� K����� �� �� D ����2�3 U ��#�2�� F� 
3 U ' 2�3 �� ���  ����� ������ �� K����� ��

%2+2C33 D ���2�� )3 #�� F � +2C3
(

�
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�
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�2�� F� 
� C3 D ����2�3 U��#�2�� F� 
3 U ' 2�3 U�1&+��2�� F� 
� C3� 27�(�.3
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K��� ' 2�3  ������ ��� �:�#��1� ��������� �������, ;�� ��� ���#�������# �����#���� -��K���

��#��� �� ���#���� 2�� ���� ,��� �����3A K����

�1&+��2�� F� 
� C3 D +2C3 	%2+2C33
D ���2�� )3+2C3 #�� F � +�2C3

(

�
��2�� )3 #��� F U ��2�� )3 ���� F

�
 ������ ��� �����#���� -��K��� ��� ����#��� �� ��� ���� B�� � �� ��� ;��� ;������A �0�

H

C

N
r

R

θ

ε

ϕ

���� 7�'* !���� #�� ��� 3�6 ��������

�� � 0� ������� ��� � �#� ������*

�0� D
505�
50 U5�

� � 0� D
5 250 U5� 3

5 U50 U5�

�� �� �� ��� ��������  ����� ������� ��� #��Æ#����� �� �� �� �� ����#��1��= ���

������� �� ��� ����� �#��� #��������� �; ���  ��,���� �����J�-����= ����� � ,�1�� -=
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�� D �22 �� �� D ��� D �77 K��� 2H>3 �� ��� ����#��� �����

�� � B�� ���� ��K� ��� �������� �; ��� ��������#��� �� �� 27�(�.3A K� #���� � �� ��� ���

����� � �; ���� ���#�� ��� #��� �; � �,� ���* ��� ��-���  ���� � ���= �� ��� ��,���

1���-��� F� <� ��������A �=����= #����1����� ���� ��� ���� �����J����� ���� ����K�

�� �� ������� ��� ������ �� < ;�� ��� ������ �� FA �� #���� � ���= ��� ����� �� ��

#��#��������� ��� %���������� 27�(�.3 ����;�� � �#�� ��

� D �2F� C3 D ��#�2F3 U�1&+��2F� C3� 27�(�43

K���

��#�2F3 D � �
�

(2� 0��� U �0�)�3

'

��� F
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:F

�
��� F

:
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�
�� 

�1&+��2F� C3 D ���2�� )3+2C3 #�� F � +�2C3

(

�
��2�� )3 #��� F U ��2�� )3 ���� F

�
�

K��� � �� ) �� B�� �� ���� �+����-��� 1����� ��� �-H�#��1� ;��#���� G2+3 K� ��

������J��, K��� -�  ������ �� ��#���� 7�(�. -�� ��� �� ��K ���� �#� ��� ������������� #������

�2C3 ��� �� #������ G2+3 �� K��#� �� ��� ������ �; ��� ���������� �� ���� C 2��� N74O ;�

���  ������3A

�2C3 D ,#�� F- D
� :

�
#�� F .2F� C3 ��� F �F� 27�(�53

K��� .2F� C3 �� ��� ��,���  ����-����� �; ��� ����#���� �� ��� #��� �; �,� ��� ��,���

 ����-����� �� � �#� �� .2F� C3 D �E��
�
K��� �E��

�
 ������ ��� �+��� ��� �; ���

#������ E� ��� ������������� #������ ����;�� -�#����

�2C3 D

� :

�
#�� F �E��

� ��� F �F� 27�(�73

��� ������������� #������ �2C3 ��G�� ��� 1����� �� ��� ��,� N�'� 'OA ��� 1����� �' �� '

#������ ��, ����#��1��= �� � ����#��� �������, �� ���  ��#���� �; ��� ���� B�� �����J�����

���� �� �� ��� ��������  ��#�����

��� �#��� ��,� �+������ ��� ��;<;� D � E�

E2C D )3 D E��
27�(�<3

 ���� ��, ���= �� ��� 1���-�� F �� �����#���= ���1� K��� �� ������ ��������, ����� N7)O

#����� K��� � ��� ;� ��� G�����# ��� �� ���K� �� N4)A ')9O� ��-�� 7�' ������J�� ���

�������� �; ��� %	& ����#��� ;� � �� ) B�� �� ���� �+����-��� 1�����

6.2.2 Choice of the set of electric fields

R� ��K  ��#�-� ��� ��� �; ���� B�� � K� ������J� ����� �� ��� �� ��� ���� �#����A -���

�����,��� �; ����#���, ������; �� ��� ����������� ����� �; ��� �� � �; #���� ���, ��� ����
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��#� ����� -���, #���#���J� -= � ��� �; < � H����-�� ��������A �����= ��� ;�+���#= I�A

�����1� ����� <�A ������� B�� ������� � +��A ��,���� K��� 4 �����  ��������, ��� �����

2��,�� C��A ��� ���� C�� � C��A ������� C�� � C��A �� �����#���� ���� C�� � C��3� ��� -����
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 ε
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t1 2t

t3

���� 7�(* � �����
� �
	�� ���� +�2C3�

�� �����J� ����, ��� ���� ����� ���� ��G�� � ����� �; < � ') D <) ��������� �� ����� 

-� ��#� ��� �������J� ���� -= #���� ���, ��#� � ������������ K�  � ��� ��1� �� ��� 

�� �� �� � ��������� ���� �� ������������= ;����-��A -�� ���= �� ,������ � S,����#T ;�� �;

��,��� +2C3�
�� �� K��� -� ���� -���KA ����, ��#� � ,����# B�� ��� ��� ����  ��� 1����,� 2�� �  �����
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�� ���� �-1���� ��,�  �Æ#���= �� ������J� �1� ��� ^3* ��� ������J� ���� B�� ���� �� �-����� 

����,� ������J����� �� ��G��= �� -� ���  �Æ#��� �� ����=J�^ �� �� A �� K� ��1� 1�= ��,����#

�������A K� ��� �� ��1� ��, ��� ���������� K��� � K��� � ����B� B�� �� ,�������

�-1�����=A � �=��#�� B�� �-����� -= ��#� � ������J����� �� ���K� �� ��,�� 7�') #�����

-� �����= ����=J� � ����;��A ��� ���� ��� �; �� K�G K��� -� ����, ��� B�� �����,=*

����#� �����1�� �� � ������������ �; �K�A � �� ���� ����A  �:���� ����� �; ��� ����� �;

��,�� 7�( �1�� �; ��� ��#� �� ��= ;� ���� �� �� ���� � ������ �� ��� ���������=�

���� ;�� ���#G��, �� ����������� �����= 2;� ������#� � �=���� �; �K� ����� K��� ���

���� ��������� -�� K��� �K�  �:���� ������ �� ������, ���� ���� ��� ���� ���� K���  �:����

����#�� �����3A �� ,����= ������B�� ��� ����6�������� �; ������� �� ���� 1��KA ��� �; �� B��

������ ��� -��� ���� K��� K� ��� . �����A ����A K��� K� ����K ;� .  �:���� ����� �� ���

������J����� ��#� ��A ��� ��,����� �� � �� K��� �� ������J� B�� K��� ��� ��� ����

��� � 1�= ����� ������� � 2��� ��-�� 7�5 �� ��#���� 7�43� �� ���� K� �A #���� ���, �K�

����� �� ����,�� R� ����� ����;�� #��#������ �� ���� ����� #����

6.2.3 Choice of the cost function

��� #��� ;��#���� �� ��� ���������#�� ;��������� �; �� ��=��#�� ,���� ��� #���#� �� ��  �Æ#���

�� �� #������ ���� �� ��� ��� -���  ��� 
 ������A -�� ��� -��� ��� ����� �; �� S������1�

��#���T� R� ��1� �����  �:���� ���� �� #����� 2�� ���������#�� �� ��=��#�� -����3

��� ������ ���= �� �#�� �� ���� ��#���A K� ��1� G��� �� ��� ��� #�#��� ;����K��, ������*

�; � ;��#���� �� �#�� 2�;�� ������J�����3 � B�� K��#� �� ���  �Æ#��� �� �� ����� A �� #��

-� ����#� ��K�1� -= ������ 2�����-�= ����3 �Æ#���� ���� �� �#�� ��� �� ����� �-��

������� ���� �; ��� ���� K� ����� ����;�� ��� �� ���=  �:���� #��� ;��#�����A �� ���

���= ����

!���#���=A �� ��=��#�� ,��� �� �K�;�� *

L K� K��� �� ��1� ��� ����#��� ������ K��� ��� B�� �� � 1�= ,�� K�= �� 2�� �����3

��� ����  ���, ��� ����1�� �; ���� #���� �� � ��� #������ ;� ���� ������ ��*

G D ���
����	�  

�2C3� 27�(�93

L �� a� K� K��� ���� ���������� �� -� G��� �� ���, �� �����-��A �1�� �; �� �� ��� �� ��;�#��

���� ��� #������ �� -� ��� ��*

G D
'

�

� �

�
�2C3 �C� 27�(�')3

��� ����� #������ G �� K��� K� ��1� K����� G2+3 �� ��� �+������ 27�'�(3� ������ ����K���

��������� A K� �����  ��� ���#�;��� K��� � #������ G ����  ������ ����� �; ��� �K� #�����

27�(�93 � 27�(�')3� �� -��� ;������A ��� �� �#��� ���� �2C3 �� ��� +������= ���� �#� ��
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;����� 27�(�73 �; ��#���� 7�(�' �� K��#� ��� ���������� �� ���� C�

�� ��� ��#�� ������,A �� ����� -� �� � ��#��� ���� S�� ���, �� �����-��T �=��#���= �����

�����1��= ���, #����� �� ��� ������� ���� �; ��� ����#���A �����= '' �� ;� %	&A K��#�

�� �� �� +���� � ���, ���� �� �� #�������

�� ��� ;����K��,A K� ����� #��� S���KT2��� ��,�� 7�. 2�33 � ;��#���� �2C3 �� �#� �����= -=

��� ������J����� �� ��� B�� ������, �� SK� �T 2��� ��,�� 7�. 2-33 � ;��#���� �2C3 �� �#� 

�����= �� ��� ��#�� ���� ��� �� ���� ������� ���� � �����#����� �����#� �� �����-�� �� 

time

j(t)

time

j(t)

2�3 2-3

���� 7�.* B����
� 	�
�� �# 
� ������*�� �2C3 �(�
���� 7��� ��������� G� 1
2 
�� ��������� G�

1(2� B��� 
�� ��	��������� �
���� 
 M�
���7N 
�� 
 M7���N �� ��� �� ��

���� �� ��= �����-�= ����� �� �-������, ���=  �:���� ������ �� a� ��� -��� ��� �� ����

����� �� -�  �B�� 2��� ��#���� 7�43�

6.2.4 Identification and classification of the fields obtained

�; ����= ������� �� ��� ��� �� �� ����� ��� B�� � �� �#� -= ��� ������J����� ��6

,������ �� K��� ����K ��� �� � ����;= ��� �� ��=��, ���� ��#�������A �� ���,��� �#�����A

�� �� ;���� ������;= ��� ���#��# B�� �� ��,,��� ��� ���� ������ B�� �� -� ������������=

,������ �

��� ��,� ���-� �; ������J����� ��#����� K� ��1� ��A K���  �:���� ���� �; ��������A

K���  �:���� ��,�� �; 1����� �; ����� ��������A �� K���  �:���� #�����A ��� ������ 

�� �� �������  ��� ��� �; ������J� B�� � +2C3� R� -����1� ���� � ,�� K�= �� #�����;= ����

��*

L B�� � �; ��� ;�� �; � "��" 2��� ��,�� 7�43A K��#� �� �� ������� ��  �� 2�; �����������=

)�(5 ��A ��J�A ��#� ����� ���� ��� ��������� ���� �; '' ��3 �� ��=�����# 2K���

����#� �� ��� ��,�3 ������
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L ���� �=��� �; B�� �A ��������= ��� #�����#��� �� -� �����=  ��#�-� �

6.3 Methodology

��� K�= K� ��1� ��#G�� ��� ������J����� �; ��� ���������� ��-��� �� -��� �� �K�  �;6

;���� #������ �; ��,������* B�� ��� ,� ���� ��G� ��,������A �� ��#�� ��� �1��������=

��,������ 2
��3� ��� ;��� ���� �� ����=  ����������# �� �� G��K� �� -� ;�� ;�

��� ��� ��� �= #��1�,��� ���� -�� ������ ���  �K-�#G ;�� �����, ��� ��G �; ����6

���, ����� �� � ��#�� ������� ��� ����� ���� �� ���#�����# ��,������ -��� �� ���B#���

"�K������ ���= �� ���� �������1� �� ��� ���-� �; ��#�� ������ -�� �� ���= �� J��6� �

����� �A ��� #��1�,��#� �� ���K�� � K�= �� ������� ��� ;�#�� �; -���  ����������# �� 

���#�����# ��,������ �� �� ��� �=-� ����� �� R� ��1� ������ ��� �; ����� ����� � K���

�� �1��������= ��,����� ����, � ,� ���� �������� �������
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���� ��#���� ������� �� � B�� ���  �:���� K�=� �; #�������, ��� ,� ���� �; ��� #������

�� ������J� �� #������ ���  �:���� ����� �� �� � ��#�� ���A ���� ��#���� -��Z= ��������

��� -���# ����� �; 
��A �� ���� ������� K��#� ����= ���#�����# �� �=-� 
�� ��1� -���

��� ;� ��� ������ ������� �� ��#���� 7�4�

6.3.1 Gradient like algorithms

�� ���� ���A K� ������  �:���� K�=� �� #������ ��� ,� ���� �; ���  �:������-�� #���

;��#���� G2+3A  �B�� -= 27�(�')3 2��� #������ 27�(�93 �� ���  �:������-��3 ��� � ;� ���

,� ����6��G� ��,������� R� ��� �K� ,� ���� ��G� ��,������* ��� ����G6��-�$�� ��� �����

#��H�,��� ,� ���� ��,����� K��� R��;� � 8�� �����6��#� ����6���#� 2����;�� �--�1����

�� ����3 �� ��� !�8� ��,������ �� � #������� ����������� �; ����� ��,������ ��� N(7A

��� 'O� ��� ���� ������ �� ��� ���� ������� K�= �� #������ ��� ,� ���� �� ��� B����  �;6

;���#�� ����� A K��#� �� ��;��������= 1�= ���� #�������,� �� ��� ��� �� �� B� ������A

���� ���� #�������,A K�= �� #������ ��� ,� ����� ��� K��� G��K� � H���� ����� ��= -�

���������� �� 2�� �����3 �K� K�=�* ��� #�� �����  ��#���J� ��� #��������� � H���� �+������

� ��� #��  � ��� � H���� #��#���� �� ���  ��#���J� ;�� �; ���  ��#� �+������� �� �� ��� #���

�� ��� 2�� ����� �� ��3 K����� ���� �� � ,����� �#��� #������, K��#� �; ��� �K� �����#���

�� ��� -��� ���� ����;�� K� ����� ���� -��� �����#��� �� �� ���#�B# ���������� �� ;�#�A ���

��#�� �����#� 2� H���� #��#���� �� ���  ��#���J� ;��3 #�� -� �����; ��- �1� � ���� �K�

�����#���* ��� ����6 ��#��� �����#�A �� ��� ;���=  ��#��� ��� 2��� -���K3� �� �  �����A K�

����� ���� #����� ����� ����� � K��� ���� �; ��������#  �:���������� 2K��#� �� ���#����

������� ��  ���, #��#���� �� ��� ;���=  ��#���J� ;�� �; ��� �+������A -�� K��#�A �� ;�#�

 �:�� ;�� ���� �����,= -�#���� �; ��������������  ������3� ��� ���� K� ��� �� ���� �����

�����#� �� �:���/�� N59O�

R� -�,�� �� ��#���� 7�.�'�' -= ��������, ��� #��������� �����#� K��#� #������� ��  ��#�6

��J��, ��� #��������� � H���� �+������� &��� ��#���� 7�.�'�(  ������ �� ������ ���� �����#�

K��� ���  ��� ��� � H���� #��#���� �� ��� ����6 ��#���J� �+������� 2K��#� ����� �+�������

���=  ��#���J� �� ����3 �� ����  ��#���J�� �� ���#� 2F3 ��� ��6�-����� � H���� ��-���� ��
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��#���� 7�.�'�. K� ���� #����� ���� �����#� �� ��� #��������� ��� �� � ������B� ��������

�� ��#���� 7�.�'�4A K� ������ ��� �����#� 2#���� ���  ��#��� �����#�3 #��������, ��  ���,

� H���� #��#���� �� ��� ;���=  ��#���J� �+������� 2-��� �� ���� �� ���#�3� ������=A �� ��#6

���� 7�.�'�5A K� ������ ��� ��������#  �:���������� �����#�� ��� �����#�� ������ ��

������� �� ��#���� 7�.�'�7�

6.3.1.1 Discretization of the adjoint of the continuous problem

�� B� ��� �+������� �����B� -= ��� � H���� ����� �A ��� �� ��� ��� #����� ��-��� �� �

������J����� ��-��� �� � ��� #�������� ��;<;� D � E �� E2C D )3 D E�� R� �������J�

���� ���� �� ���= � ;���� ����� ��  ������� ��� � H���� ��-��� �� �� #������ ���

,� ����� R� ����� �G�� ��� �,���� 1��B#����� ���� ��� � H���� ��-��� K� B� �� �� �� ���

#��#� ��� �� ���� �� =��� � ��� #��#� ,� ����� ����,  �B������� ,�1�� -= 
+������ 27�(�43A

K� K��� K��� �� ���� ��#���� ��� %���������� � �� ��� ;��* � D ��#� U �1&+��� R� �#���

���� ���= �1&+��  ���� � �� + �
��� �� B�� ���� �#� ����  �B������� �� ��������� ���� K� K��� ��� ����,���� ���� ��#�����

�� +�� +� � '� D ��2N)� � O��3 K�  �B�� ��� �#��� �� �#�

,+��+�-�	0 D

� �

�
+�2C3+�2C3�C�

�� ;� <�� <� � '9 D ��2N)� (�O� � 3 ��� �#��� �� �#�

,<��<�-9	0 D
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�
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�
��� F�F�
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��� ��-�#��� ���� �� �#�����, ��� S#���������T ����� �; ��� �#��� �� �#�A �� #��������

K��� ��� ����6 ��#��� � ���  ��#��� ���� K��#� K��� -� ��� ���� ��� R� �������J� ����

K���  �:���������, ;��#����� K��� #������ 1���-��� K� #���� � ����� ;��#����� �� �K�6

1���-�� ;��#����� �� ��� ��#����= ��� #������ 1���-�� �� ��G�� �� �� ������� �; �� � ��

� ,�1�� ���� B�� + A K�  ����� -= E� ��� �������� �; 
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6.3.1.2 Adjoint calculus on the semi-discretized equations
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6.3.1.5 Computing the gradient using Automatic Differentiation tools
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6.3.1.6 Numerical results
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�����#�� �� ��-�� 7�4 K� ��� ����A #����� �� ��� �" �����#�A ��� -��� ������ �� �����

,�1�� -= ���  ��#��� �����#� 2�,��� ��#��� ;� ��� #�������� ��3� R� �#��� ���� K��� ���

 ��#��� �����#� K� ��G� ��� � H���� #��#���� �� ��� ;���=  ��#���J� �+������ �� ���� ���
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��������#  �:���������� ����� ��G� ���� � H���� #��#���� �� ��� ;���=  ��#���J� �+������

K��� ���� ��������������  �:���#��� R� ���� �������J� ���� ;� ��� #�������� �� K�

�-���� ������ K��#� ��  �:���� ;�� ��� ������ K� �-���� K��� ��� #��������� �> �� 

�?� R� ����� ���-�� �� ������� ��#� �  �:���#��

�� ��#��#�A ��� ��J� �; ��� ������� 1�#�� ;� �� ��-��� #�� ,� �� �� <)A �� K� #��

���= ��� �� � H���� -��� ����� �� ��� ��� B����  �:���#�� ���� �� �� ��� 	�� ����

��� � �� #������ ��� ,� ����  ���� � �� ��� ������� 1�#�� ��J� ;� ��� B����  �:���#��

����� �� �� �� ���� ��� �; ���� ��J� ;� ��� ���� ����� � ������� -���K� ��� ��#����=A

��� 	�� ���� ��� � ;� ����� ���� ����� � �� �-��� . ����� ��� ��� ��� � �� #������

��� #������� �� ��������������A ��� #��������� �����#� �� ��� ����6 ��#��� �����#�

�� ������� �� ��������� ���� ���  ��#��� �����#�� ������=A ;� �:���/��A ��� �� �#��� ����

�1�� �; �� ,�1�� ��������#���= ��� ,� ����A ���� ����6��#�����, �; ��� � H���� #� � �� ��� � 

-�;�� �����, ���

���� 7�.* ;��
���� �����+ 7��� ��	���� �� ��� 8,+ �# ��� ��
������

)�* N ����
�� ������
 �� )	��� �* K )�5��� #55� 5*

,2 ?2 � �2 2

�� 5� �#�� �5�� (+�� �5�� �5�� �5�� !��� �5��

�� 5� +��� �5�� ���� �5�� !%�� �5�� ���� �5��

�� 5� �(�� �5�� (��� �5�� �#�� �5�� �#�� �5��

)�* N ����
�� ������
 �� )	��� �* K )�5��� !555� 5*

,2 ?2 � �2 2

�� 5� %#�� �5�� $(�� �5�� �5�� �5�� !5�� �5��

�� 5� ���� �5�� %$�� �5�� #��� �5�� �#�� �5��

�� 5� ���� �5�� !��� �5�� ���� �5�� �$�� �5��

���� 7�4* ;��
���� �����+ 7��� ��	���� �� ��� �,+ �# ��� ��
������

)�* N ����
�� ������
 �� )	��� �* K )�5��� #55� 5*

,2 ?2 � �2 2

�� �#�� �5�� 5� (+�� �5�� �5�� �5�� !��� �5��

�� +��� �5�� 5� �!�� �5�� #%�� �5�� ���� �5��

�� �(�� �5�� 5� %+�� �5�� ���� �5�� �%�� �5��

)�* N ����
�� ������
 �� )	��� �* K )�5��� !555� 5*

,2 ?2 � �2 2

�� %#�� �5�� 5� %��� �5�� �5�� �5�� !��� �5��

�� ���� �5�� 5� %#�� �5�� #5�� �5�� �!�� �5��

�� ���� �5�� 5� �(�� �5�� �5�� �5�� �$�� �5��
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6.3.2 Evolutionary Algorithms

���� ��#���� ������� ��� ���#�����# ��,������ ���� K� ��1� ��� ;� ��� ���������� ��-���

K��#� -����, �� ��� ;����= �; 
1��������= ��,������ 2
��3� ���� #����� ;����� �� ��

������� ��� ���#���� �; ������ �1�������� ���� ��#���� �� �,���J� �� ;����K�* ��#���� 7�.�(�'

-��Z= ���� �#�� 
�� �� ���� -���# ��������,= �� ,�1�� ���� � ���� ����� �; ��� �� ��


�� K���� ��#���� 7�.�(�( ������� ��� ��#����= ��� 
�� ���� K� ��1� ���������� ;� ���

���������� ��-����

6.3.2.1 Introduction to Evolutionary Algorithms

���� ��#���� -��Z= �������� ��� -���# ����� �; �� 
�� ��� ��-��� �� �� ������J� � ,�1��

�(>������ #������ � �1� � ,�1�� ���#� ���#�� � ���������� �; �� �1� ���� 2����A � �6����

�; ������ �� ��� ���#� ���#�3 �� �,��� ���� ���B#��� "�K����� �1������� -��� �� ���

����		 ( �; ��#� �� �1� ���� ��� B����� �; �� �� �1� ��� ��  ��#��= ����� �� ��� 1���� �; ���

�-H�#��1� ;��#���� �; ���� �� �1� ��� 2� �=��#�� ������� �; � B����� ;��#���� �� ��� �-H�#��1�

;��#���� �����;A  ����� -= G �� �� K�G3� ��� �1������� ������� ������ �� ��� �� �1� ����

��  �B�� ���� ��� ��6#���� �������� 	�
�� ���� �� �� ��= -�  �:���� ;�� ���  �B��6

���� ���#� �; ��� B����� #���� ��� ��������� 	�
��� ��� #���#� �; ���� ,����=�� ���#� �� ���

�����	���
�����

��,�� 7�@ ���������� ��� ;���K�G �; �� 
�* �;�� �� ��������J����� �; ��� ���������� 2,�6

�����= � ���;�� �� �� ��������J�����3 ��� B����� �; ��#� �� �1� ��� �� #������ � ���� ��

��� ��
�
���� 	���� ����A ��� ���� �; ��� ��,����� #���� 
 �����
���� �� �� � �� �; ���

;����K��, �����*

L �������� ���������* � -���# �������, #������ �� K��� ��� ������� ���-� �; ,����6

����� B�� -= ��� ��� �� ��#�� �

L ���������* ��� ����#���� ������ ����#�� ����, ��� ������ ����� K�� K��� ,������ �:6

����,�A ��� ,������� ���� ������ ��1��� ����#���� �������A ����� �;  ����������# �

�; ���#�����# �=��� ��� �; ���� �� -��� �� ��� B����� �; ��� �� �1� ���� �� ���������

��� B�� ����� �; ���B#��� "�K�����* ��� B����� ����K� �� ��� �#��

L ���
���� �# ��7 �������
�	* ���� �� -���#���= �K� K�=� �� #���� ��K �� �1� ���� �� ���

���������� ;�� ��� ,������A �����= ��� ���		���� �� ��� ��
����� ����� 1�������

������� �� ���#�����# �������* ��� #����1� �� � ���#�����# ������ ;�� �� ����

� 2�=��#���= # D (3A �� �� � �#��-������� �; # ������A �� ��� �������� ������ �� �

���#�����# ������ ;�� � ���� ��

L ��
�
����* ;� ��#� �:����, ��� B����� �� #������ �

L ;���
������ * ���� ������  ��#������� ����, ��� �� �1� ���� �; ��� #���� ����6

������ ����� K�� K��� -� ��� ������ ;� ��� ���� ,��������� ���� ������A ��G� ���
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����#���� ������A �� -��� �� ��� B����� �; ��� �� �1� ���� �� ���������� ��� ��#�� 

���� �; "�K��0� ����=* ��1�1�� �; ��� B������
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�����
�����
�����
�����

��������
��������
��������

��������
��������
��������

Evaluation

Initialisation

Replacement

"Darwinism" (stochastic or determinist)

Main CPU cost

Best individual

Stop ? Selection

Crossover,
Mutation, ...OffspringEvaluation

Stochastic operators: Representation dependent

Generation

Checkpointing: stopping criterion and statistics

Parents

Genitors

���� 7�@* �����
� �� 	������

"������ ��� #����� ;������ �; ��� 
��A ��1��� ��� � #�� -�  ��#������� A �����=  ��

�� ������#��  �:���#��� R� K��� ���=  ����� ��� ��� ������#�� �; 
�� K� ��1� -��� ����,A

�;���, �� N'@O �� �;���#�� ������ ;� � #�������  ��#������� ��� ;�� ���� -��#��� ��

2�� �����-���#�� � �3*

L ��� �1��������= ��,�����, 2
�3A ��,�����=  �1����� �� 	���;���� �� �1��1� B����

����� ��#������

L ��� �1������� �����,��� 2
��3  �1����� �� 8����= �� ���1� �����#�� ������J�����

��-���� ;� ��� ���#� ���#��� ��� ,����=�� ���#� �� ��� ������=�� ���#�A �����= �

��-��� �; �� � � ��#���  ��#������ �� ,�1�� -���K�

L ��� ,�����# ��,������ 28��3  �1����� �� ��#��,�� �� ��� = ���� � �������� ��#��6

����� �; ����������� ;� -����,=� ����� ��,������ ��1� ���� -��� ��� ;� ������J�����

��-����� ��� ��#����� �� ,�1�� -���K�

L ��� ,�����# ��,�����, 28�3A K��#� ��� ������ ��� �#����=A #������� �� �1��1��,

��� ���#�����

The Canonical GA:

��� ,����=�� ���#� �� �)� '��A ��� ����#���� ������ �� ��� ��6#���� ������� K����A K���

��� ��-�-����= ��� �� ����#� ��� �� �1� ��� �� �� ���������� �� ��� B����� ( 2��3*

��� D
( 2��3

��A#�"1&��#� ( 2��3
�
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��� #����1� ������ ����#�� ���� -��� �� ��� B�� ����� ����, -= ��� #������ ��, -���

;�� ��� ��#�� �����A �� ��� �������� ������ �� ���= Z��� � -�� �; ��� ������ ���

����#����� �� �����
����
� * ��� �:����,� �� ��� ,�������� � -�#��� ��� ������ �; ���

,�������� � U '� �� �� 8�� �� #������= ��� K��� ��= G�� �; ������������ �� ���,

�� #����1� �� �������� #�� -�  �B�� �

The ES:

��� 
� N'.(O ��1� -���  ���,�� �� ������J� ��� ;��#�����A ���� ��� ������ ���#� ���#�

�� �� � ��� �� �1� ���� �� �,� 8������� ���������A �����= �  ����� �; J��6���� 8���6

���� 1���-��� �; ���� �  �1������ �� ��� ����#�����= �; 
� �� ���� ��� ������� � ��

� ��� �; ��� ,�����# ��;�������� �� � ��6#���� �������# 
�A �� �� �1� ��� �� �; ��� ;��

� D 2��� � � � � �� � �3 �� A ;� � ��� �������# 
�A � D 2��� � � � � �� � ��� � � � � �� 3 2���� ���� ������

� ��� �=�� �; 
� ���  ��#���� ���A ��� #������ 
�3� 	����+�����= ��� �������� ��6

������ �� ��-H�#�� �� �#��-������� �� �������� �� K���� ��� ��#����=A ��� 
�
�����

��
���� ��G�� ���#� �� �K� �����A B�� � �������� �; ��� �������� ��������A ��#�� �

�������� �; �-H�#� 1���-��� ��� �� �� �������# 
� ��� �K� ����� ��

������ D ���� ���2��-2)� '33�

�
�����
� D �

���
� U-�2)� �

�����3�

�� A ;� � ��� �������# 
�A

�
�����
� D �

���
� ���2��-2)� '3 U �-�2)� '33�

�
�����
� D �

���
� U-�2)� �

�����
� 3�

K���-2)� '3 ���� � ;� � 8������� �� �� 1���-��� ��� #����1� ������ ����#�� �� ���=

�K� ������A 2��
�� � � � � �

�
� � �

�
� � � � � � �

�
� 3 �� 2��

�� � � � � �
�
� � �

�
� � � � � � �

�
� 3A �� �� �#� �� �:����,

2�B�� � � � � � �
B�
� � �

B�
� � � � � � �

B�
� 3 K��� L� D ' � L� D ( K��� �+��� ��-�-����=� ���� #����1�

������ #�� ���� ��1��1� ��� �� �1� ���� �� ��� ����������A ���� �� � ���(
� ���		����� ���

����#����� ������ �� ���#��=  ����������#A -��� �� ��� ��G� �� �������A �; � 2����#6

��1��= �3 �� ��� ���-� �; ������ 2����#��1��= �:����,�3A 2�� �3 � �1 ����#�� ��� ������

;� ���� ,�������� -= ��G��, ��� � -��� �:����,� �� 2�U �3��1 ����#�� ��� ������ ;�

���� ,�������� -= ��G��, ��� � -��� ����, ��� � �:����,� �� � �������

�� �� ��K #������= �##���� ���� ��� ��#�������� �; ���#�B# G��K�� ,�A �; ��� ��-��� ��

������J�A -= ����� �; ������������ �� ���#�B# �������A �� ��� -��� K�= �� ��� ���= K�=

�� �����#� ��� ��;����#�� �; �� 
�� !��A K��� ����, �� 
� K������ ���� �#��, ����

���#�B#����� �; ��� ��-���A 
� �� ,������= ��� ���� �Æ#���� 
� ;� �������# ������J������


�A ��G� 8�A �� ���������� �� ��� 
���- #���� ��-�= �1����-�� ;�� N5<O�
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6.3.2.2 The algorithms used

��� ���������� ��-��� �� � ������J����� ��-��� �� � ��� ���#� �; ��J� <- A K��� - ��

��� ���-� �; ���� B�� � �� ��������� R� ��� �K� G�� � �; 
��* ��� B�� ��� �� -��� ��

� #�����#�� 8� K��� � ��� ������������ 2������� K���� ����#���� �� (
��������� � �����

����� #����1� N')(O 3 �� ��� ��#�� ��� �� ��� 
�  ��#�-� �-�1� �� ��G�� ;�� 
���-

N5<O�

��� B�� ��,����� �� �� ����1� 8�A �  ��, ���� ���#�B# ������� �� ���� ���#�B#

;������A K��#� �� G��K� �� ����1� ��� ��;����#�� �; 8��� R� K��� ���� ���� ��,�����

�� ��� ��+��� 
8� 2;� 
����#� 8�3� 6������ �� ;�	�
���� �� �K� ���#�B# ;������ �; ����

��,������ ���#����, �� � K�= �� �1�� ���� -��� �� ��� ������� K���� ����#����M ��#���, �� ��

�1�� ���� ��� ��� ���������� #��#������� �� � �,��� �; ��� ���#� ���#� 2��� N')(O ;� ���

��#������3� ����A ��� �������� ����,�� �� 
8�  �#����� K��� ��� ���-� �; ,����������

� ���#�B# ,� ���� �������� ������ �� ���� ��� 2
8�6	83A ����#��, ��� ����� -= ���

����� �; � ;�K ��������� �; � #��H�,��� ,� ���� ��,����� ����, ��� ����� �� ������� 1�����

��� ������ �; ��#� �� ������ �� �� �##������ ��� #��1�,��#� -= ��G��, � 1����,�� �; �

,� ���� ��,������

R� ��1� ����� 
8�A 
8�6	8 �� 
� �� ��1��� ���� ;��#����� ��G�� ;�� ��� ��������

2�����A �����-�#G �� ���G�� ;��#�����3� R� �;� �� N'54O ;� ���  ������� R� ������ ���

�����= ���� #��#������� �; ����� ������ ����A ;� ��� ��� ;��#����� ����� A � #�������� K���

� #�����#�� 8� ��� ���K� ���� 
8�A 
8�6	8A �� 
� #��1�,� ��� �;���A �� ;���� ����

8�� ����1�A ���= �� �-�� �� ����1� #����������= ���� ��#����� K����� 8� ����� ��

���� ���6J��  �����#� �; ��� ��������� ��#�� A ��� ����� ��1� #��B�� ���� ��� ,� ����

�������� ������ �##������� ��� #��1�,��#�A ��#��� ;� ��� S#�����#T ;��#������ ��� A ���

���� #���� ��1� ����� �� ;� � #�#��� ����� �; 
��A �����= ��� ������, �; ��� ��������A

K��#� �� ���#�B# �� ��#� ;��#����� ��1��� ��� � #�� -�  ��#������� ;� ��� ������,A �����=

��G�� ;�� ��� �������� �� #��B�� K��� ���� #����� �� K� ��1� -���� �� �K� 
8�A �� ��

 �Æ#��� �� ,�1� ��##��#��= ��� �������� �� ���� R��� ����#� �� 
�A ���� �������� �����

�� ,�1��* ����A ��� ��-�-����= �� ������ �� �� �1� ��� �� ,���� ���� ��� ��-�-����= �� #���

�K� �� �1� ���� 2�=��#���= ��"� D )�@ �� ���#++ D )�(3� ��#�� A ��� ��J� �; ��� ���������� ��

�=��#���= 2<� 493 ��1 �� ��� ���-� �; ������ ����� -� ��#���� �; ��� ���-� �; ��#��

������ ��#������ ��� A ��� ������� �������� ����,�� � ����� ���� -� ��#���� K��� ���

���-� �; ��#�� ������ ��#������

6.4 Results for the orientation problem

� ��������= ��� = �; ��� ���������� ��-��� K��� ��� ����=  ����������# ���� �� 

!�8� ��,������ 2��� ��#���� 7�.�'3A ;� ���  �:������-�� #������ 27�(�')3A ���K� ��� ��� 

�� ��� ���#�����# ����� �� �� �� A ����� ��,������ #��1�,� �;�� � ;�K ��������� ��K� � �
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��#�� ������� #���� �� ��� ������� ,����* ��� #��� ;��#���� ������� ������� ��#�� �������

R� G��K ;�� ��� �������� �� ;�� ���� #���� ���� ;� ��#� ;��#�����A 
�A 
8�A �� 
8�6

	8 ��;�� -����� �� ;� �� 
8�6	8 �� #��#��� A ����, �� �� ������J� ��� #������ 27�(�')3

 ��� ��� ����1� ��� ������ �� � ��,��B#��� K�=� ��� ��#����=A �� -��� ������ ��1� -���

�-����� K������ ��� ,� ���� �������� ������� %�K�1�A ����, ��� ,� ���� ��,����� �;��


8� #�� ����1� ��� ����� �; ��� ������J�����A �� K� K��� ��� �� ��#���� 7�4�'�

R� ������ �� ���� ��#���� ��� ���� ������ �-����� K��� �� ��,������ �� ��� ����������

��-���� ��� ��+��� �; ���� ��#���� �� �,���J� �� ;����K�* �� ��#���� 7�4�'A K� ,�1� ��� B�� �

K� ��1� �-����� -= ������J��, #����� 27�(�93 �� 27�(�')3� �� -��� #����� K� ,�1� ���

-��� ������� &���A K� ������� ��K ��� �  ����� �; ��� 	8 �� ��� �� �; ��� 
8� ����1�� ���

������J����� �; ��� #������ 27�(�')3� �� ��#���� 7�4�(A K� ���� �#� � ��K �=-� #������ ��

� � �� �����#� -��� ,���� �; ��#���� 7�(�. * �-������, �� ���� ,�1�� ���� � ,�� ����������

�� G�����, �� �� ���, �� �����-��� ����A �� ��#���� 7�4�.A K� ������ ������ �-����� -= �

 �:���� ;�� �; ���� B�� �� ���� ;�� �; ���� B�� A ���� � ��
�� �# "��"	 �� � ��##������ �;

B�� � �; "��" ;�� ������� �� ��#���� 7�4�'� �� K� K��� ���A ����� B�� � ����= ����1� ���

������ �; ��#���� 7�4�' �� -��� #����� 27�(�93 �� 27�(�')3�

6.4.1 Optimized fields for (6.2.9) and (6.2.10)

��� ��� ������ ������� �� ��� ��+��� ��1� -��� �-����� -= ������J��, ���� � ������������

�; �K� � ���� ����� �� � � �� -���� �� ����� ��� ��=��#�� ������, �; ��� ������� �� �� A

�� ����� ;� ������J��, 27�(�')3 �� � ������������ �; ��� ���� B�� � ��1� ,�1�� ������ ���K�

�� ��,�� 7�')A K��#� �� ��� ��Æ#�����= ���= �� �� ����� �� �������� R� ��1� ����;��

��;� ���� �����,= ��� ��

��,��� 7�'' �� 7�'( ���K ��� ������J� B�� � �� ���� ������������� #������ �2C3 �-����� 

����#��1��= K��� #����� 27�(�93 �� 27�(�')3� ���= ��1� -��� �-����� K��� � ���6�������#


� �� K��� 
8�A ����#��1��=� %�K�1�A ��� �� �������J� ���� ��� �K� ��,������ ,�1�

������ ������� �� �� A 
8� ��� ,�1�� B�� � �� ������������� #������ �; ��� ���� ;�� ��

��� ���� ���K� �� ��,�� 7�'' �� 
� ��� ���� ,�1�� ������ �; ��� ;�� ���K� �� ��,�� 7�'(�

�� �� ��= -� ����#� �� ��,�� 7�''A ��� ������� 1���� �; �2C3A �����= �)�47A �� ���� ����
���� �� ��,�� 7�'( -�� ��� ����������  ��� ��� ���� �� ���,A K��#� �� ����#�� �� 1��K �;

��� #������ #������ ��� B�� ������������� #������ 2��,�� 7�''3 �� K��� K� #��� � �
���7

�2C3 2��� ��#���� 7�(�.3 �� ��� ��#�� ��� 2��,�� 7�'(3 �� K��� K� #��� � 7��� �2C3� �� ;�

��� B�� �A ��� B�� B�� �� K��� K� #��� �� ��#���� 7�(�4 � 1I� (I2 B�� �� ��� ��#�� ��� ��

K��� K� #��� � "��" B�� � ��-�� 7�5 ���K� ��� �������� �; ���� ����� B�� � ��� ;�#� ����

� B�� �; ��� ;�� �; � "��" �� � 1�= �Æ#���� B�� ;� ������J��, ��� #������ 7�(�') �� ���

�; �� ���� ���G��, ����� ;�� � ��=��#�� 1��K������ �� �� ����� �� #������� �� ��

N49O� �� ��� ����� �;���#�A ��� 1I� (I2 B�� �� ���� ����=J� � �� �������� �-�1�A ����, ���


8�6	8  ��� ��� ����1� ��� ������� %�K�1�A 	8 �� ���;�� ;� � ��#�� ���#� �� K� ��1�
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���� 7�5* �
�
�����	 �# ��� ������*�� ��	� 7��� C �
	�� ����	�

� � )IO���* � )����* � )� ��* �� )��* �� )��* �� )��* �� )��*

� ��5��$! � �5�� ��(+�#!� ��+(5$$ 5� 5����5�! 5�$��5�� ���+�%�%

� ��+++%$ � �5�� #55�5#� ��(��!+ 5�5%#5%% 5��%5�+! 5�(�(��5 ��#$�(�!

� ��+++(+ � �5�� #55�555 5�(���% 5��5+#�( 5���#%$% 5�(5(�(5 ��5(55$$

Jmin

Jmin√
2

Ttmin

���� 7�9* ���	������� �# ��� ��(��� ����������

����� ��K �� #��� ����1� ��� ����� K��� ��� ���= �� ��� �� �; � ���#�����# ���#�� ��

���� ������ K� ��1� B�� �� � �� ������J����� �� #������ 27�(�')3 ����, 
8� 2��� �����

�� ������� �� ��,�� 7�'. K���  ���� �����3 �� ����A K� ��1� ������ ��� !�8� ��,�����

2��� ,� ���� ��� -��� #������ K��� �:���/��3 ����, ��� ���� B�� �� �-����� �� �� �������

,���� ;� ��� #��H�,��� ,� ���� ��,������ �;�� ')) 	8 ���������A ��� #������ �� ����1� 

�� ��= -� ���� �� ��,�� 7�'. K��� ���� ������ ��#� � ����� �#��B�� ���� 	8 �� ���;�� ;�

��� ��#�� ����1����� ���#��

6.4.2 Results for the hybrid criterion

�� 1��K �; ��� ������ �; ��� ��1���� ��#����A �� �� � ������ � �� �� ���� �#� � ��K #������

���� �� �����#���, �K� ,���� ��,����* �-������, �� ���� ,�1�� ���� � ,�� ����������

�� G�����, �� �� ���, �� �����-��� ����A K� -���#���=  �B�� � ��K #������

G D G��� � G���� U �G��� U G������ 27�4�.<3

K��� G��� D �������	�  �2C3 �� G���� D
�����

�
K��� �����

�� ��� ���,�� ��� #����� #��6

������ �; �C � N)� � O � G��� � �2C3 � C����
�
� ��#�� ��, C��� D 9;��C � G2C3 D G���� 2���

��,�� 7�93� ���� #������ �� � ��� �; ���� ����� ��� B�� ���A G���A ������� ��� K�= ���

����#��� �� ������ � ��� ��#�� ���A G����A ������� ��K ���, ��� ���������� �� G���� ���

��� ���A �G���UG�����A �� � ������= ��� �� ����� ���� G��� �� �G���� �� �������������=
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������J� �

�� ��,�� 7�'4A K� ���K � B�� �-����� K��� ���� #������ �� K��#� �� � ��##������ �� ����

�; �K� B�� � K��� � ���� �1���= ���� 2��� ��#���� 7�(�43� �� ��� ��=��#�� ������, �; ��#�

� �����A K� �;� �� N'55O�

6.4.3 Results for the train of kicks

�� ���� � �� #������� �; ������, K��� � B�� ��1�����= #�����B� �� � G�#G ����� �� ����,

� ��##������ �; ��#� B�� � �� � � �� ����� ��� ����#���� ��� ������ �; ��� ������J�����

�� ���� �� B� ��� ,��  ���= -��K��� �K� ��##����1� "��"	� �� �� K� ���� ���� -= G�#G��,

��1��� ����� ��� ����#��� K� #�� ��K� ��� ������������� #������� ��� ������ �� +����

���������,* ��,�� 7�'5 2�3A �� ��� ����� �; �� ������J����� �; ��� #������ 27�(�')3 K��� 
�

�� �� #����= ���������� ��� � �� �; G�#G��, ��1��� ����� ��� ����#���� ���� ����� �� ����

���������, -�#���� ��� ������������� #������ ������ ;� � ���, ���� �� � ��� 1���� �)�(�
��,�� 7�'5 2-3 �� ��� ����� �; ��� ������J����� K��� ��� #������ 27�(�93� ��� #������ 1����

2�)�@(3 �� ��� -��� 1���� K� ��1� �1� �� � %�K�1�A ��� �� �#���� �; ��#� B�� � ������

�� ����������� #������,��
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6.5 Conclusion and future directions

R� ��1� ���������� �� ����� 1����� �����,��� ;� ��� ������J����� �; ��� ���� B�� ��

-� ��� ;� ��� ���������� �; ��� %	& ����#����

��� -��� ������ ��1� -��� �-����� ����, �1��������= ��,������ ���� ���� ����=
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 ����������# ��,������ ��#� �� ,� ����6��G� ��,������� %�K�1�A �� ��� #��� K��� ���

#������ ��  �:������-��A K� ��1� ���K� ���� ,� ���� ��G� ��,������ #�� �Æ#�����= #��6

������� ��� 
�A ��� ��#����= K��� -���, ��� ����,���� ��� ,��������� �� ���������

������� 2��� ,�����# ��,������ K��� �������� -= ,� ���� ��1� ��� =��� � � ��� -���6

B� �� �� ���#�B# #���3A -�� K��� -���, ��� �� � B��� ���� �� ��� ������J�����A ��#� ���

���������� ��� -��� ������J� -= 
��

�� � � �� �� ����� ��K �� #������ ��� ,� ���� �; ��� #������ K��� ��� � A K�

��1� ��;��� ���= �����A ��,���� K��� � �����#�� ����=��� �� � ��= �+������ ����� ��

�� #��� �; �������� ���= -��� ���K ���� ��� ���� �Æ#���� �����,= 2�����-�� �� ��= #���3

�� �� #������ ��� ,� ���� -= � H���� #��#���� �� ���  ��#���J� ;�� �; ��� �+������ �A �;

���  ��� ��� ;�� � �� ���� ����6��#�����, K�GA �� #������ ��� ,� ���� K��� �� ��������#

 �:���������� �����

�� ;� �� ��� #���#� �; ��� #������ �� #��#��� A K� ��1� ����� ���= #�����A  ���� ��,
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���� ��� ��#���+��� ��/�#�B+��� ���� ����� #��  ���$��� ���/��� ��� ��/����� ��� ��;�6

���#��  �� ��,������� /�1������������A  � ���-��� ��1��� ��� /��/� #����#/�� ��  /�1����������

 � �/�#������� ��� �0� �������� ��� ������  0���������� ��  0������������A �� ���  ���/�

�������#� ��� #������  0��,������� +����B/��  0� ������;� ��  0����6� ������;�� ��� ��1���

�:�#��/�� �� #���  � #���� ��$��� ���� #���/�� �����  � �0/��� �  � #�� ��,��������

"��� ��� ����$�� �����A #����#/�� $�  �� #����-������ ��,������+���A ���� ����6

���� ��� �/���� � ��� �0� ��������  � �� ����#�  � #�1����#�  0�� ��/�����  � ��������

,�������� �0/����  � �0�� �/�#/� ��� �0�����/�  � �� �/���� � ����� ���  �:/������ ��#���+���

 0� ���������  � #�� ��/�����  /�1�����/��� �� #���  �� ���/���*  � �� ;������ $�,��  ��

'�5 2������+������ �� ����$�� �/���� � � ������1�3 $� �0� ��������  /��� ����/��  � �0��,�6

����� 	�� 2���
��
��� !
��� ���
�
����3 �� ������� �� ��� ��#���+��� ����6� ������1��

 �� ��6
� 2���#���
����� �������� ���
�����	3� ����A ��6 ��$�  �� ��#���+��  0� ��������  ��

��/������  � �������� ,���������A �0�����/� �/������ /�,������� �0��,������ "
 2,�&������
�

��������3 ����� +�� �0��/�����  � #�������� �!� 2����
��� ���
�� ���		����3A �0� ��6

���� ���� ���  ���  � ����$�� �����#��� $� �0/����  � �� ���������� ��� /�,��� ������������ ��

����������� �� ����� #����� ���� #��  �:/������ ��#���+��� ��� �� ������� ��� �� /�1� ��#�

$� ��1��  �� ����� ���/��+��� ��  �� ;��#�����  ��� �0������� #���,� �� #���  � �����A

#���B��� +���+�� ��� �� ������  0� ��������� 
�B�A �0�##��� ��� ���� ����#���$������ ���

�� �0��,������ 	��A �0��,������ �� ���� /�#��� ���� ��� �/���� �� �/�����/���A ����  �

;��� ��  �� ��,������� ��� ����� #����� 2�� �0��� ��#�� ��������/�  ��� ��#�� ��1�,�  �

/�;/���#�3� �� �����  � #�� /����  � �0�� +�0$� �0���� �#������ #0��� ����  ���� �� �������

#����� 
� ����A �� ���#���  � -���  � #�� ��,������ /����� �0� ��������  � �� ����#�  �

#�1����#�A #0��� #�� ��,������ +�� ���  � /�;/���#� ��� �� ���1���� �/���� � �/�����/�� ���

�0� ��������  � �� ����#�  � #�1����#�A �=���  ���/� �������#� $� �0��,������ ��6	��6
�

2��
	���%
�� ���
��
��� !
��� ��
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���� �������� ���
����3�

�� ����1����� ����������� ��� #���� �/���� � ���  0����=�  � ;��� �� ������� ���,�  �

�0�����-��  �� ������  ��� �� 1����  � ����		 � /��/� #��#��/�� +�� ����  ������-���  ��� ����

��,������ /�1������������ 	��  ����� �� ;��� �� �������������� ��� ���,�  � ����� #����

��;������� ����+�� �� ������  �� ���1��� �� �1� �� �� ������� ��� �0/�����  � �����#�����A
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�� �0��;������� +�0��� #���������� �0��� ��� ������/��� �0� /��  /�1�����/��  ��� �� #������ (

���  0����� � �� #��-��  � �� ;��#����A ��� �� ���������A $� ����  � #�� ��������A ��

 0��H�#�� �0��1���  � #���� ��������� ����#�/�� #���� ����#�  � #�1����#� ��� �0��/�����

 � ��������� 	���� ������������ ��� #��#��/�� �� ��� ������������ �� ����  �� ���� ��

#�/��� ���� #���� ����#� ��  ��� C��� ������/�� #���� ����#�  � #�1����#�  � �� ��������

+�0$� #�� �����  0C��� ��� -���� ������������  � �� 1��� ���������� ��� #� ;���A ���

�����  � +�����/�  � �0������������ ��� �����/�� * ��  �Q#$�  0�� �����  � #���� �����  �

�� +�����/�A ����� ��� �� ����� �� ����� ���A �0������������ ��� ������/�� #���� ����#�

 � #�1����#� M ����� �� ��#���+��  /�1�����/��  ��� �0��,������ 	�� ��� ������/�� ��� ��

���� $� H�� ��/����1�  � �� ����#�  � #�1����#�� �0��,������ ����� �-���� �0�1$�� �/������

 �� ��;����#�� -��� ��������� +�� �0��,������ 	�� ���  �� ;��#����� �������+���A +����6

�������+��� �� �� #������� ;��#����� ������� ����� ��� ������ #�� ;��#�����A �� ������������

�� ����  �� ���� �� #�/�� ���� �����  0�-���� -���#��� ���� ��� ����� +�� �� 	��

��� -���� ������������  � �� #��-��� �� �������A ��� ��;����#�� ��  �� ;��#�����

�����6�� ���� ����/��� ���� /�,������� ��������� +�� ��� ��;����#��  � �0��,������ 	��A

#0���6$�6 �� ���� ��� ���������  ��� �� ��=��,� /�1����������� ��H�� 0���� ��,������ ��B�

+�� �� /�������#� �� -���  � �0��,������ ��6	��6
� ��� ��,����� �������� +�� #����  �

	�� �� ��� ;��#����� +����6�������+����

�C��� �� �������� ��/���������� ���� ��1���,��-���A �� ����#���� �� ��1���  � �� �/���� �

 0������������ ����6�C���A ��� /���,� �� #����  �� ;��#����� ��� ���+������ �� ����� 

��� -���� ������������  � �� ����#� ���������A �0�-H�#��;  � ;��� �� ������� ���,�  ��

������ ��� ��������

��  ��$�  � �� �/���� � �����/��A �� ���1� ����� �0� /�� +�� �0����������,� �� #��-��

��� �� ���� $� H��  � �� ����#�  � #�1����#� ��� ���  ��#����  � �#��#�� �����������

��� ��  /�1����������  0��/������ �Æ#�#��� ��� ��#���+���  0������������  /�����������

#�����+��  � �=�� "�� �� !�8� ;���������  �� �/���� �� ��� #�� ����������,� ��=������

�� #���������#�  � ,� ����  � �� ;��#����� �� ������������  � #�� ��#���+���A �/�#��������

#����  � ���1� ��� -���� ������������  � ,� ����A ��� ��� 1���  � �#��#�� �����-�� ��

�������� ��� #������� �� ��1��� �/�����/��

��  ����$��� �����  � #���� ��$��� ��� #����#/�� $� �0/��� � ��/���+��  0��,������� � ����6

��;� �� ����6� ������;�A �� ���� ����#���$������ ��� �/���� �� #��#����� �� /�,��,�  � ���  �

�� ��������� 
��� �/������ ���� �/�#��/�����  �� /��������  � #��1�,��#�  0��,�������  ���

��� #� �� ������B/��  � ;��#����� +����6#��1����� 
� �����  �  ������ ���������� a ������6

������A #�#� #�������� �0/��� �  � �� �����  0������������� ��� /�������� ��/���+��� ���1/�� ����

 �� #��1�,��#�� ��,6���/�����A ��-����������� �-��1/���  � ����$�� ���/��������� ��� ���

��,������� � ������;� �� ����6� ������;��

�0/��� � �/�����/�� ���� �/�#��/����� �� #������ 5 �0�1$�� C��� ���  �� ����$��� /��� ��

��/���+���  0�� ��,������ ������/� �� ����+��� 
� #� ���� #��� #�������� ��� �1��#/�� ����6
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�����  ��� ��  ������� �� �������A #0��� ����� �� ����� �������  � �0�����������  � #��CF���  �

��G�1 �� �� ����#�  0/����� #������  ��� ��  ������ /�1������������ �0�����������  � #�� �6

����� ����+���  �  �;� ��� 1/��B� ��� ����/��/�� �� ��� #��CF��  � ��G�1 ����6H�#���� $�

�0��,������ �0��� /�1/��/�� C��� �� ����� ��������� �� #����  0�����#�����  � #�� ��#���+���A

�C��� �� ���� ���� ������ ��������������� ������� $� �� ��,������ �/�#��A �� �0= ������ ���

�� ������� �$�� #���������� �� #���/��������  � -���  0����� ��,��������

	�� /��� �� ��������� /�,�������  � ;��� �� ���� �1�# ��� ����#��� #�����+������ ������/���

��� �� /�,��,�  �� ����$����  0��,������� � ������;� �� ����6� ������;�� "0��� ���A ����

 /�������� �� #������ 4 +�� �� /�,��,�  � ����$���  � �������� �����/�  ��� �0����#��

�� ����������  ���  � ������		 �
�� #������ �/�#��/����� $� �� 1������  � #��1�,��#� ��6

������ ��� �0��,������ ����=�/� �� �� ;��#���� ���$��� "��� #���� ����#�� �� ����������A

���� #� ����$��� ��� �����#��/�� &��� /��� �  � #��1�,��#�A +�� ��� #����$��� �� �� ;��#6

���� ���$��A �����  �  ���� �� ���� �� ��,��B#�����  �� ����� ����$���� �� ����  �

1������  � #��1�,��#� 2��  �1�,��#�3  � �0��,������A #� +�� ��� �$� ����� ���1��� �� ��6

��� ��� ����#��� ���/������� "0���� ��� ���� ����=��  �� ��,������� ����6� ������;�

��  /��� ����/�� ����� +�� ���� ��� #�� ������ ��Æ������ +�� ����  ������ ��� �� #��1�6

,��#� ��,6���/���� ���+�� �C��A �� ��/��$��� #����� ������ ��� 1/��B/�� 	��� ����  ���� ���

�/���� � ���/��+�� �1�# �� ����1����  � #��B��#� ��� #��#��� �� ����  � #��1�,��#�  �

�0��,������ �� ��� �/���� �  � ����� 	��� �� ��  /� ��� ��� ����$���� �������� ���

�0��,������ L #� +�� �����  ��� #� #�� $�  � /���� � �� ��-�$��� #�#���  � /�,��,�  ��

����$����A �� #��#���� ��� ����$���� ���������� #� ����  � #��1�,��#��

�� �����$��� ����� ��� #����#/�� $� �0�����#�����  0�� ��,������ /�1����������� $� ��

��-�$���  � #���C���  � �0����������  � ���/�#���� �� ����A /�������  0��� #����-������

�1�#  �� ��=��#����� 	� ��-�$���  0������������ #������� ��� �� �������  � ��-�$��� �$�

�0�����������  0�� ��,������ /�1����������� ��� �1����,����  � �������� ������  � 1��� ����

 0�-� A �� ;��#���� $� �������� �0/����� /�1/��/�� ������� ���A  �� �/���� ��  0������������

#�����+��� ���� ����� ��  /�;���� 
������ �� ���������  � �� ���� �� ���1� � �����  � �����

��� �����A �1�# �� �C��� ��,������A �� ���� �/�#������ �� ���� �� ���1� 2���1��� ;����6

 �����3  0�� #��#��  � ,� ����A �0������������  � �������� ;��#����� ���/������� ��� ��=��#�����

�� ��1��� �:�#��/� �� #���  � #���� ��$��� �����,�� �� ;��� +�� �0��/���������  �� ��6

;����#��  0�� ��,������ /�1����������� ����� �� �0���� �#����  � ��#���+��� ��/�#�B+���A

+����� $� �� �A ��,������� �-��,�A �� �����$��� ���� ��� ��,������� /�1������������ �� ��

-����,���
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202 Chapitre 6. Conclusion générale

�� ��H��  �� ����=��� ��/���+��� ��� /�,�������  � #����� ���  �:/����� ��,�������
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