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Résumé

Classiquement I'apprentissage s’intéresse au cas ou ¢éespdes sont indépendants
identiguement distribués. En revanche, dans I'appreagissactif, I'algorithme d’appren-
tissage a la possibilité d’'influer sur la distribution desmples plutét que de « subir » la
distribution naturelle, en ce point, I'approche possedefdadements communs avec le
boosting.

Cette thése s'’incrit dans le formalisme PAC; nous étabdirdes bornes de conver-
gences améliorées dans différents cas d’apprentissag@aat d’abord dans le cadre ou
une stratification des exemples est possible, nous commerscpar estimer la variance
de I'erreur d’apprentissage avant de répartir les exeng#dacons optimisée. Nous pré-
senterons des algorithmes pour lesquels la vitesse dergamee est améliorée (y com-
pris dans le cas de nombres de couverture non polyndmiaux).

Ensuite, nous utiliserons des outils venus de I'intégratiomérique (les suites a faible
discrépance) pour assurer une vitesse de convergerige.@ans le cas ou I'on peut choi-
sir librement les points de I'ensemble d’apprentissageg$aire I'hypothéese de I'erreur
nulle).

Les bornes obtenues seront systématiquement testéesglordees expérimentales.

Enfin, nous verrons comment transposer ces idées dans ke dada sélection d’at-
tributs. Nous positionnerons ces travaux dans le domairia Be-Informatique et nous
montreront que l'utilisation des courbes ROC permet de dtéfime stratégie pour effec-
tuer I'apprentissage. Nous compléterons cette partieesélection d’attributs en essayant
de faire du bagging sur des ordres issus de la sélection.






Abstract

Supervised Machine Learning usually deals with problemghich the examples are
independent and equally distributed. In Active Learningylver, the learning algorithm
can act upon the examples distribution, to reduce eitheidlialg costs or example acqui-
sition costs.

This thesis relates to PAC (Probably Approximately Coréetarning. It establishes
improved convergence boundaries in different cases ofvAdtearning. A first research
axis concerns stratified data acquisition guided eitherhigydlass of the examples or
by an auxiliary variable. In this context, an estimation lo¢ tvariance of the error is
used to suggest the distribution which would be optimaltnedty to the different strata.
The advantage of this approach is to increase convergetee@ar results concern the
definition of improved boundaries in the general framewdronsker classes.

The second research axis, which may be linked to Experimestdn, deals with a
priori choices of database instances. In this frameworgpined by numerical integra-
tion research, we proposed using low-discrepancy matheahaeries. The advantage is
to guaranty al /n (n being the number of examples) convergence rate without tiie n
empirical error requirement. The resulting boundariesenexperimentally analysed.

Bio-informatics gave the incentive for the third axis, wihideals with attribute selec-
tion. ROC curves are used in a heuristic to actively selédbates, while an alternative
approach, based upon Ensemble Learning, sorts the aésibut
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Cela fait maintenant trois ans que lorsque je dois parlerogié® du sujet de ma
these, j'élude la question en disant que je travaille suntélligence Atrtificielle...Les
spécialistes savent bien que ce terme est trop génériqueeprelporteur d’'information,
mais il posséde I'avantage d’éveiller un écho dans I'egprigrand public. On peut sans
doute a ce sujet remercier Spielberg et son navet Al. A ceuxigfuessayé d’en savoir
davantage, j'ai avoué que le terme correct serait plM@thine Learningque I'on peut
joliement traduire comme Antoine Cornuéjols « Apprentigsartificiel ». Méme si la
nuance ne saute pas aux yeux du profane, elle est de tailleff&nau risque d’en dé-
cevoir certains, non, mes petits robots ne sont pas ingeltey pas plus que je ne discute
avec mon ordinateur lors de la pause café.

Bref, les machines ne sont pas plus intelligentes dans masdtires que chez le
contribuable moyen. Alors pourquoi parler d’apprentigsagCe terme regroupe en fait
tous les moyens par lesquels il est possible d’apprendreeamacthine a remplir une
tache donnée. Si I'objectif peut-étre atteint par une sligpérations simples, on dispose
généralement d’un algorithme efficace adapté a cette tAchfit alors de I'implémenter
dans le langage de son choix. Ainsi, il est relativement Brdfapprendre & une machine
a faire de la comptabilité ou a tenir a jour un stock.

Cependant, les choses ne se passent pas toujours aussiniéne: un bon joueur
d’échecs, n’est pas capable d’expliquer pas a pas commamnjdaier. En effet, le joueur
combine soninstinct du jeu et ses capacités de déductiaiatiche. Et il en va de méme
dans de nombreux autres domaines, tel le médical ou I'amakyslonnées ou parfois I'on
ne dispose méme pas d'un expert capable d’effectuer cemextt I'analyse. Il arrive
aussi que ce soit I'ampleur de la tache qui pose probléme :oanait un algorithme
atteignant I'objectif mais son temps d’exécution est tiep&. Par exemple, il est possible
de résoudre le probléme du joueur d’échec en créant l'arbrms les coups possibles
jusqu’a toutes les fins de parties possibles (comme un hukedait naturellement en
jouant autic-tac-toe)mais il n’existe pas d’ordinateur capable de le calculenagae le
soleil n’ait brdlé tout son hydrogene. ..

C’est a ce moment que I'apprentissage artificiel prend tonsens. Il s’agit de mettre
au point des techniques par lesquelles un ordinateur vagacapprendre une tache « par
I'exemple ». Ainsi, si en analysant des milliers de parti@snachine se rend compte que
dans une situation donnée, tel mouvement condit/ade victoires en fin de partie, elle
jugera que c’est un mouvement favorable. Bien sdr, il esbssjble d’avoir en mémoire
toutes les parties possibles, la machine devra donc fageadgoupements de situations
qui seront guidés le plus souvent par des experts humains.

Malheureusement, il n’est souvent pas possible de paraggaliser une tadche de ma-
niere parfaite. Cependant, il existe plusieurs exemplds mtachine, par I'utilisation de
ces techniques est maintenant supérieure a 'homme. Oripeue « puissance quatre »,
le backgammon (jeu comportant une part d'aléatoire), ligede systemes de stocks ré-
pondant a une demande aléatoire. De méme, d’autres applisahier encore irréalistes
font de grands progrés et sont en passe d'étre transféré&sridre vie quotidienne :
reconnaissance de la parole, dialogue homme-maching;sandé textes, recherche de
nouveaux médicaments, analyse de I'activité cérébralejuite d’automobiles. . .
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Plus précisément, cette thése s’intéresse a I'appregéssaif. Habituellement en ap-
prentissage, les exemples a partir desquels I'on travsolte indépendants identiquement
distribués. Cela signifie que I'on prend les données dansledenréel sans se poser de
guestions et sans influer sur la collecte. C’est exacteneecihtraire de l'attitude d’un
étre humain apprenant une nouvelle tache. En effet, cefacalise son attention sur des
points précis. Par exemple une personne apprenant le tasmimiencera par répéter plu-
sieurs fois le méme mouvement en posant des questions atwrctesr pour savoir ce
qui va et ne va pas. En outre, il n"approfondira son apprsatje qu’'aprés avoir maitrisé
les mouvements de base. Notre but est d’étudier la poséibililes avantages de doter
les machines de tels comportements. Plus formellemeiat seefraduit pour I'algorithme
d’apprentissage par la possibilité d’influer sur la digitibn des exemples lors de la phase
d’apprentissage.

Ces méthodes, naturelles pour les humains qui focalisanatéention sur les points
gu’ils ne comprennent pas, sont nouvelles en apprentisséfjeiel. Ceci n’est pas sans
rappeler leboosting(bien qu’il ne s’agisse pas a proprement parler d'une tephed’ap-
prentissage actif) qui essaye de donner plus ou moins diitapce a certains exemples.
On ne peut s’empécher de penser que puisque I'apprentiastfygermet d’influer sur les
exemples d’apprentissages, il possede certainementehssthiéoriques avec boosting,
liens qui restent a explorer.

Méme avec ces quelques précisions, le domaine reste exirémeaste, et je n'en
n'ai bien sir pendant ma these exploré qu’une partie. Ce staihgommence par une vue
d’ensemble des travaux présentés. La premiere partiemigtkétat de I'art, les parties
suivantes détaillent les contributions de mon travail dis¢hrelatives a I'apprentissage
actif dans un formalisme PAC et a la sélection d’attributsfif; une annexe présente
succintement quelques travaux réalisés parallelemeritgniadirectice.



Vue d’ensemble

Les fondements des travaux de cette these trouvent leucesaians mon stage de
DEA sous la direction d’Antoine Cornuéjols et de Christimeiflevaux au sein du groupe
Bio-informatique du LRI. Ce stage était motivé par la deneade biologistes de I'institut
Curie d’Orsay, Géraldine Mercier, Nathalie Berthault etrM@utreix, mettant au point
des nouvelles techniques d’analyse du génome (puces a AT#ENgs-ci, aprés avoir dé-
veloppé des techniques d’acquisition de données biolegigur des levures exposées a
des radiations, elles se sont heurtées a un probléme plicdelfue ce a quoi elles s’atten-
daient : 'analyse des résultats. C’est alors que nous semervenus. Nous avons étés
parmi les premiers en France a utiliser des techniquessstei€intelligence artificielle
dans I'analyse du génome. En particulier, nous nous sommé@gsses aux méthodes de
sélection d’attributs plutdt qu’'a des techniques de clasgion. Ces travaux ont donnés
lieu & plusieurs publications dont une dascléic Acid ResearciMercier et al.; 2004]
(revue internationale, facteur d'impact d24 en2004).

Ce contact avec la biologie nous a poussé a définir un cadmawl tpour I'intelli-

gence artificielle dont les contraintes sont issues du moggle

— Les communautés extérieures font appels a nous essemiggit lorsqu’elles ren-
contrent des problemes non-linéaires (qui ne peuvent gertcmmme s'ils étaient
linéaires) ou quand les données dont elles disposent nelagement pas indépen-
dantes identiquement distribuées (et quand «faire commneosiduit a de mauvais
résultats empiriques). Ce phénomene est di au fait quealistisiens ont déja ré-
solu dans les grandes lignes la classe des problemes éaéad. Selon moi, I'ave-
nir de I'apprentissage passe par la maitrise de ces nouyeablemes. Nous nous
y sommes attaqués dans cette thése, nous verrons une gartiastes problémes
que cela pose et des débuts de solutions.

— Les données collectées a I'heure actuelle contiennenesbwin nombre énorme
d’attributs(i.e. de nombreux descripteurs). En effet, on se dit qu'il est fdage de
traiter le probléeme en ayant trop d’'information plutdt ques@assez. Malheureuse-
ment 'abondance d’'informations est parfois source deatliffés.

— L'acquisition de données codte cher... Pour cette ral@xpert est souvent limité
dans leur acquisition ou leur étiquetage. Par contre les B@ec la communauté de
I'apprentissage s’appronfondissant, les experts somirddoles a une concertation
avec les apprentistes avant et/ou pendant la démarcheuiSden. Ceci nous a
conduit & considérer la problématique des plans d’expégfMontgomery; 2001]
i.e.la définitiona priori de 'ensemble des données expérimentales considérées, ou

12
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encore I'apprentissage actif [Tong and Koller; 200@),le choix des prochaines ex-
périmentations compte tenu des exemples déja disponibliessenypotheses abs-
traites. Ainsi, on ne se contente plus d’attendre que tdetegxpériences soient
finies pour analyser les données, mais on rentre dans urtablérboucle d’appren-
tissage ou les résultats d’analyse guident les nouvellgé&rerentations.

Ces trois points illustrent une tendance générale, camgiatdévelopper une approche
spécifique en fonction des applications considérées. @ateest celle que montre teo-
free lunch theorerfWolpert and Macready; 1995] selon lequel il estimpossildérouver
un algorithme d’apprentissage meilleur que les autresais les types de données. Par
conséquent, I'étude des algorithmes, des types de donhéadaptation sont plus que
jamais de mise dans notre domaine. Les premiers mouvemamscd sens sont le déve-
loppement de cartes de compétences des algorithmes etd’ds transitions de phase
en apprentissage. Pour cette raison, le domaine reposétud fine des types d’algo-
rithmes, des types de données et de leur adéquation réagroq

Cette these commence par une description rapide du formalPAC (Probablement
Approximativement Correct [Vidyasagar; 2002][Van Der Xaand Wellner; 1996][De-
vroye et al.; 1997]) et par les principaux résultats de cayeece dans ce domaine. En
particulier nous verrons qu’aujourd’hui d’autres outilsmnent en complément de la VC-
dimension dans le calcul de bornes. En effet, grace auxedaksGlivenko-Cantelli et de
Donsker, il existe maintenant des borneslégy/n alors que les nombres de couvertures
sont non-polynomiaux. Je présenterai également des neslieglies du calcul numérique
des intégrales. En effet, les techniques dites de « QuasitdviBarlo » utilisent des suites
dites a « faible discrépance » pour déterminer les pointdliaartdans I'approximation
du calcul d’'une intégrale. Nous verrons que ces curiosit@b/iiques peuvent aussi étre
utilisé en apprentissage pour améliorer la vitesse de cgexee.

Une seconde partie aborde I'apprentissage actif sous ue argpiré de I'apprentis-
sage PAC. Nous verrons comment la stratification dans ureappsage actif en deux
passes permet d’améliorer les vitesses de convergencel®inees en généralisation (par
rapport aux résultat de Vapnik). L'idée est d’attaquer lesbfemes d’apprentissage en
deux temps : dans un premier temps, on évalue la variancenetido de la classe ou
d’une variable auxilaire. Dans un second temps on répadipbints utilisés pour I'ap-
prentissage de fagon optimale par rapport a cette varidhmes démontrerons que cette
maniere de procéder fournit un avantage par rapport a unieégqutition des données
dans le cas ou le probleme ne présente pas une variancemaifaur I'erreur.

Nous nous placerons ensuite dans un cadre plus proche das pi@xpériences,
ou I'on peut choisir librement les points a utiliser poureeffuer I'apprentissage. Nous
montrerons l'apport de techniques issues du calcul degraitgs a la Monte-Carlo en
montrant qu’il est est utile de considérer des suites dénestas (en particulier a faible
discrépance). Ici encore, il s'agit d'un cas d’apprentigsactif puisque I'utilisation de
cette méthode requiert de choisir les points sur lesquagtptentissage est effectué. L'ap-
proche présentée est fondée sur I'inégalité de Koksma-#Kavet les propriétées des
suites a faible discrépance. L'intérét est de permettredeneonvergence plus rapide des
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algorithmes d’apprentissage.

La troisieme patrtie, traite de sélection d’attributs. Neagons I'intérét d'utiliser des
techniques de sélection d’attribut adaptées au problemsiaéré. Ceci nous conduira
vers une idée nouvelle transportant les idées de base gedlaissage actif dans le do-
maine de la sélections d’attributs. Celle-ci consiste aimiser le nombre de mesures
d’attributs effectués en attaquant le probleme sous uneawgictif ». La méthode que
nous présenterons est guidée par I'intuition qu'’il est smtipossible de détecter avec peu
de moyengi.e. d’exemples) que certains attributs ne sont pas utiles. @enet d’éli-
miner rapidement ces attributs pour se concentrer sur kessaiNotre approche est basée
sur I'étude de la courbe ROC des algorithmes de sélectidtribiats.

Nous poursuivrons I'étude de la sélection d’attributs paressai d'attaque de pro-
blemes non-linéaires en conjonction avec ROGER (un algostévolutionnaire de sé-
lection d’attribut se basant sur ’'AUC pour §itnes$. L'idée est ici d’étudier des tech-
nigues d’ensemble de classement d’attributs, dont le gneraprésentant historique est
WINNOW. Nous verrons que lleagging(prise de décision en consultant plusieurs experts
les plus indépendants possible) peut apporter des résaltaburageants dans le domaine
non-linéaire.

Enfin je terminerai par une annexe présentant succinctedesntravaux n’ayant pas
trouvé leur place dans cette thése. En particulier en ptésedes outils développés pen-
dant ces trois ans (dont un simulateur de robots, WoB ayami &déa thése de Nicolas
Godzik et a des enseignement a Polytechnique). On y troldgakement des résultats
sur de nouvelles directions de recherches autour de lagmygation dynamique (utili-
sation de Taylor Lagrange pour définir des pseudo-métriguedes variables aléatoires)
et l'utilisation dans le cadre de la classification d'imaged$-requent items setsomme
base recodage .



Notations

Pour faciliter la lecture des parties techniques, voici @sumé des différentes no-
tations utilisées. J'essayerai dans la suite, quand celaossible d'utiliser toujours les
mémes lettres pour désigner les mémes objets (&lrsgra sera toujours une probabilité
etn le nombre d’exemples dont on dispose pour effectuer I'apsgage).

On noteR le corps des réeld celui des entiers naturels&tcelui des entiers relatifs.
Poura,b € N, a < b, on notefa, b] 'ensemble{a,a + 1,a + 2, ..., b}.

Pour deux ensemblet et B, on note :

— SiA C B, alors1 4 dénote la fonction indicatrice dé, définie parl 4(x) = 1 ssi
x € Aet0sinon,

— Card A désigne le nombre d’éléments dequand celui-ci est fini (aussi appelé
Cardinal),

— APB désigne 'ensemble des applications/gleansA.

Pour une matrice ou un vectelf :

— M, ; désigne le coefficient a l& ligne et colonne. Dans le cas d’un vecteur on
M; désigne la® composante.

— M" désigne la transposée dé. (M*); ; = M;;

— < a,b > désigne le produit scalaire deetb. Par défaut il s’agit du produit scalaire
usuel deR". A un produit scalaire, on associe la norm&|> =< a,a >

Pour une fonctiorf de X — R :

— LanormeL, est la quantitd,(f) = || f||, = / |f(x)pdz,
X
= Loo(f) = llflloe = sup |f(x)

Pour une variable aléatoité :

15
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— OnnoteE(Z) (ou parfoisZ) I'espérance de la variable aléato#ec’est-a-dire son
intégrale). Il sera souvent utile de préciser la loi de pbilité P intervenant dans
le calcul de I'espérance. On note aldfs(Z) (ou E(Z) quand on utilise la loi de
Z),

- Var(Z) = E((Z - E(Z))Q) désigne la variance/. Classiquement I'écart-type
o(Z) est défini comme la racine de la variance,

— LanormeL, de Z estlesup de I'ensemble des € X tels quePr(|Z| > x) > 0

Pour une suite de variables aléatoires :

— Un ensemble de variables aléatoires est.idit si elles sont indépendantes identi-
quement distribuées,

— Habituellement on indicera la suite de variables aléasgdarlN, obtenant ainsi un
vecteur(Z,, Zs, ..., ). Cependant, il arrivera que nous ayons besoin d’'indicer des
variables aléatoires par des fonctiohs F' dans ce cas l'indicage sera ngt€) ;.

Pour une loi de probabilit& définie sur un espack :

— Soit une fonctiory définie surX a valeurs dan®, ||f||p, = v Ep(|f]9),
— Pourf,g: X — R, on notedp ou L, (P) la métrique suiR* définie comme :

0y(f.9) = Li(P)(f. 9) = / (@) — g(x)| dP

zeX

— P, désigne la loi empirique estimée éka partir den réalisations.

Pour une famille de fonctions de X — R :

— Une enveloppede F' est une application qui @ € X associe une valeur
sup | f ()],
fer
— Si P est une mesure de probabilit¢®|| = sup Ep(|f])
fer

La probabilité de réalisation d'un éveénement sera nof&g@vénement (ou
Pr(événementpour éviter toute ambiguité).

On noted, la mesure d®irac ena. Par constructio'f € R*, [, f d, = f(a)

En générah désignera le nombre d’exemples. . ., z, dont on dispose pour effec-
tuer 'apprentissage. Sauf mention explicite, ils serdrd.iet distribués selon une |éi.
Par abus de notation, on utilisefapour désigner la loi de I'échantillon et la loi d’'un seul
élément (en fait la loi de I'échantillon est la loi produit deopies indépendantes dd.

Une suite de variables aléatoirgs, . . . , 7, converge (quand — oco) versZ :
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Presque s(rement si : avec probabilite7,, — 7,

En probabilités siVe > 0, P(|Z, — Z| > ¢) — 0,

DansL, pourco > p > 1si: ¢/E(|Z, — Z|P) — 0
EnmoyennesiE, (Z;,) — Ez(Z)

En loi (ou faiblement) si pour toute fonction continue kérf,

Es(Z;) — Ez(f(2))

L'espaceL, désigne I'espace des fonctions de noripebornée. L'espace, designe
I'espace des suitds;) pour lesquellé |z;|P converge.

Dans le cas de la classification, le plus souvent posdibtEsignera notre espace
d’hypotheses ef - I'espace des fonctions de co(t associé. De méme, on prencheom
convention de désigneftles approximations tirées de I'utilisation d’une loi enigire et
par desf* les résultats optimaux dais On réservera la lettrg pour désigner la fonction
idéale (qui n’est pas nécessairement daips
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Chapitre 1

Formalisme Mathématique pour
I’ Apprentissage

1.1 Apprentissage PAC

Ce chapitre introduit les définitions traditionnelles igées en apprentissage, sur les-
quelles se fondent les chapitres « Stratification » et « Suiéerministes ».

1.1.1 Généralités

En apprentissage supervisé, le probléeme posé informefiepeeit se résumer comme

suit :

— On dispose d’'une base d’exemples de la forme (AttribuitgjEtte). Le but est
d’étre capable de prévoir I'étiquette (tabel) en fonction de la valeur des attributs
(features) On parle d’apprentissage supervisé dans la mesure ou lavigipe par
un expert est nécessaire pour définildeel y; associé a une descriptiofn.

— Les attributsfieature3 contiennent des informations décrivant I'exemple suuédq
on va travailler. On peut penser par exemple aux valeurspoéssions de genes
dans le cas de I'étude de biopuces ou a des caractéristigles que « jour »,
« mois », « humidité de I'air » ... dans le cas des prévisiongmé

— Les étiquettes contiennent le résultat a prévoir. Par plemmalade ou sain dans le
cas des puces a ADN ou le taux de pluviosité pour la météo.

On dispose donc d’un certain nombre d’exemples nous margraeile étiquette doit
étre associée a une série de valeurs d’attributs. L' omératiapprentissage est la déter-
mination d’une régle (hypothése, ou fonction HedansY’) permettant de retrouver les
étiquettes en fonction des attributs. Une fois choisieecetgle, il reste & déterminer sa
qualité pour prédire les étiquettes de nouvelles donnés'agit detester la capacité de
généralisationde notre regle). Lhypothese de base faite en apprentissigpy’il existe

20



1.1. APPRENTISSAGE PAC 21

un lien entre la maniére d’attribuer les étiquettes pouiplesnieres données et pour les
nouvelles; sinon le concept ciblé par I'apprentissage gbaril serait donc extrémement
difficile -voire impossible- d’avoir des garanties de réatil

Une solution simple est d’apprendre par cceur les donnégalési. L' hypothése ap-
prise est alors trés bonne sur le jeu de données d’appragéissiais répond au hasard sur
de nouvelles données. Plus généralement, les stratégidsisant a d’excellentes perfor-
mances sur 'ensemble d’apprentissage, et a une perfoert@ian moindre sur le reste
de I'espace des instances sont dites sur-apprenantedifting. Comment éviter le sur-
apprentissage constitue le probleme majeur de I'appsages(et il se pose avec d’autant
plus acuité que I'on dispose de peu d’exemples).

L'approche PAC Probablement Approximativement Correcte) peut se voir comme
une proposition de formalisme universel pour les problédiapprentissage supervisé.
Comme nous I'avons dit une difficulté provient du fait quenl’peut étre arbitrairement
bon sur le jeu de données d’apprentissage et mauvais suruveao. Le but du PAC-
learning est d’essayer drner la différence de comportement entre le jeu de don-
nées d’'apprentissage et de nouvelles donnéés borne est définie en probabilité, elle
dépendra du nombre d’exemples d’apprentissage.

Plus formellement, sous un angle de statisticien, on pautesexemples comme des
points d’'un espacg. On peut supposer que ces exemples sont donnés avec unetoi de
babilité P et on considere en général que. . ., z, sont indépendants et identiquement
distribués. Dans le cas de I'apprentissage supervise,0r=a(x,y) et I'on vise a étre
capable de prédire correctemené partir dex (dans ce cas on appelle les composantes
dex lesattributs ety la classeou encore étiquette dabel).

NotonsF' I'espace des hypothéses. 'espace de recherche de I'apprentissage. Pour
toute hypothés¢ < F, et pourz = (z,y) on définit L,(z), application deZ — R,
comme le colt engendré par le fait de prédfe’) au lieu dey (on a fait I'hypothése
f alors que I'on dispose de I'exempld. On noteralLy = {z — L¢(2)|f € F} la
famille des fonctions de colt. Dans le cas de la classificatyipiquement le colt est nul

siy = f(x).

Formellement, le but de I'apprentissage est alors de tmoyive F' tel queL; ait
une espérance la plus faible possible. Cette espérancééamoéit en généralisation
ou erreur en généralisationet est souvent notée par abus de notafigr{(en omettant
I'opérateur d’espérance). Un estimateur empirique dediaren généralisation est appelé
codt empirique ou risque empirique est construit sur un échantillqn;, ..., z,) € Z"

. ’ iy .1
des données. En notafit,) I'erreur empirique on a la formuleL ; = — E L¢(%)
n
i=1

Par construction, I'erreur empiriqtfe;c repose sur I'échantillon des données fait selon
la loi empirique noté®,, estimant la distributiod® des exemples. On notefg = Ep, =
E(Ly). Sauf mention contrairdy et P dénoteront I'espérance et la probabilité par rapport
alaloiP,.
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Dans ce formalisme, ualgorithme d’apprentissagedevient une fonction program-
mable (sur une machine de Turing dotée d’'un ruban aléatairexemple) de 'ensemble
des sous-ensembles finis AedansF. Un tel algorithme n’est pas nécessairement déter-
ministe.

La premiére idée qui vient a I'esprit pour I'apprentissage la minimisation du
risque empirique. C’est a dire que I'on cherche dahsun élément minimisant ; nous
le verrons plus en détail dans la section 1.2.3. [Devroy¢ g1 297] [Vidyasagar; 2002]

Un paradigme d’apprentissagepourY = {0, 1} est ditPAC (statistiquement pro-
bablement approximativement correct) si :

Ve >0, lim sup P(|L, — L*| >¢) =0

n—00 pepr

ou L,, désigne I'espérance empirique fiebasée sun exemples ef.* I'erreur optimale
pour f € F.

1.2 Premiere approche de la VC dim

D’aprés ce qui précede, I'apprentissage correspond a dats@h d’'une hypothésg
dans une familleF’ de fonctions. L'approche, historiquement la premiére appren-
tissage [Vapnik and Chervonenkis; 1971] cherche une hgseth minimisant I'erreur
empirique. Nous y reviendrons dans la section 1.2.3. Pkgoos dans le cas de I'appren-
tissage binaird” = {0, 1} et notong le « vrai concept ». La base d’apprentissage étant
formée d’échantillons$z;, g(x;)). L'objectif est d’identifier dans I'espace de recherdhe
la meilleure approximation du conceptsur la base des échantillons d’apprentissage. On
distingue classiquement le cas @appartient a I'espace de recheradhi&u cas contraire.

1.2.1 Coefficient de pulvérisation

Définition 1.1 Etant donnéF, une famille de fonctions d& — Y = {0, 1}, le n€Me
coefficient de pulvérisatiomle F, est :

S(F,n)=  sup  Card{(f(z1),...,f(z,))|f € F}

Intuitivement, les coefficients de pulvérisation Benesurent la diversité de I'espace
de fonctionst'. Dans le cadre de I'apprentissadeest I'espace d’hypothéses (choisi par
nos soins) et leg; constituent la base d’exemples. Si I'on retient 'hypothgse F
pour classer nos exemples, la classe estimée dst f(z;). On utilise les exemples pour
contraindre nos classifieurs. Siles choses se passentmaisiement bien, plus on dispose
d’exemples, plus on sera guidé dans le choixde
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S(F,n) est donc en fait le nombre de maniéres dont on peut répasticlesses
f(z1),..., f(x,), sachant que I'on dispose deexemples et qu¢ est dansF. Plus ce
nombre sera petit plus il sera facile de choisir le «bgren ayant peu d’exemples.

On peut remarquer quéétant a valeurs da9, 1}, on aS(F,n) < 2" puisque sil'on
est complétement libre pour choisir les classesagesn aura2™ combinaisons possibles
(cela revient a compter en binaire avedits). Remarquons que §i(F,n) = 2", c'est
gu'il existe une base d’exemples de tailléelle que celle-ci ne nous guide absolument
pas dans le choix d¢. On commence ici a deviner le lien entre I'apprentissage®t |
coefficients de pulvérisation.

On peut également définir des coefficients de pulvérisatam ges fonctions a va-
leurs dang” = R. On parlera alors de P-pulvérisation et-gpulvérisation.

1.2.2 VC-dimension, Pollard-dimension

Définition 1.2 Etant donnéFune famille de fonctions d& — Y = {0,1}, la VC-
dimensionde F' est, s'il existe, le plus grand entier, tel queS(F,n) = 2™. Sinon, (c’est
adire quevn S(F,n) = 2") on dit que la VC-dimension est infinie.

Intuitivement, si la VC-dimension est infinie, on aura bepwter des exemples, l'es-
pace d’hypothéses sera toujours tellement riche qu'il sr@urs possible de trouver des
hypothéses compatibles avec la base d’'apprentissagdest gqel'elles classent différe-
ment tout nouvel exemple. En résumé, toute généralisaibmgpossible. Inversement,
une VC-dim finie nous garantit qu’avec assez d’exemples (@ssez » dépendant de la
VC-dim), on identifiera une meilleure hypothése.

La base d’apprentissage peut étre vue comme une contraiimtitivement, si
les coefficients de pulvérisation n‘augmentent pas expalkment avec le nombre
d’exemples, tout nouvel exemple réduit potentiellemeandemble des hypothésgs
compatibles avec les exemplegelle quevi € [1,n], f(z;) = y;).

Il est capital pour pouvoir garantir la convergence de ligopissage que les coef-
ficients de pulvérisation soient bornés de maniére subrexqueelle. Heureusement, il
existe un lemme, souvent appelé lemme de Sauer qui borneddficents de pulvéri-
sation en fonction de la VC-dim. En effet, si la VC-dim deest majorée paV’ alors

” ; en\V
S(F,n)S;Cn<<V> >V > 1

En fait selon [Vidyasagar; 2002, p76], elle aurait été déminindépendamment par
[Sauer; 1972], [Vapnik and Chervonenkis; 1971](preuveoimpléte) et [Shelah; 1971].
(La premiére majoration par une somme(deapparait en fait dans un lemme conduisant
a la preuve).
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En remplagant dans la définition précédestd”, n) par le n®™® coefficient de P-
pulvérisation, on obtient la Pollard-dimension qui estéagant de la VC-dimension pour
Y =R

Définition 1.3 (Pollard-dimension) [Vidyasagar; 2002, p74]. SoitX, S) un espace me-
surable et soitF’ € [0,1]* une famille de fonctions mesurables. Un ensensble-
{z1,...,2,} C X estP-pulvérisépar F' s'il existe un vecteur € [0, 1]" tel que, pour
tout vecteur binaire: € {0, 1}, il existe une fonction correspondanfec F telle que :

fe($i> > ¢ Si e; =1, etfe(l'i) < G Si e; =0

La P-dimensionde F', notéeP — dim(F') est le plus grand entien tel qu’il existe un
ensemble de cardinal qui est P-pulvérisé paf'.

Un exemple classique : pulvérisation des points du plan pares droites

Prenons pour 'espac¥ des instances le plan réel et pour famille de fonctibrest
'ensemble de droites affines. Chaque drgitec F' sépare le plan en deux parties; un
pointx est classé comme positif ou négatif selon la valeuf de.

La figure 1.1 montre que les droites affines pulvérisent Isgebles de trois points
(non-alignés) mais pas les ensembles de quatre pointst @es que la VC-dim des
droites affines du plan est trois. De méme on montre que cefi@attangles est quatre.

Fic. 1.1 :(a gauche) Pour trois points non-dégénérés les droitesesffpulvérisent tous les indi-
¢ages - (a droite) Par contre pour quatre points, il exists thelicages ne pouvant pas étre réalisés
par un classifieur basé sur une droite affine.

1.2.3 Minimisation du risque empirique

Un moyen de choisir une fonctiofidansF est de minimiser le risque empirique
('estimateur du risque). Par exemple, si la fonction det@sl celle associée a la norme
Ly on pourra minimiser :

L(h) = 5 Y1) i
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Notonsf, une hypothése minimisant I'erreur empirique surlggemiers exemples d’'ap-
prentissage.

fn € argljpgg L.(f)

Il estimportant de comprendre que méfgéonction optimale sur la base d’exemples,
cela ne donne pas de garanties quant a son comportementeibfi sur de nouveaux
exemples. C’est tout le probleme du sur-apprentissaggpdthese peut-étre sur-adaptée
a nos données. Cette sur-adaptation se révéle néfasteelansas de figure :

— Siles données sont bruitées (on dit alors djtitte le bruit),

— Sile concept ciblg n’appartient pas a I'espace d’hypothégésonsidéré.

Le cas limite est celui de I'apprentissage «par cceur», nart@ucune garantie de géné-
ralisation.

L'objectif devient ainsi que I'erreur en généralisation flesoit proche de I'erreur
optimale sutF" L* = inf sep L(f).

Dans le cas ou le concept cible appartierit,t ou les données ne sont pas bruitées,
L* = 0 (désigné dans la littérature sous de nom de « cas de I'ertélgr»). Alors pour
F de taille finie et sif désigne la limite d¢,,, on a alors pour une famille de fonctions de
taille finie F" on a par Kolmogorov ([Li and Vitanyi; 1993]) :

P(L(f) > ¢) < Card(F)e ™

et

£y < 1+ log(Card(F))

B(L(f,)) < 5

ol E désigne I'opérateur espérancefda limite de f,, quandn tend verss.

On en déduit que dans le cas de l'erreur nulle, il suffit qusoit grand devant
log(Card(F)). L'utilisation de la VC-dim permet de s’affranchir de I'hgthése d’exis-
tence d’'une erreur minimale nulle.

Inégalité de Vapnik-Chervonenkis
Soit 1 une mesure de probabilité &, Y) surR? x {0, 1}. Soit s, une mesure em-
pirique basée sur réalisations de: (ces réalisations constituant la base d’apprentissage).

Pour un ensemble mesurablec R¢ x {0,1}, u(A) = P((X,Y) € A) etpu, =
7 e Lxvoeay.

En reprenant les notations précédentes gour,, f et F on a:

sup | Ln(f) = L(f)| = sup | (A) = p(A)]
fer AcA
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ou A est la collection de tous les ensembles de la forme :

{{zlf(z) = 1} x {03} U{{z|f(z) = 0} x {1}} avecf € F

Théoreme 1.1 (Inégalité de Vapnik-Chervonenkis)Pour toute mesure: et pour A,
Ve > 0si S(A,n) désigne le fi"coefficient de pulvérisation dé :

P(sup |pn(A) — u(A)| > &) < 8S(A, n)e /3
AcA

La preuve est dans [Devroye; 1982].

Remarque 1 :
Ce résultat est une amélioration de la borne initiale domaé&¢Vapnik; 1995].

Remarque 2 :
Compte tenu du lemme de Sauer, (voir 1.2.2) on peut borneolef§icients de pulvérisa-
tion et donc la déviation de I'erreur en fonction de la VC-dim

¢

Ce résultat montre qu’un algorithme minimisant I'erreurpénigue converge vers une
hypothése d’erreur optimale avec une vitesgponentielle Ce résultat est de trés bon
augure pour l'apprentissage puisqu’il donne des garastiede pire cas possible. En
réalité, le coefficienty(.4, n) vient quand méme un peu ternir ce résultat, mais on peut
utiliser le lemme de Sauer pour le borner. Il faut tout de mé&igealer que les praticiens
savent bien que cette borne est assez lache, justementeaoskespond au pire cas
possible. Evidemment, dans le cas ou la VC-dim est infinighéeréme ne nous fournit
plus de garanties sur la qualité de I'hypothése apprise.

1.3 Approfondissements

Afin d’entrer davantage dans les détails de la théorie de iaphervonenkis, il est
nécessaire d'introduire quelques définitions, qui ne sahithellement utilisées que dans
les preuves.

1.3.1 Classes de Glivenko-Cantelli

Définition 1.4 étant donnéd.r une famille d’applications déX,Y) — R, etP une
famille de distributions suf.X,Y’), On dit queLy est faiblement (resp. fortemerfd-
Glivenko-Cantelli[Van Der Vaart and Wellner; 1996] pour la convergence faifiesp.
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pour la convergence presque sdre) si et seulement si quetisajt la distribution? € P,
ona:

I n—o
sup |— Li(z;)— Ep(Lf)| —— 0
LfELF‘n; r(2) = Ep(Ly)|

ce qui est équivalent a :

sup | Br, (Ly) — Ep(Ly)] =20
LfELF

au sens de la convergence faible (resp. presque sare). Et eU(z;, v;) (21, ...,2,) €
(X,Y)" sontn réalisations indépendantes d’une variable aléatoire deto

De plusL - est diteuniversellement Glivenko-Cantelsi L - estP*-Glivenko-Cantelli
ouP* est 'ensemble de toutes les distributidnsléfinies sufX,Y").

Enfin, L est diteuniformément Glivenko-Cantellsi en plus d’étre universellement
Glivenko-Cantelli, la vitesse de convergence de la mesumgireque est uniformément
majorée enP :

Ve > 0,3N, VP* € P, n> N = Pr(||P, — P||L, >¢) <¢

ouP, est la distribution empirique estimaft a partir den réalisations i.i.d. et
1P|l = sup Ep(|Lyl)

LfELF

Notons que la loi des grands nombres de la théorie classegiprdbabilités nous dit que
pour tout? et Ly,
Vn > N Pr(sup |P,,(Ls) — P(Lys)| > ¢) RNy
m>n
Pour gu’une classe soit Glivenko-Cantelli uniforme, iltfda plus que le temps de conver-
gence soit borné pour tout et toutL .

1.3.2 Classes de Donsker

Nous souhaitons enfin disposer de certaines hypothésegulanté sur les familles
de mesures concernées.

Définition 1.5 (Famille tendue) On dit qu’une famille de probabilités (ou de mesur@s)
est tendue si:

Ve > 0 , 3K, compact deR? tel que sup P(R? \ K,) < ¢
PeG

Dans le cas d’'une famille tenddg, il est ainsi possible de choisir priori un compact
Ke etde ramener I'étude de convergence a I'étude des propdémesures considérées
dansk..
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L'intuition est de contréler la répartition des «massessné’ famille de mesures. En
effet, pour les mesureB de G, il est possible de choisir uniformément un compact de
R? (donc un fermé borné) tel que la mesure de ce qui n'est pas @anempact soit
inférieur a=. On dira qu’il s’agit d’'une condition imposant que pour tesites mesures de
G, I'essentiel de la masse se situe dans un fermé borné (etndopart pas a I'infini).

Définition 1.6 (Classes de Donskergtant donné une famillé de fonctions déX,Y)
dans R, on dit que Lr est P-Donsker (ou que c’est un@-classe de Donsker)
[Van Der Vaart and Wellner; 1996, p81] ssi :
1. VP e P, sup \Lf(x) — Ep(Lf)| < 0
Lyelf
2. avecP, = %z;;l ), etG,, = /n(P, — P), pour toutP € P, G, converge
faiblement dans,,(Lr) vers un certainG tendu mesurable (attentidi est bien
une famille carP n’est pas fixe).

Cette convergence correspond a la convergence faible pswidsses de Glivenko-
Cantelliavec en plus une notion de vitesse. |l s’agit de lmm@itesse que dans les classes
de VC, c’est & dire que I'on demande une précision enl/./n. La différence avec les
classes de Glivenko-Cantelli est que I'on a pas de lien desrelasses presque slres et
faibles. La notion de classe de Donsker est plus généraig ppécise mais asymptotique.

Si P est 'ensemble de toutes les distributions &unlors uneP-classe de Donsker
est appeléelasse universellement de Donsket’intérét de ces classes est du méme
ordre que les classes de VC. La principale différence tiarfad que I'on a un résultat
asymptotique sur I'erreur d’apprentissage au lieu d'unméo

Remarques :

— UneP-classe de Donsker eBt-Glivenko-Cantelli,

— Une classe de VC-dimension finie est une classe de Donskexrselle et est une
classe de Glivenko-Cantelli uniformément en la distribatinais I'inverse n’est pas
vrai.

1.3.3 LiensentreF et Ly

L'idée générale des statistiques procede en deux tempsn é3saye de montrer que
la famille de fonction n’est pas trop compliquée ; 2) on merjue les variations dsup
sur I'espace de fonctions n’est pas trop grand. Une diffegour les applications de
I'apprentissage réside dans le fait que I'on connait gétémeent I'allure deF' mais pas
celle deLr (puisqueL fait intervenir le concept cible qui est inconnu). Cettetsec
récapitule des résultats liant les deux espaces, renvdgdatteur a [Vidyasagar; 2002,
pl46-151] pour les preuves et davantage de détails (le #réerl.2 et 1.6 donnés ici,
correspondent en fait & des morceaux de la preuve du th5.12).
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Théoreme 1.2 (Dimensions, pulvérisation et fonctions de @9 Soit F' une famille de
fonctions surX a valeurs dang0, 1}, et L fonction de colt définie sux x {0, 1} telle
queL(a,b) = 1 sia # bet0 sinon. Alors :

So(Lg,n) (F,n)
S1(Lg,n) (F,n)

S(Lg,n) <2S5(F,n)

<S
<S
ou S;(Lr,n) estle nombre de pulvérisations de restreint aX x {i} pouri € {0,1} et

S(F,n) est len®Mecoefficient de pulvérisation dE.

De plus siF' a pour VC-dimension V, alorsr a pour VC-dimension V.

Théoreme 1.3 (Donsker et fonctions de coltpi F', famille de fonctions, est Donsker,
alors L I'est aussi pour toute fonction de coiifa, b) lipschitzienne.

Théoreme 1.4 (Glivenko-Cantelli et fonctions de colt)Soit /' une famille de fonctions
définies sutX a valeurs dang” = [0, 1] et’P une famille de distributions suX x Y. Soit
Py la famille des distributions marginales sif correspondant . Supposons qué
estP,,-Glivenko-Cantelli et qué.(y, .) est uniformément équicontinue, c’est-a-dire que :

Ve, 30,Vy, V(uy, us) € Y2, |ug — us| <8 = |L(y,u1) — Ly, ug)| < ¢

ce qui est en particulier le cas pour(y;, y2) = |y1 — y»|* avecs > 1.
Alors L est Glivenko-Cantelli

Théoreme 1.5 (Glivenko-Cantelli et fonctions de codt, clasfication) Sous les mémes
hypothéses que le théoréme précédent. Supposondque’)| = |y — v/'|.
Alors L estP-Glivenko-Cantelli si et seulementkiestP,-Glivenko-Cantelli.
Théoreme 1.6 (Nombres de couverture et fonctions de col$oit /' une famille de
fonctions a valeurs dans = [0, 1|. Supposons que la fonction de co0t vérifie pour un
couples, ' de réels positifs :

VY1, Y2, Ysly2 — ys| < €' = |L(y1,92) — L(yr, y3)[ < €
alorsN(e, Lp) < N(e, F).

La définition des nombres de couverture est donnée un peloptusection 1.4.4.

1.3.4 Bornes sur la vitesse de convergence

\oila la forme généralisée du théoréme déja vu lors de lagotésion de la minimisa-
tion du risque empirique (section 1.2.3), il est tiré de yadagar; 2002, p196] :
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Théoreme 1.7 (Vitesse de convergence dans les familles ddifension finie ) Soit
L un espace de fonctions sirx Y a valeurs dan$0, 1], tel queL r soit de P-dimension
finie V. Supposons de plus qle< ¢ < —=— « 0.94. Alors :

2logy(e)

16e . 16e.\" %
P(A L)) <8 —In(— —n—
A L) <8 () exp(-nZ)

avecA(e,n, Ly)) lévénemenBL; € Ly, |Ly — Ly| > e.
En outre,L » est universellement Glivenko-Cantelli et universellenbanmsker.

Théoreme 1.8 (Vitesse de convergence dans les familles VGsaes familles binaires )
Soit L un espace de fonctions définies sarx Y a valeurs dand0, 1}, et supposons
queLr C {0,1}* soit de VC-dimensiof. Alors V' est fini si et seulement gir est
universellement Glivenko-Cantelli, ou de maniére éqentd si et seulement &ip est
universellement Donsker. Alof3(A(e, n, Lr)) est borné par :

() () o
(

2
8S(F,n)exp —%) 1.2)

4 exp(4e + 4e?)S(F,n*) exp(—2ne?) (1.3)
16 (\/55)4096‘/ exp(—2ne?) avec ne? > 64 (1.4)

4exp(de +&* — 2ne?) - n?V avec V >2etn >4V (1.5)
4exp(de +e* —2ne?) - (n+1)* avec V =1 (1.6)

—1
8nY exp <3—2n62) avec V >3etn >2V a.7)
—1
8(n+1)" exp (3—2n62) (1.8)
2 2 2V
4dexp(4e +e” — 2ne”) - exp H(7> avec V >2etn >4V (1.9)

—1
8exp (n : H(K)) exp (3—27152) avec V >3etn >2V (1.10)
n

avecA(e,n, L;)) lévénemenBL; € Ly, |L; — Ly| > e.
etH(z) = —zlog(z) — (1 — z) log(1 — z) (fonction d’entropie, prolongée par continuité
en0etl)

Dans la littérature, les résultats les plus utilisés sdntet.1.7 [Devroye et al.; 1997,
pl197]. lls dépendent du nombre d’exemples (1.9 et 1.10 sans Iraffinements mais
moins connus et plus compliqués détaillés dans [Devroye;et397]). En pratique, les
bornes 1.2 et 1.3 (tirées de [Devroye; 1982]) sont souventrieilleures. 1.1 vient de
[Vidyasagar; 2002, p207]. Signalons le cas de 1.4 ([Alexant084] présente aussi dans
[Devroye et al.; 1997, p207] ) qui ne devient effective (nférieure al) que pourn >
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26144 limitant quelque peu l'intérét pratique de cette borneCependant, il s’avére gu'il
s’agit de la meilleure borne asymptotiguement. Elle pemteatinonter que :

A 8 2048V In(4096V
E ( sup |Ly —Lf\> <2t v n )
LfELF \/ﬁ

Ce théoreme peut étre adapté au cas de la minimisation diere&sgpirique et au cas
des familles de fonction a valeurs réelles (bornées ou non).

1.4 Outils analytiques supplémentaires

1.4.1 Processus et Vecteurs Gaussiens

Dans toute la suite, désigne la transposée tle

Définition 1.7 (Processus)Soit (€2, P) un espace de probabilité. On appelle processus
aléatoire a valeurs dan§ un termeX = (Q, (X, ).>0, P) OU pour toutn, X,, est une
variable aléatoire a valeurs dars.

Un processus peut se voir comme une suite infinie de réalisate variables aléa-
toires indicées par (n’ayant pas nécessairement la méme loi mais vivant dang&teen
espace). Par défaut, I'espace des valéuestRR et on parlera de processus réel.

Définition 1.8 (Processus borné)Soit1 < p < oo. On dit que le processus rédl, est
borné dand.?, sisup,, E(|X,|?) < co.

Un processus borné est parfois appelé fini ce qui peut portenéusion car le terme
« fini » ne se rapporte pas au fait que la suite comporte un refifirde termes. On
utilisera aussi parfois le terme « presque srement borng ba» la borne portant sur
I'espérance déxX?|. Par défaut quand on ne précisera pagn utilise L.

Remarque :

Dans les définitions ci-dessus, le processus est a inditiesPlus généralement, il est
possible d’'indicer un processus par une famille de fonst{mwn-nécessairement dénom-
brable, voir Def.1.9),

¢

Définition 1.9 (Processus indicé pai’) Soit /' un ensemble quelconque (dans la suite
de cette thése, il s’agira en géréral d’'un ensemble de fons)i et (€2, P) un es-
pace de probabilités. On appelle processus aléatoire awaldansg un termeX =

(Q, (Xy)ser, P) ou pour toutf, X, est une variable aléatoire a valeurs dafis
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Définition 1.10 (Fonction caractéristique d’une variable &atoire) Soit X une va-
riable aléatoire a valeurs danB“ et de loix. On appelle fonction caractéristique (ou
transformée de Fourier dg) la fonction définie pout € R¢ par

ﬂ(t) — @X(t) — E(62m'<t,X>) _ /Rd 627ri<t,ac> du(m)

Silav.a.X aune densité, alorspx(t) = [ f(x)e’<"*> dz. Dans ce cas, la fonction
caractéristique coincide avec la transformée de Fourief.dd¢otons que I'application
i — 1 est injective ce qui permet d’'identifier les variables alé¢at a partir de leur
fonction caractéristique.

Définition 1.11 On dit qu’une variable aléatoire réell& est gaussienne si sa fonction
caracteéristique vérifie

@X(t) _ E[€2i7r<t,X>] — €2i7rtm727r2a2t2

pourm, o € R. On dit alors queX suit une loi normaleV (m, o?).

Définition 1.12 Un vecteurX = (Xj,...,X,) de variables aléatoires est gaussien, si
toute combinaison linéaire a coefficients réels das. . . , X,, est une variable aléatoire
gaussienne réelle.

Théoréme 1.9Un vecteur aléatoire réeK = (X, Xy,...X,,) est gaussien si et seule-
ment si sa fonction caractéristique est donnée par

@X(t) _ E[62i7rt’X] _ €2i7rt’mX727r2t’EXt’ t e R
Oumyx € R" etXx € R™" dénotent respectivement la moyenne et la matrice de
covariance deX, On noteraX ~ N (mx, Xx).

Définition 1.13 (Processus Gaussien)n processus réelX ), est dit gaussien si tout
systeme fini extrait deX'), est un vecteur aléatoire gaussien réel.

1.4.2 Classes de Donsker et processus gaussiens [Adler; 99

Théoréeme 1.10 (Comportement asymptotique dé — L) Soit F' une classe de fonc-
tionsP—Donsker alors :

A

Vi (L) = (D) — PG

ou PG est un processus gaussien borné indicé par

Ce théoréme produit un résultat intéressant lorsqu’il égtiat a I'inégalité de Borell :
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Théoreme 1.11 (Inégalité de Borell)Celle-ci peut étre trouvée dans [Van Der Vaart and
Wellner; 1996, p438] mais la formulation utilisée ici vied# [Ledoux; 1988] SoitY;)cr
processus gaussien presque surement borné @’ la plus grande variance d’'ui;
pourt € T, alors :

log P Y,
lim OELEWY 8 oy
5§—00 S
et pour tout: > 0, pours assez grand, on a :
s 1o 2
P(supY; > s) < exp(es” — 58 Jo(Y)?)
t

Ce théoréme montre que asymptotiquemsnt) caractérise la largeur dsupremum
deY;. Ce résultat peut sembler contre intuitif puisque tout Sspa@omme si le processus
gaussien n'avait qu’une seule valeurid@&lotons que la combinaison effectuée ici porte
sur deux résultats asymptotiques ce qui n’est pas de treadmpre pour la pratique .

1.4.3 e-nets -squelettes)

Définition 1.14 (-nets a la Matousek) Soit X un ensemble, sojt une mesure définie
sur X. SoitF' une collection de sous ensemblemesurables pouX et < ¢ < 1.
A C X estuns-net pour(X, F) si pour toutS € F, u(S) > e implique queA N S # ()

Intuitivement, cela ne revient pas a couvkfimais simplement a ce que les éléments
de I’ ayant une mesure plus grande quaient une intersection non nulle avec le ré-
seau. Les-nets constituent un outil tres apprécié en géométriejstexine application a
I'apprentissage dans le cadre de la VC-théorie :

Théoréme 1.12 (VC-dim et=-nets a la Matousek) Soit (X, F, ) un systéme p-
mesurable tel que la dimension de VCidest bornée patl (avecd > 2). Soitk > 2 un
parametre entier, alors il existe un /k)-net de tailleO(dk log k) pour (X, F, p)

Ce résultat prouvé par MatouSek dans [Matousek; 2002featdes résultats de Mul-
muley dans le cas de d’espace de dimension finie. L'utilitithndel théoréme est de per-
mettre de prouver des résultats de convergence en utilisannet.

Classiqguement en apprentissage, la définition la pluséélpour les-net est la sui-
vante [Devroye et al.; 1997] :

Définition 1.15 (-nets) Soit X un ensemble normé dont nous noterdri$x la norme
sur X, et soitF’ un sous ensemble dé et=>0. On dira queA C X est uns-net deF' si

tous les éléments dé sont de norme finie et qué C | J,. , B(a, <) (ou B(z, <) désigne
la boule de centre et de rayore pour la normel|.|| x).

acA
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Cette définition est celle que nous utiliserons dans la slgtee document. Elle est
plus restrictive que la précédente. Avec celle ci, si onakisd’un recouvrement deé par
des boules de rayan alors I'ensemble constitué des centroides de ces boulas esiet
pour ' dansX. Essentiellement on se sert desets pour remplacer un ensemble trop
difficile a traiter par un autre ensemble plus simple en &angue tous les éléments de
I'ensemble de départ ne sont pas a une distance supérieute @ouvel ensemble.

1.4.4 Nombre de couverture eBracketingnombre de couverture

Dans un ensemble normdé, la taille minimale d’'ure-net deF’ est appelée-nombre
de couverture de F' noté N (e, F'). Si pour une il est impossible de trouver un réseau
fini on dira que le nombre de couverture correspondanést infini.F* est dit totalement
borneé si pout tout > 0, N (e, F') < oo.

On appelles-entropie def’ le logarithme deV (e, F).

Bien qu’'il napparaisse pas dans la notation, il faut bieécper X. En effet, les
centres des boules desiets sont danX’ et non dang, ce qui peut parfois changer les
résultats.

Etant données deux fonctiohset 2 de X dansR, on appellesegment[b, 4], I'en-
semble des applicationfsde X dansR telles qud|b||x < ||f||x < ||h||x-

Ce segment est ditsegmentsi ||b — h||x < ¢ et queb etk ont des normes finies.

Le Bracketing nombre de couverturf/an Der Vaart and Wellner; 1996, p83] noté
Ny (e, I') est le nombre minimal d-segments nécessaires pour recouktib eth ne sont
pas nécessairement des fonctiongtdmais sont supposées étre de norme finie. Comme
précédemment on appelg-entropie le logarithme dé&/; (e, F).

1.5 Bornes classiques

Cette section rappelle quelgques inégalités classiquetapbsur la déviation de la
moyenne d’une variable aléatoire par rapport & son espéganc

1.5.1 Espaces préhilbertiens

Célebre inégalité, ancienne mais néanmoins trés utile :

Théoreme 1.13 (Inégalité de Cauchy-Schwartzpans un espace préhilbertien com-
plexeE (muni de son produit scalaire .,. >)

Y(z,y) € B* [ <z,y > | < |lz]l.]lyll
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L’égalité arrive si et seulement siety sont liés Ba € R tel quexr = ay).

Dans les espaceds, (etl,), I'inégalité de Cauchy-Schwartz est un cas particulier de
I'inégalité de Holder (avep = ¢ = 2) :

Théoreme 1.14 (Inégalité de Holder pour les suitespoientr, y deux vecteurs corres-
pondant a une suite respectivement dares/, alors :

11
Si+o=1 p,g>0alors| <,y > | <||z|lllyll,

Cette inégalité est particulierement utilisée dans le essptoduits scalaires définis
par des intégrales dans les espatgsSi une fonctionf est dand,,(X), alors la norme
L, de f est notéé| f ||,. Soit X, B, 1) un espace mesuré. giest dansL?(X) et g est
dansLi(X) (avecl/p + 1/q = 1), alors I'inégalité de Holder devient :

Il = [ 1sslan < ( / If\pdu)p ( / \gwdu)qzufup Il

1.5.2 Inégalités a la Bienaymé-Tchebychev

Théoreme 1.15Soitr > 0 un nombre réel, eX une variable aléatoire réelle définie sur
un espace probabilisé . On suppose di(¢X|") est fini (on dira queX admet un moment
d’ordre r ou encore queX estr-intégrable). Alors on a :

E(XT)
tT

P(X[=1) <

Pourr = 1 (resp.r = 2), ce résultat est connu sous le nom d’inégalité de Markov
(reps. d’'inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Il s’agit gesmieres inégalités pouvant
servir a évaluer des déviations par rapport a la moyennehéliaéusement elles ne pré-
sentent pour ainsi dire pas d’intérét pratique : les boriésraues sont extrémement laches
a cause des faibles hypotheses faitesSUEN effet, on suppose simplement I'existence
d’'un moment d’ordre-.

1.5.3 Le théoreme de la limite centrée (TCL)

La plus célébre des inégalités de déviation est donnée pheteme suivant qui
éclaircit la loi des grands nombres dans le cas de variabldspossédant un moment
d’'ordre2 :
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Théoreme 1.16 (TCL) Soit X3, ..., X,, une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées d’espéraneeet de variancer? bornée (existence d’un mo-
ment d’ordre deux). Alors :

IR n—oo
—= > (Xi—m) "N, 1)
o\/n —
ou ~- signifie «converge en loi vers»

La signification intuitive de ce théoreme est que les somneegadables aléatoires
i.i.d. possédant un moment d’ordre deux ont toujours teoel@anse comporter de ma-
niere gaussienne. Ce résultat étant vrai quelque soit tadate la distribution, il est trés
exploité. De plus, en pratique, le théoreme posséde unamefiorme de résistance qui
permet de 'utiliser méme dans le cas de variables ne posspda la méme moyenne ou
écart type. En résumé, les sommes de v.a. indépendantesidante a donner des gaus-
siennes ce qui permet d’assimiler une somme de variablesimes (voire inobservables)
en une unique gaussienne dont on se ramene a évaluer lesep@sn®©n trouve une
exploitation originale de cette idée dans I'analyse en amsaptes indépendantes (ICA,
[Hyvérinen et al.; 2001] ).

Dans le cas vectoriel, on obtient :

Théoréme 1.17 (TCL pour les vecteurs)Soit X,, une suite de v.a. a valeurs daf,
indépendantes, de méme loi, de carré intégrable, ayant pimyennen, et pour matrice
de covariance: a coefficients finis. On posg, = X; + ..., X,,. AlorsW,, = ﬁ(sn —
nm) converge en loi verd/;(0, %).

1.5.4 Théoremesentral limit fonctionnels

Essentiellement, on considere un échantillon aléatomple x4, ..., z,. On dis-
pose d’'un espace de fonctio§ qui dans un premier temps est supposé de cardinal
d fini. On considére les moyennes (8, fo, fs, ..., fa) (fi € F) sur cet échantillon :
(My, My, ..., My). Onadonc; = (fi(x1) + fi(xza) + ... + fi(x,))/npouri € [1,d].

Soit £; la limite de M; quandn tend vers I'infini. On noté D1, . . ., D) le vecteur des
écarts a la moyenne défini pax = M; — E;.

La loi forte des grands nombres nous ditdue- (Dy, ..., D,) tend presque sGrement
vers(0,0,...,0), sous des hypotheses tres légeres. Le théoréme central timalti-varié
nous fournit la limite d&& = \/n - (D4, ..., Dy). L'extension de ces résultats au cas ou
F' est un espace fonctionnel de cardinal infini, est ce que ppebe un théorémeentral
limit fonctionnel.
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Le cas des classes de Glivenko-Cantelli

Théoréeme 1.18 (Convergence pour les classes de Glivenkor@ali) Soit x4, ..., z,,
n réalisations indépendantes d’une variable aléatolfepossédant un moment d’ordre
1. Dans le cas oW’ est Glivenko-Cantelli,

DEAIAYIEY)

i=1

Ve > 0, P | limsup,,_,., sup
feFr

Ainsi sous I'hypothese o’ est Glivenko-Cantelli, le vecteur précéddn{le vecteur
des écarts a la moyenne) tend presque surement vers le veateu

Notons que ce vecteur peut étre infini (il est indexé par urmire de fonctions).
C’est d'ailleurs tout I'intérét des classes de Glivenkaatédli qui désignent des ensembles
de fonctionsF infinis pour lesquelles on peut étendre la loi forte des gsamambres (si
Card(F) était fini, Kolmogorov s’appliquerait directement).

Notons cependant que I'on ne peut pas ici parler de théocemigal limitfonctionnel
puisqu’il s’agit en fait d’'une convergence presque slrg)tdm ne peut pas borner la
vitesse de convergence. On ne dispose pas pour cette failterctions de borne sur la
vitesse de convergence. En fait, par définition, le cas dessek de Donsker est celui ou
il existe un théoremeentral limitfonctionnel.

Le cas des classes de Donsker

En revanche, de telles bornes sont disponibles sous I'hggetplus forte o est
une classe de Donsker. Dans ce cas, le veciedes écarts a la moyenne multiplié par
\/n, tend vers un processus gaussien. Nous proposerons denoésrde théoreme limite
fonctionnel également connus sous le nom de théorémes dekBrdivan Der Vaart and
Wellner; 1996, p171-172(Th2.8.3-2.8.4)].

Théoreme 1.19 (Entropie universelle)Si la classel’ est mesurable, dont on possede
une enveloppé& supposéd., :

| supflom N(elGllaa F. @)k < oo avee 1o = y/Eoll )
0

Avec() parcourant toutes les mesures de probabilités discrétesfet ouN (¢, F, Ly (Q))
désigne les-nombre de couverture d& pour la normeLZ?(Q). Si de plus les classes
Fs=A{f—9lf,9 € F,|If —gllp2 < 6} sont mesurables pour € R** alors pour tout

f € F, lasuite des processus empiriqués= %(f(XZ-) — E(f)) converge faiblement
n

dansl, vers un borélien tendu. De plusdep de la différence est d’ordr®(1/n) (c’est-
a-dire queF’ est Donsker pourP).

Si de plus les processus étaient gaussiens alors le pradesge I'est aussi.
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Théoreme 1.20 (Bracketing entropie plus entropie)Si F' enveloppe deF posséde un
moment d’ordre deux fini, et que :

/ V1o Ny (e, F, La(P))de < o
0

ou Ny(u, F, Ly(P)) désigne le-braketing nombre de couverture digpour la normeL?,
alors F estP-Donsker.

Ces théoremes un peu rébarbatifs (dont le second est aussi sous le nom de
théoréme d’Ossiander) signifient que pour les classes dekeote processus limit&
(différences aux moyennes foign) tend vers un processus gaussien dont on connait la
covariance ; ceci correspond intuitivement a la génératisad’une loi normale au cas
infini.

Intuitivement, si I'entropie (logarithme du nombre de certure) est el (1/*) avec
a < 2 alors la convergence de I'erreur empirique vers I'erreurégélisation est eh/+/n,
donc duméme ordre de grandeur que le cas de la VC-dimension finte De plus
contrairement a la VC-dimension qui impose que les nombeesodiverture soient po-
lynomiaux, ce résultat permet de traiter desmbres de couverture exponentielgtant
que lelog est polynomial de degré inférieur a 2).

1.5.5 Chernoff

Théoreme 1.21 (Inégalités de Chernoff]Vidyasagar; 2002, p22] Soienk,..., X,
une suite de variables aléatoires indépendantes identigue distribuées valarit avec
une probabilitép et 0 sinon. NotonsX la moyenne deX;. Alors pour tout: positif :

P(X >p+e) <e ™™ (1.11)

P(X <p—¢)<e (1.12)
P(|X —p| > ) < 2e7 (1.13)
P(X > (147)p) <e 7™/ avec ~e|0,1] (1.14)
P(X>(1—-~)p) < e~ 7'P/3 qvec ~v € 10,1] (1.15)
P(X<r)< e_g;l()l—_—rzj avec p<0.5etr<p (1.16)

Les inégalités 1.11, 1.12, 1.13 sont appelbesnes additives de Chernoff. 1.14 et
1.15 sont ledornes multiplicatives. L'inégalité 1.16 connue sous le nom de Chernoff-
Okamoto qui est plus fine que celle de Chernoff surtout paipétites valeurs dg, elle
figure [Vidyasagar; 2002, p24].

Quandp est petit, les bornes multiplicatives sont meilleuresscérolue enl/n au

lieu del/+/n.

1Excepté dans le cas de I'erreur nulle ou la convergence estren
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On pourra préférer une autre formulation de ce théoréme :

Théoreme 1.22 (Chernoff non-i.i.d. pour des variables borées) [Levchenko; 2005]
Soit X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes discrétes tellepqur tout

- B(X;) =0

- X <1

Alors en posank = > " X, eto? =Var(X)ona:
VA € [0:2] P(|X]| > Ao) < 2e /4

Cette inégalité s’applique a des variables non identiquerdistribuées, ce qui est
fort pratique. La contrainte supplémentaire aur'est pas génante car I'inégalité ne nous
intéresse en général que pour des petites valeuks de

Ce théoreme peut étre étendu au cas de variables contirmufzst EEest surtout impor-
tant de retenir que les bornes de Chernoff permettent diévéa probabilité de déviation
a la moyenne dans le cas de variables binaires de maniérglofine que Bienaymé-
Tchebychev, grace a des hypothéses plus fortesc{leent bornées et non plus simple-
ment possédant un moment d’ordie

1.6 Bornes ala Talagrand

A la suite de la VC-théorie qui a mis en évidence l'intérét denles exponentielles
non-asymptotiques pour f&p de processus empirique, une bande de mathématiciens ont
tenté de généraliser les bornes exponentielles class{gioesfding, Bernstein, Bennett,
Chernoff). lls ont alors développé un domaine en plein ésdes inégalités de concen-
tration. Je vais présenter rapidement les grandes idéestidencouvance mais je ne suis
pas extrémement familier de ces techniques.

L'intuition du phénomene de concentration de la mesure tensspaces produits est
la suivante : une variable aléatoirefonction de nombreuses variables aléatoires indépen-
dantesX = (X1,..., Xn) (c'est-a-direZ = f(X)) qui ne dépend pas trop de chacun de
ces arguments ne peut pas s’écarter beaucoup de sa moyesimegalités de concentra-
tion ont pris de plus en plus d'importance ces derniéresesnén peut les voir comme
des extensions des inégalités exponentielles classiques

Bref, une inégalité de concentration dans les meilleurestgne version de I'inéga-
lité de Bernstein pour les sommes de variables bornées. Qarapluit des inégalité du
type : ,

t
2(v+1) )
ou v est un majorant raisonnable de la varianceZdeOn vise a traiter des fonctions
compliquées de variables indépendantes (ou faiblememindigmtes). L'une des grandes

P(Z — E[Z] > t) < exp(—
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forces de ces inégalités de concentration par rapport aabapilités classiques, provient
de I'existence de résultats non-asymptotiques et qu'glemettent de dire des choses
non-triviales sur des événements de tres faible probébilit

La dérivation d’inégalités de concentration a suscité dalmeux travaux ces vingt-
cing derniéres années. Les principales avancées sont da&aand ([Talagrand; 1995],
[Talagrand; 1996]). Ses méthodes, proviennent de la gémméit de I'analyse fonc-
tionnelle. Au dire des initiés, les résultats sont simplessnmécessitent une excellente
connaissance de la géométrie des espaces de Banach (cegjyias mon cas).

Une maniere plus facile d’aborder ces résultats consistiliseun les techniques de
martingales (un processus réel adapté indicépest une martingale si pour tout X,
estintégrable et avec probabilité E(X,,1|F,) = X,, - enremplagant par> ou<on
obtient respectivement une sous-martingale et une surrigale). Les variableg qui
nous intéressent peuvent toujours se représenter commsoderes d’accroissements
de martingales (c’est le plongement de Doob), si ces inanésreont contrdlés, alors les
fluctuations deZ sont liées au comportement de la « variation quadratiqueiée »
de la martingale. Cette approche en théorie équivalentigtfacile & comprendre reste
cependant difficile a exploiter. Les inégalités les plusspaites (celles qui portent sur
la sur-martingale exponentielle et qui sont connues depluis de vingt ans) n’'ont été
redécouvertes que tres réecemment [Dembo and Zeitouni;]1998

Il existe deux approches alternatives aux méthodes dégsgqyé@r Talagrand. Les mé-
thodes de transport proposées par [Marton; 1996] et la «adétentropique » proposée
par [Ledoux; 2001]. Cette derniére trouve son origine darohstruction d’'inégalités de
Sobolev logarithmiques. Cette méthode s’est révélée mamgtteuse : elle a permis de
construire des preuves simples de résultats trés diffidéeBalagrand sur les suprema de
processus empiriques (voir les travaux de M. Ledoux, P. Btads. Rio et O. Bousquet).
Ces travaux ont abouti a une version optimale de l'inégdkit@ennett pour les suprema
de processus empiriques [Bousquet; 2002].

1.7 Apprendre a partir de plusieurs experts

Dans cette section uniquement, afin d’alléger les notatimmse place dans le cadre
de I'apprentissage supervisé a deux clagsek 1}.

Intuitivement pour faire de la classification, il sembleirssant d’essayer plusieurs
approches et d’étre d’autant plus confiant dans les résujtat les différentes techniques
donnent des résultats identiques. En développant cetteild#arait séduisant d’essayer
de faire voter des systémes d’appentissage différentgyfdEs sous le nom d’experts).
Dans les premieres formulations dues a Warmuth, Lugosial@aschi, 'apprentissage
dit actif procéde en itérant deux étapes :

— Le diagnostique sur I'exemple courant, se fondant surdédspcourants des hypo-

theses en cours (des experts),

— La mise a jour des poids des experts en fonction de leur ipeaiace sur le cas
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courant

Le critere d’évaluation essentiel est le rejet, défini pgrdee de performance de la com-
binaison pondérée des experts, par rapport au meilleurexjette approche par systeme
de votes conduira plus tard a I'apprentissage dit d’enseffidsbwn et al.; 2005].

Le probléme quand on dispose de plusieurs experts, c’edtaquee dispose pas for-
cément de mesure de qualité sur chacun d’eux. Si on disposexigerts, on se retrouve
avecn prédictions pour la classe qui ne sont pas nécessairemecotantes. L'idée de
base est de faire voter les experts et de donner comme réfgodssse majoritaire. Ce-
pendant si tous les experts sont mauvais sauf un, celuaara’jamais voix au chapitre.
Pour éviter cela, on attribue une confiance (aussi appelés,pmtéw; pour lei®m ex-
pert) qui est régulierement réactualisée pour chacun qestsx Le but de tels algorithmes
est d’avoir une performance au moins égale a celle du meillemos experts.

Ce type d’apprentissage peut-étre considéré comme petouts I'apprentissage actif
car on se place ici dans le cadre d’'une utilisation en ligneakeexperts. Remarquons
tout de méme qu'ici, I'algorithme n’a pas accés aux donnigelit se contenter de la
classification donnée par les experts. En particulier, pegt pas influencer la distribution
des exemples, donc ce n’est pas un algorithme «actif». Daosrtexte, il n’est déja pas
facile d’avoir un taux d’erreur égal au meilleur des expe®le commence par réaliser la
phase d’apprentissage des différents experts, puis orptégente de nouvelles données
a classer. Selon la qualité des vote, les poids des expeitsesifiés a la volée.

1.7.1 Premiére version

Dans un premier temps on se placera dans le cadre de la lolgiopéenne. C'est a
dire que les attributs sont booléens et le concept cibleresfarmule logique formée a
partir de ces attributs. Généralement dans ce cadre ondéwask que le concept cible est
une disjonction; en effet on dispose déja d’experts ayanhédeur avis et on souhaite
choisir a notre tour, il n'est donc pas forcément pertinestdnsidérer des conjonction
d’experts. Une base deexemples est la donnée denterprétations et de leur valeur de
Vérité.

Théoréme 1.23 (Majorité pondérée [Littlestone and Warmuth 1989]) Le  nombre
d’erreurs M faites par I'algorithme de la majorité pondérée (Algo. 1est jamais plus
de2.41(m + log(n)), oum est le nombre d’erreurs faites par le meilleur expert.

L'algorithme de la majorité pondérée aléatoire

Cet algorithme peut étre amélioré en modifiant :
— Le mécanisme de mise a jour des poids : au lieu de multiphen 2 le poids
des experts ayant commis une erreur, on le multiplie/fp&jui sera a choisir par
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Algorithme 1 Algorithme de la majorité pondérée
1: Initialiser tous lesy; a 1
2: Boucler
3:  Alarrivée d’'un nouvel exemple, notdifi, ..., f,} les prédictions des experts sur
cette donnée. Renvoyer la prédiction pour laquelle la soaesegoids des experts
est la plus grande. C’est-a-dire renvoyegi

sz‘é Z w;

i\fi=1 A\fi=—1
et—1 sinon.

4: Regarder la bonne réponse et diviser pae poids de tous les experts ayant fait
une erreur.

5. Fin Boucle
I'utilisateur).

— Linterprétation du vote pondéré en termes de probabgigtcorporant la capacité
de s’abstenir au lieu d’'un mécanisme de majorité.

Algorithme 2 Algorithme de la majorité pondérée aléatoire
1: Initialiser tous lesy; a 1
2: Boucler
3:  Alarrivée d'un nouvel exemple, notdry, . . ., z,,} les prédictions des experts sur
cette donnée. Renvoyer la prédictienavec probabilitév; /> . w;.
3: Regarder la bonne réponse et multiplier gde poids de tous les experts ayant fait
une erreur.
. Fin Boucle

N

Théoréme 1.24 (majorité pondérée aléatoire [Littlestone rad Warmuth; 1989]) Sur
n'importe quelle séquence de test, le nombre d’errédr&ait par I'algorithme aléatoire
de la majorité pondérée (Alg. 2) est tel que :

mIn(1/8) + In(n)
B < M0

oum est le nombre d’erreurs faites par le meilleur des experts.

Intuitivement, I'avantage de la majorité pondérée aléatest clair dans les situations
proches de Ex-aequq en effet, si I'erreur domine d’une trés courte majoritédlag-
nostic est erroné avec une probabilitélans le cas non-aléatoire. Alors que dans le cas
aléatoire, il est erroné avec seulement une probabilitétheae>0%. En cas d’erreur, le
poids total sera ensuite environ divisé gad (qui est une grande valeur pour une pre-
diction correcte), et on peut montrer que la probabilitéaiesfune prédiction correcte est
fortement liée a la décroissance du poids total (le poidsadi§oour les erreurs).
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De plus en ajustant, on peut faire tendre le coefficient devantvers1. Au prix
cependant de I'élévation d’une constante additive.

1.7.2 Winnow

Restons pour le moment dans le cadre de la logique proposéile (avec le concept
cible étant une formule logique des attributs). Les résufp@oviennent de [Blum; 1998]
bien que les auteurs initiaux soient Littlestone, Long etridgh en 92.

Algorithme 3 Winnow
1: Initialiser les poidsuy, ..., w, al
2: Boucler
3:  Etant donné un exemple = (zy,...,z,) ol z; désigne la valeur dif™ attribut
(0 ou1) pour 'exempler répondrel si

wixrL + ... Fwpr, >N

et—1 sinon.
Sil'algorithme fait une erreurAlors
Sil'algorithme a prédi-1 au lieu del Alors
alors pour chaque; valant1, doublerw;
FinSi
Sil'algorithme a prédil au lieu de—1 Alors
alors pour chaque; valantl, diviserw; par deux.
10: FinSi
11:  FinSi
12: Fin Boucle

© N g

Théoreme 1.25 (Erreurs de Winnow) Dans le cas ou le concept cible est une disjonc-
tion der variables alors I'algorithme Winnow (Algo. 3) commet augdtut+ 3r(1 +logn)
erreurs.

On peut de plus faire la méme amélioration que précédemmamtigmizationde
winnow) en voyant les poids comme des probabilités de clixaxs le cas ou le concept
cible n’est pas une disjonction, le comportement de winnsiveennu : pour une disjonc-
tion c soit :

— Notonsm, le nombre d’erreurs faites par cette disjonction sur lesrgxes ;

— A, le nombre d’erreurs sur les attributs, défini comme suit.rRbaque exemple

positif qui ne satisfait aucune variable dajouter1 a A.. Pour chaque exemple
négatif satisfaisanit variables de:, ajouterk a A..

Théoréeme 1.26 (Erreurs de Winnow randomizé )étant donné, il est possible de trou-
ver un algorithme de winnow aléatoire tel que pour n'impaptelle séquence d’exemples
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et n’importe quelle disjonction devariables, 'espérance du nombre d’erreurs faites est :

Ac+ (2+0(1))\/Aerlnn/r

puisqueA./(rIn(n/r)) — 0

1.7.3 Bagging

Une grande part des difficultés dans ce cadre provient dekepce d’experts poten-
tiellement mauvais. C’est pour cette raison qu’un vote snfpon-pondéré) ne présente
aucune garantie de performance.

Toutefois dans le cas ou la qualité des experts peut étralg¥eades résultats plus
puissants sont obtenus, c’est notament le cabadigingdéfini par [Breiman; 1996]. Il
s’agit également de vote d’experts maisbggings’inscrit dans un cadre plus large que
I'apprentissage actif.

Tout repose sur le fait qu’il est souvent raisonnablemes# diobtenir des classifieurs
faibles (veak learner} i.e. des hypothéses dont I'erreur est inférieur®& mais dont le
taux d’erreur est tout de méme jugé insatisfaisantbaggingcorrespond a I'exploitation
de classeurs faibleadépendants

En effet, comme chaque classeur prédit correctement laeclds plus dé0% des
exemples, si les erreurs sont uniformément réparties alor®yenne pour chaque don-
née a classer il y aura plus dé0% des classifieurs donnant une réponse correcte.

Fondamentalement, ce sont les inégalités de Chernoff {vbib) qui permettent de
borner le taux d’erreur produit par le bagging en fonctionndunbre deweak learners
et de leurs performances individuelles. Il est trés impurtde comprendre qu’ici tout
repose sur I'indépendance entre les votants. En effet sidoonmettent leurs erreurs dans
les mémes zones il N’y a rien a attendreldgging[Esposito and Saitta; 2004].

Cependant, on notera que dans la pratique cette hypothiadépendance est souvent
violée ne serait-ce que parceque les classeurs appris daiu méme jeu de données
d’apprentissage. Pour remédier a cette limitation, plusienéthodes sont utilisées :

— Le sous échantillonnage des données (comnuoeass-validatioi.

— Le bruitage aléatoire des données

La condition essentielle est celle de 'instabilité ded@alithme d’apprentissage, garantis-
sant que des hypothéses suffisamment diversifiées sonuestarpartir de faibles modi-
fications de I'ensemble d’apprentissage. Les différeratssifieurs obtenus pourront donc
se comporter comme étant plus ou moins indépendants. (Reanthge de détails, on se
réferera a [Grandvalet; 2004]).
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1.7.4 Boosting

Le boostingest comme ldaggingun méta-algorithme visant a améliorer les résul-
tats d’apprentissage d’un algorithme produisant wesk-learnerde facon suffisament
instable [Schapire; 1990].

Cette fois, on suppose que l'algorithme d’apprentissageasable de prendre en
compte une pondération des exemples, la stratégie estigiobat la suivante : On exé-
cute K fois I'algorithme d’apprentissage sur différentes diaitions de probabilité®;
des exemples de I'échantillon d’apprentissage. On n’abpas de nouveaux exemples a
chaque itération, on se contente en fait de perturber lalglisibn en modifiant le poids
des exemples de la base d'apprentissage pour favoriseraeltelle région. En fait, a
chaque itération dboosting on augmente le poids des exemples ayant été mal classés.

Les bonnes propriétés pratiquesluostingsont restés pendant longtemps trés mys-
térieuses. En effet, Iboostinga une erreur empirique sur I'échantillon d’apprentissage
qui décroit exponentiellement et paralléllement sembleaserencontrer de problemes de
sur-apprentissage (sauf dans le cas ou la base d’appeadisst bruitée ou lesutliers
sont surpondérés). Aujourd’hui il existe de nombreux tbéues relatifs aux marges ou
a la convergence dboostinget des travaux tendent a montrer queébtenstingpossede
des liens avec la maximisation du niveau de confiance damédiction de la classe d’'un
exemple (marge) [Rudin et al.; 2004] [Rudin et al.; 2005].

Le boostingprésente des liens avec I'apprentisage actif, puisq@dis’dans les deux
cas d'influer sur la distribution des exemples. Je pensencire qu'’il s’agit d’'un cadre
un peu plus restrictif car la base de données utilisée estifopar la distribution naturelle
des exemples, ce n'est que par la suite qu’elle est influgmaéa pondération choisie.

1.8 Suites a Faible Discrépance

Dans cette section nous allons sortir du cadre de I'appssage pour introduire des
notions provenant du calcul numérique des intégrales. Naléfinirons en particulier ce
gu’est une suite a faible discrépance et quel est sont int€&s notions seront ensuite
reprises lors de la présentation des contributions de ciidse dans la partie 3. Cette
notion de discrépance est aussi utilisée dans les algogthévolutionnaires depuis peu
par [Kimura and Matsumura; 2005].

Les suites a faible discrépance sont initialement appataes le domaine du calcul
intégral. En effet, I'intégrale d’'une fonctiofi sur un domainé étant la moyenne d¢
sur D, une astucieuse technique d’évaluation est de tirer atéatent (de maniere i.i.d.
et uniforme) une suite de points, . .., z, dansD et d'évaluer(, f par= >" | f(x;).
En effet, lesf(z;) sont en fait des variables aléatoires (puisquexdgsont aléatoires
i.i.d.) dont la moyenne egh, f. On évalue ensuite I'erreur commise dans I'approximation
de l'intégrale en utilisant les théoremes d’écart a la maged’'une variable aléatoire
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(théoréme central limite par exemple). Cette techniqgue@shue sous le nom de calcul
d’intégrale & la Monte-Carlo en référence au célébre casino

L'idée des suites a faible discrépance est de remplaceniergteur de nombres aléa-
toires. En effet dans les techniques de calcul de type MGat (pour I'évaluation d’in-
tégrales par exemple), il peut étre intéressant de remplatieage aléatoire par une suite
de point plus « ordonnée» [Millet], [Niederreiter; 1992hrR« ordonnée », on entend es-
sentiellement plus uniformément répartie. En effet, ilésh connu qu’une suite aléatoire
uniformément répartie présente souvent des sortes desgbadcumulation (figure 1.2).
Attention tout de méme, cette intuition peut se réveler yease car nous verrons que des
points placés sur une « grille » uniforme ne présentent pplitafaible discrépance pos-
sible (a cause du placement des bords de I'objet nous istrequi peuvent mal tomber
par rapport a la grille).
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FiG. 1.2 : Exemple en dimension deux de points tirés uniformémentuéhgd et selon un géné-
rateur de suites a faible discrépance (a droite). Il est aamigle constater qu’'un humain n’'étant
pas habitué a voir des points tirés uniformément tend a dieslg tirage uniforme est a droite. ..

1.8.1 Suites équiréparties
Définition 1.16 Une suitez,...,z, est équirépartie dans$0, 1]¢ si pour touta =
(ay,...,aq) € [0,1]%,

n d
1
lim = > Mapeppay = [ i
k=1 =1

la discrépance de la suiter;) de |0, 1]¢ est définie par :

Dy (X) = sup Zﬂ{xkE[Oa]} Haz

d|n
a€l0,1] k=1

Le but est de mesurer si la suiXg est répartie proportionnellement a I'aire des hyper-
rectangles dé), 1]%. Le terme[ [}, a; correspond & un volume. La discrépance d’une suite
équirépartie converge vets Ce qui signifie qu’une suite est équirépartie si la fractien
ses points contenus dans un hyperrectaRgmnverge vers le volume di. Une faible
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discrépance correspond en fait a une répartition des poiifsrmément dansous les
hyper-rectangles d@, 1]°.

1.8.2 Variation au sens de Hardy et Krause

Cette section définit d’aprés [Owen; 2004] les variationsoages a une fonction
f, quantifiant intuitivement sa régularité. Le lecteur peaihs un premier temps sauter
cette section et passer directement a la section 1.8.3filasde retenir que I'on définit

V() Vi (f) etVar(f).

Soitz € R¢ eta’ saj*" composante. Pour C [1;d], on noterar* 'ensemble des
r’ avecj € u. etz~“ I'ensemble des’ avec; ¢ w.

On définit I'opérateur « » (qui ne sera utilisé que dans cette section) de la fagon
suivantex® : 3, soit le pointz € [z*Y, y“] tel quez’ = z' pouri € u etz’ = y' pour
i € v (cet opérateur est bien défini dans tous les cas).

Soit f une fonction sulR? a valeurs dan®.

On notera :

A(fiab)= > (=DM f(a":07")

vC[L;d]
etsiu C [1;d]
Au(fra,0) =) (=1 f(a":b7")

vCu

On appelleY ladder (échelle) en dimensioh sur [a,b] (—co < a < b < ©0), Un
ensemble contenantet un ensemble fini de valeurs e b[. Chaque élément possede un
successeur naturel (nog&-) dans le ladder (par convention, le successeur du plus grand
élément est). On noterdy I'ensemble de tous ldadderssur|a, b]. On définit desadders
en dimension quelconque par produit cartésieadeers(le successeur étant défini en
prenant le successeur dans chacune des dimensions).

La variation de f su” est définie comme (parfois on omettra d’écrireflecomme
dans la variation au sens de Vitali ou de Hardy and Krause) :

V() =V () =D 1Ay 5+)]

yey

La variation def au sens de Vitali sur hyper-rectang(esb| est :

Viay (f) = sup Z Vy (f)

YeY yey



48 CHAPITRE 1. FORMALISME MATHEMATIQUE POUR L'’APPRENTISSAGE

La variation def au sens de Hardy et Krause sur hyper-rectanglés est :

Vi (f) = Vak(j;a,b) Z Via—upu (2 b*)
uC[[1;d]

Une fonctionf est dite bornée au sens de Hardy et Krause (noté BVHK) surhype
rectangleda, b] si et seulement sV (f) < oo. (ce qui implique en particulier que
Vig—up—u (f(27% 1 2")) < oo pour tout0 < |u| < d ettoutz € [a*,b"].)

Si f et g sont BHKV (définies sur un hyper-rectanglesb] en dimensiond) alors
f+g, f—getfgsont BHKV. De méme, §if| > C > 0 1/f BHKV.

f est BHKV surla,b] ssif = f1 — fo avecA,(fi;x,y) > 0 pour i=1,2, pour tout
x <yetuC[1;d].

Remarque 1 :

Quand l'intégrandg est BVHK, I'approximation de son intégrale par des techagde
Quasi-Monte-Carlo est meilleur asymptotiquement quesaélhlisée par un échantillon-
nage de Monte-Carlo.

Remarque 2 :

Notons qu'il est difficile de savoir si une fonction est BHKAn effet des outils existent
pour la dimension 1 mais ne s’étendent pascquelconque. De méme étre capable de le
faire en dimensior2 ne suffit pas pour généraliseriduelconque. Ainsi sf (z) et g(z)
sont des fonctions linéaires de I'hypercube en dimengialorsmin(f(x), g(z)) BHKV
pourd = 2 et non BHKYV pourd > 2).

Remarque 3 :

Il existe des théorémes permettant de borvigy, a partir des dérivées dé si f est
dérivable sufa, b] (avec éventuellement des discontinuités paralléles aes @x nombre
fini). Notons que ici encore, les paralléles aux axes jourmble particulier comme pour
la définition de la discrépance.

1.8.3 Koksma-Hlawka

Le théoreme de Koksma-Hlawka relie I'approximation detégrale def et la
moyenne d¢ le long d’une suité X,,) par la discrépance d¥.
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Théoréme 1.27 (Voir [Niederreiter; 1992]) Sif est une application d@, 1]¢ dansR, de
variation totale au sens de Hardy et Krause majorée Yak (f), et siz; est une suite a
discrépance faible dan§, 1]¢, alors pour une certaine fonctian:

< Var(f)e(d)log(n)?/n

|%gf(wi)—/f

mais aussi

S VHK(f)DZ(‘Tl, Ce ,$n)

‘%if(xi)—/f

Cette inégalité, réputée trés bonne dans le pire cas pesgibtifie I'intérét de dispo-
ser de suites a la discrépance la plus faible possible localdul d’intégrales. Dans le cas
de I'apprentissage, nous nous intéressons a la discrédaéehantillon d’apprentissage
avec comme objectif d’'encadrer la déviation de 'erreur gigpe.

1.8.4 Le cas des suites uniformément réparties

Dans le cas de variablég, . . ., U, aléatoires uniformément réparties de loi uniforme,
on noteraD}(n) = D} (Uy,...,U,). Cette notation particuliére est réservée a une suite
de variables uniformes.

Définition 1.17 (D.,) SoitUy,...,U, une suite de variables aléatoiremiformément
réparties de loi uniforme suf0; 1]¢ et Fy,. .., F}, la suite des fonctions de répartition

empiriques associées (la fonctior- £ >°" | 1, cjo,4). On note

Fn(t)—Hti }

Théoréeme 1.28 (Discrépance d'une va uniforme]Kiefer; 1961] SoitUy, ..., U, une
suite de variables aléatoires uniformément réparties deniforme sur(0; 1]¢, alors :

Do(n) = D% (Uy,...,U,) = sup {

te[0;1]¢@

2 "
limsup,, ., o (lgn) D> (n) = 1 presque sGrement

Définition 1.18 On dit qu’une suiteX = X,,..., X, a valeurs dang0; 1]¢ est a discré-
pance faible si sa discrépand#; (X ) est asymptotiquement meilleure que la discrépance
D _(n) d’'une suite aléatoird/,, . . ., U, de loi uniforme suf0; 1]<.

On peut prouver que la discrépanbg(X') d’'une suite quelconque Vérifie :
nD*(X) e

limsupn_,ooW =

Ou Cy est une constante ne dépendant que de la dimensioes meilleures discré-
d
pances connues sont asymptotiquemer@e{ﬁ@) [Niederreiter; 1992].
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1.8.5 Exemples

Cette section présente quelques exemples de construaignitbés déterministes a
faible discrépance. Le lecteur se référera a [Niederrel@92] pour plus de détails.

Grille uniforme

La premiére idée venant a I'esprit pour avoir des points les pniformément répartis
possible est d’essayer d’utiliser une grille régulierep@wdant il est possible de monter
que la discrépance d’'une telle grille est de I’ordreﬁe ce qui en fait un mauvais résultat.

Pour en comprendre l'origine, il faut se rendre compte que poir une faible discré-
pance, il faut échantillonner le plus uniformément posstblus les rectangles paralléles
aux axes. Du coup, pour une grille uniforme comme on le vaitatigure 1.3, il y a des
rectangles dont I'échantillonnage n’est pas bon (probfesaton le placement des bords
par rapport a la grille).

Fic. 1.3 : Points placés selon une grille et visualisation de deuxamgles paralléles au axes
n'étant pas échantillonnés uniformément.

Suites de Van Der Corput

Soit p un entier strictement supérieurlaPour tout nombre entier positif, on note
aop, - . ., a, les coefficients de la décompositipraddique de:, c’est a dire les nombres
entiers tels que :

n=a+aup+...+ap, a >00<a <ppour)<i<r

La suite de Van Der Corput en basest donnée par :

Qo ay a,
Gp(n) =—+—=+...+ .
P() D p2 pr+1
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Ainsi quandn s’écrit en base : n = a,a,_;a,, la décompositiop—adique dep,(n) est

apaa,. La discrépance de la suite,(n)), . est:

Die) =0 ()

n

Suites de Halton

C’est la version en dimensioth des suites de Van Der Corput. Soit. .., p,; des
entiers strictement supérieurs a 1 et premiers entre eusuita de Halton est

= (O, (), - bpy(n))

et sa discrépance est :

Em%ézﬁmmmm20<mmw>

no-t In(p;)

Suites de Faure

Soitd > 1 la dimension dans laquelle on travaille. Seit d un entier premier e\,
I'ensemble des nombrespour lesquels il existe un entiéf > 0 tel que :

K
Q; .
T = me avecVi € [1,K], a; € Z
=0

et soit7), : A, — A, I'application définie par

K K K .
@i bi J!
Tp (E :F) - E :pi+1 avech; = E ' ﬁajmodp)

i=0 i=0 =i )
Si ¢, est définie comme dans 1.8.5, la suite de Faure de dimedsisinalors :
T = (¢p(n — 1), Tp(¢p(n — 1)), .. 7T;_1(¢p(n - 1))
La discrépance de cette suite est :

Dwﬂzo<®mw)

n

oud = 2 ded > 3 qui donnent plus précisément I'ordre de grandeur.
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1.8.6 Analogie avec les noyaux auto-reproduisants

Notons que I'on peut aussi voir apparaitre un terme semblald discrépance dans
le cadre des noyaux auto-reproduisants. En effet :

Définition 1.19 (Reproducing kernel) Soit (X, < .,. > un espace de Hilbert de fonc-
tions réelles sufo, 1]¢. Une fonctionk : [0, 1]¢ x [0,1]¢ — R est appelée Reproducing
kernel (noyau auto-reproduisant) sixr si :
Vo, Vy € [0,1]: K(z,y) = K(y, )
Vre[0,1)*: K(.,2) e X
Vo € [0,1]",Vf e X : f(z) =< f,K(.,x) >

PourP C [0, 1] on définit :

1
[0,1]¢ anP
On montre alors :
| f da:——Zf = [<f,&>|
[ peEP
< {1l - 1]

On peut interprétef|¢,|| comme la discrépance de. || f|| étant une variante de la
variation de Hardy et Krausé, x (f) utilisée dans I'inégalité de Koksma-Hlawka. Notons
que cette inégalité devient une égalité dans le pire cas.

1.9 Reéduction de la Variance

La dénomination «réduction de variance» existe chez lekénaticiens dans le cadre
de calcul d’intégrales a la Monte-Carlo [Fishman; 1996]effat ces techniques de calcul
d’intégrales ont une vitesse de convergenceyer(ou o est la I'écart-type de la variable
aléatoireX dont on veut calculer I'espérance). L'idée est de remplacqrarY tel que
E(X) = E(Y) mais avec VaY") < Var(X)

Importance Sampling

Egalement appelé échantillonnage biaisé, il s’agit d’@chnique pour réduire la va-
riance des méthodes a la Monte-Carlo. Un point essentigl gmenir de petites erreurs
sur le résultat final (pour un nombre fixé d’échantillons)@avoir une bonne stratégie
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d’échantillonnage dans toutes les dimensions du probl&feate-Carlo n’est vraiment
utile que lorsque la dimension du probleme est élevée). Billane a échantillonner est
grand mais caractérisé par une faible densité a beaucongrdies, on peut réalisdim-
portance samplingn approximant la distribution par une fonctiglX') et en générant
aléatoiremeni selonf(X). Chaque point obtenu est ensuite pondéré.

Le calcul a la Monte-Carlo peut-étre vu comme une intégnatiomérique, dans la-
quellel'importance samplingoue le réle d’'un changement de variables (en voydnt
comme une densité). Plus formellement, le but est de calookeintégrale de la forme :

]:/Qg(X)dX

ouX = (Xq,...,X,,) etQ € R™. On va plutdt I'évaluer en utilisant la formule :

_ [9X)
1= | fgfeoax

Ou f(X) est souvent appelée « fonction d'importance » et, est ungtédate probabilités
sur( et telle quey(X) # 0 = f(X) # 0 (Les ensembles de mesure nulle pgue sont
aussi poug).

Aprés avoir tiré de maniére i.i.ch pointss,, s,, ..., s,, s; € §2, selon la distribution
donnée pay(X), On estime l'intégrale paf :

> 1 — g(s;)
["_n;f(si)

La variance estimée est :

- (H5 )

i=1

Il est possible de montrer que tous ces estimateurs comtesgas biais vers les quan-
titées espérées. De plus le minimum de variance interviemt p

X))
I = Tgixax

Un probléeme ennuyeux réside dans le fait que cet optimumiést la valeur de/
(pour les fonctions positives, il s’agit méme exatement égai dénominateur). Or c’'est
justement cette valeur que I'on cherche a estimer.

En pratique, on se contentera de choj&iX') proche dey(X) afin de minimiser la
variance. Quand il y a plusieurs dimensions, on procéderglaméent indépendamment
pour chaque dimension. Il est (surtout dans les dimensi@ve&s) plus intéressant de
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choisir avec soin la fonction d’'importance, plutét que djmenter la taille de I'échan-
tillon. Pour davantage de détails on se référera a [Preds ¢085].

Notons que le prix a payer pour obtenir une meilleure valeoy@nne (pour un
nombre fixé d’exemples) est la détérioration de I'estinraties corrélations. En effet, les
variables calculées ne reproduisent pas le modéle de la rfs&&moe qu’'un Monte-Carlo
classique.

On trouve parfois aussi I'expressianportance samplingors de la réduction de va-
riance. Il s’agit simplement de désigner la pondératiorgadé des exemples.

Stratification

L'idée est cette fois de découper une intégrale en zonesaffedter davantage de
tirages aux zones possédant une grande variance. Pludlfmaat, on cherche a estimer
I'espérance de(X) ol X variable aléatoire dan&? de densitéf :

Soit(D;,i = 1,...,m) une partition deR?
=) E(g(X)|X € D;)P(X € D)
=1

La portion de/ relative aD; est désignée par :

E(]l{XeDi}g(X))

I =
P(X € Dy)

Supposons conny = P(X € D;).

DéfinissionsX’ comme une variable aléatoire suivant la loiXaestreinte a);. On
simule la loi deX* par rejet (ou une autre méthode) puis on estifnen utilisant un
échantillon de tailley; par :

. 1 . .
Puis/ par :
=) rxen)

La méthode converge si tous Iestendent vers linfini. Le probleme est maintenant de
choisir I'affectation des»; avec comme contraintg_,_, mn; = n ( répartition desn
mesures parmis les régions). On souhaite minimiser :

Var(l Z p2Var(l;) Z 2% avecp; = P(X € D;)
n.

=1 v
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Par la technique des multiplicateurs de Lagrange, on ditien

Dpio;
m
Zi:l Dpio;

On observe uneéduction de la variance, si les régiond); ont été bien choisiegi.e. si
les régionsD; correspondent a des variances différentes). Le gain quoneka celui de la
minimisation et peut donc étre évalué. Il est essentiel gaedgions aient des variances
différentes pour voir apparaitre 'intérét de ne pas édllanher uniformément.

n,=mn

Notons I'existence d’autres techniques similaires pouéthuction de la variance dans
le calcul des intégrales a la Monte-Carlo :
— échantillonnage corrélé ;
— Controle des variations;
— Variables antithétiques;;
— Réduction géométrique de la variance (également utiiaés les chaines de Mar-
kov par [Munos; 2005]).

1.10 Apprendre a Partir de Données Partiellement éti-
guetées

Dans certains cas, il est facile d’obtenir des données reai€tiquetage est colteux.
Ainsi, en reconnaissance de la parole, il est facile d’eéstegy des sons mais I'étiquetage
doit se faire par des experts humains qui doivent sépargyesemes, ce qui est long
et fastidieux. Le but de I'apprentissage actif dans ce casle@séussir a apprendre un
classifieur performant ne demandant pas I'étiquetage delésuexemples. Plus précisé-
ment on considére au départ que toutes les étiquettes smminnes et on pénalise I'al-
gorithme chaque fois qu’il demande I'étiquetage d’'un exemPn espére qu’en faisant
des demandes « intelligemment », I'algorithme aura beseisighificativement moins
d’exemples pour apprendre.

Ainsi, considérons d’un espaces d’instangegéduit alR ou les classifieurs sont sim-
plement des seuils. L'espace d’hypothésesfést h,,, avech,(z) = 1,-,. Selon la
théorie de Vapnik-Chervonenkis, si le concept cible estsddnalors pour trouver un
classifieur avec un taux d’erreur au plagl suffit de tirer et d’étiquetern = O(1/e)
exemples et de trouver un classifieur qui soit consistart au&. Cepandant, sur un cas
aussi simple, on peut faire beaucoup mieux : si on commerncer@an exemples sans
leur label, par dichotomie on pourra facilement trouver esgmation de la valeur de
de la transition. Dans ce cas on utilise seulenent, exemples.

Malheureusement les choses deviennent dramatiquemendiffigiles dés que I'on
s’éloigne de cet exemple jouet. Ainsi dans [Freund et aB7],9es auteurs s’attaquent au
probléme dwquery by committeeyui est un algorithme pour filtrer les requétes contenant
de l'information parmi un flux aléatoire d’entrées.
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Leur algorithme recoit un flux de données non étiquetéesestdpimmeédiatement la
décision de demander ou non I'étiquetage. lls démontreatsijles données sont tirées
uniformément sur la sphére unité en dimensiogt que si les étiquettes sont séparables
par un hyperplan passant par I'origine alors il est possifd¢teindre I'erreur optimale
en voyantO(d/e) points et en demandant(d log(1/e)) étiquetages. Ceci correspond a
un gain exponentiel par rapport aux résultats classiquegsptdéentissage d’'un séparateur
linéaire. L'algorithme proposé possede cependant une lexitgexponentielle.

Ces deux exemples sont des encouragements a essayer efdelmptgorithmes d’ap-
prentissage en leur permettant d’étre actif. Par actif,ndared essentiellement influencer
la base d’apprentissage (c’est ce que nous consideremsitapartie suivante). En effet,
la possibilité de choisir les points a étiqueter nous peutiefluer sur la base d’appren-
tissage en fonction des résultats déja obtenus. Cela resempeu a de I'apprentissage
semi-supervisé sauf que I'on étiquette de plus en plus dipkes.

Dans [Dasgupta et al.; 2005], des progres ont été réalisésldacompréhension de
ce cas d’apprentissage actif en utilisant une variante duep&on pour obtenir le méme
genre de résultats. On trouvera également dans [Dasguj&] plusieurs bornes infé-
rieures appliquées a I'apprentissage actif. Par exempig léacas d’hyperplans ne passant
pas nécessairement par 'origine, il est montré que la cexitgl passe obligatoirement au
minimum end(d/e).

Des travaux ont également étés menés dans le cas ou I'ontessé@ypendant I'ap-
prentissage a demander des points (au lieu de simplemeisirattens unpool de points
non-étiquetée) [Angluin; 2004]. Ce qui peut mener a de nauxeroblémes puisque les
instances demandées par I'algorithme sont parfois pldisitht a étiqueter pour I'expert
(voir [Blum et al.; 1995]) que des instances « normales ».

De plus, les données non encore étiquettées peuvent étox midisées que pour
estimer la distribution des exemples [Bilenko et al.; 20@2gs approches montrent la
potentialité de I'apprentissage actit le contréle en ligne de la distribution des données
d’apprentissage. Toutefois, on peut s’interroger sur laité des résultats obtenus par
cross-validatiorsur des bases de données dont on a choisi I'étiquettagefeEn@tistri-
bution des exemples n’a dans ce cas pas été influencée, m@trilaution des exemples
étiquettées l'est.

1.11 Conclusion

Jusqu’a la fin des années 1990, la plupart des travaux thusrisur I'estimation du
risque en apprentissage comportaient pour les praticiemsidconvénients. Soit ils cher-
chaient a produire des résultats universels, ne dépendartef’ et pas de la distribution
des données, auquel cas ils fournissaient des bornes fEssim

Soit ils prenaient en compte la distribution des exempleeeenaient alors difficiles
a utiliser car sur des données réelles, on ne connait généeak pas la distribution. Au-
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jourd’hui on sait traiter de maniére assez systématiquedegations de la variance (en
particulier grace aux inégalités de concentration). ldétules bornes a également pris
de I'importance avec I'essort des SVM ou cette fois on ogenine borne plutdt que le
risque empirique. Cette démarche est parfois vivemenestée.

Le propos de la seconde partie de cette these est de voir conoes outils analy-
tiques peuvent-étre combinés pour attaquer le problémeperentissage actif. En par-
ticulier nous verrons quelles stratégies nous pouvoniseitipour réduire la variance lors
de I'apprentissage (plus exactement pour optimiser ladosun la variance).

Nous verrons également I'apport de I'utilisation des suaefaible discrépance dans
certains contextes de lI'apprentissage (en effet puisquedst parfois libre de choisir
nous méme les points a utiliser pour I'apprentissage, pminge pas prendre en compte
la discrépance de notre suite de points, comme lors du odiiené intégrale).
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Cette partie est matheuse et nécessite d’avoir intégrétaegsur les Mathématiques
pour I'Apprentissage. Le chapitre 2 requiert des notiondssi classes de Donsker, tandis
que le chapitre 3 se base sur les suites a faible discrépance.

L'apprentissage supervisé dispose classiquement d'use Bapprentissagé =
{(zs,y:;)} ou (z;,y;) sont généralement i.i.d. échantillonnés selon la disiobujointe
P(X,Y). Le but est de trouver un procédé permettant de déduae X . Dans la plupart
des approches, on suppose que les données d’apprentiEsagree(mples) sont indépen-
dants et identiquement distribués (i.i.d.). L'appreragss actif est le cas ou I'algorithme
d’apprentissage peut influencer la distribution de la bésgpdentissage. Les données ne
sont donc plus i.i.d. Plusieurs types d’apprentissagésastint possible selon l'influence
dont nous disposons sur la récolte des exemples. Voici gaslgossibilités (non exhaus-
tives) :

1. La référence, I'apprentissage non adtié. les exemples sont des réalisations de

(X,Y);
2. Lalgorithme choisitz et un Oracle fournity, réalisation deY suivant la loi
PY|X =1);

3. Lalgorithme fournitFE, et un Oracle donné&, Y distribué selonP(X,Y|X € E).
Ici on ne contrble plus directement la valeur.dleon se contente de demander un
exemple qui soit dans une certaine région de I'espace.

4. Etant donnéy(.), l'algorithme fournit & (Etiquette prédite) et un Oracle donne
(X,Y) distribué selonP(X,Y|h(X) = k). Ici on ne contrdle méme plus direc-
tement la région de I'espace polir, on peut simplement imposer qu’une certaine
contrainte soit satisfaite (traduite patX) = k).

Une des difficultés majeures est de réussir un compromie erpioration et exploita-
tion. De méme doit-on se concentrer en demandant davan@agniples dans des zones
ou I'apprentissage se passe mal ou augmenter la précisaotres régions de I'espace ?

Dans cette partie, nous allons considérer un apprentissageux passes : on com-
mence par obtenir des informations sur la distribution dasées puis on influe ensuite
sur la distribution pour améliorer I'apprentissage. Larpigre phase d’observation est
importante, en effet il n’est sans doute pas pertinent decblee a augmenter la qualité de
I'apprentissage dans une région ou la densité des exenyil&stde.

Dans cette partie par abus de notatios argmin f est utilisé méme lorsque I'unicité
n'est pas garantie; il s'agit de € argmin f. Soit P une loi de probabilités sur un espace
X. Soit F' une famille de fonctions d& dansR.

Sauf mention explicite du contraire, on défidit f) pour f dansF par L(f) =
E(f(z) — y)2. On définitP une loi empirique, associée a un échantillon aléatoire lsimp
indépendamment identiquement distribué sauf mentioni@gdu contraire (en parti-
culier, on s’intéressera frequemment a une combinaiscchdidillons), suivanf’, den
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exemples. On not& I'opérateur espérance associé. Sauf précision spécifmueefinit
L(f), l'erreur empirique d’'une hypothésepour f dansF par L(f) = E(f — g)? ol g
désigne le concept cible & apprendre.



Chapitre 2

Apprentissage Actif et Stratification

Classiquement I'apprentissage statistique s’intéresaaeranimisation du risque em-
pirique ou plus précisément d’'une borne de I'erreur en g@dis@ation dans I'espoir de
minimiser I'erreur en généralisation elle-méme, Le biendé de cette stratégie repose
sur la nature i.i.d. de I'échantillon d’apprentissage. Mé&nen fait la méthodologig AC
(minimiser E(L) — E(L)) reste valable dans les cas non i.i.d. Cependant dans cecas d
figure, I'estimation de( L) par une simple moyenne n’est pas judicieux. Il faut pouvoir
construire un estimateur différemment, ce qui souléve aehmeux problemes.

Dans la pratique, I'apprenant peut souvent influer sur l&ritdigion des exemples.
C’est particulierement souhaitable quand le co(t de lté&tgge est élevé par rapport a la
collecte des données (par exemple, une collecte autoneattjun étiquetage réalisé par
un expert humain). On peut également souhaiter influencaistabution des exemples
lorsque I'on souhaite biaiser 'ensemble d’apprentisgamge étudier plus précisément un
sous-espace du domaine d’étude (par exemple pour isatgrdct du tabac ou de la sur-
charge pondérale dans une étude médicale). Cette pagsditifluer sur les données va
al'encontre de I'hypothese i.i.d. des exemples d’appssatie, ce qui n’est généralement
pas pris en compte dans le processus d’apprentissage.

La plupart des travaux en apprentissage actif s'intéreésiesfait a I'apprentissage « en
ligne » ou incrémental, quoique les problématiques de fapissage incrémental et actif
soient différentes. Dans ce travail, nous allons nousést@r a des procédures d’appren-
tissage en deux étapes. Apres avoir initialement obsengetinéchantillon des données
tirées selon la distribution des données, le systeme dempissage pourra demander da-
vantage de données en imposant une contrainte sur la digtriles nouveaux exemples.
Les résultats peuvent naturellement étre généraliséssadegeétapes Concretement, les
résultats présentés dans ce chapitre, concernent :

— Des algorithmes calculant une distribution des exempdésisée entre des classes

ou des sous-ensembles du domaine d’apprentissage.

— Des vitesses de convergences optimisées par ces algesithm

— Les bornes d’erreur en généralisation correspondantes ;
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Enfin sont présentés, des algorithmes mettant en ceuvreaggsts, ainsi que la valida-
tion expérimentale sur des données artificielles et réelles

2.1 Introduction et notations

Le contexte est toujours celui de I'appentissage superusé les notations du cha-
pitre 1. On dispose donc d’'une base d'apprentissage {z y;} a partir de laquelle on
travaille. On peut parler d’apprentissage actif dans leaases exemples ne sont pas
indépendants et identiguement distribués et que I'on sunifluencer. L'influence dont
on dispose sur ces exemples peut prendre plusieurs formes :

— Historiquement les premiers travaux dans se situant darsadre sont ceux du

learning by querieg[Vidyasagar; 2002].

— Une seconde approche vient du coté de I'apprentissaggren{voir les travaux
de Lugosi, déterminant a chaque pas I'exemple le plus ird@ifroompte tenu de
I’hypothése courante). La part active est dans ce cas coenpéint embarquée dans
I'algorithme d’apprentissage. Dans cette lignée, on pessiaciter [Bryant et al.;
2001] et leself-directed learningle [Goldman and Sloan; 1994].

— Un cas limite est celui ou 'ensemble d’apprentissage@sstcuit de maniére com-
pletement disjointe de I'algorithme. On s’approche cetis des plans d’expé-
riences utilisés en statistiques [Cervellera and Mus&ig4] nous nous pencherons
dessus lors du chapitre 3.

— Enfin sont également actifs les apprentissages guidésnparofesseur sans col-
lusion (voir I'HDR de F.Denis). On touche ici au paradigme’engeignabilité »
(Teachability. On suppose que le professeur n’est pas « beaucoup » syt
gue I'éléve et on s’intéresse a la transmission d’un consaps utiliser de codage
de la représentation interne (I'apprenant et I'enseignayant pas nécessairement
la méme). Il est toutefois difficile de juger si I'on a pas @ale principe dans les
stratégies mises en ceuvre ici.

Ce chapitre explore une approche différente inspirée diésmsode stratification [Bre-
wer; 1992] dans le but d’améliorer la vitesse de convergetec€apprentissage.€ le
nombre d’exemples nécessaires pour atteindre un certaaumde performances). L'idée
est la suivante : dans les instituts de sondages, on peér@réfu’'une certaine catégorie
soit sur-représentée, si pour des raisons statistiquiscoaduit a des estimateurs plus
précis [Tille; 2001]. Ce principe n’est pas seulementséildans les sondages : le Monte-
Carlo biaisé est fondé surla méme idée. Dans le cadre deé¢afpgage, les connaissances
a priori peuvent guider la sélection des données d’apprentisgages(r-représentation
d’une classe réputée difficile a apprendre, ou d’'importamitigjue).

Aussi, en apprentissage par renforcement les expérineemsapréferent souvent pri-
vilégier certaines régions de I'espace sachant qu’ilseftigénéralement faire face a des
données présentant de grandes dimensions et ne peuvergatoéte exhaustifs).
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L'usage de stratégies de stratification suppose que lespm&sme soient pas tous
d’'importance égale. L'usage de poids attachés aux exerapléflétant leur importance
est possible dans le cadre de nombreux algorithmes d’afigsage, tels que les réseaux
de neurones, les SVM, et méme les arbres de décision [BuA@&s].

Le protocole d’apprentissage actif considéré dans la deitee chapitre est le suivant :
— Lalgorithme recoit dans un premier temps une base d'ajm®age i.i.d.
— L'algorithme d’apprentissage est utilisé sur ce prengerde données; une hypo-

thése est apprise.

— Lalgorithme fournit une stratification, c’est a dire gufournit un classifieur ca-

pable de ranger les exemples Ercatégories et donn& entiersny, ..., ng.

— Une nouvelle distribution des données est considéréea miakse de la catégorie

K; est proportionnelle a&;.

Plus précisément, dans ce contexte on considére les casisuiv

1.

L'apprentissage passif, dans lequel les exemples s@¥ elon la loi jointe
P(X,Y) du domaine.

Un premier protocole d’apprentissage actif ou I'algame choisitz et I'oracle
fournit y selon P(Y'|X = z). C'est en particulier le cas de figure de I'approxi-
mation de fonctions déterministes ([Cervellera and Muis20i04]).

. Un second protocole ou un partitionnement pagn K catégories est défini sur

X. Lalgorithme d’échantillonnage repose ensuite sur urgtrithution uniforme

des exemples, conditionné par chacune des catégoriesefement, I'on fournit

une fonction discrété a valeurs dan$§l, K] puis I'algorithme fournit un vecteur
(n1,...,nk) d’entiers. Ensuite pour chaques [1, K] I'oracle fournitn, exemples

(X,Y) distribués seloP (X, Y |h(X,Y) = 1).

. Enfin, dans une troisieme version, I'algorithme fourniadois & et (ny, ..., nk)

puis I'oracle fournit pour chaqué € [1, K] un ensemble de; exempleg X, Y)
distribué selorP (X, Y|h(X,Y) = ).

Dans de chapitre, nous allons considérer un apprentisssifferadeux passes. Dans
un premier temps, I'algorithme évalue la distribution desreples( X, Y') sur le premier
jeu d'apprentissage. Puis, dans un second temps I'apdrez@uniert un jeu de données
plus grand, fournissant a I'oracle des exigences sur ltesties exemples(dans le cas des
jeux de données naturellement stratifiées). Dans le cas skealiification automatique,
I'apprenant fournit en plus du nombre de points souhaité&pate, la maniéere de stratifier
les données. Le but est de battre les performances d’unithlger passif disposant du
méme volume de données.

Notations

On supposé” = R.
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Soit P une loi de probabilité sur un espage Soit /' une famille de fonctions d& a
valeurs dan®.

Pourf € F, etz = (z,y) avecz € X ety € R on définitcs(z) = (f(z) —y)* la
fonction de co(t.

Par définition, I'erreur en génréralisation deest donnée par I'espérance du codt de

[y L(f) = E(cy)

On noteraP la loi empirique associée a la distributidhappliquée indépendamment
et identiquement & exemples. De la méme facoh, est I'espérance associéelaet

L(f) = E(f(z) — y)*.
o;(f)* est la variance dey(z) dans la strate.

QuandZ = (Z,),cr est un processus gaussielZ)? désigne la plus grande variance
deZ; pourt € T.

2.2 Données naturellement stratifiées

Considérons tout d’abord le cas des données naturelletnatitiées, cela signifie que
I'algorithme peut demander des exemples choisis dans tate gbnnée, et que les proba-
bilitésa priori des différentes strates sont connuggorsque I'on dispose d’une partition
naturelle de I'espace des instancesXen K catégories dont les masses. . ., p, sont
connues.

Le cas le plus simple de données naturellement stratifiéeskes de la classification,
ou les catégories coincident avec les classes. Il est abasilge d’échantillonner indé-
pendamment les classes, par exemple de contréler le nonmuievatlus sains ou malades
dans la base d’apprentissage, indépendamment de leuefrégeffective dans la popula-
tion, mais en fonction par exemple des colts d’erreur desifieation [Domingos; 1999].

Un autre cas de figure est celui ou la stratification peut &neléde sur une variable
auxiliaire. Par exemple, il peut étre utile de sur-représela catégorie des fumeurs dans
une étude sur risques cardio-vasculaires si I'on juge qulbonne connaissance de ce
type de personnes est important pour la qualité des prédgti

2.2.1 Classification

L’'algorithme A d’apprentissage stratifié actif comprens &apes suivantes.
1. Soit€ = {(z;,y:)|x; € X, y; € Y = [1,k], ¢ € [1,n]} une base d’apprentissage
ii.d.

2. L'apprentissage d’'une hypothése;; conduit a estimer la variance du codt d’erreur
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dans chacune des classes notég(¥ar.
3. Un poidp; est associé a la clasae
4. Une base stratifiég,,.,; est ensuite constituée dl(y = i) = p;.

5. Une nouvelle hypothése,,.; est apprise a partir de cette seconde base.

Nous allons démontrer que pour une allocation pertinenseestemples (une alloca-
tion désigne le nombre d’exemples par strate), il est ptessilaméliorer les vitesses de
convergence et I'erreur en généralisation.

Le schéma de la preuve est le suivant :

— Lemme 2.1 établit quelle est la variance associée a uneatibm donnée des
exemples aux différentes strates;;

— Une forme spécialisée de I'apprentissage PAC (Définitidr) Bhontre que nous
pouvons nous restreindre a considérer des hypothéseszdassges ».

— Le lemme 2.2 utilise I'inégalité de Chernoff pour tirer ppale la variance optimisée
grace a la stratification ;

— Le lemme 2.3 établit grace a Chernoff que I'algorithme A honé la vitesse de
convergence par rapport a une base d’apprentissage i.i.d.

— Lethéoreme 2.1 conclut; il considére I'optimisation diisgue empirique sous des
contraintes additionnelles techniques. Une variante g&2qmte le résultat sous une
forme plus naturelle et plus simple a exploiter.

Soit f un classifieur. SoiL(f) le colt def. On a:

L(f) =) P(class =kA f =1)L(k,1)
k.l
ou L(k,1) est le colt de prédirkalors que la vraie classe dst
L) = 3P [ Lk f@)i(o)
k

ou P(k) est la probabilité priori de la classé etd(x) sa densité.

Si n(k) denote le nombre d’exemples dans la classkestimateur empirique dé(f)
notéL(f) estdonné par :

ouzy,; est lei® exemple de classe
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Lemme 2.1 (Variance de la fonction de coQt pour un classifieuf donné) Cette

variance est : )

Var L(f) = P(/g)Q%VarL(kz o)

Le maximum est atteint lorsque les termes (relatifs auxdiffites classes) sont égaux
Ainsi, la variance du codt d’erreur atteint son minimum tpren (k) est proportionnel a

P(k)\/Nar L(k, F ().

PourL(k,l) = 1, (fonction de co(t qui est égale a la probabilité d’avoir ursum
vaise classification), cette allocation est proportiolenalP(k)+/pr(1 — py) avecpy la
probabilité d’avoir une classification correcte.

Ceci montre que la solution optimale est d’allouer davami@digxemples aux classes
possédant soit une forte variance soit une probabilitép#iepon plus élevée. La for-
mule générale prouve qu'il peut-étre utile de demander glesemples pour les classes
qui fournissent les colts lgdus variables Cela peut étre mis en correspondance avec
I'intuition qui conseille de se focaliser davantage surdiessedes plus difficiles

Définition 2.1 (Forme affaiblie de I'apprentissage PAC)Les fonctions qui sont empiri-
guement bonnes sont bonnes en généralisation et poss@&dardriances locales proches
de celles des fonctions optimales.

Soienta; € R* pouri € [1, K] tels qued . a; = 1.

Soit f, le classifieur sélectionné par I'algorithme d’apprentigsaprés I'observation
pour touti de | ;n | exemples dans la classef,, est une variable aléatoire.

Soit F. 'ensemble des classifieurs proches de I'optimum avec ugeaitce: :
Fo={fIL(f) < L" +¢}

ou L* désigne I'erreur en généralisation minimale sur

Nous faisons I'hypothése que l'algorithme sur I'espdcejue nous allons utiliser
dans la phase d’apprentissage satisfait la propriété stigiv@elle-ci est moins forte mais
inspirée et trés liée a I'apprentissage PAC.

PAf; L(f) <inf L+ /2N f ¢ Fu) < 5(e',n)
oud(e’, n) converge ver§ quandn — oo pour touts’ > 0.

Ceci signifie que sf est empiriquement presque optimale alprsst, avec une forte
probabilité, presque optimale en généralisation. C'estaonséquence directe des résul-
tats de convergence uniforme basée sur la VC dim.

1Ce résultat, classique en optimisation, peut étre démeatrdécomposition Lagrangienne voir [Tille;
2001].
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Remarque :

Un point important : quand on suppose que la fonction opemalst dang", c’est pour
que a la fois dans le cadre de la régresdigret dans le cadre de la classification multi-
classes avec matrice de codt (telle que L(k,[) ne possede qu’un seul minimum pour
tout k), on ait, lorsque la propriété PAC précédente est vérifiées; arobabilité au moins
1—94(e,n):

3f, L(f) <inf L + &' A Jis |oi(f) — oi(f7)] = w(e)

pour unw(.) tel quelim w(e’) = 0.

e’'—0

Dans le cas de la régression, ceci sera montré en détaildalposit 2 du théoreme 2.4
(avecw(.) étant principalement un opérateur racine carrée). Danadeale la classifica-
tion,

‘Uz‘(f) - Uz‘(f*)‘ = O(P(f # f*)) = O(Lf - Lf*)

d’ou le résultat avea(.) linéaire (dépendant de la matrice de codt). L'importancéadtu
qu’un petit L, conduise a un pettt a été introduite dans d’autres contextes; se référer
a la condition de bruit de Massart et Tsibakov (voir [Boucmeet al.; 2005] pour un
panorama).

Lemme 2.2 (Utilisation de la variance)

Le but est d'utiliser la variance pour construire des boswgssur L(f) — L(f)|, pour un
f € F. fixé. On suppose sans perte de généralitéigelel(.) < 1. Soit f € F.,, alors :

L(f) Z ZP L(k, f(zx,))

et

=Y " E(P(k)L(K, £(.))

On noteny = minn; et
(]

P(k)

g (BB ey — PR
Yk,l — 10 (n(k;) L(kv f( kﬂ)) n(k;) EX(k)(L(k7 f(X(k)))))

avecry,; le i¢ exemple de classeet X, la variable aléatoire associée a la clakse

Onadonc:

Y = Z Yii=no <i/(f) - L(f))

kie[ln(k)]
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Les X; sont des variables aléatoires indépendantes et centreelspat (Car|L(.)| <
1; 0 < P(k) <1etny=minn,;). En utilisant I'inégalité de Chernoff en posant :

A > sup Var(L(f))

fGFal

202(Y)
No

0<e< = 2noVar(L(f))

82
6/(6, A) = 26Xp (E)

On obtient ;

P(|L —L| > ¢) = P(ng x |L — L| > nge) = P(|Y] > nge)

< 2exp (F(Y)) = 2exp (W) < (e, A)

Lemme 2.3 (Apprentissage dang’)

Soit ' une fonction de perte empirique skr(et L., une borne sur le colt d’erreur en
classification). Définissons la distance suivante sur Essdieurs :

||f_f/||:Lmax'P(f7éf/)

On suppose que la fonction optimgleest dang f; L/(f) < ¢'/2},

On considére
FS={feF,L(f) < i%fL/—l-S//Q}ﬂSE

ou S. est une-net de F' pour la norme précédente et inclus dafs(ce dernier
point n'est pas habituellement requis dans la définitiomdtnet). On deéfinitf =
argminscpe L(f). Et on suppose que :

Vf e FS A > Var(L(f))

alors :
L(f) < L(f*) + 3¢

avec confiance au moins
1—|F5)0' (g, A)

Démonstration :
Pour toute fonctiory sur le réseau (dans:Fnef), avec probabilité au moins— ¢'(e, A)
ona

[L(f) = L(f)l <€
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Avec probabilité au moing — |F5 |0’ (¢, A), toutes les fonctiong sur le réseau vérifient :

IL(f) — L(f)| < e

En supposanf* = argmin L etf = argmin L. Pour toutf dansF on notef’ un des
membres de £-net qui est a distance au plasde f (pour la distance considérée par
I e-net). On obtient donc :

L(f) S L(f)+e S L(f) +e < L(f* +2¢) < L(f*) + 3¢
|

A partir de ces quatre éléments, nous allons pouvoir étudiersérie d’algorithmes
basés sur l'algorithme A. Celui-ci dépend d’'un niveau dguesd; + d, + d3. Cet al-
gorithme utilise la classe pour faire une partitiampriori. L'algorithme B montre qu'’il
existe une version plus simple, évitant une optimisatiariesk-nets tout en conservant
presque les mémes vitesses de convergence. L'algorithreeu@e adaptation naturelle a
des partitions définies par une variable auxiliaire ; celigst particulierement intéressant
dans le cadre de la régression. Enfin, I'algorithme D montrargpartitionnement auto-
matique est possible. Il requiert des partitions qui n’ajgas de trop grands coefficients
de pulvérisation.

Algorithme A :

1. Tirerk = o(n) exemples;
Soit I le colt empirique associé; sait la précision telle que pour tous lgs
optimaux avec une précisiafy 2 pourﬁ/ sont aussi optimaux pouravec précision
¢’ au niveau de confiande— (&', k) > 1 — 0;.

2. Phase d'apprentissage : Trouvet argmin L' ;

3. Tirerk’ = o(n) exemples (i.i.d.) pour estimer; () qui est la racine de la variance
du colt deh dans la classé(avech = argmin L) ;

4. Calculer, grace aux estimations@éh), et a partir de la remarque de la définition
2.1, un vecteu(o;);cp, k] tel que

VI L(f) < L)+ /2= Visoi(f) < 0'(i)

au niveau de confiande— 9,.

5. Déduire de cette borne une formulé(ny, ..., nk) telle que pour un colt empi-
rique L associé &, exemples dans la clas$en, exemples dans la clas8e. .y
exemples dans la classé:

PAf;L(f) < irFlfi +e/2AVar L(f) > A(ni,...,ng)) < 6

6. Avecny,...,n; optimisantA’(n,,...,n;) sous la contraint¢ . n;, = n, tirer n
exemples aveq,; exemples dans la classg
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7. Soite tel que|F5 |0 (e, A") < 03,

8. Apprendref € argminy:, L.

Théoreme 2.1 (Borne non asympotique pour I'apprentissageypoit l'algorithme A.
Ona:

P(L(f) = inf L(f) +3¢) < |[F5]d'(e, A'(ma, ... i) + 8(e' K) + 0

Remarque 1 :
Si la racine de I'erreur est équi-distribuée entre les easée o(k) est constant), on
retombe sur les mémes résultats que dans ce cas classidapptertissage i.i.d.

Remarque 2 :

On pourrait regrouper les points du premier jeu d’exemples et l&'sdu second au prix
de I'utilisation supplémentaire de bornes de déviatiorfiarmie. Nous ne détaillerons pas
ce point qui n'apporte pas grand chose si ce n’est une coatjglitdes écritures.

Démonstration : A
D’apres la définition 2.1f est dang"., avec un niveau de confiante- d(¢’, k).
D’aprés le lemme 2.3f est optimal avec une toléran8e avec un niveau de risque

|F5|8" (e, A) + 6(¢', k) avecA = sup Var L( f)
FL(NSL (h)+e' /2

On en déduit que I'on converge vers I'optimum avec une pi@ci3= au niveau de risque

|Fa|6"(e, A") + 6(e', k) + 02
|

Pour simplifier I'utilisation, on peut considérer I'algtitime B qui optimise suFs, au
lieu deF5. Il dépend également d’un niveau de ris@uer d; + 0 :

Algorithme B : La seule différence provient dif point :
6. Soite tel que|FZ|6'(e, A') + 0'(¢', ) < 03 Trouverf € argmin L parmi F< .
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Théoreme 2.2 (Apprentissage sans optimisation sur lesnets)
Avec probabilitél — 5, — d, — d3, I'algorithme B est optimal avec une tolérants i.e.

~

L(f) < inf () + 3¢

Remarque :

La seule difference avec le théoreme 2.1 est fuest optimisé suf=, et que le risque
d'avoir f ¢ F estintegreé a;.

2.2.2 Stratification a I'aide d’'une variable auxiliaire

On se place dans le cas ou les données présentent une vaoédde qui peut-étre
qualifiée d’auxiliaire et qui est cencée d’apres un expettngétre un partitionnement en
plusieurs zones d’intérét du probleme. On peut penser geampbe a une variable « sexe »
dans une étude sur des risques cardio-vascufaires

On suppose donc dans cette partie que I'on a des donnéesalmi, v, y). Le but
est de prédirg grace &z, v) (ou seulement gracead.

On définit la variance; ( f) dans la classgpar : Var, ., cs(x, y) conditionnellement
av = j. La variable a apprendrg peut étre nominale (classification) ou réelle (régres-
sion).

On considere I'algorithme C qui dépend d’un niveau de risgjue 6, + 3. Ici, on
utilisera des-nets avec une norme qui garantit — g|| < e = sup |¢; — ¢4 < € (par
exemple la norm¢.||. dans laL, régression ).

Algorithme C :

1. Tirerk = o(n) exemples;
Soit L le colit empirique associé ; Saitla précision telle que pour toytoptimal
avec une tolérance /2 pour L/, f est aussi optimal pout avec une précisiosf au
niveau de confiance— 6(¢’, k) > 1 — 4.

2. Tirerk’ = o(n) exemples (i.i.d.) pour estimet (/) la racine de la variance du co(t
deh dans la classe(avech = argmin L) ;

3. Calculer, grace a l'aide des estimationgdé ), et avec la remarque de la définition
2.1, un vecteufo;)cp, k] tel que

VI L(f) < L(h) +€'/2 = Visoi(f) < 0'(i)

2Notons que I'on n’est pas obligé de se limiter & une variaatégorielle, on aurait aussi pu utiliser une
variable « poids » dont on sait qu’elle change les réactiei®dganisme.
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avec un niveau de confiante- 6.

4. Déduire de cette borne une formulé&(n4, ..., nk) telle que pour une fonction de
perte empiriquel. associée a,; exemples dans la classen, exemples dans la
classe,...nx exemples dans la clas$é:

PAf; L(f) < i%fi +e/2AVar L(f) > N(ni,...,nk)) < 6

5. Tirern exemples, en respectant la répartition en classes optitnisa
6. Soite tel que|F5 | (e, A') < d3,
7. Apprendref ¢ argmin L.

Théoreme 2.3 (Borne non-asympotique pour I'apprentissagavec variable auxiliaire)

La probabilité P(L(f) > L* + 3¢) est bornée pafF..|0' (e, A') + §(e’, k) + da.
avecL” = }n£ L(f)
S

La preuve est essentiellement la méme que celle du théordme 2

Remarque 1 :
De méme que précédemment, on peut faire une variante pqiintisation dang”s, au
lieu deF5 (se référer a la différence entre les algorithmes A et B).

Remarque 2 :
Si on utilise la normd., on obtient un résultat similaire pour la minimisation dsque
empirique sans avoir besoin d’optimiser danstmet.

2.3 Stratification automatique

Les données ne présentent pas toujours une stratificatiometia détectée par les
experts du domaine; dans ce cas on peut tenter une stratifiGattomatique ce qui cor-
respond exactement a la problématiquectitstering; voir [Devroye et al.; 1997, chap
21] pour un panorama sur le partitionnement dépendant desds.

Cette section étend I'approche précédente au cadudtering et étudie spécifique-
ment leur convergence asymptotique, par opposition aukteds non-asymptotiques pré-
sentés précedemment.
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Comme dans la section précédente, pour simplifier les éesifon notera:(z) la
variable aléatoiré f(z) — y)?, ~ désignant la variable aléatoife, y). Remarquons que

Ecp = L(f).

2.3.1 Algorithmes et théorémes non-asymptotiques

La démarche suivie peut étre résumée de la fagon suivante :
— Une premiére partition est définie sur une premiére baggpdéatissage i.i.d.,
— Lavariance de la fonction de partitionnement est évalugeteque sous ensemble,
en utilisant un échantillon i.i.d. de ce sous ensemble,
— A partir des variances estimées, une stratification estidéfi
— Une seconde base d’apprentissage, stratifiée, est cofsidé
— On appren(f sur cette nouvelle base.

Comme précédemment, I'algorithme présenté comporte weanide risqué; + - +
d3. Soit(I1,,) une famille de partitions, indexée par le nombhr@exemples. (on peut aussi
considérer le cas olil,,| = 1).

On demande aux-nets d’utiliser une norme. || telle que
1f =gl < e= (L) — Llg) < &) AL(f) — Lig) < 2))
ce qui est vérifié pal.||.. et par||.||; pour la régressiof.., ou L;.
Soit L une fonction de perte a valeurs dafsl].

On noteo, ;( f) la variance de la fonction de perte associée a la fonctiomé@igiion
f dans le:* ensemble de la partitiofl ( il s’agit d’'un abus de notation car les sous-
ensembles d’une partition ne présentent pas de numérotadinrelle, en fait n’importe
quelle numérotation convient).

Algorithme D :

Tirerk, (e, §;) exemples.

Choisirh € F' en minimisant le risque empirique.
Tirer ks (g, 62, n) exemples.

PO NPRE

EvaluerE(c;,)? — (Ec;)? sur ces données pour la loi restreinte, dour touty € T,
et pour toutr € 11,,.

5. Choisir la meilleure partitiom € II,, du point de vue de la variance globale de la
fonction de perte associéeha

6. Choisir lesw; tels quex;n points seront tirés dans e ensemble de la partition.
7. Tirer lesn points
. Calibrerf sur ces points par minimisation du risque empirique.

(o]
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Théoréeme 2.4 (Borne non asymptotique avec stratification damatique)
On supposé@{; et'H, :
— Hy : ki(e,8) est tel que si au moins (¢, §) exemples (i.i.d.) sont tirés, alofs —
L < S avec probabilité au moins — 9 ;
— Hy : Pour tout f € F, ko(e,d2,n) est tel que si au moink, (e, d5, n) exemples
(i.i.d.) sont tirés, anrs(E;_(_cfc)/(EX) et EEL;f sont estimés avec précisienpour
touty € II,,, avec probabilitél — ds.

On suppose de plus que les fonctions de pertes prennentglerss danso, 1]. On note
N(n) le nombre de couverture dé pour .

g2 .
Avecd'(e, A) = 2exp (i) et tant que) < ¢ < 2min(n;)Var(L(f)) alors la proba-

bilité P(L(f) > ir}f L(f) + 3¢") alafin de l'algorithme D est majorée par :

1
01 + 0 + N(£)d' (¢, Var f* + 4e) + N(g)d' (e, Z)

ainsi que par (sil'on ne dispose pas de Y&y :

51 + 65 + N(&)3' (&, Var(h) + 2= + 2C(n)) + N(2)'(z, 1)

4
avec A Plx)?
Xi
C(n) = +ve— —
m=vE
Remarque 1 :
Le plus grand terme esV(e’)d’(¢’, Var f* + 4e), ce qui montre linfluence de Vaf*
82
et le gain apporté par I'apprentissage actif. En effég, A) = 2 -
gain apporté par I'app g gk, A) = 2exp ( Narf- +4€)
alors que traditionnellement la vitesse de convergenceasgmptotique est au mieux en
2
ne
C-S(F ——).
¢
Remarque 2 :

Les bornes indépendantes de la partition demandées ad'€tipl’algorithme D peuvent
étre trouvées en utilisant la théorie de VC qudrig| est infini [Devroye et al.; 1997, chap
21].

Démonstration :
On notef* = argming L. Soit x; le i sous ensemble de la partition définie paet x ;)
une variable aléatoire suivant la loi des exemples res&@in;.



76 CHAPITRE 2. APPRENTISSAGE ACTIF ET STRATIFICATION

Etape 1 : Estimer la variance de la fonction de perte pourh avec une précision
2¢e

En utilisantH,, on peut dire avec probabilité au moihs- J,, que toutes les variances
des fonctions de perte associéds r@streintes & € 7 pourr € II,, sont estimées avec
une erreur au pluge.

Etape 2 : Toutes les fonctions de perte empiriques de fonctis optimales avec une

précision2e ont la méme variance queL(f*)

Toutes les fonctions de perte empiriques de fonctipregptimale pourL avec une
précisions ont la méme variance que( f*) avec une précisioa = /2 S, P car

Var L(f) — Var L(f*)| < %Z P(Oii» IVar ((f(xa)) —ya)?) = Var (f*(ze) = ye)?)|
' (2.1)

IVar (f(z) — y@)?) — Var (f*(zw) — ya@)?)

= [E(cs(2)*) = (Ecs(2)))* = Eleg=(2)*) + (E(ep(2))?)] (2.2)
)

= |E ((cr(2) + e (20) (cr(2) — e+ (2)))

+ ((B(es(2a)) — (f(z(z))))(E(Cf*(Z(z )+ Elcs(z)))) (2.3)
< [E((er(@a), y6) + cp (@), o) (e (@, vo) — e (@), Y@))]

+2¢e sup(L (2.4)

Considerons le premier term&((cs(x,y) + cp (2, y))(cs(x,y) — cp+(x,y)))|. Nous
travaillerons indépendamment pour chaque valeur;dour faciliter la lecture I'indice
() sera donc omis. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schavart obtient :

|E((cs(2,y) + e (2, 1)) (cp(@,y) — cp(2,y)))| <
(B((cs(z,y) + cp(2,9))%)2 - (B((cr(z,y) — cp-(2,))?))>

Puisque:s(z, y) est danso, 1], on peut borner le premier terme ghdonc :

‘E((Cf(x’y) +Cps (:E,y))(cf(x,y) — Cfx (x,y)))| <2 (E((Cf(x>y) — Cfx (may))Q))

I

A ce niveau remarquons qug(f — g) = L3(f — f*) + L3(f* — g), ce qui nous conduit
a:E(y— f(x)*—E(y— f*(x))* = E(f — f*) or commef est optimal pout, avec une
précisione :

Ly(f = f") <e (2.5)
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Revenant a I'inégalité principale il vient :

2Lo(cr —cpe) = 2Lo((f —y)* = (" =)

2VE((f = ) + [ —2y)?
2-2B\/E(f - [*)?

ALy (f — f7)

44/ en utilisant 'inégalité (2.5) (2.6)

IA AN A

En reportant ce résultat dans I'inégalité 2.1, on conclgeleonde étape.

Etape 3 : Borne de Chernoff : soit f € F... Alors une déviatiom < |L(f) — L(f)|
arrive avec une probabilité majorée paf:, A).

en conséquence du lemme 2.2 avec
8 (e, A e
== 2 —_—
(e,A) exp ( 1 )

A > sup Var(L(.))

F

et

Etape 4 : Uniformité : une déviatione’ < sup,, |L — L| arrive avec probabilité au
plus N(£)d' (', A).

Soit /s une-net deF” inclus dansf”. Si A > sup,,, Var(L(.)),
— P(sup |L — L| > £') est majoré pai (¢')0' (¢, A) ;
F.NF
— sup |L(f) — L(f")| < ¢ avecf’ une des fonctions des-net a distance au plus
feF:
def. A
= sup [L(f) = L(f)| <&

feFe

On en déduit que la minimisation du risque empirique (samed#iction a ure-net)
est optimale avec une preécisiga’ avec probabilité au plus/(e)d’(¢’, A), a condition
que f soit optimale avec une précisianet queA soit une borne sup de la variance des
fonctions de perte associées aux fonctions optimales agetsone.

Etape 5 : Conclusion

Dans cette étape, on notera Yda variance de la fonction de perte empirique associée
a une fonctionf.

En reprenant les Etapes 1 et 2, il vient :

|Var(h) — Var(h)| < 2e, et |Var(f*) — Var(h)| < e
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pour toutf tel que :

L(f) = L(f*) < < , |Var(f) — Var(h)| < 2e et |Var(f) — Var(f*)| < e

DoncA = Var(h) + 2¢ + 2e, est une borne sup sur toutes les variances des fonctions
de perte associées aux fonctions optimales avec précision

Donc avec probabilité au moinis— d; — &, — N(¢/)8(¢/, Var f*), f est soit non-
optimale avec précisionou optimale avec précisia’.

Avec probabilité au moins— N (¢)d'(e, 1), f est optimale avec une précisienDonc
avec probabilité au moins — §; — d, — N (¢')¢'(¢’, Var f*) — N(g)d'(¢, 1), on a le fait
que f est optimale avec précisica’.

. . - 1

De plus, avec probabilité au moiis-6; —d,— N (')’ (¢', Var(h)+6c)— N ()d' (e, Z)’
f est optimale avec précisica’

Remarque :

La précision est plus ou moins divisée par le ratio entreciam et le nouvel écart type.
La borne est meilleure que celle de I'apprentissage passifla moyenne des variances
locales est plus faible que la variance globale

2.3.2 \ersion asymptotique

Cette section traite de résultats asymptotiques préseetadeux avantages suivants :
— lls considérent la minimisation du risque empirique Byau lieu d’'une minimisa-
tion sur une-neé,
— lIs fournissent des estimations asymptotiques plusesggae le supremum des dé-
viations. On montre que leurs estimations sémtivalentesau véritablesup \ﬁf —
f

L.

Eléments pour la version asymptotique

Présentons tout d’abord l'intuition de la preuve qui seranfalisée par la suite.

3Cependant, comme signalé, la preuve précédente poursd@éliorée pour faire la méme chose
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Soit X1, ..., X} une partition mesurable d€. NotonsE; I'opérateur espérance pour
la loi P restreinte aX;. On définit?; une loi empirique associée a un échantillon i.i.d. de
la loi P restreinte &X; contenant:; exemples ef; est 'opérateur d’espérance associé.
Le j¢ exemple de la strat&; est not&(z; ;,y; ;). Par commodité, on notera parfajs=
g(x) pour montrer la dépendance gepar rapport &. Dans ce cay est la fonction a
approximer. On suppose que = a;n aveco; > 0 et) . a; = 1. On noteL;(f) etﬁi(f)
respectivement;(f —g¢)2 et ;(f — ). Remarquons qug;(f) est une variable aléatoire
car g, la fonction objectif, n’est pas déterministe.

Sous certaines hypothéses, en particulidr gist’?-Donsker - ce qui est notamment
le cas sila VC dimension est finie -, on a :

V(Li(f) = Li(f)s = 1/ PG
au sens de la convergence faible, al?g¢; un processus gaussien presque sirement borné.
Notonso; le vecteur (indexé paF’) des variances dBG;.

En sommant de maniére pondérée parféx’;), on obtient :

V() S P(X)(Li(f) = Li(f); — Y V/1/aiP(X;) PG,
Le vecteur indexé paF' des variances? de PG = Y, \/1/o; P(X;) PG, est alors :

() = 3~ P(Xo) ol f)?

— O
(2

Sous certaines conditions (que nous détaillerons enslétejonctions sont proches
de f*. Reste alors a minimiser

> PO

vu comme une fonction des avec la contraint® . «; = 1 avecf dans le voisinage de
I

Ceci conduita :
oMk

> P(X;)o;(f*)

qui dépend dg. Nous verrons qué peut étre utilisée au lieu desans grosses difficultés.

Q

Il vient 0% ~ (3>, P(X;)o:(f*))?, et & la limite d'un grand nombre de strates, on
obtient :

o= (e U0 0 )

ou l'opérateur d’espérance porte sur(de loi P) et I'opérateur de variance porte
su y, conditionnellement &. La méthode n'utilisant qu'une strate conduitrd ~
Var, ,((f(z) — y)?). En résumé, cette méthodipprime la variance inter-strates,
conservant seulement la part intra-strates
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Algorithme et théoréme asymptotique

Nous allons traiter le cas ou nous ne voulons pas qu'il stéosise optimisation sur un
e-net. Nous montrerons que des résultats de convergencemetyalement étre établis.
Les couplesz, y) sont tirés selon la laP ou des restrictions de cette loi. Soit I'algorithme
suivant (dépendant de p etk) :

Algorithme E :

1.
2.
3.

Tirerk = o(n) exemples en suivant la 16?;

Apprendref; € F sur lesk exemples;

Séparer ep strates en optimisant,(P(X;)?/a;)Var; ¢; avecVar,(c;) la variance
estimée pa(y; x ¢f)/P(X;) ouy; est la fonction caractéristique d§, sous la
contrainter; > «ag(p) (utilisée pour imposer un minima d’exemples par strates).

. Tirern; exemples par strate avec la Birestreinte aX; ;
. Apprendref, par minimisation du risque empirique sur les= > n; exemples.

Tous les tirages de I'étape 1 sont indépendants. Condélament a I'étape 1, tous
les tirages de I'étape 5 sont indépendants.

Théoreme 2.50n s’intéresse a I'algorithme E avec les hypothéses subgant

1.
2.

Alors

argmin L € F';

La partition est choisie de fagon a ce que tous_gssont dans une famillé®,
dépendant de et telle que les produitg, x [ et x, x {* pour ! une fonction de
perte associée a une fonction dafisoient Glivenko-Cantelli pour la convergence
presque sare.

La partition est choisie pour garantir quB(X;) > k(p) ou k(.) est une fonction
positive décroissante.

. (f(x) — y)* est majoré pail (e.g., toutes les fonctions sont a valeurs d@ns|).

Les fonctions de perte associéeE éorment une classe de Glivenko-Cantelli pour
la convergence presque sdre.

. a; > ag(p) > 0

On dispose d’'une suite de partitions*,, ..., X*,) € P, (la k¢ partition est de

k
taille £) et telle qudim > P(x%)y/Vari(c) = E,/Var,ch.

=1

log(SP(L(f) > L' + /) _ -1

32 - 0-12

limsup,_,

et pour touts > 0, pours assez grand :

2

P(sup|L(f) = L(f)| > s/v/n) < 2exp(es’ -

fer 20"

)
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Ce qui peut aussi s’écrire pour to(2o?)~! > ¢ > 0 avec le changement de variables

—log(d/2) . . .
5= M Si 0 est assez petit et suffisamment grand :
1/2072 — ¢

—10g(5/2)/(1/(20%) —€) ) _

n

Hmmmn—LUM>J

fer

avec
lim lim o = E,Var,(f*(x) — y)?

p—00 k—oo

Ou l'opérateur d’espérance porte sur(de loi P) et 'opérateur de variance suy, condi-
tionnellement ac. f* est optimal au sens des moindres carrés (nous avons suppesé g
f* estdangr).

Remarque 1 :

Les hypotheses sont assez laches. En effet les conditidabveako-Cantelli et de Dons-
ker sont beaucoup moins restrictives que des hypothésé4a lae résultat est par contre
« trés » asymptotique (limite powr & etn). En particulier a cause de I'inégalité de Borell,
nous n’étudions en fait que de « grandes » déviations.

Remarque 2 :

Un second point important est que la variance du procesaussigam est réduite grace
a la stratification, au moins pour les fonctions proches deration optimale. On peut
supposer qu'il est possible d’obtenir des résultats « meiasymptotiques. La méthode
en une strate conduit a un résultat similaire avec :

limo — Var, ,(f*(z) — y)*

La différence entre les deux termes ressemble a la différentre un écart type et un
écart type intra classes.

Démonstration :
On notez = (z,y), c¢;(2) = (f(z) — y)*. Remarquons que&(c;) = L(f)

Etape 1: f; et f, sont dansF. si k etn sont assez grands.
Avec probabilitél,
L(f1) < L + (k)
avece(k) — 0, et L* = }ngL(f), car F' est une classe de Glivenko-Cantelli pour la
€
convergence presque sire.
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Sin est suffisamment grand alors,
L(fy) < L™ + (k)

avece(k) — 0, et L* = }ngL(f), car F' est une classe de Glivenko-Cantelli pour la
S
convergence presque sdre.

NotonsF. I'ensemble de fonctiong € F telles queL(f) < L* +«.
Alors f, € F. et f; € F..

Etape 2 : Evaluation de la variance dang.

On veut évaluer

Var L(f) = Var( ZP

pour la loi P restreinte aX;
var L(f) = Y P(X,) ZVar (o) = vw)?)

avec(z(;, y(;)) variable aléatoire suivant la loi de, y) restreinte ax;

Var L(f) Zng) Var (cs(z@)))

NotonsK = Var; cr«(,).
> @ € (2)
Lemme 2.4 Si f € F. alors pour la loi restreinte aX;,

IVar L(f) — Var L(f*)| < e = \/E%ZP(@LZ)

Démonstration :
\Voir 'Etape 2 du théoréme 2.4

Alors P2
Vf e F., nVar L(f) < Ki4\/52(7l)
(%)
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On obtient également :

lim lim sup |nVarL(f) — K| =0

k—o0 n—00 feF. (k)

Etape 3 : La limite du processus empirique,/n(L — ﬁ)feF et sa restriction a F.

Vvn(L — L)y —, PGet sup Var PG; = K + ox(1)
feFe (k)
ou ox(1) — 0 quandk — oc. Nous verrons plus tard l'intérét de la constaffedans
I'utilisation de I'inégalité de Borell.

Etape 4 : Précision de I'évaluation dey;

Notre but final est de montrer que I'on peut estimer précigérmie Nous allons commen-
cer par nous intéresser au lemme suivant :

Lemme 2.5 Le supremum sutX,...,X,) € Petf € Fet(ay,...,qa,) de

| Z )2/ i) Var cf— Z(P(X,»)Q/a,»)Var,» cyl
converge vers presque stirement quarnd— oo, ) )
ou Var;(w) est un estimatAeur de la variandg ((w — E;w)?) et E; est une espérance
empirique estimée gracef(y; x w)/P(X;) ouy; est la fonction caractéristique dE;.

Démonstration :
On doit s’interroger sur la convergence \dar; c; vers Vag c;.

Or f appartient a une famill€' qui est supposée étre Glivenko-Cantelli pour la conver-
gence presque sdre. Nous avons vu dans la section 1.5.4ugiealeas on avait la conver-
gence presque slre versles écarts de la moyenne empirique a I'espérancg de).

Les coefficients de la fonctionnelle sont tous des combimaidinéaires d’éléments
inclus dans une classe que nous avons supposé étre uneddasieenko-Cantelli pour
la convergence presque sdre. On a donc la convergenc® der$G indicé par' vers
(0,...,0). Donc en particulier dgupremum

Etape 5 : application de I'inégalité de Borell
En appliquant I'inégaliteé de Borell, ave¢ = sup;. . o, on obtient :

i BB 1) L > SV
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Que nous pouvons réécrire en :

log(3P(L(f2) > L* +5/\/n))

52

limsup,_, o, < —1/(c"?)

et pour tout positif, pours assez grand, on a :

P(sup|E() ~ L(T)| > 5/V) < 2exp(es? — 3/0")

fer

—log(6/2)

En effectuant le changement de variable
1/22 —¢

, pour tout(202)~! > ¢ > 0,

Si ¢ est assez petit, si est assez grand,

—10g(3/2)/(1/(207) =2), _ 5

n

Hmmmn—LUM>J

fer

Etape 6 : La limite quand p — oo

Pourp — oo,

lim lim ¢ — (Eﬁ\/Vary((f*(x) —y)?))?

p—0o0 k—oo

Ou l'opérateur d’espérance porte sufde loi P) et 'opérateur de variance syr condi-
tionnellement &. f* est optimal au sens des moindres carrés (nous avons suppoge q
est dang”). La méthode a une strate conduit a un résultat identique:ave

limo”? — var, , ((f*(z) — 9)2)

2.4 Expérimentations

Le but de cette section est de voir si les améliorations posiar les bornes de vitesse
de convergence se répercutent dans la pratique. Le priesipée comparer un appren-
tissage effectué avec la distribution naturelle & un ag@®age fait avec la distribution
active.

2.4.1 Jeux de données artificielles
Données stratifiées priori

Le protocole utilisé est le suivant :
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— Les données sont constituées de quatre classes équil@®pab

— Lasortie de la“ classe est une gaussienne de moyenne dépendant de la thesse e
variance proportionnellea

— On détermine la proportion d’exemples dans chaque classkedx facons diffé-
rentes :

1. équirépartition{/4 dans chaque classe);
2. répartition optimale vue précédemment.

— Tirern exemples selon la répartition choisie;

— Apprendre par minimisation empirique de I'erreuy;

— Analyser analytiguement la différence entre l'erreur eénéralisation et la
meilleure erreur en généralisation possible.

Les résultats sont une moyenne des différences entredtegregénéralisation obtenue
et I'erreur analytique sur0 000 essais indépendants.

Les données présentent donc une stratification naturelksgleur classe. De plus les
classes ne présentent pas toutes la méme variance (conétessaire pour que cette ap-
proche soit potentiellement plus intéressante qu’un apiEage passif). Le coté actif de
I'apprentissage consiste ici a choisir le nombre d’exemglee I'on souhaite dans chaque
classe. On espére que la répartie optimisée en fonctiorsigntiation de la variance dans
chacune des classes va conduire a de meilleurs résultatsgroeur en généralisation.

En fait, le théoréme correspondant (2.1) établit de mamém-asymptotique une

N

meilleure borne sur la probabilité d’avoir un écart granten( f) (le cout de la fonction
choisie) etL(f*) (le coGt optimal).

nombre % des cas ou la écart type de écart type de
d'exemples| stratification est meilleure I'erreur en généralisation I'erreur en généralisation
gue I'équirépartition pour le cas équiprobablé pour la stratification
20 0.54390 0.41019 0.36924
25 0.53615 0.41340 0.38329
30 0.53947 0.41769 0.38488
35 0.53787 0.42213 0.39431
40 0.53754 0.42527 0.39546
45 0.53593 0.42826 0.40077
50 0.53553 0.43241 0.40188

Interprétation : L'erreur en généralisation est améliorée par la stratificedlans une
faible proportion des cad)(4), I'écart se réduisant avec le nombre d’exemples. Mais
comme annonceé par le théoreme 2.1, la variance de I'erregéeéralisation est diminuée
par la stratification. Notons également que si I'on augmégealifférences de variances
entre de chacune des classes, I'écart entre I'apprenéissa( et passif s’accroit (et est
nul si les variances sont partout égales).
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Stratification automatique

On utilise un coefficienp valant arbitrairement dé & 5 pour paramétrer la fonction
objectifs. La tAche objectif est une classification pour [0, 1. La classe de estl avec
une probabilitéﬁ— +p(x — %) (tronquée entré et 1 si nécessaire) € sinon.

La méthode naive utilise + k£ exemples, la stratification est basée sut 200 points
(utilisés a la fois pour apprendre une premiére fonctionaetrpgévaluer la variance) et
n = 5000.

La stratification est faite en partitionnant automatiquetrle domaine er8 sous-
espaces connexes. L'apprentissage est réalisé par lagaetdes moindres carrés.

Dans plus de la moitié des expériences, la stratificatiomesiteure ou équivalente.
Les cas ou celle ci se fait battre devenant de moins en mombmux avec 'augmenta-
tion dep. On voit donc ici I'intérét d’avoir le maximum d’informaties a priori sur nos
données. En effet, dans certains cas, I'apprentissageésere pas d’intérét.

p p=1|p=2|p=3|p=4|p=5

% stratification meilleure 44 | 50.5 | 52 44 | 46.5
gue méthode naive

% ex aequo 11 125 | 235 | 295 | 30
% stratification pire 45 37 245 | 26.5| 23.5
gue méthode naive

% des cas ou I'erreur médiane dans
parametre | I'apprentissage stratifié est meilleure
gue l'apprentissage non-stratifié

p=1 51.25%
p=2 63 %

p=3 53.5%
p=4 66.5 %
p=> 76.75 %

Avec 3 strates ep = 1, I'apprentissage stratifié automatiguement est meilleunsd
44% des cas, équivalent dans% et pire danst5%. Avecp = b5, la stratification est
meilleure dand6.5%, équivalente dan%0% et pire dan23.5%. Avecp = 5, dans76.5%
des cas I'apprentissage sans stratification est pire qéslétat médian de I'apprentissage
stratifié.

Interprétation : Le résultat est un peu décevant pour les petites valeupsldalgo-
rithme est plus complexe que la méthode naive et ne prodsitipaneilleurs résultats.
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Son principal avantage est sa stabilité : la proportion élg itnauvais cas est plus faible.
De maniére prévisible, les résultats s’améliorent quagchandit.

2.4.2 Expérience avec des données réelles.

Les données proviennent d’analyse du trafic routier. Noiliserons le protocole sui-
vant :
— Estimer la variance de la fonction de perte par strate ; ibgat strates qui sont des
« types » de jour (lundi, mardi, ...),
— Choisir le nombre de points par strate comme expliqué pigfoénent (nombre de
points par type de jour proportionnel au produit écart typerobabilité).
— Apprendre.

L'objectif est de prédire le taux d’occupation sur une roles résultats sont moyen-
nés en choisissant aléatoirement plusieucsdss validations pour chacun des cing ap-
prentissages des validations croisées, I'ensemble deatipsage est si nécessaire sous-
échantillonné pour que I'apprentissage soit toujourscti@ selon la distribution de la
stratification optimalei(e on sélectionne seulement certains exemples d’appregéssa
pour coller & la distribution).

L’'apprentissage est réalisé comme suit :

— les catégories sont définies par l'utilisateur (ces catégsont définies par un ex-
pert et sont des informations sur I'appartenance du jourtipsmde comportement :
we prolongé, jour férié, vacances ...).

— La prédiction dans la catégorieest la moyenne de I'ensemble d’apprentissage
restreint a la catégorik.

Les résultats, moyennés sur plusieurs essais sont lesisiva

Allocation | erreur moyenne écart type
naive 466.6 66.8
optimale 462.5 72.7

Les résultats sont meilleurs en moyenne, mais la varianeggmenté. Remarquons
que la somme erreur+écart type est a peu pres la méme dansuesas. Ce n’est pas
exactement ce qui est prédit par la théorie, il est possitelg démarche basée sur des
cross-validationdbiaise les résultats.

2.5 Conclusion

Nous avons traité dans ce chapitre de I'apprentissage\sapaptimisé par la strati-
fication. Les différents cas considérés sont :
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— Stratification avec des données présentant naturellesiesrgtrates (dont la classi-
fication). Dans cette partie, nous avons montré dans le aassymptotique des
vitesses de convergence améliorées et de meilleures bsunésrreur en généra-
lisation pour des algorithmes minimisant le risque empieigur des-nets.

— La stratification avec une construction automatique datest Nous avons montré a
la fois une amélioration non-asymptotique dans les borad¢'edeur en généralisa-
tion ainsi qu’une vitesse de convergence améliorée poaldgsithmes minimisant
I'erreur empirique sur des-nets et asymptotiquement, une convergence améliorée
pour des hauts niveaux de risque.

De plus nous observons une Iégére amélioration des résaligiratique, ce qui n’est
pas souvent le cas quand on travaille avec des bornes. ..

Notons également que notre théoreme asymptotique (2lBeuties hypotheses tres
faibles ; I'algorithme est standard, la stratification fasient implémentable et s’applique
a des classes de Glivenko-Cantelli et de Donsker, qui sanfasheilles de fonctions que
I'on rencontre bien plus souvent dans la vraie vie que deslliEsrayant une VC-dim

finie. De plus leur nombre de couverture peut-étre expoakr@iependant il souffre de
deux défauts :

— Les résultats sont « trés » asymptotiques;
— Les résultats non-asymptotiques reposent sur des options sur des-nets.



Chapitre 3

Apprendre grace a des suites
déterministes

Ce chapitre s’intéresse a un autre aspect de I'apprenéssad, a savoir la détermi-
nation de la distribution utilisée pour la construction@éase d’'apprentissage. Cette pro-
blématique est voisine de la notion de plan d’expériencesw discuterons la différence.
Concrétement, ce chapitre présente de nouvelles bornd'esaur en généralisation et
des vitesses de convergence, pour les cas :

— D’une distribution fondée sur la minimisation de la digagce ;
— De points issus d’'ua-net, et modifiés dans le but d’accroitre la résistance ai bru
de I'apprentissage.

3.1 Introduction et notations

Ce chapitre s’intéresse a I'approximation de fonctionginistes en présence ou
non de bruit.

Dans la suite P est une loi de probabilité sur un espakeet F' est une famille de
fonctions deX — R.

Comme dans le chapitre précédeht, désigne la loi empirique associée a la distri-
bution P appliquée an exemples supposés indépendant identiquement distrisaé$ (
mention explicite du contraire)s, est I'espérance associéé’a Considérant la fonction
de codt quadratique, gidésigne le concept cible a apprendre, I'erreur empiriquee’
hypothésef est notéd. = E(f — g)2.

Pour faciliter la lecture, rappelons les définitions relasi a I'inégalité de Koksma-
Hlawaka (présentée section 1.8.3), pour les fonctions BHig&¢tion 1.8.2). Cette inéga-

89
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lité fournit essentiellement une borne sur I'erreur de fagximation d’une intégrale par
des techniques de Quasi-Monte-Carlette majoration de I'erreur fait appel a la notion
de discrépance. Celle-ci mesure le biais d’'une suite dtéato

Définition 3.1 (Star discrépance)La star-discrépance de la suite;) de[0, 1]¢ est défi-

nie par :
d

- Z Lavetoma)y = H

Théoreme 3.1 (Koksma-Hlawka) (Voir [Niederreiter; 1992]) Sif est une application
de[0, 1]? dansRR, de variation totale au sens de Hardy et Krause majoréelpas( f), et
si z; est une suite a discrépance faible dansl]?, alors :

%gf(xi)—/f

Dr(X)= sup
€[0;1)¢

S VHK(f)-D:;(Ily Ce ,:L’n)

Notons que cette inégalité a déja été utilisée dans le cadfamgprentissage actif par
[Cervellera and Muselli; 2004]. Nous discuterons de lag@®des résultats présentés par
rapport a leurs travaux.

3.2 Apprentissage de fonctions

L'objet de cette section edtapprendre des fonctionsen utilisantdes suites a faible
discrépance

3.2.1 Approche théorique

Soit X = [0, 1]~

Théoreme 3.2 (Corollaire de I'inégalité de Koksma-Hlawka)Soitg une fonction dex
dansRR, et F' un espace de fonctions tel qug ((f — g)?) < M pour tout f dansF’, ou
Vik désigne la variation au sens de Hardy et Krausg est un entier positif. Soit( f),
pour f € F, lamoyenne déf(x;) — g(z;)|P pouri del an.

Pour toutf dansF, si on noteD? (z1, ..., z,) la star-discrépance de la suitg on a :
IL(f) — L(f)| < MDj}(1,...,x,)

et pourf = argmin L(f),
L(f) < inf L(f) + 2MD; (w1, 20) (3.1)

IDans un Quasi-Monte-Carlo la distribution uniforme de Me@tarlo utilisée pour échantillonner est
remplacée par une suite déterministe
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En supposant quer; est une suite a faible discrépancég différence entrel(f) et
L(f), est majorée pai/c(d)log(n)?/n uniformément erf € F avecc(d) désignant
une « constante » ne dépendant que de la dimenkonX

Si de plusf = argmin L(f),on a:

L(f) < inf L(f) + 2Mc(d) log(n)?/n (3.2)

fer

Les hypothéses de ce théoreme permettent comme dans lessagjek de I'appren-
tissage statistique de borner la différence entre I'eresugénéralisation de I'hypothése
apprise et la meilleure erreur en généralisation posdilal@lifférence est double :

— D’une part la régularité de I'espace d’hypothése, classigent mesurée en termes

de VC-dim intervient ici en terme de variation de Hardy et kg,

— D’autre part, et surtout, un autre terme apparait qui neelsurégularité de la base

d’apprentissage, plus précisément, sa discrépance.

Démonstration :
Par définition def, pour toutf € F

L(f) < L(f)

et par I'inégalité de Koksma-Hlawka :

A

Ainsi
Vi L(f) < L(f)
< L(f)+MD:(21,...,2,)
< L(f)+2MD;(xy,...,x,)
|
Remarque 1 :

Il existe des outils permettant de calculer la star-disanépe d’une suite, voir par exemple
[Thiedmard; 2001], ce qui rend l'inégalité directement lex@able.

Remarque 2 :

Ce résultat peut aussi s’appliquer a des suites non détisteBrcomme suit :
— Récupérer des données aléatoires;;
— Calculer leur star-discrépance ;
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— Estimer une borne sur/ et sur la variation totale d¢ — ¢g. On pourra par exemple
prendre le double dé&/ si g a une variation totale bornée paf et que I'on utilise
F', ensemble de fonctions a variation totale bornéel\ggyour approchey.

— Utiliser les points précédents pour effectuer I'appesatige et utiliser leur discré-
pance pour obtenir une borne sur I'erreur.

Remarque 3 :

Notons que [Niederreiter; 1992] montre que la discrépaneeealsuite aléatoire simple
uniforme est plus mauvaise (énfy/n) que celle d’'une suite a faible discrépance (en
O(log(n)?/n)). Ce résultat suggere ainsi que le fait de remplacer leditagforme des
données d’apprentissage par une suite a faible discrépamékore la borne.

¢

Théoreme 3.3 (Minimisation du risque structurel avec varidion totale finie) Soit g¢
une fonction deX’ — R et F' une famille de fonctions d& — RR. On suppose que :

VfeF, Vu(|f — g|) estfinie.
onnoteL(f) = E(|f —gl) etL(f) = 2 3%, | f(x:) — g(x:)].

Considérons la fonction de coilit avecL* = inf;cp L(f) et f* € argmin L (ou une
fonction arbitrairement proche du minimum desi celui-ci n’est pas atteint).

Supposons qué optimiseL(f) + ¢(d) Vi (f)log(n)?/n avec une précision. Les
points utilisés pour effectuer I'apprentissage sont ciss&lon une suite a faible discré-
pance.

Alors :

L(f) < L* + e+ (Vux (/) + Var (9) + Vix (f* — 9)) log(n)%e(d)/n

Par rapport au théoréme précédent, le théoreme 3.3 s'efffitade la restriction
Vak(lf — g/?) < M. En effet dans la pratique, cette borne n’est souvent pale fac
estimer (a moins de fortes hypotheses sur I'espace de éonetisur la fonction objectif).
Par contre il semble raisonnable de supposer qu’elle est fimeste bien sdr des varia-
tions dans la majoration finale mais celles-ci ne portens plue surf* et g et non sur
tous les éléments dg.

Démonstration :
Soit R(n, h) = Vix (|h|) log(n)%c(d) /n.
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Nous avons les trois inégalités suivantes :

L(f) < L(f)+R(n.f - g) (3.3)
L(f) < L(f) = R(n. )+ R(n, f*) + ¢ (3.4)
L(f7) < L(f)+Rn. "~ g) (3.5)

Par simple sommation de 3.3, 3.4 et 3.5, on obtient le réstdtau.

Theéoreme 3.4 (Borne sur I'erreur en genéralisation)Supposons qué converge sim-
plement vers; quandn — oo, ou f est la fonction fournie par un algorithme aprés
apprentissage sur un échantillon de taillede star-discrépanc®,,. Alors :

EIf = g1 < BIf = gl + (Vi (f) + Viax(9) ) D

Et & la condition que tous le§f — ¢} soient dans un espace de fonctions borné pour la
norme de Hdolder de degré supérieut/dnon nécessairement un entier), alors :

Blf=gl<  Elf=gl +(2Vux(f)+0(1)) D,
——
erreur empirique

Ce théoreme borne I'erreur en généralisation en se fondagtiement :
1. Surla variation de la fonction cible,
2. Ladiscrépance de la suite utilisée pour I'appentissage.

Le terme d’erreur empirique quant a lui dépend de l'algonithet ne peut donc pas étre
optimisé ici.

Démonstration :
La premiéere inégalité est une conséquence directe de l& lnerKoksma-Hlawka.
La seconde s’obtient comme suit :

~

V(g) < Vix(f) + Var(f — 9)

Le résultat est établit en bornaw;rK(f — g) par uno(1), ce qui est I'objet de I'étapé.

Etape 1 : réduction du probléme aux dérivées dg — g

V(f — g) a une variation totale linéaire en la somme des noriés desd premiéres
dérivées de¢f — g. On peut donc ne s’intéresser qu’aux bornes de ces dériviegrons
a I'étape 2 que toutes ces dérivées tendenters
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Etapg 2 : utilisation des propriétés de la norme de Holder pouborner les déri-
vées def — g Soitd’ tel que{ f — g} soit dans un espace de fonctions borné pour la norme
de Holder de degré ; notons)M la borne.

Alors pour tout) < k < d', avec|| f||., la norme de Holder de degeérb (b € [0, 1]),
il est connu dans la théorie des espaces de Holder que pdur duily and Queffélec;
1995, p277]:
[1Allko < ellhll\ar)a—ja) + K ()]l

pour une fonctiork’ et avech = f — g
[1f = gllko < 2eM + K(@)[If = gl (36)

En choisissant suffisamment petit. La convergence ¢ — g||- est suffisante pour
assurer la convergence des dérivées. Nous allons doncenoatte convergence a I'étape
3.

Etape 3 : borne sur||f — g|o
|f — g||, est minoré par||f — ¢||- 00 a ne dépend que du coefficient de Lipschitz de
f — g. Ce coefficient de Lipschitz est borné grace a I'inégali€ §ui nous montre que la
dérivée premiere est finie car majorée pat! + K (¢)||f — 9| (f etg étant bornées).

Remarquons que le théoréeme 3.3 fournit une vitesse de gewve tandis que le
second 3.4 donne une majoration de I'erreur en généralisain termes statistiques,
I'erreur en généralisation est dite asymptotiguementistenste siF' U {¢} a une norme
de Holder bornée pour un degréd

3.2.2 Comparaison des résultats

Les résultats ci-dessus vont étre discutés par rapportéauttats non-asymptotiques
de la théorie de VC et aux résultats empiriques venant deélarith des processus. Les
résultats sont regroupés dans le tableau 3.1 :

Comparaison a VC

En VC dimension finie si(f*) = 0, alorsL(f), avecf correctement estimée, décroit
en1/n avec un niveau de confiante- § (cf [Vapnik; 1995] ). Les différences avec nos
résultats sont les suivantes :

— Nous n’avons pas besoin d’étre en VC-dim finie. Cette hygsslest remplacée par

une variation totale bornée. Notre hypothése relativeragnple a satisfaire mais
pas toujours évidente : des discontinuités non parallébes®ges peuvent engendrer



3.2. APPRENTISSAGE DE FONCTIONS 95

Suites a faible Monte-Carlo avec Monte-Carlo avec
discrépance VC-dimension finie classes de Donsker
Norme de Hélder| « > d, O(log(n)?/n) - a>d/2,0(1/y/n)
bornée de degré
VC-dim finie - O(log(n)/\/n) O(1/y/n)
etL* =0 - O(log(n)/n) O(1/y/n)
Variation totale O(log(n)?/n) - -
bornée
Minimisation du | pour une variation totale ~~ Consistance universelle -
risque structurel finie, etO(log(n)/+/n) -
O(log(n)¢/n) dans une famille
de VC-dimensiomxo
d’approximation de fonctions
([Devroye et al.; 1997]
chap 18)

TAB. 3.1 :Résumé des vitesses de convergences sous différenteshgpoth

une variation totale infinie. Il existe de nombreuses claslgsfonction de VC-dim
finie qui ont une variation au sens de Hardy et Krause infinieD!un autre coté,

les espaces de Holddsornés ont des nombres de couverture exponentiels et donc
une VC-dim infinie alors que leur variation au sens de Hardgratise est facile a
traiter (et qu’elle est bornée).

— Notre borne d’erreur est seulement asymptotique et dégetilypothese ; cepen-
dant, comme nous le verrons I'hypothése ne possede qu’uacingssez faible et
nous avons unborne déterministe (pas de niveau de confiance).

— Nous avons un terme supplémentaird®yin )< ;

— Nous n'avons pas besoin de supposér(f*) = 0 comme dans la théorie de VC
pour obtenir une vitesse de convergence eryn au lieu de1//n.

Comparaison a la minimisation du risque empirique

Dans la minimisation du risque structurel ([Vapnik; 19990p[Devroye et al.; 1997,
chap18]), considérant une suite emboitée de familles deiClinie, alorsL(f) décroit
eny/log(n)/n avec un niveau de confiande- 6. A notre connaissance, il n’existe pas
de résultat montrant la disparition de la racine sous I'ttlgpse du déterminisme des
fonctions. Les différences avec nos résultats sont :

— Nous avons une convergenceleg(n)¢/n au lieu de\/log(n)/n ;

— Notre borne est déterministe;;

— Nous n’avons pas de niveau de confiance (borne détern)iniste

— En minimisant le risque structurel, on peut avoir la calasise sur une famille de

fonctions qui sont des approximateurs universels sur desadees continus. Ce
n'est pas le cas avec une famille a variation totale bornée.

2En pratique, les espaces de Holder sont intéressants psapgtications concernant I'imagerie ou la
vidéo, permettant ainsi d’évaluer les erreurs de premiede seconde espece.
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Comparaison aux résultats sur les classes de Donsker

En utilisant les résultats de [Van Der Vaart and Wellner; @]99pour des exemples
aléatoires et sous I'hypothése que la famille de fonctiohesnée pour la norme de Hol-
der, on obtient une convergence asymptotique si le logagtdu nombre de couverture
est plus petit que quadratique (hypothése beaucoup matesfo’'une VC-dim finie). Le
logarithme du nombre de couverture a un expoggntou « est le degré de la norme de
Holder utilisée. La contrainte est donc satisfaite si lanm®oide Holder est bornée pour
un degré> d/2 (ce qui est une contrainte moins forte que la notre puisque moulons
> d). Cependant la convergence n’est pas tres rapidld //n).

Discussion

Le facteur logarithmique disparait dans des inégalités @epdur de trés grandes
valeurs den (bornes d’Alexander). Il reste cependant présent danslésusas réels. A
notre connaissance, il n’existe pas de résultats issusldeses de Donsker pour des
familles a variation totale bornée.

L'inégalité de Koksma-Hlawka a déja été utilisée en apjsage actif par [Cervellera
and Muselli; 2004]. Cet article prouve la convergenceldeers L* si pour toutf € F,
f — g a une variation bornée uniformément au sens de Hardy et Ki@aisune quantité
M comme dans le théoréme 3.2 présenté ici.

Une des contributions de notre travail porte sur le faitlcguifit d’avoir g et toutf €
F de variation bornée au sens de Hardy et Krause. En partidalieorne n’a pas besoin
d’étre commune a toutes les fonctions. C’est un point utilesil est vraisemblable de
supposer que la variation est bornée, nous n’avons souvemnha informatiora priori sur
cette variation. De plus, notre borne sur I'erreur en gédigaon peut aussi étre utilisée
pour des séquences non déterministes.

En résumé, le principal mérite de cette approche conceangdllioration de la borne,
enl/n alors que toutes les bornes utilisables en pratique (cétabB.1) sont eh//n Si
I'on ne peut supposer que I'on est dans le cas de I'erreuenull

3.3 \Validation expérimentale

On pourrait penser gu'il est possible d’obtenir des réssilEmilaires & ceux des
faibles discrépances en se contentant d’utiliser desgrftbu d’autres procédés d’échan-
tilonnage simples). Il est cependant possible de montrerlg discrépance d’une grille
est beaucoup plus grande que pour une suite de Monte-Caloméne, des suites de
Monte-Carlo ont une discrépance tres supérieure a des suftgble discrépance. Ainsi,
pour des suites bien choisies, la loi du logarithme itérés@ad’une convergence en,/n
a0(log(n)¢/n).
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Graphiquement les suites a faible discrépance semblenturbjzarres (voir la fi-
gure 3.1). Peut-étre a cause de leur spécialisation suettangles paralléles aux axes.
Elles sont cependant efficaces et leur génération peufaiteeassez aisément ([Burkardt;
2003)).

T T
linel o

09 |
0.8 °

07 | [o}
06 [o]

05 |
04 F
0.3 [o]

02 oA

Fic. 3.1 : Cette figure représentg) points extraits d’'une suite a faible discrépance datvs
Seuls30 points sont affichés mais la star-discrepance est calcutéetiésant 100 000 points et

est dans l'intervalld0.0007; 0.001].Avec la séquence « aléatoire » de Gnu Octave, dans les mémes
conditions, la discrépance est dajis0120; 0.0130].

Nous allons comparer expérimentalement sur un problémet,jomn algorithme uti-
lisant comme base d’apprentissage un échantillonnage ataeMCarlo avec le méme
algorithme mais utilisant cette fois un échantillonnagaiblé discrépance.

On se place en dimensieh= 7(puisd = 14). Les points de I'apprentissage sont
dans|0, 1]¢. La fonction cible d’'un point{z,, ..., z,) est la somme deg dimensions :

Zi:l dl'l

L'apprentissage est effectué par un RBF avee- 0.1 (SVM avec les options par
défaut). Sur la figure 3.2, on repere en abscisse le nombreidésputilisés pour I'ap-
prentissage et en ordonnée I'erreur en généralisation. dyeenme et I'écart type ont été
évalués suB0 exécutions indépendantes.

3.4 Quasi-Monte-Carlo biaisé pour I'apprentissagé.,

Cette section s’intéresse a I'approximation au sens dera@d,, d’une fonctiong
dans un espace de fonctioAdel que :

1. g n’appartienne pas nécessairemeiit,a

2. F ne contient pas nécessairement de « bonne » approximatign de
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Fic. 3.2 : Résultats expérimentaux. Fonction déterministe. La s@thlidderreiter a faible dis-
crépance a été fournie par le soft [Burkardt; 2003]. L'ordare représente le taux d’erreur. QMC
représente I'erreur en généralisation pour la suite a faildiscrépance et MC I'erreur pour un
échantillonnage uniforme (autour de MC on évalue des iwtérs de confiances dé fois I'écart-
type). La dimension est desur le premier fichier et dé4 sur le second. La suite est tres efficace
en dimensior’ mais présente des résultats similaires a un échantilloeregatoire en en dimen-
sion 14 (Ceci est d0 en partie a la dépendance en la dimension dedasdtde convergence qui

est enlog(n)?/n); de plus, les suites a faible discrépance sont réputéésildi a trouver sil est
eleve).
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3.4.1 Le caslinéaire

Soit F' 'ensemble des fonctions linéaires envoyant la boule uBifde la normd|.||)
deRR%™ dansR.
Soitzy, ..., z, un échantillon de points dB ety;, = f(z;), ou f est une fonction déter-
ministe.

Notons)M la matrice définie par les; (M;; correspond a Ig*™ coordonnée de;)
Notonsf* € argmin || f — g ||co-
fer
Posons::
— L(f) = sup; | f(2:) — i
= L(f) = If = gllc = 1" = 9l|o0
= L* = sup; [ f*(z:) — g(x)| = L(f").

Supposons I'existence d'un algorithme d’apprentissagerdeénant le choix def,, €
F' comme approximation dg grace an exemples. On s’intéresse a la convergence de

L(fn)-

Considéronsi,, = f, — f* et remarquons qug, est aussi dang’ (ensemble des
fonctions linéaires).

Pour toutr de B, notonsz’ le point de I'ensemble d’apprentissage le plus proche de
x. (¢ € argming ey, .. 2.y ||z — 2'[[). En utilisant la linéarité dé,, :

ho(x) = hyp(2') + hy (2 — 27)

7 () = hn(2)]]2 < {sup |Fon ()] (3.7)

ou¢ = sup ||z’ — x||; £ dépend de I'exemple (voir la notion de dispersion dans [Blied
reiter; 1992]). De plus par Cauchy Schwartz,

sup |hn(u)| < v/n(sup  inf  ||A|]2) X sup |, (z;)] (3.8)
u€B zeB Alz=3C Aim; i

En combinant 3.7 et 3.8, ona:
sup |hp(z) — hy(2)| < E/n(sup  inf  ||A|]2) x sup |y, (z;)]
uEB reB MTz=>" iz i

et

sup | ()| < sup |hy(z;)| + Ev/nsup  inf  [|A]]2) X sup |y ()]
ueB i z€B Alz=>_ Niz; i

Nous pouvons également bornep, |h,,(z;)| par2||f* — g||c-

D'ou :
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Proposition 3.1

L(f) < (1 + K) sup [ ;)] < (1 + K)(L(fa) + 117 = glloo) < 201+ KIS = glloo

aveck = {\/nsup,cpinfye—s Az, ||A]|2 €18 = sup, infocia, . any [|7 — 2]
Remarque :
On s'attend & ce qué(f,) étant la différence|f, — g|| — ||/* — g||, converge vers),

Sinon cette borne n’a pas d’intérét. En fait, la borne n’e&iressante que si :

— L'algorithme d’apprentissage utilisé conduit a une bod'grreur empirique i(e
|h,,| est petit sur less;). En effet, notre borne contient un ternigf) < (1 +
K) sup, |h(x;)|. C'est une hypothése raisonnable puisduest choisi en regardant
lesz;.

— Il existe une bonne approximatioff du concept cibley. C’est-a-dire que L'on
suppose qué f* — g||~ est petit (hypothese que nous ferons dans les expériences)
a cause du terme(f) < 2(1 + K)||f* — |-

3.4.2 Apprendre dans I'espace des attributs

Soit F' I'espace des fonctions définies sur un noyasymetrique et les points d’ap-
prentissage, ..., x, :

F:{f:fo(x)ZZ)\iK(ﬂfaxi)}

Notonsh(z) = f(z) — f*(x). Le but est de majordr| en fonction du maximum
empirique dé: (max; |h(x;)]).

Posons h(z) = >, LK (x, x;).

Pour toutz, on notex’ le plus proche voisin de dans I'échantillon d’apprentis-
sage {' € argmin,, .. ||z, 2||2). Soit u(x) le vecteur deR™ tel que pour toutr,
K(z,z;) — K(2',2;) = >, pj(x) K (x5, z;) (on prendz’ tel quey(x) ait la petite norme
possible)u(z) existe bien cak (z, zi) — K (2', xi), indexé pat, est un vecteur a com-
posantes; et que la matrié&(xj, zi) est de rang plein de méme taille. Intuitivemertty)
correspond a une mesure de la variation €., z;)),_, , entrez eta’ exprimée dans
la base canonique de la matrice du noyau; il s’agit d'unaredton de I'erreur faite en
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prenant:’ au lieu der. On a:
h(z) = ha') = Y N py(a)K (g, 2:))
i j

= Z Kjidip;(x)

= AZ;]K p()
et donc avec Cauchy-Schwartz,

[h(x) = h(x)] < sup ||u(@)l[ll(h(z1), h(z2), . Aza))ll2

dou :

sup [h] < (1 + sup ||pa(a)l]2 v/) sup [ () (3.9)

sup |h| < (14 L(z1, ..., 2,)v0) 2/ f* = gllo)

Proposition 3.2 Avec les notations ci-dessus, I'erreur en généralisatietf(dzst bornée
par :

L(f) <201+ L(wy, . z) V)| = gl

L'intérét essentiel de ce résultat est de conduir@émiser la répartition des x; en
utilisant une borne.

3.5 Validation expérimentale

L'intérét du critéreL(x4, . .., z,) qualifiant le qualité d’'une base d'apprentissage et
défini comme dans I'équation 3.9, est étudié par comparaidanmesure de qualité uni-
forme de la base d’apprentissage, donnée par :

M(zy,...,x,) = sup [.inf [|z — xi]|2
zeB Li=l.n

Formellement, un probleme est représenté par deux points :

A~

= L(f), L(x1, ..., 7n),
— L(f),M(z1,...,2,),

Les problemes considérés sont définis en dimenkiem:
— Choisissant aléatoirement une fonction linégire
— tirantzy, . .., x, uniformément dan§, 1],
— On calcule les étiquettes par= f(x;), en ajoutant un bruit gaussien centré d’écart

typeo,
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FiG. 3.3 : Utilisation d’'une approche quasi-aléatoire dans I'espales attributs pour 'apprentis-
sage ; le premier graphe représente les performances errgl&@adion obtenues par un apprenti-
sage a partir del0 exemples avec un bruit d®—!, en fonction de leur ordre pour un critére de
type grille Gup,, inf; ||(z, x;)||2). La méme chose est ensuite réalisée en fonction de notéeecri
On répéte ensuite les mémes graphes avec des taux de biéiemti§ (del0—2 a 10~°). Notre
critere est toujours le meilleur puisque I'ordre qu’il nodsnne est plus proche des erreurs réelles
en généralisation. remarque : un cutoff a été placé pour édeswrs supérieures a la médiane pour
I'erreur en généralisation afin de ne pas écraser les grapleeqjui explique le fait que plusieurs
erreurs en généralisation élevées apparaissent comméddess sur le graphe).
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Pour chaque probléeme :
1. On effectue I'apprentissage en utilisant la normeget un RBF.
2. On évalue les capacités en généralisation de I'hypotigsese.

On répéte ceci pous0 problemes, puis on fait un graphe en portant en abscissade ra
selon le critere considéré (ou M) et en ordonnée la capacité en généralisation.

Les graphiques ainsi obtenus pour cing niveaux de bruitsdmmeés dans la figure
3.3; des graphiques supplémentaires peuvent étre otemusngtent les mémes résultats
si 'on dispose seulement deexemples pour apprendre.

Au niveau de bruit.1, pour le critére corrig€, le8 meilleurs ensembles de points
ont tous une erreur en généralisation inférieure a 3 aloespgqur le critere naif, le taux
d’erreur pour le®) meilleurs points peut-étre supérieut@ Notre critere est le meilleur
dans tous les cas et sa supériorité s’affirme de plus en plsdge bruit est petit. Des
résultats similaires sont obtenus avec seulerfguiints pour I'apprentissage (figure non
donnée car trop semblable a la précédente).

3.6 Conclusion

Ce chapitre aborde un point complémentaire a I'analysesicjas faite en appren-
tissage statistique, et s’intéresse a la distribution destg de la base d’apprentissage.
Formellement, la distribution classiquies uniforme, est comparée a l'usage de suites
de points déterministes optimisant la dispersion colectie la suite dans I'espace des
instances.

Cette approche a pour avantage principal une vitesse demnce en /n (& com-
parer aul /,/n standard en apprentissage), sous des hypothéses mogéréastin fine
sur la variation bornée des fonctions intéressantes.

L'intérét opérationnel de I'approche est étudié sur dedblgmes jouets; il est dé-
montré de fagon convaincante en faible dimension, mais geeha la malédiction de la
dimension.

Dans le cas élémentaire des fonctions linéaires, un critérdiscrépance simplifié
est défini, dont I'intérét est démontré aussi bien théonuoem (pour borner I'erreur en
généralisation) qu’opérationnellement (pour prédirerar en généralisation).

Notons que le fait de pouvoir prédige priori la qualité de I'apprentissage effectué
constitue un des grands défis de I'apprentissage, qui a ééeaun du projet européen
METAL et qui est repris par le défi d’'Isabelle Guyon.

Il est également possible d’étendre ces résultats au cadé@terministe, c’est-a-dire
au cas oy est de la formef (z, w) avecw une variable aléatoire. La norniexo n'ayant
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plus de sens ici, on la remplace par le supremum presquiggsayr s = sup{l; P(|¢| >
[) > 0}.

Proposition 3.3 (extension non-déterministe)Sous ces conditions, approximgz, w)
par {(z,w) — g(z); g € F'} conduit aux bornes adaptées suivantes :

L(f) < (1+ K)sup | f(x;) — £*(:)|ps (dans le cas linéaire)

L(f) < (1+ Ly/n)sup | f(z;) — f*(x:)|,s (dans le cas de I'espace d'attributs)

L'intérét principal se trouve alors dans une forme pariéna d’apprentissage actif :
— Lalgorithme choisit un ensembile fini dg;
— On récupére plusieurd z;, w) pour chaque ;
— Alors, sif* (optimal dang”) est optimal dans I'espace de toutes les fonctions réelles
sur le domaine, alors pour toijtf (z;) est trés proche d¢*(z;) ;
— La borne précédente est alors petite et assure une bonaeatigation sik et L
sont petits.
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Chapitre 4

Bioinformatique

La troisiéme partie de cette thése est consacrée a la setedtttibuts. La motivation
applicative de ces travaux est la Bio-Informatique. Le dtrapgl introduit et discute ainsi
les enjeux de la sélection d’attributs en Bio-Informatique

Ce chapitre présente les applications grandeur réelléestdans le domaine de la
Bio-Informatique qui ont motivé cette thése. Les spédiadisle 'apprentissage y verront
quelles sont les difficultés et les exigences des biolagisamdis que les autres pourront
le considérer comme un moyen de se fixer les idées sur le typmbEmes adressés par
I'apprentissage.

4.1 Présentation du probleme

Avec les nouvelles possibilités de séquencage rapide aeesdgg de génomes ou de
mesures d’expression de genes dans les puces ADN, la leadtagt trouvée confrontée
a deux nouveaux problémes :

— La masse de donnéesollectée, interdit de traiter « a la main » les résultats des
expériences. Ainsi, dans I'impossibilité d'utiliser leexpertise sur les données,
les biologistes ont commencé a développer leurs proprasaués d’apprentissage
puis se sont tournés vers la littérature de I'apprentissages collaborations fruc-
tueuses biologistes/apprentistes ont pu étre initiées.

— Lamalédiction de la dimension(Curse of dimensionali}y probléme bien connu
en apprentissage et qui constitue un de ses principaux @éfie-ci ne se pose que
lorsque I'on dispose d’un nombre élevé de descripteurssBartadre en effet, sur-
gissent de grandes difficultées liées au mauvais compontetes distances, en
grande dimension, a la difficulté de prendre en compte Iegsseffoisés, croissance
de la dimension des familles d’hypotheses (VC dimensiombres de couvertures
...). Ce fléau de la dimensionalité est au cceur de la Bio#imditique ; les descrip-
teurs correspondent souvent a des génes, au nombre de egi@fgjliers, parmi
lesquels le but est d'itentifier les responsables de telglsieffets.

106
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Clairement, les enjeux de la Bio-Informatique pour la s&tfgour les sciences du vi-
vant sont considérables : la question devient ainsi de [firier ces données génomiques.
Ces bases de données sont souvent constituées (1) de ti@ssrifobjets : par exemple
des séquences de nucléotides, décrits par de nombreulutttfdes milliers dans le cas
des puces ADN), et (2) d'une étiquette associée, par exenmpiegré de décalage dans
des phénoménes de traduction non conventionnels (obseregdes virus). L'hypothése
de travail classique en apprentissage est qu’'un petit neaodescripteurs permettent de
prédire I'étiquette, et on tente de découvrir les régudarfiertinentes en mettant en oeuvre
des techniques d’apprentissage automatique. Un problésentel est que le nhombre
d’exemples (description, étiquette) est le plus souvers testreint eu égard au nombre
important de descripteurs, dont la plupart sont supposéspeainents (la couleur des
yeux n’est vraisemblablement pas pertinente pour I'évatud’'un cancer de la prostate).
De ce fait, il existe de trés nombreuses régularités vésifiée la base d’apprentissage et
n'ayant aucune portée générale. Une démarche classigpprdigissage requerrait soit
de disposer de connaissaneepriori, soit des bases d’exemples beaucoup plus impor-
tantes.

Le travail présenté dans ce chapitre s’appuie sur la conduinales techniques infor-
matiques et des intuitions biologiques pour analyser lesides issues des puces a ADN.
Il s’inscrit dans le cadre d’un projet pluri-disciplinaide collaboration entre le LRI et
I'institut Curie.

Ce chapitre introduit tout d’abord le probléeme posé par leplices, avant de discuter
I'apport de I'apprentissage, plus spécifiguement des igaes de sélection d’attributs
pour la compréhension de phénomenes biologiques.

Le coeur du travail présenté consiste a tirer de l'infornmaiiecilue dans un grand
nombre d’attributs et un petit nombre d’exemples. Les higpsés de travail faites se-
ront discutées et les algorithmes étudiés expérimentalesue des données réelles (des
résultats sur des données artificielles existent égalemaistne seront pas présentés ici).

4.1.1 Les puces aADN

Les puces a ADN (microarrays) sont une technique maintezarante utilisée pour
I'analyse de I'expression de genes. Elles correspondenieasarte de photographie de
I'activité des géenes dans une cellule et permettent donédewrir comment s’expriment
les génes dans telle ou telle situation. Plusieurs teclesiguistent : nylon, lames de verre,
et Affymetrix sont les principales. Les deux premiereséatiéht essentiellement par le
nombre de génes que I'on peut mesurer simultanément aiapaua précision des me-
sures ('avantage va aux lames de verre qui sont plus régerRar contre la technique
Affymetrix est assez différente. Les données que nous agssayé d’analyser sont is-
sues de lames de verre. Voici donc un apercu de la technigué.ij. Le but n’est pas
de mesurer une valeur absolue de I'expression d’'un géne aieat®mparer son niveau
d’expression dans deux cellules ; une des cellules est gaid’on souhaite observer et
la seconde sert de référence. On commence par déposer slaneeale verre des sé-
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quences d’ADN qui potentiellement, codent pour une pretéDpen Reading Frame);
ces séquences proviennent de banques de genes. Ensuitéait’ ARN d’une cellule
dont on souhaite mesurer I'expression ainsi celui d'unkeileetie référence Cet ARN est
transformé en ADN par transcription inverse en lui adjoiginan marqueur fluorescent
(la fluorescence n’est pas la méme pour les cellules témblas eellules mesurées). On
place ensuite 'ADN obtenu au contact de la lame de verre AlEN vont s’hybrider avec
les ORFs leur correspondant; il ne reste plus qu'a laverde®et et a détecter avec un
laser les niveaux de fluorescence observés. Pour chaque €RBé&k sur la lame initiale
on dispose donc de deux valeurs qui correspondent théonigpiea I'intensité de I'ex-
pression d’un gene dans la cellule témoin et dans la cellolesurer. Il pourrait sembler
superflu de refaire la mesure pour les cellules témoins aughkzane de verre, cependant
la pratique révele que c’est indispensable car I'hybraagn particulier ne se passe pas
toujours de la méme fagon, sans que I'on ne comprenne poudussi au lieu d'utiliser
les intensités de I'expression des cellules, on préfétsetiles ratios des intensités (on
divise par l'intensité du témoin). Ceci permet en partieutie comparer des lames entre
elles.

Extraction des ARN

Controle Echantillon Analyse informatique
il ) "-"‘",_:-—;'ﬂ
":-"u'-\--' \f\_‘-"‘-m
Reverse
Transcription
des ARMNm
™ g
T "“:’-,_,."‘f
Scanner
Spotteur l i 7
5 =
PCR —» VY 4
‘\ 0 e Ewlw Y R i
LR WhEBLL W, ‘e pwLww
O AL A AL R AR X EEEEE.
L EE LT EE R e u s N ETE LR LR
Dépat Hybridation Lecture

des ADNM cibles

FiIc. 4.1 : Schéma récapitulatif du principe des puces a ADN. Source
www.bio.espci.fr/ puces/principe.html

ILARN car refléte quels sont les génes en cours de transonipttidéal serait de savoir quelles sont les
protéines présentes dans la cellule mais la techniquepasstncore au point.
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Cette technique présente toutefois deux probléemes majeeifgremier est I'analyse
des résultats. En effet, les lames présentent du bruit peswea la fois de la technique
de mesure et de la variabilité biologique des cellules. Egat,des cellules témoins n'ont
pas nécessairement exactement la méme expression. Deplgédnome simple comme
celui d’'une levure compte envirait00 génes (le nombre exact de génes mesurés varie
suivant les laboratoires). Idéalement, un processus teapipsage a partir de telles lames
devrait donc compter quelques dizaines de milliers de |lapoes permettre une bonne
généralisation et résistance au bruit. Ce point nous amatueeliement a la seconde dif-
ficulté, qui est plus terre a terre : une seule lame colte @mviy00 €, ce qui conduit a se
contenter d’'un nombre de lames extrémement réduit (undaimg). L'apprentissage ne
sera donc réalisable qu’en utilisant des informations Buppntaires issues de la biologie,
ou connaissance du domaine.

4.1.2 Les souhaits des biologistes

Le probléme étudié, au cceur des travaux de I'équipe de Martee, concerne la
détection des radiations. A terme il s'agira de construge détecteurs a placer sur des
sites potentiellement exposés aux radiations. La prenderieurs hypothéses est que
I'effet des radiations est visible dans I'expression duayge des levures. Ce point est
essentiel car les niveaux d’irradiation des cultures seligrnent peu éleveés, qu’il n'y a
pas de conséquence visible évidente sur le métabolismesdaes. Toutefois la dose
d’irradiation choisie est juste en dessous du seuil ddibxtd les biologistes ont de fortes
présomptions sur la possibilité d’un effet a long termee#isiment en revanche qu’a cause
de cette faible dose d’irradiation, I'effet ne concernewduq petit nombre de genes.

4.1.3 Description et remarques sur I'expérimentation

De maniére répétée, des culturesSleCerevisaesont mises en croissance en étant
soumises ou non a de faibles radiations . Elles sont prédesgdoout d’'un nombre fixe
de divisions et leurs ARN sont extraits et examinés sur deguuies. A noter que deux
souches différentes de levures ont été utilisées. Nousstisis de 12 cultures de levures
qui n'ont été soumises a aucun stress particulier et de @iresltfaiblement irradiées.
Cette répatition s’explique par le fait qu’il est plus facéxpérimentalement de cultiver
des levures sans stress que des levures irradiées toutesné@erle facon.

Par ailleurs, on dispose d'un jeu supplémentaire de 6 lamgespondant a un en-
semble test.

Ce protocole appelle un certain nombre de remarques :

Signification des mesures: Les données ont déja été renormalisées par des statisticie
afin de permettre la comparaison de deux lames entre elles Nonous sommes
pas attardés sur cette technique mais elle constitue capend préliminaire indis-
pensable a toute analyse, et certains points sont encolie@rssion sur ce théeme.
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La technique de mesure: On espeére en fait que les 12 levures “saines” vont avoir des
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La valeur qui nous a été transmise est la suivante :

niveau d’expression dans la cellule
niveau d’expression pour le témoin

Afin toutefois de ne pas favoriser artificiellement les geasexprimés par rapport
aux réprimés, nous allons travailler dans I'espace lolganijue. On travaillera avec
le logarithme en base deux des données. Finalement, le cadiagté est :

e -1:Le géne mesuré s’exprime deux fois moins que pour le t8moi

e 0:Le gene mesuré s’exprime de la méme fagon que pour le témoin

e 1:Le géene mesuré s’exprime deux fois plus que pour le témoin.

profils d’expression identiques. En fait, idéalement, ouhsdterait méme que tous
les genes aient une expression de 0. En effet, cela revieaddae que dans ces
cultures le niveau d’expression de chaque cellule est leaira pour le témoin. Ce
n'est bien sdr pas le cas ... La mesure est donc entachéeut'®rteur répartition
semble ne pas se faire uniformément sur tous les génesifisestant plus touchés
que d’autres, ce qui pourrait provenir d’'une certaine \ailiig biologique).

Redondances: Pour des raisons technique, certains génes ont été memunéfois.

Log de
rexpressi

P
du géne

On peut regarder les profils d’expression de ces génes paluarW'erreur induite
par la seule mesure (fig.4.2)

1 T T T T T T T — 08
Log de
I'expre

‘expressi
dugene (gl e}

L L L L L L L _ L L L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
no de lindividu Double mesu

re d'un géne détecté comme important (no 1692)
esure du géne 251 ce

sont les ronds rouges qui ont étés gardés.

no de lindividu

FiGc. 4.2 : Le premier graphique est I'expression du géne 251 et le skdongéne 1692. La
premiere mesure est représentée avec des points bleusestdade avec des cercles rouges.

En observant les graphes obtenus pour la répétition de lammel&un gene (4.2),

on peut commencer a s'inquiéter sur la reproductibilité mesures. En effet, on
peut comprendre que I'expression d’'un gene chez des lewaiess ne soit pas
toujours la méme (variabilité biologique); en revanchegst plus ennuyeux que
de telles différences existent entre la premiere et la sEamesure (points rouges
et points bleus). L'estimation de la variabilité de I'exps®n d’un géne en utili-

sant ces doubles mesures conduit a une valeQrige ce qui est énorme en regard
des valeurs prises par les expressions. |l faut tout de mémpérer cette premiere
impression : les génes qui ont été mesurés deux fois comdspb a de petites sé-
guences d’ARN, pour lesquelles on suppose que I'hybridatiest pas tres bonne.
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Si ce point se trouvait vérifié, ceci signifierait que ces messgont beaucoup moins
fiables que la moyenne.

4.1.4 Fiabilité des mesures

Pendant I'expérimentation, si I'un des marqueurs fluonetsc€Cy3 ou Cy5) ne s’ac-
croche pas bien ou que I'hybridation des genes portant cquear se fait mal, la mesure
peut se retrouver complétement décalée dans le sens d’uvegmession ou d’'une sous-
expression. Pendant I'expérimentation il est possibléritaer une certaine fiabilité aux
mesures. C'est ce qui a éteé fait, malheureusement il n’y drgiseniveaux possibles :

— 0: les deux marqueurs sont incorrects;;

— 1:undes deux marqueurs est correct;;

— 2 :les deux marqueurs sont corrects.

A cause du probable fort décalage des valeurs des qu’un mar@st incorrect, plutot
que d'introduire une pondération liée & la fiabilité, nousressdécidé de supprimer les
valeurs manquantes. Il faudra donc que les algorithmeiségikoient capables de gérer
ces valeurs manquantes. Pour se faire une idée de leur empettdans le jeu de données
initial, ily a 97, 37% des valeurs qui ont une fiabilité de 2. On peut se faire uneddéeur
répartition sur la figure 4.3 ; en particulier, on constate tpilamen®2 porte beaucoups
d’erreurs, ce qui peut jeter un soupcon sur la lame enti@resypprimer fait passer le
pourcentage de mesures avec fiabilitédB 26%).

Ce travail de détection de fiabilité ainsi que celui de reradigation des données (a
cause du décalage dans les courbes de réponse de Cy3 et deéd§salisé par J. Peyre
and A. Antoniadis par la méthode qu’ils ont mise au point : LES®.

4.1.5 Indépendance ou non?

Une question se pose : peut-on considérer les génes com@eeimdiants ou non ?
Une réponse est immédiate : non. En effet, il suffit de sawdiure cellule ne peut pas
produire plus d’'une certaine quantité d’ARN en un temps @or@eci introduit donc
une contrainte sur la somme des expressions et donc interdépendance. Un second
élément est I'existence de réseaux de régulation : certgines sont régulierement co-
activés ou en activent d’autres. Cependant, ces résearxgbiimportants, ne sont pas
encore bien connus (méme pour les levures) et sont si coagptpie le bruit présent dans
nos mesures ne permet probablement pas de les prendre etechfimépendance est
donc fausse en pratique. Cependant les biologistes coastdgu’il n’est pas absurde de
la supposer puis, dans un second temps de se pencher sunésscg@sidérés comme les
meilleurs afin de déterminer quels sont les génes dont ilsanflent I'expression.
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1000 2000 2000 4000 5000 6000

FiG. 4.3 : Visualisation de la fiabilité des genes. Genes en abscigsdaines en ordonnée. La
couleur rouge correspond a une fiabilité de 2, le vert a 1 etdela 0. Les erreurs sont nombreuses
et ne sont certainement pas uniformément réparties.
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4.1.6 Reécapitulons le probleme

Nous sommes confrontés a un probleme relativement intelbises principales ca-

ractéristiques sont :

— les données sont bruitées. Il existe deux origines a cé Hrupremier vient de la
variabilité biologique ; il correspond a une certaine difigce normale entre les le-
vures. Le second est une erreur sur les mesures. En effegHaitjue est imprécise
en particulier a cause des différences pouvant survenioatsae I'hybridation.

— Latechnique de mesure peut produire des valeurs abesrdoteque I’hybridation
ne s’est pas faite de la méme maniére pour chacun des masjjueur

— Le nombre de lames (exemples) est tres faible par rapponoawbre de génes
(attributs) : 18 mesures alors qu'’il y a 6157 génes.

— Le concept cible est supposé étre particulierement sinigiagit, d’'apres les es-
timations des biologistes d’'une conjonction d’une cinqaare d’attributs. Son re-
pérage devrait en outre étre facilité par le fait que pouimd&idus sains, les genes
ne sont pas supposes étre activés (valeur autour de 0).

4.2 FEtude de I'existant

Nous allons regarder brievement différentes techniquagpientissage, ou plus pré-
cisément de sélection d’attributs pertinents telles dgesebnt été développées par des
informaticiens dans des contextes compléetement étraadarsiologie.

4.2.1 «forward » ou « backward » ?

Deux grands types d’approches sont possibles pour la Eéletattributs :

— Les techniques “forward” ou I'on démarre sans attribut etajoute au fur et a
mesure les attributs qui seront estimés comme étant leppltisents ;

— Les méthodes “backward” proceédent exactement a I'invessedémarre avec tous
les attributs et on essaye d’éliminer ceux qui ne servenppasclasser.

L'exemple classique d’algorithme “forward” est ID3 [R.; 88 : en effet, on choisit
d’ajouter dans les attributs utiles au classement celunguiimise une fonction de Gain
(calculée a partir d’'une entropie). Une des grandes diffisullors de la mise en ceuvre
est de savoir quand s’arréter dans I'ajout d’attributs. @mfpdevient particulierement
critique pour nos données car si I'on prend comme notatidoration de gain de ID3,
plusieurs attributs la maximisent et font chuter I'entegdu systéme a 0. Ceci hous em-
péche de poursuivre ID3 puisque toutes les données sosteksDe plus il n'est pas
évident que la classification obtenue ait un sens car le neutihttributs étant tres élevée
en regard du nombre d’instances, on a peut-étre eu un mallreaoup de chance.
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La méthode “backward” semble plus adaptée a notre problé&me.illustration de
cette technique est l'utilisation des “Markov Blanketsb{fvertures de Markov, voir sec-
tion 4.2.4).

4.2.2 Le clustering

Le clusteringest une technique d’apprentissage non-supervisé qui ggbgée mas-
sivement par les biologistes. Leur but est de modifier 'agement des données afin de
voir 'émergence de zones dans I'expression génétiquetdatmiques de clustering aux-
quelles ils font appels tentent de regrouper les lames psigénes (indépendamment des
lames) en les placant dans un arbre (ex : clustering hiéoareh Les données sont ensuite
affichées en respectant I'arbre obtenu (fig. 4.5). Lanabsteensuite réalisée de maniére
visuelle. Nous allons voir que le principe de base est tiapl (il existe cependant de
nombreux raffinements ). Une implémentation est dispotilbtement [Eisen; 98-99].

Pour effectuer leurs ré-arrangements, les biologistexefént a la fois un clustering
sur les genes et sur les lames. Les représentations dessvdks attributs (les spots)
sont ensuite réorganisés en respectant les arbres dorméschastering. La méthode de
clustering la plus répandue est le clustering hiérarchifa exemple, pour les lames,
on commence par regarder lesquelles sont les plus semblaieance au choix ou me-
sure de similarité), ces deux lames sont associées danste w@léster, et I'algorithme
continue a essayer d’associer des lames aux clusters gusg@u’il ne reste plus de lame
seule. Notons qu’il s’agit d’'une méthode d’apprentissage supervisée : on pourra donc
contréler dans une certaine mesure nos résultats en vérfiales clusters obtenus pour
les lames correspondent bien a des regroupements liésassesl| et S.

Les principales variations de cet algorithme portent sandaiére de mesurer la simi-
larité ainsi que sur le type de regroupements qui sont &saliSn trouvera les principales
variations sur les figures 4.4,4.5. La mesure de similaaif@us courante est le coefficient
de corrélation de Pearson qui suppose une corrélatioriigéatre les variables\ est le
nombre de mesures poretY) :

N _ _
Similarite(X,Y) = %Z (xlgzﬁ_ x) <yl¢_ y) aveco, =

i=1

Cette méthode est loin d’étre exempte de défauts. En phetibes arbres obtenus par
ces technigues n’ont aucune signification biologique. s, dh validation des résultats
est presque impossible et les tentatives d’estimation diethdité des clusters obtenus,
concluent a une faible confiance [Tibshirani et al.]. Maisae plus génant, appliquer
cet algorithme directement sur les données conduit a dertegsvais résultats car trop
d’'importance est donnée aux genes non pertinents dansld dalla distance. Pour éviter
ceci, les biologistes décident arbitrairement de supprioés les génes qui ne sont pas
exprimés au moins une fois au-dessus d’un certain seuil oCe @st délicat car modifie
totalement les arbres obtenus par clustering et revientasarte de filtration sommaire
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FiG. 4.4 : Différentes techniques pour calculer la mesure de sim#agiun groupe de vecteurs a
un autre ; A) lien simple B) lien complet C) lien moyen.

FiG. 4.5 : Exemple de Clustering en utilisant les différentes mesdeesimilarités précédentes
(fig 4.4) pour des données biologiques. Graphique tiré derfiy2001] et généré avec Treeview.
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des données. De plus, ils ne se limitent pas auteoff mais se permettent de remettre
certains de leurs genes favoris dans le cluster (s’ils av&ig éliminés).

4.2.3 Significance Analysis for Microarrays (SAM)

Il s’agit d’un outil statistique développé par Stanford ptanalyse de résultats pro-
venant de puce a ADN ([Tusher et al.; 2001]). Il se présents toforme d’'une macro
Excel. Clairement, cette technique suppose que les genssnmigas corrélés entre eux
et que leur expression dépend de s'ils sont irradiés ou narsuppose de plus, que les
écarts entre les différents niveaux d’expression d’un mgeme a I'intérieur d’'une méme
classe sont dues au “bruit” (biologique ou expérimentaljaqiie gene se voit attribué
une notel(i) (pour “relative difference”) qui est :

r1(i) — T5(1)

i) = s(i) + so

ou z;(i) et zg(i) sont les moyennes des niveaux d’expression pour le gélams les
échantillons Irradiés (classe 1) et Sains (classe@).est I'écart-type pour le gene

s(i) = |a {Z (@ () = Z1(D)* + ) (wali) = ﬂ?s(i))Q} (4.1)

m n

avec) ety  les sommes pour les expressions dans les classesdet §l/n; +
1/ny)/(n1 + ny — 2); (ny etny sont le nombre de mesures dans I'état irradié et sain).
Le termes, est ajouté dans I'expression pour minimiser la variatiod@g Il permet de
ne pas favoriser des génes qui auraient (par chance) une yeiance et du méme coup
une valeur del(i) grande. Le type de profils recherchés par cette formule astotent
deux paliers, les plus nets possibles avec la variance fafgible possible pour chacun
des paliers. Effectivement, il est raisonnable de s'ir#gee a de tels génes si on en trouve.

Se pose alors le probleme du choix du seuil pour la valeuk @2est ici que réside le
principal intérét de SAM ; en effet, pour chaque géne, ilakdz (i) qui correspond a la
valeur attendue pour le gene i. Cette valeur est calculéeéangeant les étiquettes des
classes de toutes les facons possibles équilibrées pogueltéasse : toutes les permuta-
tions contiennent le méme nombre de S et de | et il y a touj@ursditié des S et des |
initiaux qui conservent leur classe ; ce qui impose d’avataat de S que de | au départ.
Ensuite, on fait la moyenne di) pour chacune de ces permutations afin d’obtégit).

On sélectionne ensuite les génes qui s’écartent de la drg(te¢ = d(i). SAM évalue éga-
lement un taux de fausses découvertes (False Discovery. R&IR) qui est le nombre
moyen de genes qui s’écartent de la droite dans les permnggirécédentes. Cette mé-
thode, en particulier a cause de I'estimation du FDR, estaén tle devenir une référence
dans le domaine de I'analyse de microarrays. Cependanfibssible d’émettre certaines
critiques : tout d’abord, on présuppose la répartition diepa(mais nous verrons ensuite
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gu’elle est raisonnable). Ensuite, SAM ne permet pas deetrplusieurs classes simul-
tanément. Enfin, concernant la résistance au bruit, SAMastLcpour tenir compte des
erreurs de mesure mais résiste tres mal aux valeurs abesrant

4.2.4 Utilisation des “Markov Blankets”

Le principe des couvertures de Markov est d’essayer d’iflenkes attributs qui sont
corrélés les uns aux autres ; et en particulier de repérerauont I'air d’étre corrélés ala
classe mais qui sont en réalité corrélés a des genes can@étasse. Ce type d’approche
a été utilisé dans des problémes biologiques dans [Xing;e2@01]. Voyons comment
procéder :

Soit G un sous-ensemble de I'ensemble de tous les attributsoit f la projection
de f (réalisation de’) sur les variables d€&'. C désigne I'étiquette (la Classe). Le but de
I'utilisation des couvertures de Markov est de trouver usegnble G (petit) pour lequel la
différence entre les distributior3(C|F = f) et P(C|G = f) est le plus faible possible
(idéalement nul). La mesure de la différence se fait ensatili la mesure de I'entropie
conditionnelle :

Ag = P(/)D(P(C|F = f)|P(C|G = fa))
f

ouD(P|Q) = >, P(z)log(P(x)/Q(x)) (distance de Kullback-Leibler)

Définition : Pour un ensemble d’attributs G et d’étiquettes C, I'endenild; C
G(F; ¢ M;) estune “Markov Blanket” (Couverture de Markov) éietel que(F; € G) si

(F; L G— M, —{F;},C)|M;

A 1 B signifie queCovariance(A, B) = 0 et| est le “sachant” en probabilité. Il a été
prouveé par Koller et Sahami que &i; est une couverture de Markov poHy alors pour
tout sous-ensemble de F’

Ap = Ap-(r)

ce qui est bien sQr trés intéressant pour trodver

Intuitivement, dire quel/; est une couverture de Markov poHy, signifie que, pour
une instance, siI'on connait les valeurs pour les attridetd/;, connaitre la valeur dg&;
n'est pas important pour déterminer la classe de l'instaMieés il y a encore un peu plus
d’information : on est sar que le fait d’enlever plus tard wtra attributF; € M, deG ne
va pas rendré; pertinent de nouveau.

Cette méthode pourrait se révéler utile sur nos donnéesr@ept il ne faut pas ou-
blier plusieurs points :
— Lors de la mise en oeuvre on ne travaillera pas avec lestdsrde probabilité
exactes mais avec un algorithme qui les approche.
— La mise en oeuvre nécessite une discrétisation du problefaedra étre vigilant
pour ne pas introduire d’erreurs supplémentaires.
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— La méthode n’est pas réputée pour résister au bruit. C'éshenplutdt I'inverse
qui risque de se produire. En effet, si deux genes ont sysigumeanent exactement
la méme valeur, ils sont des couvertures de Markov l'un p&autie (au moins
dans I'approximation) donc I'un des deux risque de se fdiraiger. Ce n’est pas
judicieux dans la mesure ou pour la prédiction, les donnéemsbruitées et qu'il
vaudra sans doute mieux utiliser plusieurs génes pourngrgalutét qu’un seul.

— La mise en oeuvre des couvertures de Markov est colteuses te calcul : dans
le cas idéal il faudrait examiner tous les sous-ensemblés @zci est impraticable
car il y a 2% sous-ensembles. En pratique on se limite aux sous-ensgmible
longueurl fixée, mais méme ainsi, la complexité reste élevée.

4.2.5 RELIEF

RELIEF [Kononenko; 1994] est un algorithme de la classe erfilf c’est-a-dire, qu'il
essaye, indépendamment de tout algorithme d’apprenésdagléterminer quels sont les
attributs les plus pertinents pour classer. Remarquon&é@ileEF ne fournit pas de clas-
sification mais cherche a trouver les attributs les plugsifilour établir une classification.
Notons qu'il s’agit d’'une méthode nécessitant que les desrmsdient étiquetées (ici le
label est 'appartenance a la classe « sain » ou « irradiéB)IE- prend donc en entrée
les données étiquetées et retourne un vecteur de « Poiddu-cCa pour longueur le
nombre d’attributs et contient une note qui essaye de refiéteertinence de I'attribut
pour classer. L'introduction du poids utilise une idée \rmesde la mesure de I'entropie
pour ID3. Il est constitué pour l'attribut A de I'estimatiale la quantité suivante :

Poids(A) = P(Valeur différente deA pour l'instance la plus proche de la classe
opposée A )
— P(Valeur différente ded pour l'instance la plus proche de la méme classeAjue

Initialement RELIEF est congu pour prendre en compte deleuva pour chacun des
attributs : {-1,1}. Il est facile de I'adapter pour traiteesd attributs numériques. Cepen-
dant il faut garder a I'esprit qu’il répartira toujours lealgurs en deux types de compor-
tements : les valeurs autour de 0 correspondent pour lui &alesrs dont la classe n’est
pas nette. Dans notre cas cette propriété est treés int@tespaisqu’un gene est grossie-
rement soit activé (valeurs positives) soit réprimé (vedeégatives). Les valeurs autour
de 0 concernant les genes pour lesquels on ne voit pas deedidf importante avec le
témoin.

Plusieurs améliorations sont possibles : traitement degdudeux classes, des valeurs
manquantes, et plus intéressant, augmentation de laaststiu bruit. Pour cela, on
utilise k voisins au lieu d’'un seul.L’algorithme d’évaluation dwids est donc :

Pour tousles Attributs A, Poids[A] :=0
Pour i :=1 jusqu’au nombre_d’instancefaire
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Début
R =instance no i
trouver lesk plus proches voisins de la méme classe gueH, ...H;
trouver lesk plus proches voisins de classe différente de cell&dér; .. .M,
Pour tous les attributsA
Poids[A] :=Poids[A]-diff( A,R,H; ...H)+diff(A,R,M; ...My)
Fin
Pour tous les attributsA, Poids4] :=Poids[A]/nb_d'instances

Avec diff(A,R,H; ... H;) qui est le calcul de la différence entre la valeur de A pour R
et la moyenne des valeurs de A patliy . . . H.

Si les valeurs des attributs sont comprises pour chaque damg—1, 1] ; alors pour
k=1, I'algorithme précédent donne bien une estimatiororaigable de la différence des
probabilités voulues (il s’agit de I'estimateur du maximdevraisemblance). Cet algo-
rithme peut bien sOr s’étendre & des attributs dont les valee sont pas dars-1, 1],
dans ce cas I'algorithme ne fournit plus exactement unenesiton de la probabilité, mais
une valeur qui lui est proportionnelle (tous les poids soultipliés par le sup des valeurs
des attributs dans I'expérience).

Ce point est en fait lié a une autre difficulté : supposons 4quet A, soient deux
attributs présents dans le jeu de données et §uat C;, soient les deux classes possibles
pour les instances. Pour simplifier on suppose qu’il n’y agmbruit. Imaginons que :

— Pour4,

e -1 signifie queA; est réprimeé
¢ 0O signifie queA; est exprimé de maniére normale
¢ 1 signifie queA; est sur-exprimé

— PourA,
e -2 signifie queA, est réprimé
¢ 0O signifie queA, est exprimé de maniére normale
e 2 signifie queA, est sur-exprimé

On voit tout de suite le problemeA, sera trés favorisé par RELIEF car ses valeurs
sont plus grandes. Une solution serait dans ce cas de relmseneitribut par attribut afin
que chacun prenne ses valeurs dafnis 1]. Ici il s’agit effectivement d’'une solution. Mais
dans le cas réel, les données sont bruitées ; du coup, wuatitii devrait idéalement tou-
jours prendre la valeur O (ce qui est le cas pour la majoriggg#mes dans nos mesures),
avec le bruit, va étre artificiellement étiré et on lui dormene importance qu'il n’a pas.
Sion a de la chance, le bruit ne sera pas corrélé a la classepetuora quand méme s’en
sortir. Cependant, la détermination des plus prochesnigoint crucial) va étre forte-
ment perturbée. Dans nos données nous avons choisi de nquaiser cette correction
d’échelle ; ceci signifie que I'on favorise les genes qui azd diveaux d’expression éle-
vés. D’apres les biologistes, un géne activé prendra tygnmmgnt une valeur autour de 1
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(pour lelog, du ratio), mais il existe certains génes pouvant s’expridaeantage (jusqu’a
la valeur 3 ou 4). Ce choix de favoriser de tels génes est gnptw le fait qu'a cause de
la présence du bruit, ceux-ci ont plus de chances d'étretisteans nos expériences. Ce
choix a été fait d'apres les désirs des biologistes car étambé la présence de bruit, on
préfere avoir des différences nettes (de plus lors de lantgak de mesure, la fiabilité est
plus grande pour les valeurs élevées).

Nous avons légérement modifié RELIEF pour pouvoir choisi ualeur différente
de k selon chacune des classes considérées lors de I'appag@igSeci, car lors d’ex-
périmentations sur des données artificielles, nous nousnesmendu compte qu'il était
souvent intéressant d’avoir unassez élevé par rapport au nombre total d’individus dans
une classe. Nous pouvons donc traiter difféeremment plusigasses, ce qui est intéres-
sant surtout dans le cas ou celles ci présentent un nombeerdfges déséquilibre.

4.2.6 Le testde Wilcoxon

On peut poursuivre dans cette voie, qui est de regarderagsdint les répartitions des
valeurs des expressions des genes. Le test de Wilcoxon ésstustatistique idéal pour
cette approche :

— Il est adapté aux petits échantillons

— I n’y a pas de supposition sur la répatrtition de la vale s genes

Mais ce test a I'inconvénient d’étre sensible aux valeuesraintes. Le principe est
pour chaque géne G de trier les niveaux d’expression de Gtdates les expériences.
On regarde ensuite la somme des rangs pour la classe 1 epdasse 2. Intuitivement,
si pour les deux classes, les valeurs des attributs sopstgélon la méme distribution,
les deux valeurs vont se situer dans une fourchette dépeddarombre d’individus de
classe 1 et de classe 2. Wilcoxon a formalisé ceci et consigsitables de valeurs.

On constate qu’au niveau 5% I'expression de 1500 génes astdéwée comme si-
gnificativement différente selon la présence ou non dealfiation (588 au niveau 1%).
(fig. 4.6). Puisqu’il y a initialement 6157 genes dans nattede données, en théorie, au
niveau 1%, le nombre de génes ayant un comportement semilaibLne loi binbmiale
B(,6157). C'est-a-dire que en moyenne or6&7 génes avec ce type de répartition,

100°
I'écart type étant de 60,9543. On constate que I'on est leg"588 observations réalisées.

4.2.7 Retour sur RELIEF

Un des inconvénients que nous avons évoqués pour RELIEFeeadiasir un seuil
pour sélectionner les attributs. De plus, nous ne savons|yelte confiance accorder a
la sélection effectuée. Pour tenter de se faire une idéauis rest apparu important de
comparer les notes obenues par RELIEF a celles obtenueslpsalonnées n’ayant pas
de sens particulier. Comme nous ne disposons pas d’'un mfaéle pour les données,
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FiG. 4.6 : Visualisation, pour chacun des génes, de la probabilitdgéover une répartition des
mesures identiques a celle mesurée sous I'hypothése gpesssion des genes est indépendante
de la classe (hypothése nulle). La présence de “lignes” ssgulelles s’alignent les valeurs est
due a la faible taille de I'échantillon. On constate que demimeux genes ont, sous I'hypothése
nulle, une probabilité faible d’obtenir le profil qu'ils omians I'expérimentation.

nous nous sommes inspirés de SAM : nous avons conserve le jpéme données mais
nous avons réparti au hasard les classes. Nous avons to@@rde aonserveé la répartition
12 sains et 6 irradiés. On observe ensuite le nombre d'at&riqui dépassent un seuil
fixé. En répétant cette expérience pour divers tirages dseta on peut se faire une idée
du nombre moyen d’attributs qui obtiennent pour RELIEF uidpcupérieur a un seuil.
On peut méme répéter cette expérience pour différentesirgaties parametres pour
RELIEF.

L'analyse de la figure 4.7 confirme les résultats donnés p&odikbn. En effet, les
courbes sont décalées : I'écart atteint environ 500 génes Encourbe moyenne et la
courbe correspondante. C’est intéressant car ceci laigggoser qu'il y a plus de 50
genes impliqués dans la réponse a lirradiation. La mémenpce réalisée avec des
données artificielles permet de se rendre compte que poanioli tel écart, il faut avoir
au moins 500 génes corrélés a la classe.

Ces courbes sont intéressantes par elles-mémes maistgenséigalement un guide
dans le choix du seuil pour RELIEF. En effet, grace a la combgenne, on peut se faire
une idée du taux de faux positifs dans la sélection effeqaéein seuil donné. De plus
on peut se rendre compte d’un probleme désormais classigapmentissage : on doit
choisir entre la précision et le rappel.

SiI'on favorise la précision (seuil de sélection élevé)aana une liste de genes courte
avec peu de génes non pertinents mais on manquera des ganesnfe avec un rap-
pel élevé, c’est l'inverse : on a une liste plus longue coat¢mpresque tous les genes
pertinents mais avec des erreurs. Les deux chapitres ssiitraitent de I'utilisation de
I'optimisation de ce compromis pour la sélection d’attti(a travers I'étude des courbes
ROC pour la sélection).
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FiG. 4.7 : Nombre de génes dont la notation pour RELIEF dépasse le setiigfi abscisse. Les
courbes moyennes correspondent a des notations obtenyssrmntant les classek)000 fois

et en regardant combien de fois le seuil est dépassé en mmy&mreprésente également les
intervalles de confiance @ % pour chaque point de la courbe.

4.2.8 Optimisation dek;r etky;

Afin de déterminer les meilleures valeurs pour les paramétrg et k; (nombre de
voisins a utiliser dans chacune des deux classes) de REiLHgfs faut un critere. Faire
de lacross-validatiorparrait peu raisonnable, d’une part car il faudrait exchwemnoins
un exemple (pour faire ujack-knif§ de la base d’apprentissage qui n'en comporte pas
beaucoup, et d’autre part parcequ’il faudrait ajouter \goathme de classification a la
sélection d’attributs. La solution que nous avons utiligéer contourner le probléme est
d’essayer de maximiser la différence de comportement avéasard. C’'est-a-dire que
I'on réutilise la courbe des poids moyens (obtenue en paamtieslabels pour calculer
I'aire de la différence avec la courbe obtenue avec les stiguettes.

4.3 Conclusion

J'ai passeé volontairement assez rapidement sur ces trailagent ici davantage pour
présenter les difficultés de ce type de problémes et pourdaire le chapitre suivant.

En particulier nous avons aussi fait des essais de clasgficgur de nouvelles lames
fournies en aveugle par les biologistes. Les résultats amtrés qu'’il était utile de faire
une sélection d’attributs. Signalons toutefois que leselmayant pas recu exactement
les mémes traitements que celles de I'apprentissage ghedént de pas conclure trop ra-
pidement. Par contre, de maniére plus intéressante, ldleorsigenes (ceux pour lesquel
le ratio « courbe avec les vraies classes » sur « courbe meyemtteignait son maxi-
mum) ont fait I'objet d’une étude plus poussée par I'équipd’idistitut Curie. Leur idée
a été de regarder parmi les génes quels étaient ceux domtdtdio était déja connue. Il
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2.5

FiGc. 4.8 : Visualisation de la différence d'aire entre la courbe mayeret la courbe avec les
vraies classes en fonction du choix/pour chacune des deux classes.

en est ressorti le tableau suivant :

fonction of 91 genes induits/171 | nb d’'ORFs | % dans cette liste| % total ORFS | sur-rep
unknown 38 41,8 50,4 0,8
oxidative stress response 4 4.4 0,3 14,3
oxidative phosphorylation 9 9,9 0,3 30,5
transport 4 4.4 2,2 2,0
gluconeogenesis 1 11 0,1 16,9
protein processing & synthesis 3 3,3 2,0 1,6
ATP synthesis 7 7,7 0,4 20,6
glucose repression 1 1,1 0,2 4,8
respiration 2 2,2 0,1 22,0

fonction de 80 genes réprimés/171 nb d’'ORFs | % dans cette liste| % total ORFS | sur-rep
unknown 45 56,3 50,4 1,1
stress response (putative) 1 1,3 0,2 7,0
glycerol metabolism 2 2,5 0,1 30,8
protein processing & synthesis 3 3,8 2,0 1,9
secretion 2 2,5 2,0 1,3
transport 4 5,0 2,2 2,3
glycolysis 2 2,5 1,0 2,0

Ces genes ont d’abord été regroupés selon les voies mépabsldans lesquelles ils
sont impliqués. La fréquence de ces voies dans la liste dessgaduits ou réprimés par
I'exposition aux faibles doses de radiations a été compargale de ces voies métabo-
liques sur I'ensemble de la lame. Plus précisément, la éeuxicolonne de la partie su-
périeure (respectivement inférieure) du tableau indigugdmbre d’ORFs induites (resp.
réprimées) parmi les 171 (il s’agit de l'intersection desilleers génes pour deux meé-
thodes différentes dont RELIEF, pour davantage de détails[Mercier et al.; 2004])
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sélectionnées, qui participent & I'activité mentionnéepemiere colonneg.g.9 génes
sur les 171 sont induits et correspondent a la fonction datwe phosphorylation). La
troisieme colonne donne le rapport entre le nombre d’ORHBsitas (resp. réprimées)
sélectionnées participant a cette activité et le nombreR&F©induites (resp. réprimées)
sélectionnées, soit 91 (resp. 8@d.9/91 = 9.9% des 91 génes induits correspondent
a I'oxidative phosphorylation); la quatrieme colonne ok le pourcentage des ORFs
ayant cette activité (on considére alors I'ensemble de kesigénes de la levure) (e.g.
0.3% de tous les géenes induits correspondent a I'oxidatiesphorylation). La derniere
colonne donne alors le taux de sur-représentativité dévigeconsidérée dans la popu-
lation des 171 meilleurs génes sélectionnés (e.g. la famctioxidative phosphorylation
est surreprésentée dans les 91 genes induits sélectioanégpport a sa représentation
moyenne dans les génes induits parmi 6157 : soit 9.9% / 0.3%5}.3

Sur le tableau, on voit ainsi que 20 génes participant agstirydatif, a la phospho-
rylation oxydative et a la synthese d’ATP sont induits, cergprésente un excédent de
30 fois par rapport a la population totale.

Sans entrer dans le détail de I'interprétation biologigleeces groupes fonctionnels,
il est cependant possible d’en conclure que la méthode deta# de génes utilisée dans
cette étude est validée par le fait que les fonctions misesvetence par I'analyse des
genes sélectionnés sont connues pour intervenir dansiitétion de certains des pro-
duits cellulaires des rayonnements ionisants (radicdared)). (Des informations supplé-
mentaires sur ces fonctions sont publiées dans [Mercidr, @094]).

Quelques mots de conclusion sur ce sujet. Tout d’abord,dbl@me par les puces a
ADN, malgré sa complexité, laisse la place a des analysqdesntelles que la classifica-
tion en utilisant un seul gene, ou la recherche d’un conaapbactif. La difficulté réside
plutdt dans l'impossibilité, dans I'état actuel de nos @iesances, de faire la différence
entre un concept conjonctif bruité par I'expérimentationie concept disjonctif (surtout
avec aussi peu d’exemples).

Ensuite, sur le jeu de données de Marie Dutreix, il sembleaqurairement a I'in-
tuition des biologistes, le nombre de genes influencés gaéksence de l'irradiation soit
assez important (probablement autour de 400 alors qu’ortendait une cinquantaine).
Cette impression est confirmée en essayant de faire desdotems de techniques diffé-
rentes de sélection et en évaluant la part de sur-reprémentke la partie commune.

Enfin, il semble plus que jamais important de travailler deosst avec les biologistes
afin de bénéficier de leur savoir lors de la phase de validaEareffet, c’est de loin le
point le plus délicat soulevé par ce probleme. Ce point enéit faveur de I'utilisation
de techniques de sélection d’attribut plutdt que de clasgifin. En effet les biologistes
acceptent facilement de travailler sur une liste de genas gmstruire une théorie bilo-
gique collant bien au probleme, mais sont souvent incapgiaer des raisons financiéres
de nous fournir suffisament de données pour qu’une validatioisée soit significative.
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Sélection Active

Classiquement en apprentissage, on demande beaucoup’gkesigles que d’attri-
buts afin d’éviter des problémes tels que le sur-apprergessans ce cas idéal ou I'on
dispose facilement de beaucoup d’exemples, les méthodégedtons d’attributs étaient
principalement utilisées pour réduire le temps d’exéauties algorithmes ou réduire la
taille de la base de données. Toutefois, avec I'apparitietedBio-Informatique, en par-
ticulier dans I'analyse des puces a ADN, la sélection dibttts est revenue en force. En
effet, le biologiste trouve bien souvent plus intéresstntiste de genes impliqués dans
un processus que la méthode utilisée pour classer. De plusalis financiers imposent
de limiter le nombre de mesures effectuées, interdisant de@sgver dans les « normes »
d’utilisation des algorithmes courants. Remarquons queegeénurie de données se re-
trouve aussi dans d’'autres domaines comme en text-miningndexation d’images ou
cette fois, I'on dispose de nombreuses données mais doqtieéage doit étre fait par un
expert humain, avec tous les inconvénients que cela comfmoiits, risque d’erreur. . .)

Je présenterai ici une nouvelle méthodologie pour la déleeictive, I'idée est d'uti-
liser des connaissancaspriori sur les algorithmes que I'on va utiliserié leur courbe
ROC) pour sélectionner les attributs les plus pertinensoemomisant le nombre de me-
sures effectuées. On se met ainsi, par exemple a la placeothgiste qui possede une
somme fixe d’argent et qui désire I'allouer de la meilleureniaee.

5.1 Le probleme

5.1.1 Description

On suppose que 'on dispose dg attributs (par exemple des génes) potentiellement
pertinents. On se doute qu’il existe un lien entre une pakiees attributs et la classe
d’'un exemple. En reprenant 'exemple des genes, cela sgqifé I'on fait I'hypothese
que l'observation de I'activation du génome permet de détezr si I'individu observé

125
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est sain ou malade (dans ce cas la classe est « sain » ou « matde exemple est un
individu dont on connait I'expression du génome et sa cjasse

Pour identifier les attributs utiles pour prédire la claskest nécessaire d’observer
un certain nombre d’exemples. Malheureusement, les exemgl sont que rarement gra-
tuits. Dans le cas de notre biologiste, celui-ci devra défEuwune somme fixe (pour sim-
plifier, disonsl unité) chaque fois qu'’il souhaite mesurer le niveau d’ation d’'un gene
chez une personne. Supposons pour commencer, qu'il ssadies biologiste fortuné.
Dans ce cas, pas de probleme, il va commander la mesure dendel& individus. Le
colt sera don& - Ny. Comme les algorithmes d’apprentissage préferent aveartage
d’exemples que d’attributs, il aura intérét a choisirs> Ny. Mauvaise nouvelle, dans la
génomique Ny est au minimum de 'odre d&000 et peut aller jusqu’'a0000. Le colt
d’une telle opération serait donc en2&00000 et 900000000. . .

Mais tout cela ne tiens pas compte d’'une chose : de nombréaibuéd, peuvent étre
éliminés rapidement. En effet si on étudie une maladie dej fby a peu de chance pour
que les genes impliqués dans la couleur des cheveux aiemugheonque importance.
Du coup si I'on arrive a repérer suffisament tot ces genespoinrg cesser de demander
leur mesure et donc économiser sur le colt total de I'expéeicReste a faire cela de la
maniere la plus astucieuse possible.

5.1.2 Courbes ROC et Apprentissage

On dispose d’un algorithme permettant d’itentifier lesilattts pertinents pour la clas-
sification. En pratique, celui-ci se contente en fait d’étaln classement des attributs
(éventuellement en leur attribuant une note). On se troowe dbligé aprés son passage
de déterminer un seuil séparant les attributs que I'on dtdesconserver et ceux que I'on
rejette.

En fonction de cette sélection, on distingue quatre typatributs (voir figure 5.1.2).

— VP : Les Vrais Positifs. Ce sont les attributs qui sont periis et qui ont été détectés
comme tels par I'algorithme,

— FP : Les Faux Positifs. Ce sont des attributs non-pertsnguait ont été considérés
comme pertinents par I'algorithme. En statistiques, oihepait d’erreur de seconde
espece,

— VN : Les Vrais Négatifs. Ce sont des attributs non-pertisgui ont été détectés
comme tels,

— FN : Les Faux Négatifs. Ce sont des attributs ayant étéesgpar I'algorithme et
qui sont effectivement non-pertinents.

Notons immédiatement quéP + FP + VN + FFN = N, (puisque ces catégories
partitionnent sans recouvrement I'ensemble des attijibuts

Pour un algorithme idéal on EP = F'N = 0. Puisque le monde n’est pas parfait,
on essaye simplement d’avditP (resp F'N) petit par rapport au nombre total d’attributs
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Densité de la répartition des valeurs données par 1'algorithme
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FiG. 5.1:Visualisation du positionnement 8&P, F P,V N, F'N en fonction du seuil de tolérance.
Pour une séparation parfaite, on voudrditN = F'P = 0. Plus le seuil est faible -sélection faible-
plus on réduitF' N (maisF P grandit) et plus le seuil est élevé -sélection forte- plusémuit F' P
(maisF' N grandit).

pertinentsl’ P + F'N (resp. non-pertinent8 N + F'P). Classiquement, on définit deux
notions :
— La précisiorp, qui mesure la probabilité qu’un attribut donné comme perit par

I'algorithme le soit effectivemeng = VP T FP
— Le Rappel, qui mesure la proportion d’attributs positifs détectésliadgorithme.
VP

"TVPYFN

Un algorithme idéal présenterait une précision et un rageél Dans la pratique, ces
deux notions sont antagonistes. En effet, il est facileatawne précision élevée, il suffit
pour cela de ne déclarer pertinents que des attributs psguéds il ne subsiste que peu de
doutes. Linconvénient est alors que tous les autres atfrisont déclarés non pertinents
(on peut faire I'analogie avec un étudiant qui ne répondmaiaux questions dont il est
sdr de la réponse, quitte a ne pas répondre aux autres, oreeve la notion de systeme
correct en logigue). Il est encore plus simple d’avoir urpelplel : il suffit de déclarer
que tous les attributs sont pertinents. En effet tous lebats pertinents seront forcément
dans la liste, on se doute bien que la précision de cetteitpadn’est pas fabuleuse. .. On
peut cette fois faire 'analogie avec un étudiant qui répaitédystématiquement a toutes
les questions quitte a se tromper.

Il semble donc intéressant de disposer d’'une courbe dorp@unt un algorithme
donné, la précision en fonction du rappel (cette courbet éhtenue en faisant bouger
le seuil de sélection de notre algorithme). Cependant,raidpel varie toujours enti@et
1 en fonction du choix de notre seulil, il n’en va pas de méme peprécision qui elle
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varie entre la proportion initiale de pertinents daviset les performances maximales de
I'algorithme. On peut méme imaginer que la précision negastune fonction croissante
en la valeur du seuil. Pour remédier a cet inconvénient, orplace la précision par le
taux de faux négatifs = VPZ%. On obtient alors ce que I'on appelle la courbe ROC de
I'algorithme (Receiver Operating Characteristic). Cali@peut étre envisagée comme une

« courbe de caractéristiques d'efficacité ».

Exemples de courbes ROC
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FiIG. 5.2 : Exemples de coubes ROC. Remarquez I'ordre de grandeur de $aus chacune des
trois courbes.

Voyons tout de suite, quelques cas particuliers de couflupsé 5.1.2) :

— Le courbe ROC idéale, est le poiit 1). Il s’agit d'un cas limite ou I'algorithme
détecte parfaitement tous les attributs pertinents sangigase tromper.

— Pour un algorithme non informatif, on se situe sur la diag@mui passe par le
point 0. En effet, si le seuil ne permet pas de discrimineipledinents des non-
pertinents, la proportion d’attributs détectés commetgesgst la méme parmi les
attributs pertinents et non-pertinents.

— Trouver une courbe sous-diagonale pour un algorithmeoesthe. En effet cela
signifie qu'il sépare effectivement les attributs pertitsedes non pertinents mais
en se trompant : il déclare positif préférentiellement déxsbaits non pertients et
négatif des attributs pertinents. Souvent il s’agit d’'uteldug sur la sortie des
résultats de I'algorithme.

La courbe ROC usuelle est une fonction croissante concatanpale (0,0) pour
arriver en(0, 1). Elle est d’autant meilleure que la courbe se situe prochgoaitut (0, 1)
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et loin de la diagonale. En théorie, le caractére croissacdmcave n'est pas obligatoire
mais au vu de la méthode de détection de notre algorithmssg@taent des attributs et
choix d’un seuil), il ne peut pas en étre autrement.

Suite a ces quelgues remarques, il vient naturellemerétd’'ae résumer la qualité de
I'agorithme par I'aire se situant sous la courbe ROC. C’'estjge I'on appelle le critére
AUC (Area under the Curve).

— Une AUC del est le résultat idéal ;

— Une AUC del /2 représente le cas non informatif (la diagonale) ;

— Une AUC inférieure & /2 est louche. ..

5.1.3 Forme de la courbe ROC

Plus 'algorithme est performant plus sa coube ROC est grdeHa courbe idéale. En
fait il n’est pas correct de parler de « la » courbe ROC d’umatgme car celle-ci dépend
bien sar des données considérées.

— Généralement, plus on fournit d’exemples d’apprentissad’algorithme, plus

celui-ci se comporte bien.

— D’un petit nombre d’attributs entraine de meilleures perfances.

— Mécaniquement, la valeur d& (nombre d’attributs réellement pertinents) a elle
aussi un role dans I'allure de la courbe ROC. En effet, méroa siavaille avec des
taux pour éviter les problémes les plus flagrants, il n’en elem® pas moins qua
a une influence. ..

— De I'adaptation de I'algorithme au données traitées. ilmsourbe ROC d’un al-
gorithme de sélection ne considérant pas les effets crem@strés mauvaise par
exemple sur un concept disjonctif.

— Parfois on peut méme observer une part stochastique dansdale décision. Dans
ce cas, la courbe ROC devient en fait une espérance.

A partir de ces constatations, on peut-construire une skripseudo-courbes ROC
artificielles (correspondant a un algorithme de sélectioaginaire). On peut également
estimer les performances d’un algorithme réel. Pour celssrmyons besoin de données
pour lesquelles les attributs vraiment pertinents sonnhaen(soit provenant d’'un pro-
bleme résolu, soit d’'un probléme artificiel). En effet, iest pas possible dans le cas de la
sélection d’estimer la courbe ROC (pour la sélection) péidation croisée (dans ce cas
la courbe ROC estimée est celle de la classification).

Pour générer des courbes ROC évoluant selon des parametieavons utilisés deux
méthodes. La premiere est completement artificielle : ond@éanalytiquement de la
forme a donner (voir la figure 5.3 pour des courbes généréesta @'exponentielles).
Une seconde méthode consiste a prendre un algorithme radédaire tourner sur des
données dont on connait par avance quels sont les attribaiagnts (en les générant
artificiellement par exemple). C’est ce qui a été fait surdare 5.4.
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, 0 o
nombre d'exemples taux de faux positifs

FiG. 5.3 : Evolution de courbes ROC artificielles en fonction du nontbegemples.

0.2

nombre d’exemples 0
taux de faux positifs

FIG. 5.4 : Evolution des courbes ROC de RELIEF avec deux voisins damgieldasse sur des
jeux de données artificiels en fonction du nombre d'exen{pl@sattributs, 10 pertinents, bruit
0.5).
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5.2 Séquence Active d’apprentissage

5.2.1 Algorithme

On suppose que I'on dispose d’'un algorithrh€ou éventuellement d’'une série d’al-
gorithmes) capables de sélectionner un sous ensemblahlitgta partir d'un ensemble
d’exemples. Cet algorithme est caractérisé par ses colRO€3 qui lientr, le taux de
faux positifs au rappel. De plus on suppose que plus I'on fournit d’exemplesglus sa
courbe ROC se rapproche de la courbe idéale.

Pour obtenir ces exemples, on suppose que I'on doit payequastité proportion-
nelle au nombre d’attributs mesurés. Notans,. le nombre maximal de mesures d’attri-
buts que I'on peut effectuer. Au départ nous disposonsgktributs. Dans une utilisation
classique del, on demanderaN, /C,,....| exemples puis on choisira le compromis voulu
entrer et sur la courbe ROC correspondante.

Pour des raisons pratiques, on supposerakg@xemples contenam{, attributs sont
offerts. Cela ne change pas le probleme d’optimisation peaiset de tenir compte d’al-
gorithmes qui nécessitent un nombre minimal d’exemples pouvoir étre utilisés (tel
RELIEF).

Au commencement, on dispose donc Mg attributs dont seulemenk sont utiles
(le but étant de les identifier le mieux possible). On dispt&@ dek, exemples (de
taille V,). Notre stratégie active, consiste a éliminer progressest les attributs dont on
pense qu’ils ne sont pas pertinents afin de se focaliser suattebuts pour lesquels il
est plus difficile de trancher. L€ pas de notre stratégie consiste a conserveﬂ(}fg}0 k;
exemples dont on dispose déja et a en demakidesuveaux. Ces nouveaux exemples ne
contiennent d’'information que pour les attributs qui ot énsidérés comme pertinents
au pas précédent { 1).

Tout ceci peut se résumer ainsi :

ko exemples A ko + k1 exemples A Z?:o k; exemples
Ny attributs — N attributs — No attributs
choix deky,r1, 71 (choisis parA) choix dekz,r2, 72 (choisis parA dans lesV; précédents)

Il faut cependant faire attention dans ce processus a bemglier la différence
entre le rappel et taux de faux positifs lors de chaque apjobic de A avec le rappel
et taux de faux positif du processus complet (c’est a direrersi I'on était passé en
une seule étape d¥, attributs aN;). On notera/ P;, V N;, F'P;, F'N; les valeurs locales
VP, VN;, FP;, FN, les valeurs pour le processus complet a I'étape
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On a les liens suivants entre ces valeurs :

VP, =VP, car les attributs considérés comme pertinents sont unigoemnt
sélectionnés lors de la derniére étape.

FP, =FP, pour la méme raison.

VN, = Z VN, Les attibuts considérés non-pertinents sont tous lebattriejetés

lors d’une étape précédente.

FN; = Z FN, pourla méme raison.

De plus on peut écrire :

VP = A
VN, = 0
FPy, = Ny—A
FNy = 0

Car a ce stade, tous les attribus sont «retenus».

Soit’H, I'hypothese :

VPS = AH’T‘Z

=1

VN, = Y- mdImh-a)

FP, = (HTi)(NO —A)

s 7

FN, = Y (JJa-r)a

i=1 j=1

Nous allons prouver par récurrence que pour toute étapé, H, est vraie.

Pours = 1, en utilisant la définition du rappel et du taux de faux pésitin a :

FP,
’T = _—
! FP, + VN,

VP,
T =

VP + FN;
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En utilisant cette fois les définitions deet NV, on obtient :
(1 — Tl)Fpl +71VN1 =0
(]_ — rl)VPl — TlFNl = 0
VPL+ VN, +FP, + FN; =N,
VP1 + FNl - A
Ce qui nous conduita :
Vpl = A- (&1
VN1 = (1—7'1)(N0—A)
FP1 = Tl(NO—A)
FNl = (1 —’I"l)A

De plusV' N; = VN, et FN, = F'N; donc I'hypothése est valable paue= 1 (cas de
base ou d'initialisation de la récurrence). Notons @je= V P, + F' P,.

Supposons maintenant ql#& est vraie pour un rang. Nous allons montrer qu’elle
I'est aussi au rang + 1.

Au pass + 1ona

(1 = 7e11)FPe1 + fpss1VNgy1 =0

(1=re1)VPyy —rep 1 FN =0

VPg1+ VN1 + FPoy1 + FNgyy = Ny =VP, + FPs
VPi+ FN, =VP,

Ce systeme admet pour solution :
VP = rgVFEs
VNyy = (1—17441)FP,
FPy, = 7 FP;
FNg1 = (1 - 7“5+1)Vps

Avec I'hypothese de récurren@é,, on obtient en utilisant le lien entre les valeurs locales
et globales :

VP5_|_1 = (AHT,) '7‘5+1
i=1

Ny = (0 =m0 )+ (= ) [T )Mo - )
FP, = (HTi)(NO—A)‘TsH

FNep = (Z(H(l—m))ﬁ>+(l—rs+1m

i=1 j=1
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Donc par récurrencé, est vraie pour tout entier > 1.

Nous avons donc une expression pour le taux de faux positifappel et le colt pour
toute étape > 1:

VP, 1
T = =
T FP,+VN, (1—7
1+ Z )
] % J
VP, 1
Rappel = b FN, ~ ")

1+Z HJ .

Colt, = Noko+z (ki A( Hn + (No — )(Hn))

Petit point désagréable : la dépendanceefnombre d’attributs réellement perti-
nents) ne disparait pas de I'expression du co(t final. Paresoles autres expressions
sont relativement simples, quoique difficiles a optimisas formules sont absolument
génériques et ne font pas d’hypothéses4ubans la pratique, on devra choisir les diffé-
rentes valeurs di; (nombre d’exemples demandés a I'étapet der; (ou der;); le lien
entrer; etr; étant donné par la courbe ROC decorrespondant au nombre d’exemples et
d’attributs a I'étape.

5.2.2 Optimisation

Connaissant les courbes ROC d'un algorithme de sélectidiorestion du nombre
d’exemples et d’attributs, pour un colt maximum fixé, il essgible d’essayer d’opti-
miser les choix du nombre d’exemples que I'on demande a ehétape pour obtenir la
meilleure courbe ROC possible. Notons toutefois que lesm®ROC présentées ci-aprés
sont optimisées point par point. C’est a dire que I'on se fixéaux de faux positif visé
et on optimise le rappel sous la contrainte du Co0t borné. €ut fput de méme savoir
quelle sera I'allure de la courbe ROC sur laquelle on effedtuchoix, mais la sélection
finale des attributs n’est disponible que pour une seuleuvala taux de faux positifs.
Cela provient du fait que tous les attributs ne sont pas €kkss uns par rapport aux
autres (en particulier les attributs éliminés dans les pFers étapes)A contrario,dans
une utilisation classique en une seule étape, il est pessébtiéplacer le long de la courbe
ROC. En effet, I'algorithme classant tous les attributta cerrespond a déplacer le seuil.

Il est important de comprendre qu'’il n’est pas possible desger plus loin I'opti-
misation si I'on ne fait pas une hypothése sur le lien entet . Dans la suite, ce lien
est donné par des courbes ROCs dépendant des parametresbre d’exemples dispo-
nibles, nombre d’attributs a I'étape en cours. Les courbes abtenues sur des données
artificielles générées de la méme maniére que les donnéestde t
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Une fois déterminée la courbe ROC de I'algorithme en fomcties parameétres précé-
dents (comme pour les figures 5.4 et 5.3 ou est représent@ditidn de la courbe ROC
en sélection en fonction du nombre d’exemples fournis). gtimuse les valeurs dés et
desT;. Ici on s’est limité a une sélection en trois étapes et lioation a été effectuée
par la force brute. Pour avoir davantage d’étapes, il fatgea exemple avoir recours a
des techniques d’optimisation par algorithmes génétigaegxemples.

FIG. 5.5 : Optimisation pour les courbes ROC de RELIEF. En abscissex: deufaux positifs. En
ordonnée : Rappel. En rouge : courbe ROC obtenue brutalentens (es exemples en une seule
étape). En bleu : Courbe ROC optimisée pour une demande deges en trois étapes. Le codt
maximum autorisé est successivementQie 5000 et 10000.

On peut tirer quelques enseignements de ces expérimergatio

— Sinos ressources sont trop faibles, peu de gains sontéledte. En effet, si le colt
maximal autorisé est petit, on ne tire pas de bénéfice a éirprogressivement des
attributs car I'on n’est pas suffisament sdr que les prenaitiributs éliminés ne sont
pas pertinents.

— Si nous ressources sont trées élevées, encore une fois les gant
faibles. . . Intuitivement cela provient du fait que si 'oeyt payer pour effectuer
beaucoup de mesures, autant étre le plus sir possible deatassification et ne
négliger aucun attribut.

— Entre les deux, il existe une plage ou I'apprentissagé tretison épingle du jeu.
Ceci est d’autant plus vrai si tous les attributs n’ont pasti® méme niveau de
pertinence et que la présence de bruit dans les donnéespestamte.

— Plus la courbe ROC est applatie au voisinagd dplus les gains possibles sont
importants. C’est logique puisque nous éliminons progvessent des attributs, on
a donc tendance a utiliser I'extrémité de la courbe.

On en conclut gu’en général il existe un intervalle de colil eat intéressant d’avoir
une approche active. Cet intervalle peut se déterminefgizsérvation des courbes ROC,
et il serait intéressant d’essayer de I'évaluer en fonatierta rapidité de I'évolution des
courbes ROC vers une courbe idéale (en fonction du nombreiiples). De méme il
faudrait essayer d’évaluer le gain (augmentation d’AUC eog@mple) en fonction de la
valeur tangente ehde la courbe.

A noter qu’en plus de se focaliser sur une élimination detbats les moins perti-
nents, on pourrait conjuguer a cela la sélection immédiaseatiributs semblant les plus
pertinents (ce qui correspond a travailler avec le débuadmurbe ROC plutét qu'avec
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FIG. 5.6 : Optimisation pour les courbes ROC atrtificielles. en abscisgsux de faux positifs. en
ordonnée : Rappel. En rouge : courbe ROC obtenue brutalentens (es exemples en une seule
étape). En bleu : Courbe ROC optimisée pour une demande deges en trois étapes. Le codt
maximum autorisé est successivemer2iie 500 et4000.
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la fin). Le principe reste le méme sauf queé® échange son rble ava¢N et F'P avec
F'N. On retrouve une différence semblable a celle entre lesoappsforward, backward
ettop-down

Dans tous les cas si on est capable d’effectuer I'optinusatiotre intérét est de le
faire en tenant compte des deux extémités de la courbe. Sinanintérét a se concentrer
sur I'extrémité de la courbe ROC qui se comporte le mieuxdpeaangente horizontale
en1 pour I'élimination des non-pertinents, et proche d’'unegtamte verticale ef pour la
sélection immédiate). Dans tous les cas si ces deux valentrsmauvaises, une approche
active est a procrire : les incertitudes sur le comporterdenalgorithme sur les données
réelles (qui ne seront forcément pas les mémes que cellassgrai a estimer les courbes
ROC) risquent de réduire a néant les gains (voire méme dendenles performances).



Chapitre 6

Ensemble Feature Ranking

6.1 Etatde I'art

Dans la suite nous traiterons uniguement de concepts bmairutiliserons les nota-
tions suivantes :
— L'ensemble d’apprentissagecontientn exemples;
- &= {(l’l,yl), x; € Rd, Y; € {—1,1}, 1= 171}
— Lei-éme exemple est décrit par les valeurs dedsaft$ributs ;
— L'étiquette (ou label); de chaque exemple indique si I'exemple appartient a la
classe du concept cible (exemple positif) ou non (exempatifg

6.1.1 Classement univarié d’attributs

Dans les approches univariées, on attribue a chaque attritacore indépendamment
des autres attributs. C’est la maniere la plus simple dedaierc Elle est prise en défaut
sur de nombreux points, en particulier elle ne peut pas t#tkcredondance des attributs
ou des concepts disjonctifs.

Le score est calculé a partir d’'un test statistique, quantifia qualité d’un attribut
pour la séparation des exemples positifs et négatifs. Ranpbe le test de Mann-Whitney,
réputé pour étre capable de classer les attributs selongné de pertinence. On associe
au k-ieme attribut le scord/W (k) défini selon [Pepe et al.; 2003] par :

MW (k) = Max { Pr(z;) > x| yi > v;), Pr(zieg <zjr|vi>y;)}
Ou P(z;r > ;i | v > y;) est la fraction des paires d’exemples (positif,negatifese
que l'attributk classe I'exemple positif plus haut que le négatif. Ce @itst équivalent

au test de la somme des rangs de Wilcoxon, qui est lui mémeadeni au critere AUC
(aire sous la courbe ROC [Yan et al.; 2003]).

138
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6.1.2 Classement univarié d’'attributs associé a une orthagalisation
de Gram Schmidt

Dans [Hervé et al.; 2003], il est proposé une extension gpiache univariée, basée
sur un procédé itératif. Le score associé a chaque attribygreportionnel a son cosinus
avec le concept cible :

Zzlzl Tik-Yi

Z?:l x?k

score(k) =

En deux étapes, le processus consiste a :
1. Déterminer I'attribut courant maximisant le score piban ;

2. Projeter tous les attributs restants et le concept ciblBrg/perplan perpendiculaire
a l'attribut k.

Le critere d’arrét est basé sur une étude analytique d’unabla aléatoire définie comme
le cosinus du concept cible avec un attribut aléatoire amié

Cette approche résout les problémes liés a la présence dedaace dans les don-
nées mais continue a souffrir de la myopie caractéristigaseaghproches gloutonnes (sans
backtrack).

6.1.3 Approches basées sur 'apprentissage

Plutdt que de s’intéresser un a un aux attributs, il est ptessie travailler conjointe-
ment avec un algorithme d’apprentissage (souvent appef@@sches embarquées). Ce
qui peut permettre de tenir compte des relations entre iebws [John et al.; 1994].

Quand on apprend une hypothése linéalrex{ = Zle w;x; [+b]), on associe un
score a chaque attribét qui est la valeur absolue de,. Plus le score est éleve, plus
I'attribut est pertinenten combinaison avec les autres attributs

Une approche itérative en deux pas appellée SVM-RecursatuFe Elimination est
proposée par [Guyon et al.; 2002]. Dans chaque pas on predésie

1. On apprend un SVM linéaire ;
2. Les attributs sont classés par poids décroissants elugsauvais sont éliminés.

Une autre approche, basée sur la régression linéaire [Bi;2Q903] utilise une ap-
proche aléatoire pour essayer d’accroitre la robustedas.@?écisément, un ensemble
d’hypotheses linéaires sont calculées a partir de sousrdries indépendant des don-
nées d’apprentissage. Le scoreidéme attribut est la moyenne des poids de cet attribut
parmi toutes les hypothéses apprises grace a ces souskese@ependant, cette ap-
proche n’est possible que si I'on dispose de suffisament deéks ; en effet les sous
ensembles doivent étre beaucoup plus petits que I'ensetiebteus les exemples afin
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d’assurer la diversité des hypothéses linéaires (ce qluesertain champs d’application
comme l'analyse des puces a ADN).

Un autre travail moins connu, a été fait dans [Guerra-Salaatd Whitley; 1999]
sur 'apprentissage d’'un ensemble d’hypotheses par umitdgee génétique lors de runs
indépendants. L'algorithme recherche un sous ensembitilids (individu génétique)
qui est évalué par le résultat d’'un algorithme de classifiogk plus proches voisins dans
I'article) utilisant ces attributs.

6.2 Ensemble Feature Ranking

L'idée est ici d’adapter ROGER (voir 10) a la sélection diatits. En fait plutt que
de faire de la sélection, il est souvent pertinent de comergoar établir un ordre sur les
attrituts (eature Ranking Comme ROGER est un algorithme évolutionnaire, plusieurs
ordres différents sur les attributs vont étre découvedasrallons essayer d’en déduire un
plus satisfaisant par un systéme de votes (comme ddraglgng.

6.2.1 Notations

En s’inspirant des techniquesettisemble learningcombinaisons de différents mo-
deles, [Breiman; 2003]) et des algorithmes aléatoires ¢Bisp and Saitta; 2003], nous
voulons combiner des ordres indépendants sur les attéous ordre que nous espérons
plus robuste. Nous noterog un ordre sur les attributs (il s’agit simplement d’'une per-
mutation de{1...d}). Sans perte de généralité, nous supposerons que lesitisimt
donnés par pertinence décroissante (i.e. I'attribegt moins pertinent que I'attribyitssi

i < 7).

Supposong)y, ... O, T ordres d’attributs indépendants et identiquement diségh
Pour chaque pairg@, j) d'attributs, notonsV; ; le nombre d’ordre$), qui classent I'attri-
buti avant l'attributj. On pose égalemeit ; = Vrai si et seulement sV, ; > % Nous

allons commencer par voir que I'on peut construire un ordpadir des variables’ ;,
puis nous étudierons sa qualité.

6.2.2 Consistent Ensemble Feature Ranking

Pour obtenir un ordre a partir dés ;, il faut que ceux ci définissent une relation
transitive. C’est a dire quE; , est vrai siY; ; etY;, sont vrais; si ceci est vrai pour tout
i, j, k ont dira alors que les ordrég,, . . ., O sontconsistants

On travaille a partir de I'ordre idéal des attributs (Ceurétant ordonnés par ordre
de pertinence, I'ordre que nous souhaitons retrouver,@st . ., 7). Les perturbations de
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cet ordre seront modélisées par des variables booléefine©On définitX;;(O;) comme
étant vrai si et seulement 6l;, échange les positions relatives des attribuasd ; (i.e.

(Ou(i) < Oulj)) # (i < J))-

Comme dans [Rosset; 2004], pour I'étude théorique, noupasgrons que les va-
riablesX; ; sont des variables indépendantes suivant une loi de Bélirdriméme pa-
rametrep. Cette supposition est bien sar réductrice. La supposdiomépendance est,
comme souvent en statistiques, fausse. Cependant ellepéiobtenir des résultats ana-
lytiques sur la qualité de I'ordre obtenu par EFR. En effatgeant plus rigoureux dans
la modélisation des permutations, on se heurte rapiden@imhportantes difficultés ma-
thématiques.

Proposition 6.1 Soitp le taux d’erreur de 'ordre0;, i.e. la probabilité pourO, d’échan-
ger les positions respectives d’'un couplej) d'attributs (p = Pr((O:(i) < O:(j)) #
(i <4)))

Sip = % — ¢, € > 0,alors Oy, ...,O7 sont presque surement consistants quarend
vers l'infini.

Démonstration :

Soits, 7, k trois attributs distincts tels qu€; etY); soient vrais.

Y;; compare la loi de Bernoullk B(T,, p) (moyenne d€" réalisations de la variable boo-
léenneX;; suivant une Bernouilli de parameip, au seuil de la majorité.

D'ou: Pr(i < j|Y;;) = Pr(#B(T,p) < 3). Posons) = Pr(zB(T,p) < 3).

Puisque nous avons supposé queXesetaient indenpendants identiquement distribués,
Pr(i < k[Yj; A Yje) = n*.

Ce qui nous donn@r(—Yis|i < k) = Pr(
Finalement :

1
T

PT(_| Zk‘}/”/\}/jk) < PT(Z>I€D/”/\}/]]€))+PT(_| Zk‘l<l€)XP7‘(Z<I€D/”/\)/Jk)
= 1-")+1-n)xn*=1-7p

En utilisant I'inégalité classiquér(|+8(T, p) — p| > €) < 7=, on obtient la conver-

gence de) vers1 quandT tend vers I'infini, ce qui prouve la convergence presque.sire

6.2.3 Convergence

Si I'on suppose la cohérence des ordres d’attrilbytde classement finad* se définit
naturellement en comptant pour chaque attridetnombre d’attributg qui sont classés
avant: pour plus de la moitié deS, ( O*(i) = Card{Y}; true, j = 1..d}).

La convergence du vote est étudiée par rapport a la prot#abid mal classer un
attribut ¢ d’au plust rangs P(|O*(i) — i¢|) > 7). Ici encore, pour pouvoir traiter les
résultats analytiquement, nous supposerons que cettalplitd d’erreur ne dépend pas
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du véritable rang de I'attribut Encore une fois, cette supposition est fausse en pratique
puisque la probabilité de se tromper légérement sur le rasgnekilleurs ou des moins
bons attributs est biaisée par rapport aux autres attriGegsendant, cette étude se focalise
davantage sur la probabilité de se tromper de beaucouposdrd’ des attributs(grejeter

un attribut faisant partie du top 10 alors que I'on conse®&Sles attributs).

Proposition 6.2 Soit p* la probabilité pour le vote d’échanger deux attribugs, =
P(Y;; # (i < j)) etsoitr = (d — 1)(p* +¢),e > 0. Alors :

.- . 1
Pr(|O (Z)_Z|ZT)§W

Démonstration :

L'attribut 7 est mal classé d’au plusindices, s'il existe au moins attributsj dans les
d — 1 attributs restants tels que ; # (i < j).

De plusPr(|0*(i) —i| > 7) < P(7B(d — 1,p*) > 7).

En utilisant la méme inégalité que dans la proposition pténée, on obtient :

<P —p* > <
=1 o sPl—gg iz s T

P(
ce qui prouve le résultat.

L'origine de la bonne convergence des votes de classemattrsalits provient du fait
que la probabilit¢* d’erreur du classement final diminue avec le nombre de vefiargn
amplifiantexponentiellement|’avantage d’utiliser un expert par rapport a un classement
aléatoire. De plus la distribution des erreurs de classegstrwentrée syr* x (d— 1) (ou
d est le nombre total d’attributs).

6.3 Validation Statistique du modéle

Commencons par remarquer que les performances d’un systemméection d’attri-
buts est souvent calculée par I'intermédiaire d’'un alonié d’apprentissage placé en
sortie de la sélection. En fait il est difficile d’évaluer laajité d’un systéeme de sélection
d’attributs.

Pour contourner cet obstacle, nous mettons en place un estdgistique permettant
I'évaluation directe de classement des attributs. Ce necslédspire de I'analyse de com-
plexité statistique développée dans la communauté deisdiesditon de contraintes [Hogg
et al.; 1996]. Ces notions ont étées rapportées en Machiamiong par Giordana and
Saitta [Giordana and Saitta; 2000].
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6.3.1 Principe

Dans le paradigme de I'analyse statistique, I'espace dbl¢me est défini par un en-
semble de parameétres d’ordre (par exemple, contrainte nlgitdeet de précision [Hogg
et al.; 1996]). La performance d’un algorithme donné estea®me une variable aléa-
toire, observée dans I'espace du probleme. A chaque pespdce du probleme (valeurs
des paramétres d’ordre), on associe le comportement maykalgorithme sur toutes les
instances du probléme avec les mémes valeurs des paraaiotdre.

Ce paradigme a prouvé son utilité dans I'étude du passagéchelle de célébres
algorithmes d’'apprentissage et dans la détection de zatiéshec» inattendues ou les
performances chuttent soudainement au niveau d’'une déastatoire.

6.3.2 Parametres d’ordre

Pour la sélection d’attributs, nous définissons sept parasd’ordre :

— Le nombre d’exemples;

— Le nombre total d’attributg ;

— Le nombre d’attributs pertinents Un attribut est appellé pertinent si et seulement
s'il intervient dans la définition du concept cible.

— Le type de concegt linéaire ( = 1) ou non linéaire (= 2), avec :

l=1: yix)=1 Ssi(i x> 8) (6.1)
I=2: yx)=1 ssi(zr:(xi —.5)?%<s) (6.2)

i=1

— La redondancek(booléen) des attributs pertinents. En pratique, la redocelast
obtenue en remplacantattributs non pertinents par une combinaison linéaire-choi
sie aléatoirement desattributs pertinents.

— Le taux de bruit dans les étiquettes des classes (flip du label avec une pitébab
e).

— Le taux de bruitr dans les valeurs des attributs : chaque valeur est pertpdréee
I'ajout d’un bruit gaussien tiré selon ué (0, o).

6.3.3 Génération de problemes artificiels
Pour chaque pointn, d,r, [, k,e,o) dans I'espace du probléme nous générons des
instances indépendantes du probleme d’apprentissage.

Les d attributs desn exemples sont tirés uniformément dgnsl|. L'étiquette de
chaque exemple est calculée selon I'équation (6.1) pedarl (resp (6.2) poui = 2).
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Le seuils auquel se référe le concept cible est migadans I'équation (6.1) (resprd 12
pour (6.2)), afin de garantir une répartition équilibrée ebemmples positifs et négatifs. On
ne tiendra pas compte ici des difficultées supplémenta&es hux distributions biaisées
des exemples.

Dans le cas ou on s'intéresse a la redondakce: (1), on remplace- attributs non
pertinents par une combinaison linéaire choisie aléaterd des attributs pertinents.
Enfin on insére le bruit a la fois dans les étiquettes et suattebuts. Les labels calculés
sont « flippés » avec une probabilité&t on ajoute un bruit gaussien de varianée

Ce générateur de problémes differe de celui de [Guyon arsdésff; 2003] sous plu-
sieurs aspects. Ainsi [Guyon and Elisseeff; 2003] ne g@#®e qu’aux concepts cibles
linéaires (définis comme étant une combinaison linéaireatteibuts pertinents), ce qui
fait que le concept cible ne dépend pas de la méme maniéreuddet® attributs. Dans
notre modéele tous les attributs utiles ont la méme pertieeDe plus, nous traitons une
portions des problémes non-linéaires.

6.3.4 Format des résultats

Le classement des attributs est fait en se basant sur ddsesoROC. A chaque index
i € {1...d}, on associe la portion des attributs réellement pertingatpectivement la
portion des attributs non-pertinents ou faussement pents) qui ont un rang plus haut
ques, NotéT'R(i) (respF R(i)). On appellerg (F R(i), TR(i)),i = 1,...,d} la courbe
ROC-FS associée@.

La courbe ROC-FS permet de visualiser le compromis effggandalgorithme entre
les deux objectifs : donner de hauts rangs (resp de bas rangsgitributs pertinents (resp
non-pertinents). La courbe ROC-FS associée a un classeyadait (classant tous les
attributs pertinents avant les non pertinents), atteaqtlimum global0, 1) (pas d’attribut
non pertinent de sélectionné&,kR = 0 tandis que tous les attributs pertinents ont étés
conserved' R = 1).

En regardant les courbes ROC-FS, on peut facilement éwsiluaralgorithme de clas-
sement d’attributs est plus efficace qu’un autre. De pluslalie donne une image précise
des performance de l'algorithme. En effet, le début de lalm®montre la pertinence des
attributs les mieux classés (suggérant éventuellemenrapim@che itérative comme dans
[Hervé et al.; 2003]) ; tandis que la fin montre a quel pointdésbuts les moins bien
classés sont inutiles (suggérant une approche par éliimmaticcessives comme dans
[Guyon et al.; 2002]). On peut méme imaginer a partir d’'ungogmaphie des courbes
ROC-FS en fonction des parametres d’ordre d’'un problémeyessl’optimiser une série
de choix de seuils.

En bref, nous définissons trois indicateurs de performanae yn algorithme de clas-
sification d’attributs.
— Le premier, noté, mesure la probabilité pour I'attribut le mieux classé dgber-
tinent, reflétant ainsi les qualités de I'algorithme dane utilisation forward.
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— Le second notg,, est le plus mauvais rang d’un attribut pertinent diviségaeflé-
tant ainsi le comportement de I'algorithme dans le cadreelutilisation backward.

— Enfin, nous regarderons l'aire sous la courbe ROC-FS (AWdQ) peut-étre vue
comme un indicateur global de la performance de I'algorél{fa valeur maximale
1 est obtenue pour un classement parfait).

6.4 Analyse expérimentale

Nous nous intéresserons ici a la validation expérimentaléalgorithme présenté
dans la section 6.2. Les résultats sont comparés a I'étaad€[Hervé et al.; 2003]) en
utilisant le critere cosinus. Les algorithmes sont comparéutilisant a la fois les courbes
ROC-FS et les mesures de performance précédemment défamissadsection 6.3.4.

6.4.1 Protocole expérimental

En suivant les principes énoncés dans la section 6.3, nopsgons une étude expéri-
mentale. Le nombrée d’attributs est successivement choidit®, 200 et 500. Le nombre
r d'attributs pertinents est/20, d/10 etd/5. Le nombren d’exemples est pris &/2, d
et 2d. On regarde a la fois des concepts linéaires et non-lir@awvec et sans attributs
redondants. Enfin, le bruitest réglé &, 5 et 10% et la variance du bruit gaussien est de
0,0.05 et0.10.

Au total on travaille ave®72 points (d,r,m, [, k,e, o) dans I'espace du probléme.
pour chaque poin0 jeux de données sont générés indépendamment. Pour chaque je
de donnéesl5 runs indépendants de ROGER sont exécutés pour construgesgmble
feature rankingD (EFR). Les indicateurs associgs p,, et AUC sont calculés et leurs
médianes sur les jeux de données ayant les mémes paranietdes dont reportées.

Les résultats de référence sont obtenus de maniére sienilaur le criteére du cosinus
([Hervé et al.; 2003)) : pour chaque point de I'espace du lgmle,30 jeux de données
sont généreés, le classement des attributs basé sur le s@sihcalculé a partir des indica-
teurspy, p,, €t AUC puis on calcule la médiane.

Les algorithmes sont codés en C++, exécutés sur des PeNilROGER est para-
métré pour utiliser un (20+200)-ES avec mutation auto-tatae et cross over uniforme
de 0.6. Linitialisation est faite uniformément dajis1] et un seuil d’au plus0000 éva-
luations de fitness est fixé.
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— Cosine, Linear Concepts, M50 N100 n10 Kt— — Cosine, Non-Linear Concepts, M50 N100 n10 K-

1+

0.5

True relevant rate
True relevant rate

— e=0,s=0 — e=0,5=0
- e=0,s=.1 - e=0,s=.1
e e €=10%,s=0 A P e €=10%,s=0 A
o- == e=10%,s=.1 _| ot e s=10%,s=.1 _|
0 ‘ ‘ ‘ ‘ O‘.5 ‘ ‘ ‘ ‘ 1 0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0‘.5 ‘ ‘ ‘ ‘ 1
False relevant rate False relevant rate
(a) concepts linéaires (b) concepts Non-linéaires

FIG. 6.1 : Critere du cosinus : Mediane des courbes ROC-FS sur 30 trginiatasets sur des
concepts linéaires et Non-Linéaires, avee 100,n = d/2, r = d/10. Pas de redondance.

n d r e o m,  pw AUC Py, pw AUC

50 100 10 O 0 0.87 .33 0.920 | 0.97 .10 0.97
50 100 10 O 0.1 0.9 .33 0.916 09 .10 0.97
50 100 10 10% O 0.87 .47 0.87 0.77 .16 0.95
50 100 10 10% 0.1 0.8 .56 0.848/ | 0.83 .17 0.95
100 100 10 O 0 1 .18 0.97 1 .10 0.99
100 100 10 O 0.1 1 .22 0.966 1 .10 0.99
100 100 10 10% O 093 .29 0.944 | 097 .10 0.98
100 100 10 10% 0.1 || 093 .36 0.934 |0.97 .10 0.97

Pas de redondance Redondance

Concepts linéaires

n d r e o Py pw AUC Py pw AUC
50 100 10 O 0 0.03 .93 0.49 0.17 .42 0.74
50 100 10 O 0.1 0.03 .94 0.49 0.1 .45 0.74
50 100 10 10% O 0.1 .93 0.49 0.1 .44 0.73
50 100 10 10% 0.1 0.03 .93 0.51 0.1 .44 0.75
100 100 10 O 0 0 .91 0.3 0.23 .42 0.76
100 100 10 O 0.1 0.03 .90 0.52 0.17 .41 0.75
100 100 10 10% O 0.17 .92 0.52 0.27 .47 0.76
100 100 10 10% 0.1 0.1 .92 0.52 0.3 .46 0.74

Pas de redondance Redondance
Concepts non-linéaires

TAB. 6.1 : Critere du cosinus : Probabilitg, de classer premier un attribut pertinent, Mediane
du rang relatifp,, de l'attribut pertinent le plus mal classé. Aire sous la doeiROC-FS.
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6.4.2 Reésultats de référence

Les performances du critére du cosinus sur des concepésriséet non-linéaires sont
illustrées sur la figure 6.1, ou le nomhteal’attributs estl00, le nombren d’exempless0
et le nombre d’attributs pertinentd 0. Les indicateurs de performance sont resumés dans
le tableau 6.1. Des résultats similaires sont obtenus popius grandes valeurs de

D’excellents résultats sont obtenus pour des conceptaite®® Avec deux fois plus
d’attributs que d’exemples, la probabilitg de classer premier un attribut pertinent est
d’environ 90%. On observe une lente dégradationgeavec I'adjonction de bruits, la
sensibilité au bruit sur les labels étant plus marquée quéesuattributs. Les attributs
pertinents sont dans les tpp attributs ave®,, variant grosso-modo de/3 a1/2.

De plus les performances s’améliorent avec 'augmentationombre d’exemples :
pp atteint100% et p,, passe entré/5 et1/3 pourn = d.

Par contre, sur des concepts non lin€aires, le critere daumge fait pas mieux que
le hasard. Ceci peut s’observer sur les courbes ROC-FS gupsaches de la diagonale,
et la situation ne s’améliore pas en doublant le nombre d¥tes. Notons que les per-
formances sont illusoirement meilleures en introduis@niededondance car I'extraction
des attrituts pertinents se fait partni attributs.

6.4.3 Classement évolutionnaire d’attributs

— EFR, Linear Concepts, M50 N100 n10 k}— —1 EFR, Non-Linear Concepts, M50 N100 n10 kj—

IR
Ci

<] Q
J< <
IS L 1< L
g g
3 05 4 & 05}
e b @ H
g *r'*"" S i
2 o e=0,5=0 = i
= : .. e=0,s=.1 1 = : ]‘*”' e @=0,5=.1
o €=10%,s=0 e e=10%,s=0
oL == e=10%,s=.1 | ok = s=10%,s=.1 |
L L L L 1 L L L L L L L L 1 L L L L
0 0.5 1 0 0.5 1
False relevant rate False relevant rate
(a) Concept linéaire (b) Concept non-linéaire

FIG. 6.2 :EFR performance : Médianne des courbes ROC-FS sur 20 tgsets sur des concepts
linéaires et non-linéaires, avet=100,n = d/2, r = d/10, Pas d’attributs redondants.

L'évaluation se fait selon le méme protocole. LEFR estrelaient moins perfor-
mante que le critére du cosinus dans le cas linéaire. Avex fiésiplus d’attributs que
d’exemples, la probabilitg, oscille entred.3 et0.5 alors qu’elle était entre.8 et0.9 pour
les résultats de référence. Quand le nombre d’exemplesentg, augmente aussi mais
n'atteint qued.55 a0.85 (contre0.93 a 1).
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n d r e o Py pw AUC Py pw AUC

50 100 10 O 0 05 .92 0.67 0.65 .29 0.86
50 100 10 O 0.1 0.5 .80 0.63 0.75 .30 0.85
50 100 10 10% O 0.35 .94 0.61 045 .31 0.85
50 100 10 10% 0.1 0.35 .89 0.62 0.60 .40 0.82
100 100 10 O 0 0.85 .79 0.79 0.90 .23 0.92
100 100 10 O 0.1 0.50 .74 0.77 095 .21 0.92
100 100 10 10% O 055 .77 0.72 0.65 .27 0.89
100 100 10 10% 0.1 ||0.65 .82 0.75/ |0.45 .28 0.88
Pas de redondance Redondance

Concepts linéaires

n d r e o P»  pw AUC P»  pw AUC
50 100 10 O 0 0.20 .75 0.71 050 .26 0.88
50 100 10 O 0.1 0.45 .82 0.68 0.25 .33 0.84
50 100 10 10% O 0.25 .81 0.68 0.30 .32 0.83
50 100 10 10% 0.1 0.25 .88 0.61 0.35 .28 0.83
100 100 10 O 0 055 .63 0.81 0.80 .20 0.92
100 100 10 O 0.1 0.60 .72 0.78 0.50 .22 0.90
100 100 10 10% O 0.65 .78 0.77 050 .20 0.91
100 100 10 10% 0.1 0.40 .72 0.75 0.40 .26 0.87

Pas de redondance Redondance

Concepts non-Linéaires

TAB. 6.2 :Ensemble Feature Ranking avec ROGER : Probahiljtde classer premier un attribut
pertinent, Mediane du rang relatif,, de I'attribut pertinent le plus mal classé, Aire sous la doair
ROC-FS.
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Par contre, dans le cas non-linéaire, 'EFR devient plubbpmante que le cosinug,
est autour d@.3 (contre0.03 a0.1 dans les résultats de référence). De plus en doublant la
valeur den, p, s'éléve .55

Au niveau de la complexité des calculs, le critére du cosastitinéaire par rapport au
nombre d’exemples et ehlog(d) par rapport au nombre d’attributs. Le temps d’exécution
dans I'expérience est négligeable. De méme, pour 'EFRohaptexité est linéaire en le
nombre d’exemples. Par contre, par rappoi B nombre d’attributs, I'évaluation de
la complexité est difficile car la taille de I'espace de reche de ROGER augmente
([0; 1]%4). Expérimentalement, pour = 50,d = 100 le co(t total est dé minutes,12
minutes pour! = 100 et23 minutes pour! = 500.

Les résultats ne sont donc pas encore compétitifs dans linéasre, cependant les
résultats sont prometteurs dans le cadre de problémesiméaires. Il faut maintenant
utiliser des données provenant du monde réel pour évaln&griét pratique de 'EFR. De
plus l'utilisation de classements obtenus selon des rutép@endant de ROGER, permet
de penser qu'il est possible de s’intéresser a des problpluesomplexes d’apprentis-
sage (tels que des concepts disjonctifs par exemple).
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That's All Folks

En conclusion, je voudrais revenir sur les lecons que jiaes des travaux présentés
dans cette these.

Le sujet central est celui des capacités actives de I'afipsage, c’'est a dire la capa-
cité de choisir les exemples les plus utiles et/ou les dasens les plus pertinents pour
I'apprentissage.

L'importance d’un tel choix est claire dans le cadre de li@gopissage humain; on
pourrait méme dire que I'essence de la pédagogie est de saoisir I'ordre dans lequel
les exemples et les exercices vont étre communiqués a €appt, ainsi que la bonne
description de ces exemples.

Notons que la capacité de choisir les exemples et/ou lesipEsos nécessaires pour
apprendre peut étre vue comme « meta », comparée a la cagrapipgendre.
Spécifiquement, le fait de caractériser un exemple commgéieilei» ou « utile » est un
objectif d’un autre niveau, que celui de lui associer unesgadonnée. Plus précisément,
la sélection des exemples d’apprentissage repose ainsnadiagnostic préliminaire, et
sur la confiance en ce diagnostic.

Dans le cadre de I'apprentissage atrtificiel, la sélectiandiscripteurs comme la sé-
lection des exemples d’apprentissage constituent desgonels de pointe : de la résolu-
tion de ces problemes dépend le passage a I'échelle ded'agigsage, et sa faisabilité en
terme d’effort de calcul ou d’effort de I'expert.

Une des premiéres motivations de l'apprentissage acéf, de la sélection des
exemples d’apprentissage, concerne en effet la réductiortalit d’étiquetage des
exemples, et I'effort demandé a I'expert. Dans ce contdateéduction de I'effort d’éti-
quetage a pour contre-partie classique une réduction asmpances d'apprentissage.

Le travail présenté ne fait pas exception : si de beaux @sutiéoriques ont pu étre
obtenus dans le cadre de I'apprentissage actif, les valitaéxpérimentales en ont hon-
nétement montré quelques limites, soulignant s’il en &@ébin la différence entre le fait
de minimiser une borne sur I'erreur en généralisation, &itede minimiser I'erreur en
généralisation elle-méme.

Au contraire, et comme on pouvait s’y attendre, les résuttatenus dans le cadre de
la sélection d’attributs ont montré un bien meilleur accendre les avancées théoriques

151
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et la validation expérimentale. Ceci s’explique par le faie la réduction du nombre
d’attributs influence directement la capacité de I'espatgpbthéses et facilite ainsi
I'apprentissage. Par opposition, la dépendance entreclitdade I'apprentissage et la
distribution des exemples est beaucoup plus difficile aiétud

En résumé, les lecons essentielles tirées du travail adcoomzernent :

— Limportance essentielle de la distribution des exemdRkas ailleurs des motiva-
tions applicatives majeures, allant de I'identification ascept dynamique a la
robotique, remettent en cause I'’hypothese classique gerEatissage artificiel,
concernant la distribution i.i.d. des exemples.

— La difficulté de I'étude théorique du rble de la distributides exemples pour
I'apprentissage.

Dans la continuité de ce travail, mes perspectives de rebber court et moyen terme
concernent la jonction entre I'apprentissage actif et leshog [Freund and Schapire;
1996][Rudin et al.; 2005]. Ces deux approches partagentfenle fait d’agir dans I'es-
pace des distributions des exemples. Le boosting en plegtica été explicitement for-
mulé comme un systeme dynamique, couplant 'espace debdigins sur I'espace des
instances, et I'espace des hypothéses [Rudin et al.; 2004].

Les différences essentielles entre apprentissage adidasting peuvent étre analy-

sées de la fagon suivante :

— Le boosting est un phénomene pourvu de mémoire; une suitgathéses est
construite et utilisée, méme s'’il sS’avére que cette suite@it étre fortement éla-
guée sans réduire les performances [Dietterich; 2000&ka et al.].

— L'apprentissage actif cherche a sur-échantillonner égons dans lesquelles la
variance de l'erreur est maximale; par opposition, le bogstherche a sur-
échantillonner les régions dans lesquelles I'erreur esimmele.

Du c6té du boosting, nous avons donc un critere instablendi&dlonnage (I'erreur) et
I'instabilité du critére est compensée par la mémoire de@ssus ; du coté de I'appren-
tissage actif, le critére est plus stable (la variance dedig), par contre le processus ne
remet pas en cause I’hypothése issue de la distributioréfoadr ce critére ; les éventuels
biais initiaux ne sont jamais corrigés.

Il vient ainsi naturellement de combiner ces deux approairesonsidérant une suite
de distributions, obtenues par combinaison du critéererelgret de variance de 'erreur.

Idéalement, une telle approche devrait permettre de agrestin systeme dynamique
plus stable que le boosting, e.g. évitant les divergences aux exemples bruités [Ratsch;
2001], mais plus instable que I'apprentissage actif, ecduns a méme d’exploiter les
capacités d’ensemble de la suite des hypotheses construite

La clé du probleme, I'ajustement du critere de mélange digneeur et la variance
de I'erreur, conduit a proposer une nouvelle formulatiompligite pour I'apprentissage,
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fondée sur la recherche d’une distribution idéale des elesnplotons qu’une telle for-
mulation rejoint directement le cadre de I'apprentissagrerenforcement.

De facon plus générale en apprentissage PAC, je pense auitdit maintenant es-
sayer de borne (argmin L) — L(argmin L)| plutét quesup ; | L — L|. Ainsi en ne bornant
plus uniformément suf’ tout entier, il est sans doute possible d’affaiblir encexerypo-
theses de régularité et resserrer les bornes (qui sontetroprlaches a mon goat). C'est
dans ce sens que je fais partie du comité de programme d'liecpa PASCAL avec G.
Gavin, S. Gelly, Y. Guermeur, S. Lallich, M. Sebag, et O. aeyt

Je terminerai cette conclusion en remerciant une fois enoat ceux qui m’'ont per-
mis d’arriver ici. Faire une these c’était trop bier@

Enfin, pour ceux qui sont arrivés jusque la et a qui il resteeungte courage, nous al-
lons poursuivre avec quelques présentations sommaireselaravaux effectués pendant
ma thése mais n’entrant pas dans la ligne directrice praheipu purement techniques
(développement de logiciels).
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Quatrieme partie

ANNEXES
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Chapitre 7

Projections aléatoires

En apprentissage supervisé, dans le cas ou le concept dilllans un sous-espace
étant une combinaison linéaire des attributs, SVD est @wsdtonne facon de retrouver le
sous espace en question. On rentre ici dans le domainefdatlae constructionll est
amusant de remarquer que dans ce cas une simple projeci@ioied des donnéesi@
une matrice générée aléatoirement) dans un sous espageefitisonduit également a
de bons résultats (JAchlioptas; 2001][Fradkin and Madjg003]). Ce résultat est prin-
cipalement utilisé en fouille de données pour éviter la chatéon de la dimension avec
un colt computationnel faible (a la place du SVD utilisé fixedrwester et al.; 1990] en
fouille de textes). C’est assez étonnant, mais opérationne

Si une seule projection aléatoire peut déja s’avérer sadamfite, alors pourquoi ne pas
en utiliser plusieurs (choisies indépendamment) et etilis principe duBaggingpour
essayer d’augmenter les performances. En effet les prajscétant indépendantes, on
peut espérer augmenter le degré d'indépendance de chaswappgeenants et donc tirer
avantage dibagging

En pratique, sur des données réelles n'ayant aucune rdisioe fhcilement séparable
par un hyperplan ou par la méthode des moindres carrés, @nobbes résultats intéres-
sants. Il faut cependant faire attention aux éventuelsl@nods de conditionnement qui
peuvent apparaitre (en particulier siI'algorithme d’aggirssage commence par renorma-
liser les données). Au final, on obtient des résultats meslgue par une SVD mais pour
un coup computationnel (beaucoup) plus élevé.
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FiG. 7.1 : Résultats sur I'erreur en généralisation sur les donnéestdllenge TREC (données
textuelles, les textes sont représentés comme des vedtemsts, présents ou non). En abscisse
on donne la dimension de I'espace dans lequel on a projet@abehe a droite et de haut en bas,
erreur obtenue par une projection aléatoire + SVM, erreutesiue par une projection aléatoire
+ moindres carrés, SVD+SVM, SVD-+Moindres carrés et enfingrag de projections aléatoires
(pour les moindres carrés). On s’apercoit que les donnéetkmnt plus facile a traiter dans une
dimension plus petite pour les moindres carrés (nous avénwdtré analytiquement ce compor-
tement). Nos taux d’erreurs les plus faibles (quand on p®jen dimension- 150) sont de la
méme grandeur que les meilleures approches publiées sutoreges. L'apport du bagging est
net (il creuse le trou) et permet de gagner en stabilité.



Chapitre 8

Taylor-based pseudo-metrics

Ce travail s’inscrit dans le cadre de I'optimisation dyngue stochastique. Le prin-
cipe est d'optimise (C(x, A)), ou E est I'opérateur espérana€,une fonction de codt
et A une variable aléatoire: représente le contréle sur lequel nous pouvons agir pour
essayer de minimiser le Codt. On dira quest une stratégie. Par comodité dans la suite
nous noteron& C'(z, A) au lieu deE(C(zx, A)).

Cout moyen dependant de la strategie
10

T T
Cout pour chaque strategie

Cout

1 1 1 1
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Strat@gie

FiG. 8.1 : Allure typique d’'une fonction de Colt en dimensiorse tromper en étant un peu trop
grand dans le choix de la stratégie est moins grave que desggr en étant trop petit.

On suppose de plus que I'on dispose déja d’un dispositiftdinpation trés efficace
sur une certaine classe de variables aléatoires. Tout ledegme est qu’il y a des va-
riables aléatoires pour lesquelles I'optimiseur ne faymtie pas. L'idée est alors de choi-
sir parmi les variables pour lesquelles I'optimisationdbonne, une variable qui est la
plus « proche » possible de celle qui nous intéresse. Cetttegie (guidée par ce qui
se fait en entreprise, en particulier chez EDF) est reptésesur la figure 8.2. Ceci est
dd a I'existence de solveurs relativement rapides (le tepgpsompte vite en semaines
en optimisation stochastique) dans le cas ou le problenszpté une certaine convexité
(naturelle dans le cadre de la gestion de stocks).

On voit donc gu’il est important de savoir mesurer une dista@entre deux variables
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Approximation de A par A oll
Processusaléatoire A——» A’ estle plus proche élément de A
selon une distance

i

A prochede A

On trouve s* stratégie optimale pour A

~

Simulation en utilisant la
stratégie s*
avec le processus A

i

Espérance du Colit de la stratégie st for A
A étant lEroche de A on espére donc que le Colit pour st
est proche du Cout pour s*(meilleure stratégie possible)

Fic. 8.2 : Méthodologie classiqguement utilisée pour résoudre le lgrole de I'optimisation de
E(C(s,A)) quand on a déja un optimiseur pour une certaine classes dehlas aléatoires.

aléatoires. Classiquement on utilise la distance de Kawitoh-Rubinstein [Pflug; 2001]
(qui dans les conditions de lipschitz sont plus performaugige des statistiques de plus
haut niveau [Keefer; 1994]). Cependant ces distance nedrggamais compte de la fonc-
tion de colt. En effet, dans notre probleme, il ne s’agit pagesnent de donner une dis-
tance absolue entre deux variables aléatoires mais biesaler de faire en sorte que
la stratégie optimale poud’ soit la plus performante possible podr Et pour cela, il
semble intéressant de tenir compte de la forme du problefast €& que nous avons fait
en proposant une série de pseudo-métriques basées surrdatefode Taylor.

On considére :

5(A,A) = |EC(s, A') — EC(s, A)|
3.(AA) = | ((TaCls ATA) = ) 2 | 5 Wiamia (1)~ 4772)
avece € [—1,1].

On suppose maintenant qués, s*) < n andd(sy, s*) < 7. Alors

G (A A = )EA<VAC(30,A)(7T(A)—A)
vl g;; Iy ((A) — A7/2

420 1| 55 I5iam )

avece € [—1,1] ete’ € [0, 1]. Donc
ds(A, A" < distance(m, A, sq)

0*C
+|Ea 5”8AQ 13 a,m(ay (A—7(A ))/2+2577|’ B HSAA
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avec
distance(m, A, sg) = |deviation(m, A, so)|
deviation(m, A, s9) = EaVaC(sy, A)(r(A) — A)
Cette «distance» (qui n’en est pas une au sens formel du Jiecomtient des termes
négatifs et peut ainsi étre proche@alors que certains termes sont grands. On peut donc
préférer une version qui semble plus stdéstance’ (7, A, so) = E4|V aC(so, A)(m(A)—
A)|. Nous verrons cependant qu’en pratique cette précautisfemére pas nécessaire.
On peut pousser l'idée et faire un développement de Taylordre 2 :

6s(A, A < distance® (m, A, s0)
B (=1 G iamcan (4= nA)*/6-+ 22 1) 55 I3iam )
Avec distance® (r, A, so) = |deviation'? (7, A, s0)| avec
deviation'® (1, A, s0) = FEaVAC(sg, A)(r(A) — A)
—Fl(’/T(A) — AV H,C (59, A)(m(A) — A)

2
ou H4C(sg, A) désigne la Hessienne 6f(s, .).

_'_

Comme précédemment on définit :
distance'® (1, A, s0) = Fa(|VaC(s0, A)(m(A) — A)]
1
+5(m(A) = A) HaC(s0, A)(m(A) = A)])

Dans nos expériences nous avons pousse jusqu’a I'érdmmme la dérivée troi-
sieme est réputée instable, nous I'avons remplacée palsa ebsolue, qui donne 'ordre
d’erreur sur la dérivée seconde.

De plus on peut raffiner notre modéle pour tenir compte d’untlkadditif dont on
connait la variance. Plus précisément, on défif(it) = a + b, ou b est un bruit addi-
tif ( 7’ devient donc une fonction aléatoire). On optimise albrs(s, 7'(A)) au lieu de
EC(s, A).

EC(s,7'(A)) — EC(s,m(A)) = EC(s,7'(A)) — EC(s, A)

+EC(s,A) — EC(s,m(A))
= deviation'® (7', A, 50) — deviation(r, A, sq)
+error term

Si b est invariant par rotation le terme d’ordtealisparait et il reste
1
iE Tr(H,A)K — deviation® (r, A, s¢)

ou K (choisi par l'utilisateur) est.,(b)? etTr(H, A) latrace de la Hessientt&,C(sg, A).
La distance proposée est donc :

1
distanceg) (1, A, s0) = |deviation® (1, A, s¢) — §E Tr(H,A)K|
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FiG. 8.3 : Résultats en dimensichsans bruit. En abscisse on repére le rang Afeselon la
distance considérée par la courbe. En ordonnée le Co(t ematimn. Pour une «bonne» distance,
on souhaite que le Co0t soit petit quand la distance estepété graphique de droite est un zoom
sur les plus petites distances entdeet 7(A) = A’. On voit que les résultats de Kantorovitch-
Rubinstein sont bien moins bons que ceux de nos distances. dyons obtenus des résultats
similaires en dimension.

5650 runs 5580 runs (0.0652468,0,0729567,0,0911035,0,0718662)

kantorovitch
distanced ——
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FiG. 8.4 : Résultats en dimensidnen présence d’'un bruit additif. En abscisse on repére le rang
de A’ selon la distance considérée par la courbe. En ordonnée [& €o simulation. Pour une
«bonne» distance, on souhaite que le Co(t soit petit quaddstance est petite. Le graphique de
droite est un zoom sur les plus petites distances efite¢7(A) = A’. On voit que I'adaptation

au bruit de la mesure représente un gain important.



Chapitre 9

FISICA

La méthode FsICA est issue d’'un projet sur la reconnaissance de scenes lieg@e
vision. L'hypothese de base est que les régularités préseiains le monde sont traduites
par des dépendances statistiques complexes, et des redead&n objectif des sys-
temes de vision est d’extraire ces dépendances statistitpuelle maniére que les images
puissent étre expliquées en termes d’une collection déwémts indépendants. Cette hy-
pothése de décomposabilité est évidemment tres fortegaieni disent par exemple des
chercheurs comme Bruno Olshausen ou David Field, mais elimgt des traitements
simples et elle semble compatible avec nos connaissanclkescartex visuel.

Par ailleurs, les régularités présentes dans les imagasetias se trahissent par des
corrélations statistiques particulieres, avec, spécialdg, des corrélations non linéaires
(e.g.des corrélations de trois régions ou plus). L'idée est dancheercher un codage des
images en terme de combinaisons linéaires de fonctionssierbprésentant ces corréla-
tions de haut degré ).

De plus, les études de l'aire V1 du cortex visuel, qui fontapfire qu’'une scene
visuelle est codée par un petit nombre de neurones a I'eatéd’une collection qui en
comprend plus d’un milliard, suggérent que le codage @étilist économe ou clairsemé
(sparse-codingdans un systéme de fonctions de base sur-compietrtcompletec’est-
a-dire dont la dimension est supérieure a celle des formaéeso

Le probleme est alors de trouver une base de telles fonajirsoient adaptées au co-
dage des images de scénes naturelles et telles qu’elled salépendantes et permettent
un codage clairsemé des images attendues.

Le probléme de recherche d’'un codage clairsemé

On peut décrire le probleme de recherche du codage linéaireedmage!(x,y)
comme celui d'une base de fonctiopgz, y) satisfaisant :
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I(z,y) = Z%‘@‘(%?J) (9.1)

Le but est de trouver une base qui soit a la fois une loasaplete (permettant la
description de I'espace d’entrée)@airsemée(permettant la représentation des images
avec peu de coefficientg # 0). En d’autres termes, la distribution de probabilité sur
chacun des coefficients devrait étre trés piquée autourae8,des queues épaisses. Une
telle distribution a une faible entropie et permet égalenuenréduire les dépendances
statistiques entre les fonctions de base.

Ce probleme peut étre formulé comme un probléme d’optinaisavec la fonction
de codt :

2 a;
Bla,¢) = Y [I(x.y) = Y aitu(x.9)]" + 5D S() (9-2)
z,y 7 7 v

ouo? = (a?). Le premier terme mesure I'adéquation du code avec I'imagivant une
mesure d’écart quadratique, tandis que le second termetéawvdriser les codes clairse-
més, en fonction de la fonction de cafit

Deux démarches existent. Soit utiliser un code linéaireéstr@priori, comme les
transformées de Fourier ou les représentations en ongleledoit utiliser des représen-
tations dépendantes des données, qui sont ajustées aguenagnt aux statistiques des
entrées. De telles représentations sont apprises direntedrpartir des données en opti-
misant des mesures qui quantifient leurs propriétés désgaBette classe de méthodes
inclue I'analyse en composantes principales (ACP), I'esmlen composantes indépen-
dantes (ICA) [Hyvarinen; 1999, Hyvarinen and Oja; 2000, &ywven et al.; 2001] et la
factorisation non-négative en matrices (NMF) [Lee and §e1899]. Si I'analyse ACP
est trop limitée pour s’appliquer au domaine de la visiontexanche des résultats inté-
ressants ont été obtenus par ICA et par NMF.

9.0.4 Les bases de la méthodasica

Si I'approche par I'analyse en composantes indépendahiesddage clairsemé est
impossible, une approche directe est-elle envisageable ?

En faisant I'hypothése que les données résultent d'une soderformes latentes,
et que ces formes pour étre intéressantes doivent figurisamiment souvent dans les
données, le rapprochement avec la technique de recherahetds fréquents s’impose.
Les données étant décrites par un ensemble de descripattnitsu¢s-valeur), on cherche
les conjonctions d’attributs-valeur présentes dans utaicepourcentage des données.
Grace a certaines contraintes, on peut guider la recherehtelsl motifs de maniere a

L Elles ont a la fois d’intéressantes propriétés mathémesigtune certaine plausibilité biologique, qui
en font une représentation de choix dans les travaux sustérse visuel.
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favoriser la découverte d’'un ensemble de primitives (lesifsjopermettant un codage
clairsemé des données.

A ces contraintes peuvent s’ajouter des critéres suppltaines liées au domaine
d’application permettant de sélectionner les motifs fedga les plus intéressants. Par
exemple, dans le domaine de I'analyse d'images, on poweogi$zr la recherche de fonc-
tions de base ou motifs correspondant a des régions conrmxésdes lignes (voir plus
bas, les résultats expérimentaux).

Les fonctions de base cherchées sont des conjonctionsiluiggtvaleur, on parlera
aussi d'atomes. Dans le cas de lI'analyse d'images, il sladg collections de pixels,
chacun de ceux-ci étant associé a un niveau de gris donndobctéon de base est ainsi
une fonction booléenne prenant la valeurai si la collection d’atomes (pixel = valeur)
correspondante est satisfaite dans I'image étudiée. @rdie le support d’'une fonction
de base est de% si cette fonction prend la valewr ai danss% des images testées.
Réciproquement, on appellera code d’'une forme d’entréeifie image), I'ensemble des
fonctions de base vérifiant cette forme.

Dans ce nouveau cadre, les propriétés désirées du systénuslage se traduisent
comme suit :

1. Représentativité Chaque fonction de base a un support supérietit aElle est
donc suffisamment représentée dans la base d’exemplestpoutike.

2. Parcimonie. Peu de fonctions de base sont vérifiées par un exemple rfeage).
On vérifie ainsi I'une des propriétés du codage clairsemé.

3. Suffisance Tout exemple rend vrai un nombre minimal de fonctions debas

4. Orthogonalité. Pour chaque paire de fonctions de base, l'intersectioexksples
qui rendentvr ai I'une et l'autre est réduite. Les exemples sont donc dépats
des codes différents.

Nous avons adapté la méthode de recherche de motifs frégdans une base de
données pour chercher un codage tendant a vérifier les ptépici-dessus.

La recherche de motifs fréquents de taux de couvertureefaibhs des données dé-
crites par de nombreux attributs ne peut s’effectuer sagrsgoitions. C’est pourquoi nous
présentons rapidement I'algorithme développé a cet effet.

Approche randomisée

Nous avons développé une méthode de construction incréteatd motifs fréquents
par ajouts successifs d’atomes (ici, de pixels d’'un ceneau de gris) en les sélec-
tionnant a chaque pas afin que le motif en construction aatisfaux critéres désirés.
L'exploration des motifs fréquents est donc maintenanthastique, guidée mais non
exhaustive. Des essais successifs peuvent ainsi prodisrieates de motifs différentes.
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Algorithme 4 Recherche itérative et stochastique de motiffréquents.
Parameétres : taux de couvertufd. Nombre de motifs cherchés/¥.
Nombre de motifs trouvés & « 0.
TantQue n < N Faire
Choix dans un exemple; encore peu couvert, d'un premier atomgeprésent dans
au moins% des exemples.
motif — ag
TantQue Taux de couverture de motifs% Faire
Tirer au hasard un atomedez; couvrant au moins% des exemples et peu utilisé
dans les motifs existants et satisfaisant des contraidtdii@nelles sémantiques
(voir section 9.0.5).
Si motif +a couvre au moins% des exempleglors
motif < motif +a
FinSi
Fin TantQue
Fin TantQue

Exploitation pour I'apprentissage supervisé

Une fois N fonctions de base trouvées sur un ensemble d’apprentisshgque
exemple est recodé, devenant un vecteudsooléens prenant la valeur ai ouf aux
selon que la fonction de base correspondante couvre |'ebeemopnon 2.

Dans le nouvel espace d’exemples ainsi construit, il essiptesd’utiliser n'importe
quelle méthode d’apprentissage supervisé. Dans les exjgés rapportées ici, nous avons
utilisé une méthode de classification par plus proche vdigisa exemples d’apprentissage
utilisés pour la recherche de fonctions de base sont égateangloyés comme exemples
étiquetés servant a la classification des exemples testés.

9.0.5 Application a la reconnaissance d’'images

La méthode développée a été testée sur des taches de aéissifitimages de scénes
naturelles et de chiffres manuscrits. Elle implique deursa@s : d’abord une étape de
détermination d’une base de fonctions de base permettaatiderire les données, ensuite
I'emploi du systéme de codage ainsi obtenu pour classer aleeties formes.

Dans le cas de la reconnaissance de scénes naturelled)lierpeconsiste a apprendre
areconnaitre des images de scénes naturelles classéesaaddies (voir la figure 9.1).
Ces images proviennent de la base CORBE{p: // www. corel . com gal l ery_
| i ne/). Les images sont redécrites par 128128 pixels en 128 niveaux de gris. Pour
ces expériences, la base utilisée comportait 1082 imagesties également entre les 12

2Nous avons aussi utilisé une formule d’appariement pluplsautilisant une fonction sigmoide a valeur
dans|0, 1] qui tient compte du nombre d’atomes de la fonction de base@uirent 'exemple, et donnant
un recodage dari8, 1]V au lieu de{0, 1}
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FiG. 9.1 :Echantillon d'images utilisées dans cette étude. Nomsldsses : avions (1), plats (2),
Utah (3), minéraux (4), chiens (5), poissons (6), verresgga@pillons (8), porcelaines (9), figurines
(20), voitures (11), fleurs (12). (Cette figure est repris¢@enquive and Tarroux; 2003]).

classes. Nous considérerons dans la suite que chaque stixel attribut pouvant prendre
une valeur parmi 128. La dimension de I'espace d’entréeast dans ce cas de 32768 =
128 x 128.

Pour I'application étudiée, nous avons fixé a 1000 le nomleréodctions de base
recherchées. Plusieurs bases ont été obtenues en faisgantasmparamétres suivants :

— Taux de couverture: 1%, 2%, 5% et 10%

— Critere sémantique additionnel Nous avons introduit des contraintes supplémen-
taires sur la construction des fonctions de base afin de @ssedquivalences pos-
sibles avec d’autres types de codages classiques en teateiimages. Quatre
conditions ont été testées :

1. Aucune contrainte.

2. Les fonctions de base doivent correspondre a des régionseges sur
'image : un nouveau pixel n’est ajouté a la fonction de baserante que
s'il est contigu a un pixel déja sélectionné.

3. Les fonctions de base doivent correspondre a des lignésrdge (régions
de dimension 1). L'idée ici est de voir si I'on peut forcer st®me de codage
a retenir des contours dans 'image.

4. Les fonctions de base doivent correspondre a des lignssnraables de
'image, c’est-a-dire plus contraintes dans les changésraadirections pos-
sibles. Cette contrainte a été imposée lorsqu’il s’esté@gére la précédente
produisait des «vermiceaux» remplissant des régions epasies lignes.

Environ la moitié des images de la base initiale de 1082 imageit 500, ont été
utilisées pour le calcul des fonctions de base. (Note : radgerithme calcule une base
de 1000 motifs en quelques minutes sur un PC équipé d’'unupeniia 266 Mhz et 384
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Mo de RAM). Les figures 9.2 et 9.3 illustrent le type de fonciae base obtenues pour
certaines conditions expérimentales.

[ 14 [T

FiG. 9.2 : (A gauche) Le détail de quelques unes fonctions de baseusistesur des images 64

64 en 16 niveaux de gris avec un taux de couverture de 1%, dtexohant des régions connexes
de l'image. Dans les images accessibles sur le site intele&nd bleu correspond aux zones qui
ne font pas partie des fonctions de base, tandis que lesidosctie base sont figurées par des
pixels de niveaux de gris variés. Ici, le gris moyen correspau fond. (A droite) Figure une base
de 1000 fonctions de base.

FiG. 9.3 : (A gauche) Des exemples de fonctions de base obtenues aiaoxute couverture de
1%, et sans contrainte. (A droite) Des exemples de fonctiensase obtenues avec un taux de
couverture de 1%, et sous contrainte de linéarité raisofmadbexamen des motifs trouvés montre
gu'ils ne correspondent pas a des contours des images destadiaxemples.

L’histogramme présenté dans la figure 9.4 (a gauche) perenatrtroler I'orthogona-
lité des fonctions de base obtenues. Ces fonctions de baserftogonales lorsqu’elles
sont rarement vérifiées par les mémes images. La figure moumérées différentes bases
obtenues pour des conditions différentes peuvent effattant étre considérées comme
orthogonales. Inversement, I'histogramme de la figure 8.dr6ite) indique le nombre
de fonctions de base qui sont vérifiées par les images. Onatergpue ce nombre varie
autour d’'une dizaine, ce qui traduit bien que le codage ab¢sihclairsemé.
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FIG. 9.4 : A gauche Histogramme représentant le nomhyele couples de fonctions (en ordon-
née) ayantr images en commun (en abscisse). Ces fonctions ont étéémdcalpartir d'images
de taille 64x64 en 16 niveaux de gris et sous la contrainteatmexité. Les résultats sont pré-
sentés pour des fonctions de base de taux de couverture 1%} 3%. Les fonctions de base
obtenues pous = 1% sont les plus orthogonales entre elles. A droktistogramme représentant
le nombrey d'images (en ordonnée) activamtmotifs (fonctions de base) en abscisse. Ces fonc-
tions ont été calculées a partir d'images de taille 64x64 @milzeaux de gris et sous la contrainte
de connexité. Les résultats sont présentés pour des fasdti® base de taux de couverture 1%,
2% et 5%. Plus le taux de couverture est élevé, plus chaquepdeest couvert en moyenne par
un nombre élevé de fonctions. On peut ainsi régler la paroimde la représentation et donc son
caractere clairsemé.

Les résultats en classification

Les performances en classification ont été calculées s&82smages non utilisées
pour déterminer la base des fonctions de base. Toutes lgegsant recodées en utilisant
les fonctions de base obtenues, et s’expriment donc sowsrnteefd’'un vecteur de 1000
valeurs booléennes (en fait, dans certaines expérienets valeur booléenne était rem-
placée par une mesure plus continue d’appariement de léraagc une fonction de base).
Les 500 images employées pour la détermination des forsctierbase sont également
utilisées comme base d’exemples étiquetées. Les imagesseclsont alors étiquetées
en utilisant une méthode de plus proche voisin. Dans lesriexés rapportées ici, la
distance utilisée est la distance. L

La table 9.0.5 fournit les résultats obtenus avec une bad®@de fonctions de base
de taux de couverture de 5% soumis a la contrainte de cogn&xitoique les différents
nombres puissent varier sensiblement, on observe en générkes résultats obtenus dans
une grande variété de conditions sont assez similaires gemme. Ils sont trés sensible-
ment supérieurs a ceux rapportés dans [Denquive and Tar2008] utilisant un réseau
de neurones a bases radiales, ou a ceux que nous avons odbtenwdes Séparateurs a
Vastes Marges (SVM) sur un codage a base d’ondelettes daGabo

3 Un travail non publié réalisé avec Olivier Bousquet au @inps 2001. Autant de classifieurs «un-
contre-tous» que de classes. Les descripteurs consiseaiez0 filtres de Gabor (4 orientations5 fré-
quences).



169

FiG. 9.5 :Exemple de recodage d’'un avion dans la base des FIS (tauxsextare5%, connexité
imposée).ll est clair que le codage obtenu ici ne permet ga®donstruire I'image d’origine et
ne vérifie donc pas la propriété d’approximation des métsadassiques de codage

| [ A T PL TU | Mi [ Ch] PoJ] Ve ] PaJ]Por[ Fi [ W] F |
Avi 67% 2% - - 2% 2% 10% | 10% 4% 2% - -
Pla - 21% - 2% 7% 19% | 10% | 12% 5% - 19% 5%
Uta 17% - 33% - 7% - - 3% 10% | 10% | 13% 7%
Min - - - 100% - - - - - - - -
Chi 26% 5% 7% - 14% 9% 12% 9% 5% 2% 12% -
Poi 5% 13% 3% 8% - 13% 18% | 21% - 3% 10% 8%
Ver 2% 2% - - 10% 7% 43% - 21% 5% 7% 2%
Pap 6% 6% - - 2% 14% | 14% | 35% 6% - 12% 4%
Por 2% 2% - - - 2% - 12% | 70% 10% - 2%
Fig - - - - - - 6% | 24% | 70% | - -
\oi 21% 6% - - 4% 4% 8% 4% 4% 29% | 19% -
Fle 2% 9% - - - 9% 21% | 14% - - 16% | 28%

TAB. 9.1 : Matrice de confusion obtenue avec des fonctions de baseideléacouverture = 5%
sous contrainte de connexité, en utilisant une formullgpgaiemment continu entre les images
et les fonctions de base.



Chapitre 10

ROGER

ROGER est un algorithme évolutionnaire d’apprentissagegnté initialement dans
[Sebag et al.; 2003] et [Sebag et al.; 2004]. Le principe edgilider des stratégies évolu-
tionnaires (1 + A)-ES) pour déterminer les hypothéses maximisant I'aire $ousurbe
ROC (AUC criterion, [Bradley; 1997, Ling et al.; 2003]). Mwis au passage que 'AUC
est équivalente aux statistiques du test de Wilcoxon [Yaah. g2003].

Un des atouts majeurs de ROGER est d’autoriser la congsirucke certaines hy-
pothéses non linéaires. En fait pour une hypothks®n mesure la distancé, a
un point ¢ dansR?. Un individu de la population évoluée est de la forde =
(wy, ..., wg,c1,...,cq) €L €St associé a I'’hypothése définie comme suit :

hy:x=(x1,...,24) € R — R, E(hy(x) Zwl |2 — ¢

Ainsi, ROGER explore un espace de dimensitii. La taille d'un individu croit i-
néairement avec le nombre d’attributs mais I'algorithmesmove la possibilité de détecter
des non linéarités dans les données (gracecaekaux valeurs absolues). La fonction de
fitnessF que ROGER essaye de maximiser 842) = P(hy(x;) > hz(x;)|ys > ;).
qui est la statistique de Wilcoxon associéeza

Un outil existe en ligne de commande mais la documentatibmesistante, ce qui
rend son utilisation un peu délicate. J’'ai commencé a dépelioune version de ROGER
basée sur EO mais cette implémentation n’a pas atteint kanidereleasefaute de
temps. Celle-ci m’a servi dans des travaux d’évolution pes @lans I'apprentissage de
préférences d’experts (pour essayer de regrouper destgkples’agit d’'une collaboration
avec I'équipe d’Antonio Bahamonde en Espagne. Les résultont pas encore assez
matures pour étre publiés.
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Chapitre 11

WoB

«World in a Bottle» (WoB) est un simulateur de robots écriGar+ utilisant OpenGL
pour I'affichage. Concgu pour simuler des Khépéras, sa cdincelui permet de simuler
facilement d'autre types de robots (de formes différentesspdant des capteurs diffé-
rents). Ecrit en collaboration avec un autre membre de IjggTAO, il est utilisé en
particulier par le laboratoire de I'Ecole Polytechniqueiptes modeX de robotique. Dis-
ponible sous licence GPL, il a été téléchargé a ce jour 65Adar 152 machines diffé-
rentes. Il représente un total @8 784 lignes de code (sans compter keskefi | es
auto-géneérés et autres fichiers de configurations).

FiG. 11.1 :Vue de la fenétre graphique du simulateur, les zones caaétur des robots repré-
sentent les cbnes de détection des capteurs.

En quelques mots, voila les principales caractéristiqeesedsimulateur.
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Avantages :

— Affichage 3D en temps réel de la simulation et des valeurscdpteurs. Cet af-
fichage peut étre désactivé pour accroitre la vitesse delaiionu OpenGL n’est
utilisé que pour cet affichage, ce qui permet d'utiliser lmdateur sur une ma-
chine dépourvue d’'OpenGL (utile sur les Clusters par exes)pl

— L'environnement des robots est particulierement facile a pramétrer, et peut-
étre stockeé dans des fichiers facilement éditables par umimum

— I n'y a pas de limitation au nombre de robotsprésents simultanément dans la
simulation (mis a part la puissance de calcul de la machine).

— Les robots peuvent étre a tout moment contr6lés par un éimaim au clavier.

— Simulation des capteurs IR en mode passif et actif. De pkst possible de modi-
fier les capacités de ces capteurs.

— Simulation des caméras 1D et 2D (nécessite OpenGL pouniérea2D).

— Les obstacles peuvent étre fixés au sol ou mobiles.

— L'écriture d’'un contrdleur de robots est extrémement simpifiée et ne nécessite
pas de connaissance sur la structure du simulateur (seréf¢tutoriaux).

— Il est possible d’écrire unontrdleur dans n'importe quel langagecar il existe
uneversion «serveur»de WoB. Cette version permet de recevoir des ordres via un
socketet utilise le méme protocole de communication que les rdkupéras réels.
Il faut juste étre capable de lire/écrire sur socket Ce point permet également
d’utiliser un réseau pour distribuer les calculs.

— Le contrdleur que vous avez écrit et testé en simulationh ea transposé a un
Khépéras réel simplement en pressant une toucheéttention, dans le monde
réel certains capteurs ne fonctionnent plus. | est impossible de demander sa
localisation absolue ou de différencier un choc avec un éiémie I'environnement
ou un autre robot).

— Le simulateur a été pensé palinterfacer avec EO (une librairie pour les algo-
rithmes génétiques)

— Permet de réaliser des vidéos des expériences simuléesdatiser des démons-
trations sur n’importe quelle machine.

— Facilement extensible a d’autres types de robots (la fpene déja étre quelconque
et les capteurs montés modifiés sans grosse difficulté).

Limitations :

— Pour le moment, tous les robots simulés n’ont que deux r@ette limitation n’est
pas trés difficile & supprimer mais n’est pas a la portée dawice sur le simulateur.

— La gestion du gripper du Khepera n’est pas tres évoluéeblet mttrape et relache
les objets instantanément, ne rate jamais le grip quanget @st bien placé et ne
voit pas sa forme modifiée par la présence de 'objet grippégdes collisions). Ce
point est difficile a améliorer.

— Dans le monde réel, le simulateur ne peut contréler qu’uhre@ot a la fois (via le
port série).



Chapitre 12

BioRelief

BioRelief est la mise en oeuvre des techniques de séledfiafttsibuts inspirées de
RELIEF dans le cas de I'analyse de Micro-Arrays. Développ€e+ sous licence GPL,
il est constitué de deux parties :
— Un moteur en ligne de commande. Fonctionnant a la fois sandds et Linux,
respectant les standards de diffusion GNL321 lignes de code - .

— Une interface pour I'utilisateur. Basée sur la librairickWindows [lots of peoples],
ce qui assure un passage sans douleur sur de nombreusésrpiate(dont Linux
et Windows) -2053 lignes de codes plus les ressources-.

12.1 Utilisation en ligne de commande

Tout d’abord voici les différentes options actuellemenpiémentées :

Help for Bl O RELIEF - conmand |ine version

-h or --help : Display this message and exit

-c FILE.conf : Set the configuration FILE to use

-d FILE. data : choose the data FILE to read

-0 FILE : Create FILE and use it to store results

-p NUMBER : Do a conparai son to randommess usi ng NUMBER pernut ati ons

-b : Use only bal anced pernutations (no effect is -p is not set )
-nointerval : Do not calc quantiles around the randomess’ curve (saves nenory)

-inf NUMBER : Set the | ower bound of reject intervall (default is 0.025)
-sup NUMBER : Set the upper bound of reject intervall (default is 0.025, so
def aul t

confidence intervall is 95%

Le principe est de fournir deux fichiers a BioRelief le premie fichier de configu-
ration, contient la liste de noms des classes a discriminer que le nombre de voisin a
utiliser pour cette classe. Dans une version ultérieurrd possible de demander a ce que
ce nombre de voisins s’auto-optimise. Dans I'interface dédaut on propose d'utiliser la
moitié des éléments de la classe.
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BEE)

Mumber of Neighbourgs far

I [31 . 5
MI 'T‘I _| ’—I Rbl

- Mizzing Yalues ——
& Ignore
+ Replace by zero

I~ Use permutations
[ion =

™ - Usze only balanced pemutations

Focus: wecwindow = D060BCI0, HWHD = 001b0146 | 4

Fic. 12.1 :Vue de I'Interface de BioRelief

Le format est trés simple :

nanme_of _classl 2
nane_of class2 2
nanme_of _cl ass_xx nunber _of _nei ghbours_to_use_in_this_cl ass

Le second fichier contient les données proprement ditesléSpremiére ligne se
trouve la classe des échantillons. La premiére colonneiatnie nom des genes étu-
diés. Le reste du fichier est constitué des données proptetites (les données sont des
nombres en flottant ; quand la valeur est manquante logitteriédiunnan).

Exemple de fichier de données :

classl classl class2 class2 classl class2
genel 0 0 0 01 2
gene2 -1 10 -1
gene3 010
gene4 1
gene5 0
gene6 -
gene7 1
n
0

10
1-11
1

N =)

0
-10
0
gene8

gene9
genell

1
10-10
0

En sortie on obtient la liste des génes avec leur pertinestoaée.
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relief -d exanple

Configuration file not given ; assuming its name is exanple. conf
genel -0.25
gene2 0

gene3 -0.416667
gene4 0. 416667
gene5 1

gene6 1.33333
gene7 0. 25

gene8 0. 25

gene9 0. 333333
genel0 O

genell -0.416667

Si I'on souhaite estimer les écarts au hasard, il faut etili®ption :
-p nb_de_permutations.
Le résultat comportera alors cing colonnes :
— La premiére contient le seuil minimal de pertinence exigé.
La seconde le nombre de genes dépassant ce seuil avedéssolaases.
La troisieme, le nombre de génes dépassant ce seuil en mogarpermutant les
classes.
Les deux dernieres contiennent respectivement les desimtférieurs et supérieurs.
Par défaubs% des permutations sont comprises entre les deux bornes.

12.2 Utilisation de lI'interface

C’est encore plus facile (voir la figure 12). Cette fois le ighd’entrée est au for-
matcsv lisible par Excel. La premiére ligne contient la classe dagtie colonne. Les
différents réglages se font au niveau de la page princigade®valeurs par défaut sont
proposées pour le nombre de voisins a utiliser dans chaqssecl A noter qukinter-
face s’adapte automatiquement selon le nombre de classedel#ées dans le fichier
de données
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