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Résumé

Classiquement l’apprentissage s’intéresse au cas où les exemples sont indépendants
identiquement distribués. En revanche, dans l’apprentissage actif, l’algorithme d’appren-
tissage a la possibilité d’influer sur la distribution des exemples plutôt que de « subir » la
distribution naturelle, en ce point, l’approche possède des fondements communs avec le
boosting.

Cette thèse s’incrit dans le formalisme PAC ; nous établirons des bornes de conver-
gences améliorées dans différents cas d’apprentissage actif. Tout d’abord dans le cadre ou
une stratification des exemples est possible, nous commencerons par estimer la variance
de l’erreur d’apprentissage avant de répartir les exemplesde façons optimisée. Nous pré-
senterons des algorithmes pour lesquels la vitesse de convergence est améliorée (y com-
pris dans le cas de nombres de couverture non polynômiaux).

Ensuite, nous utiliserons des outils venus de l’intégration numérique (les suites à faible
discrépance) pour assurer une vitesse de convergence en1/n dans le cas où l’on peut choi-
sir librement les points de l’ensemble d’apprentissage (sans faire l’hypothèse de l’erreur
nulle).

Les bornes obtenues seront systématiquement testées sur des données expérimentales.
Enfin, nous verrons comment transposer ces idées dans le cadre de la sélection d’at-

tributs. Nous positionnerons ces travaux dans le domaine dela Bio-Informatique et nous
montreront que l’utilisation des courbes ROC permet de définir une stratégie pour effec-
tuer l’apprentissage. Nous complèterons cette partie sur la sélection d’attributs en essayant
de faire du bagging sur des ordres issus de la sélection.
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Abstract

Supervised Machine Learning usually deals with problems inwhich the examples are
independent and equally distributed. In Active Learning, however, the learning algorithm
can act upon the examples distribution, to reduce either labelling costs or example acqui-
sition costs.

This thesis relates to PAC (Probably Approximately Correct) Learning. It establishes
improved convergence boundaries in different cases of Active Learning. A first research
axis concerns stratified data acquisition guided either by the class of the examples or
by an auxiliary variable. In this context, an estimation of the variance of the error is
used to suggest the distribution which would be optimal relatively to the different strata.
The advantage of this approach is to increase convergence rate. Our results concern the
definition of improved boundaries in the general framework of Donsker classes.

The second research axis, which may be linked to Experiment Design, deals with a
priori choices of database instances. In this framework, inspired by numerical integra-
tion research, we proposed using low-discrepancy mathematical series. The advantage is
to guaranty a1/n (n being the number of examples) convergence rate without the null
empirical error requirement. The resulting boundaries were experimentally analysed.

Bio-informatics gave the incentive for the third axis, which deals with attribute selec-
tion. ROC curves are used in a heuristic to actively select attributes, while an alternative
approach, based upon Ensemble Learning, sorts the attributes.
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Cela fait maintenant trois ans que lorsque je dois parler en société du sujet de ma
thèse, j’élude la question en disant que je travaille sur l’Intelligence Artificielle. . . Les
spécialistes savent bien que ce terme est trop générique pour être porteur d’information,
mais il possède l’avantage d’éveiller un écho dans l’espritdu grand public. On peut sans
doute à ce sujet remercier Spielberg et son navet AI. A ceux qui ont essayé d’en savoir
davantage, j’ai avoué que le terme correct serait plutôtMachine Learning, que l’on peut
joliement traduire comme Antoine Cornuéjols « Apprentissage Artificiel ». Même si la
nuance ne saute pas aux yeux du profane, elle est de taille ! Eneffet, au risque d’en dé-
cevoir certains, non, mes petits robots ne sont pas intelligents, pas plus que je ne discute
avec mon ordinateur lors de la pause café.

Bref, les machines ne sont pas plus intelligentes dans nos laboratoires que chez le
contribuable moyen. Alors pourquoi parler d’apprentissage ? Ce terme regroupe en fait
tous les moyens par lesquels il est possible d’apprendre à une machine à remplir une
tâche donnée. Si l’objectif peut-être atteint par une suited’opérations simples, on dispose
généralement d’un algorithme efficace adapté à cette tâche.Il suffit alors de l’implémenter
dans le langage de son choix. Ainsi, il est relativement simple d’apprendre à une machine
à faire de la comptabilité ou à tenir à jour un stock.

Cependant, les choses ne se passent pas toujours aussi bien :même un bon joueur
d’échecs, n’est pas capable d’expliquer pas à pas comment bien jouer. En effet, le joueur
combine son instinct du jeu et ses capacités de déduction dans la tâche. Et il en va de même
dans de nombreux autres domaines, tel le médical ou l’analyse de données où parfois l’on
ne dispose même pas d’un expert capable d’effectuer correctement l’analyse. Il arrive
aussi que ce soit l’ampleur de la tâche qui pose problème : on connait un algorithme
atteignant l’objectif mais son temps d’exécution est trop élevé. Par exemple, il est possible
de résoudre le problème du joueur d’échec en créant l’arbre de tous les coups possibles
jusqu’à toutes les fins de parties possibles (comme un humainle fait naturellement en
jouant autic-tac-toe)mais il n’existe pas d’ordinateur capable de le calculer avant que le
soleil n’ait brûlé tout son hydrogène. . .

C’est à ce moment que l’apprentissage artificiel prend tout son sens. Il s’agit de mettre
au point des techniques par lesquelles un ordinateur va pouvoir apprendre une tache « par
l’exemple ». Ainsi, si en analysant des milliers de parties,la machine se rend compte que
dans une situation donnée, tel mouvement conduit à90% de victoires en fin de partie, elle
jugera que c’est un mouvement favorable. Bien sûr, il est impossible d’avoir en mémoire
toutes les parties possibles, la machine devra donc faire des regroupements de situations
qui seront guidés le plus souvent par des experts humains.

Malheureusement, il n’est souvent pas possible de parvenirà réaliser une tâche de ma-
nière parfaite. Cependant, il existe plusieurs exemples oùla machine, par l’utilisation de
ces techniques est maintenant supérieure à l’homme. On peutciter le « puissance quatre »,
le backgammon (jeu comportant une part d’aléatoire), la gestion de systèmes de stocks ré-
pondant à une demande aléatoire. De même, d’autres applications, hier encore irréalistes
font de grands progrès et sont en passe d’être transférés dans notre vie quotidienne :
reconnaissance de la parole, dialogue homme-machine, analyse de textes, recherche de
nouveaux médicaments, analyse de l’activité cérébrale, conduite d’automobiles. . .
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Plus précisément, cette thèse s’intéresse à l’apprentissage actif. Habituellement en ap-
prentissage, les exemples à partir desquels l’on travaillesont indépendants identiquement
distribués. Cela signifie que l’on prend les données dans le monde réel sans se poser de
questions et sans influer sur la collecte. C’est exactement le contraire de l’attitude d’un
être humain apprenant une nouvelle tâche. En effet, celui-ci focalise son attention sur des
points précis. Par exemple une personne apprenant le tenniscommencera par répéter plu-
sieurs fois le même mouvement en posant des questions à un instructeur pour savoir ce
qui va et ne va pas. En outre, il n’approfondira son apprentissage qu’après avoir maîtrisé
les mouvements de base. Notre but est d’étudier la possibilité et les avantages de doter
les machines de tels comportements. Plus formellement, cela se traduit pour l’algorithme
d’apprentissage par la possibilité d’influer sur la distribution des exemples lors de la phase
d’apprentissage.

Ces méthodes, naturelles pour les humains qui focalisent leur attention sur les points
qu’ils ne comprennent pas, sont nouvelles en apprentissageartificiel. Ceci n’est pas sans
rappeler leboosting(bien qu’il ne s’agisse pas à proprement parler d’une technique d’ap-
prentissage actif) qui essaye de donner plus ou moins d’importance à certains exemples.
On ne peut s’empêcher de penser que puisque l’apprentissageactif permet d’influer sur les
exemples d’apprentissages, il possède certainement des liens théoriques avec leboosting,
liens qui restent à explorer.

Même avec ces quelques précisions, le domaine reste extrêmement vaste, et je n’en
n’ai bien sûr pendant ma thèse exploré qu’une partie. Ce manuscrit commence par une vue
d’ensemble des travaux présentés. La première partie présente l’état de l’art, les parties
suivantes détaillent les contributions de mon travail de thèse relatives à l’apprentissage
actif dans un formalisme PAC et à la sélection d’attributs. Enfin, une annexe présente
succintement quelques travaux réalisés parallèlement à laligne directice.



Vue d’ensemble

Les fondements des travaux de cette thèse trouvent leur source dans mon stage de
DEA sous la direction d’Antoine Cornuéjols et de Christine Froidevaux au sein du groupe
Bio-informatique du LRI. Ce stage était motivé par la demande de biologistes de l’institut
Curie d’Orsay, Géraldine Mercier, Nathalie Berthault et Marie Dutreix, mettant au point
des nouvelles techniques d’analyse du génome (puces à ADN).Celles-ci, après avoir dé-
veloppé des techniques d’acquisition de données biologiques sur des levures exposées à
des radiations, elles se sont heurtées à un problème plus difficile que ce à quoi elles s’atten-
daient : l’analyse des résultats. C’est alors que nous sommes intervenus. Nous avons étés
parmi les premiers en France à utiliser des techniques issues de l’intelligence artificielle
dans l’analyse du génome. En particulier, nous nous sommes intéressés aux méthodes de
sélection d’attributs plutôt qu’à des techniques de classification. Ces travaux ont donnés
lieu à plusieurs publications dont une dansNucléic Acid Research[Mercier et al.; 2004]
(revue internationale, facteur d’impact de7.24 en2004).

Ce contact avec la biologie nous a poussé à définir un cadre de travail pour l’intelli-
gence artificielle dont les contraintes sont issues du monderéel :

– Les communautés extérieures font appels à nous essentiellement lorsqu’elles ren-
contrent des problèmes non-linéaires (qui ne peuvent se traiter comme s’ils étaient
linéaires) ou quand les données dont elles disposent ne sontclairement pas indépen-
dantes identiquement distribuées (et quand «faire comme si» conduit à de mauvais
résultats empiriques). Ce phénomène est dû au fait que les statisticiens ont déjà ré-
solu dans les grandes lignes la classe des problèmes linéaires i.i.d. Selon moi, l’ave-
nir de l’apprentissage passe par la maîtrise de ces nouveauxproblèmes. Nous nous
y sommes attaqués dans cette thèse, nous verrons une partie des vastes problèmes
que cela pose et des débuts de solutions.

– Les données collectées à l’heure actuelle contiennent souvent un nombre énorme
d’attributs(i.e.de nombreux descripteurs). En effet, on se dit qu’il est plusfacile de
traiter le problème en ayant trop d’information plutôt que pas assez. Malheureuse-
ment l’abondance d’informations est parfois source de difficultés.

– L’acquisition de données coûte cher. . . Pour cette raison,l’expert est souvent limité
dans leur acquisition ou leur étiquetage. Par contre les liens avec la communauté de
l’apprentissage s’appronfondissant, les experts sont favorables à une concertation
avec les apprentistes avant et/ou pendant la démarche d’acquisition. Ceci nous a
conduit à considérer la problématique des plans d’expériences [Montgomery; 2001]
i.e. la définitiona priori de l’ensemble des données expérimentales considérées, ou
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encore l’apprentissage actif [Tong and Koller; 2000],i.e. le choix des prochaines ex-
périmentations compte tenu des exemples déjà disponibles et des hypothèses abs-
traites. Ainsi, on ne se contente plus d’attendre que toutesles expériences soient
finies pour analyser les données, mais on rentre dans une véritable boucle d’appren-
tissage où les résultats d’analyse guident les nouvelles expérimentations.

Ces trois points illustrent une tendance générale, consistant à développer une approche
spécifique en fonction des applications considérées. Cettevoie est celle que montre leno-
free lunch theorem[Wolpert and Macready; 1995] selon lequel il est impossiblede trouver
un algorithme d’apprentissage meilleur que les autres sur tous les types de données. Par
conséquent, l’étude des algorithmes, des types de données et l’adaptation sont plus que
jamais de mise dans notre domaine. Les premiers mouvements dans ce sens sont le déve-
loppement de cartes de compétences des algorithmes et l’étude des transitions de phase
en apprentissage. Pour cette raison, le domaine repose sur l’étude fine des types d’algo-
rithmes, des types de données et de leur adéquation réciproque.

Cette thèse commence par une description rapide du formalisme PAC (Probablement
Approximativement Correct [Vidyasagar; 2002][Van Der Vaart and Wellner; 1996][De-
vroye et al.; 1997]) et par les principaux résultats de convergence dans ce domaine. En
particulier nous verrons qu’aujourd’hui d’autres outils viennent en complément de la VC-
dimension dans le calcul de bornes. En effet, grâce aux classes de Glivenko-Cantelli et de
Donsker, il existe maintenant des bornes en1/

√
n alors que les nombres de couvertures

sont non-polynomiaux. Je présenterai également des méthodes issues du calcul numérique
des intégrales. En effet, les techniques dites de « Quasi-Monte-Carlo » utilisent des suites
dites à « faible discrépance » pour déterminer les points à utiliser dans l’approximation
du calcul d’une intégrale. Nous verrons que ces curiosités analytiques peuvent aussi être
utilisé en apprentissage pour améliorer la vitesse de convergence.

Une seconde partie aborde l’apprentissage actif sous un angle inspiré de l’apprentis-
sage PAC. Nous verrons comment la stratification dans un apprentissage actif en deux
passes permet d’améliorer les vitesses de convergence et les bornes en généralisation (par
rapport aux résultat de Vapnik). L’idée est d’attaquer les problèmes d’apprentissage en
deux temps : dans un premier temps, on évalue la variance en fonction de la classe ou
d’une variable auxilaire. Dans un second temps on répartit les points utilisés pour l’ap-
prentissage de façon optimale par rapport à cette variance.Nous démontrerons que cette
manière de procéder fournit un avantage par rapport à une équirépartition des données
dans le cas où le problème ne présente pas une variance uniforme pour l’erreur.

Nous nous placerons ensuite dans un cadre plus proche des points d’expériences,
où l’on peut choisir librement les points à utiliser pour effectuer l’apprentissage. Nous
montrerons l’apport de techniques issues du calcul des intégrales à la Monte-Carlo en
montrant qu’il est est utile de considérer des suites déterministes (en particulier à faible
discrépance). Ici encore, il s’agit d’un cas d’apprentissage actif puisque l’utilisation de
cette méthode requiert de choisir les points sur lesquels l’apprentissage est effectué. L’ap-
proche présentée est fondée sur l’inégalité de Koksma-Hlawaka et les propriétées des
suites à faible discrépance. L’intérêt est de permettre unede convergence plus rapide des
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algorithmes d’apprentissage.

La troisième partie, traite de sélection d’attributs. Nousverrons l’intérêt d’utiliser des
techniques de sélection d’attribut adaptées au problème considéré. Ceci nous conduira
vers une idée nouvelle transportant les idées de base de l’apprentissage actif dans le do-
maine de la sélections d’attributs. Celle-ci consiste à minimiser le nombre de mesures
d’attributs effectués en attaquant le problème sous un angle « actif ». La méthode que
nous présenterons est guidée par l’intuition qu’il est souvent possible de détecter avec peu
de moyens(i.e. d’exemples) que certains attributs ne sont pas utiles. Cecipermet d’éli-
miner rapidement ces attributs pour se concentrer sur les autres. Notre approche est basée
sur l’étude de la courbe ROC des algorithmes de sélection d’attributs.

Nous poursuivrons l’étude de la sélection d’attributs par un essai d’attaque de pro-
blèmes non-linéaires en conjonction avec ROGER (un algorithme évolutionnaire de sé-
lection d’attribut se basant sur l’AUC pour safitness). L’idée est ici d’étudier des tech-
niques d’ensemble de classement d’attributs, dont le premier représentant historique est
WINNOW. Nous verrons que lebagging(prise de décision en consultant plusieurs experts
les plus indépendants possible) peut apporter des résultats encourageants dans le domaine
non-linéaire.

Enfin je terminerai par une annexe présentant succinctementdes travaux n’ayant pas
trouvé leur place dans cette thèse. En particulier en présentant des outils développés pen-
dant ces trois ans (dont un simulateur de robots, WoB ayant servi à la thèse de Nicolas
Godzik et à des enseignement à Polytechnique). On y trouveraégalement des résultats
sur de nouvelles directions de recherches autour de la programmation dynamique (utili-
sation de Taylor Lagrange pour définir des pseudo-métriquessur des variables aléatoires)
et l’utilisation dans le cadre de la classification d’imagesde Frequent items setscomme
base recodage .



Notations

Pour faciliter la lecture des parties techniques, voici un résumé des différentes no-
tations utilisées. J’essayerai dans la suite, quand cela est possible d’utiliser toujours les
mêmes lettres pour désigner les mêmes objets (ainsiP sera sera toujours une probabilité
etn le nombre d’exemples dont on dispose pour effectuer l’apprentissage).

On noteR le corps des réels,N celui des entiers naturels etZ celui des entiers relatifs.

Poura, b ∈ N, a ≤ b, on noteJa, bK l’ensemble{a, a + 1, a + 2, . . . , b}.

Pour deux ensemblesA etB, on note :

– Si A ⊂ B, alors1A dénote la fonction indicatrice deA, définie par1A(x) = 1 ssi
x ∈ A et0 sinon,

– Card A désigne le nombre d’éléments deA quand celui-ci est fini (aussi appelé
Cardinal),

– AB désigne l’ensemble des applications deB dansA.

Pour une matrice ou un vecteurM :

– Mi,j désigne le coefficient à laie ligne etje colonne. Dans le cas d’un vecteur on
Mi désigne laie composante.

– M t désigne la transposée deM . (M t)i,j = Mj,i

– < a, b > désigne le produit scalaire dea et b. Par défaut il s’agit du produit scalaire
usuel deRn. A un produit scalaire, on associe la norme :||a||2 =< a, a >

Pour une fonctionf deX → R :

– La normeLp est la quantitéLp(f) = ||f ||p = p

√∫

X

|f(x)|pdx,

– L∞(f) = ||f ||∞ = sup
x∈X
|f(x)|

Pour une variable aléatoireZ :
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– On noteE(Z) (ou parfoisZ̄) l’espérance de la variable aléatoireZ (c’est-à-dire son
intégrale). Il sera souvent utile de préciser la loi de probabilité P intervenant dans
le calcul de l’espérance. On note alorsEP (Z) (oùEZ(Z) quand on utilise la loi de
Z),

– Var(Z) = E
(
(Z − E(Z))2

)
désigne la varianceZ. Classiquement l’écart-type

σ(Z) est défini comme la racine de la variance,
– La normeL∞ deZ est lesup de l’ensemble desx ∈ X tels quePr(|Z| > x) > 0

Pour une suite de variables aléatoires :

– Un ensemble de variables aléatoires est diti.i.d. si elles sont indépendantes identi-
quement distribuées,

– Habituellement on indicera la suite de variables aléatoires parN, obtenant ainsi un
vecteur(Z1, Z2, . . . , ). Cependant, il arrivera que nous ayons besoin d’indicer des
variables aléatoires par des fonctionsf ∈ F dans ce cas l’indiçage sera noté(Z)f .

Pour une loi de probabilitéP définie sur un espaceX :

– Soit une fonctionf définie surX à valeurs dansR, ||f ||P,q = q
√

EP (|f |q),
– Pourf, g : X → R, on notedP ouL1(P ) la métrique surRX définie comme :

dp(f, g) = L1(P )(f, g) =

∫

x∈X

|f(x)− g(x)| dP

– Pn désigne la loi empirique estimée deP à partir den réalisations.

Pour une famille de fonctionsF deX → R :

– Une enveloppede F est une application qui àx ∈ X associe une valeur≥
sup
f∈F
|f(x)|,

– SiP est une mesure de probabilités||P ||F = sup
f∈F

EP (|f |)

La probabilité de réalisation d’un évènement sera notéeP (évènement) (ou
Pr(évènement) pour éviter toute ambiguïté).

On noteδa la mesure deDirac ena. Par construction∀f ∈ R
X ,
∫

X
f δa = f(a)

En généraln désignera le nombre d’exemplesz1, . . . , zn dont on dispose pour effec-
tuer l’apprentissage. Sauf mention explicite, ils seront i.i.d. et distribués selon une loiP .
Par abus de notation, on utiliseraP pour désigner la loi de l’échantillon et la loi d’un seul
élément (en fait la loi de l’échantillon est la loi produit den copies indépendantes deP ).

Une suite de variables aléatoiresZ1, . . . , Zn converge (quandn→∞) versZ :
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– Presque sûrement si : avec probabilité1, Zn → Z,
– En probabilités si :∀ε > 0, P (|Zn − Z| > ε)→ 0,
– DansLp pour∞ > p > 1 si : p

√
E(|Zn − Z|p)→ 0

– En moyenne si :EZi
(Zi)→ EZ(Z)

– En loi (ou faiblement) si pour toute fonction continue bornéef ,

Ef (Zi)→ EZ(f(Z))

L’espaceLp désigne l’espace des fonctions de normeLp bornée. L’espacelp désigne
l’espace des suites(xi) pour lesquelle

∑ |xi|p converge.

Dans le cas de la classification, le plus souvent possibleF désignera notre espace
d’hypothèses etLF l’espace des fonctions de coût associé. De même, on prend comme
convention de désigner̂f les approximations tirées de l’utilisation d’une loi empirique et
par desf ∗ les résultats optimaux dansF . On réservera la lettreg pour désigner la fonction
idéale (qui n’est pas nécessairement dansF ).
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Chapitre 1

Formalisme Mathématique pour
l’Apprentissage

1.1 Apprentissage PAC

Ce chapitre introduit les définitions traditionnelles utilisées en apprentissage, sur les-
quelles se fondent les chapitres « Stratification » et « Suites déterministes ».

1.1.1 Généralités

En apprentissage supervisé, le problème posé informellement peut se résumer comme
suit :

– On dispose d’une base d’exemples de la forme (Attributs,Étiquette). Le but est
d’être capable de prévoir l’étiquette (oulabel) en fonction de la valeur des attributs
(features).On parle d’apprentissage supervisé dans la mesure où la supervision par
un expert est nécessaire pour définir lelabelyi associé à une descriptionxi.

– Les attributs (features) contiennent des informations décrivant l’exemple sur lequel
on va travailler. On peut penser par exemple aux valeurs d’expressions de gènes
dans le cas de l’étude de biopuces ou à des caractéristiques telles que « jour »,
« mois », « humidité de l’air » . . . dans le cas des prévisions météo.

– Les étiquettes contiennent le résultat à prévoir. Par exemple, malade ou sain dans le
cas des puces à ADN ou le taux de pluviosité pour la météo.

On dispose donc d’un certain nombre d’exemples nous montrant quelle étiquette doit
être associée à une série de valeurs d’attributs. L’opération d’apprentissage est la déter-
mination d’une règle (hypothèse, où fonction deX dansY ) permettant de retrouver les
étiquettes en fonction des attributs. Une fois choisie cette règle, il reste à déterminer sa
qualité pour prédire les étiquettes de nouvelles données (il s’agit detester la capacité de
généralisationde notre règle). L’hypothèse de base faite en apprentissageest qu’il existe
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un lien entre la manière d’attribuer les étiquettes pour lespremières données et pour les
nouvelles ; sinon le concept ciblé par l’apprentissage change : il serait donc extrêmement
difficile -voire impossible- d’avoir des garanties de résultat.

Une solution simple est d’apprendre par cœur les données initiales. L’hypothèse ap-
prise est alors très bonne sur le jeu de données d’apprentissage, mais répond au hasard sur
de nouvelles données. Plus généralement, les stratégies conduisant à d’excellentes perfor-
mances sur l’ensemble d’apprentissage, et à une performance bien moindre sur le reste
de l’espace des instances sont dites sur-apprenantes (overfitting). Comment éviter le sur-
apprentissage constitue le problème majeur de l’apprentissage (et il se pose avec d’autant
plus acuïté que l’on dispose de peu d’exemples).

L’approche PAC (Probablement Approximativement Correcte) peut se voir comme
une proposition de formalisme universel pour les problèmesd’apprentissage supervisé.
Comme nous l’avons dit une difficulté provient du fait que l’on peut être arbitrairement
bon sur le jeu de données d’apprentissage et mauvais sur un nouveau. Le but du PAC-
learning est d’essayer deborner la différence de comportement entre le jeu de don-
nées d’apprentissage et de nouvelles données.La borne est définie en probabilité, elle
dépendra du nombre d’exemples d’apprentissage.

Plus formellement, sous un angle de statisticien, on peut voir les exemples comme des
points d’un espaceZ. On peut supposer que ces exemples sont donnés avec une loi depro-
babilitéP et on considère en général quez1, . . . , zn sont indépendants et identiquement
distribués. Dans le cas de l’apprentissage supervisé, on az = (x, y) et l’on vise à être
capable de prédire correctementy à partir dex (dans ce cas on appelle les composantes
dex lesattributs ety la classeou encore étiquette oulabel).

NotonsF l’espace des hypothèses,i.e. l’espace de recherche de l’apprentissage. Pour
toute hypothèsef ∈ F , et pourz = (x, y) on définitLf(z), application deZ → R,
comme le coût engendré par le fait de prédiref(x) au lieu dey (on a fait l’hypothèse
f alors que l’on dispose de l’exemplez). On noteraLF = {z → Lf(z)|f ∈ F} la
famille des fonctions de coût. Dans le cas de la classification, typiquement le coût est nul
si y = f(x).

Formellement, le but de l’apprentissage est alors de trouver f ∈ F tel queLf ait
une espérance la plus faible possible. Cette espérance appelée coût en généralisation
ou erreur en généralisationet est souvent notée par abus de notationLf (en omettant
l’opérateur d’espérance). Un estimateur empirique de l’erreur en généralisation est appelé
coût empirique ou risque empirique est construit sur un échantillon(z1, . . . , zn) ∈ Zn

des données. En notant(L̂f ) l’erreur empirique on a la formule :̂Lf =
1

n

n∑

i=1

Lf (zi)

Par construction, l’erreur empiriquêLf repose sur l’échantillon des données fait selon
la loi empirique notéePn estimant la distributionP des exemples. On noterâLf = EPn

=

Ê(Lf ). Sauf mention contraire,̂E et P̂ dénoteront l’espérance et la probabilité par rapport
à la loiPn.
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Dans ce formalisme, unalgorithme d’apprentissagedevient une fonction program-
mable (sur une machine de Turing dotée d’un ruban aléatoire par exemple) de l’ensemble
des sous-ensembles finis deZ dansF . Un tel algorithme n’est pas nécessairement déter-
ministe.

La première idée qui vient à l’esprit pour l’apprentissage est la minimisation du
risque empirique. C’est à dire que l’on cherche dansF un élément minimisant̂Lf nous
le verrons plus en détail dans la section 1.2.3. [Devroye et al.; 1997] [Vidyasagar; 2002]

Un paradigme d’apprentissageA pourY = {0, 1} est ditPAC (statistiquement pro-
bablement approximativement correct) si :

∀ε > 0, lim
n→∞

sup
P∈P ′

P (|L̂n − L∗| > ε) = 0

où L̂n désigne l’espérance empirique deL basée surn exemples etL∗ l’erreur optimale
pourf ∈ F .

1.2 Première approche de la VC dim

D’après ce qui précède, l’apprentissage correspond à la sélection d’une hypothèsef
dans une familleF de fonctions. L’approche, historiquement la première de l’appren-
tissage [Vapnik and Chervonenkis; 1971] cherche une hypothèsef minimisant l’erreur
empirique. Nous y reviendrons dans la section 1.2.3. Plaçons nous dans le cas de l’appren-
tissage binaireY = {0, 1} et notonsg le « vrai concept ». La base d’apprentissage étant
formée d’échantillons(xi, g(xi)). L’objectif est d’identifier dans l’espace de rechercheF
la meilleure approximation du conceptg, sur la base des échantillons d’apprentissage. On
distingue classiquement le cas oùg appartient à l’espace de rechercheF du cas contraire.

1.2.1 Coefficient de pulvérisation

Définition 1.1 Étant donnéF , une famille de fonctions deX → Y = {0, 1}, le nème

coefficient de pulvérisationde F, est :

S(F, n) = sup
(x1,...,xn)∈Xn

Card {(f(x1), . . . , f(xn)) |f ∈ F}

Intuitivement, les coefficients de pulvérisation deF mesurent la diversité de l’espace
de fonctionsF . Dans le cadre de l’apprentissage,F est l’espace d’hypothèses (choisi par
nos soins) et lesxi constituent la base d’exemples. Si l’on retient l’hypothèse f ∈ F
pour classer nos exemples, la classe estimée dexi estf(xi). On utilise les exemples pour
contraindre nos classifieurs. Si les choses se passent raisonnablement bien, plus on dispose
d’exemples, plus on sera guidé dans le choix def .
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S(F, n) est donc en fait le nombre de manières dont on peut répartir les classes
f(x1), . . . , f(xn), sachant que l’on dispose den exemples et quef est dansF . Plus ce
nombre sera petit plus il sera facile de choisir le «bon»f en ayant peu d’exemples.

On peut remarquer quef étant à valeurs dans{0, 1}, on aS(F, n) ≤ 2n puisque si l’on
est complètement libre pour choisir les classes desxi, on aura2n combinaisons possibles
(cela revient à compter en binaire avecn bits). Remarquons que siS(F, n) = 2n, c’est
qu’il existe une base d’exemples de taillen telle que celle-ci ne nous guide absolument
pas dans le choix def . On commence ici à deviner le lien entre l’apprentissage et les
coefficients de pulvérisation.

On peut également définir des coefficients de pulvérisation pour des fonctions à va-
leurs dansY = R. On parlera alors de P-pulvérisation et deγ-pulvérisation.

1.2.2 VC-dimension, Pollard-dimension

Définition 1.2 Étant donnéFune famille de fonctions deX → Y = {0, 1}, la VC-
dimensiondeF est, s’il existe, le plus grand entiern, tel queS(F, n) = 2n. Sinon, (c’est
à dire que∀n S(F, n) = 2n) on dit que la VC-dimension est infinie.

Intuitivement, si la VC-dimension est infinie, on aura beau ajouter des exemples, l’es-
pace d’hypothèses sera toujours tellement riche qu’il seratoujours possible de trouver des
hypothèses compatibles avec la base d’apprentissage et telles qu’elles classent différe-
ment tout nouvel exemple. En résumé, toute généralisation est impossible. Inversement,
une VC-dim finie nous garantit qu’avec assez d’exemples (ce «assez » dépendant de la
VC-dim), on identifiera une meilleure hypothèse.

La base d’apprentissage peut être vue comme une contrainte :intuitivement, si
les coefficients de pulvérisation n’augmentent pas exponentiellement avec le nombre
d’exemples, tout nouvel exemple réduit potentiellement l’ensemble des hypothèsesf
compatibles avec les exemples (i.e telle que∀i ∈ J1, nK, f(xi) = yi).

Il est capital pour pouvoir garantir la convergence de l’apprentissage que les coef-
ficients de pulvérisation soient bornés de manière sub-exponentielle. Heureusement, il
existe un lemme, souvent appelé lemme de Sauer qui borne les coefficients de pulvéri-
sation en fonction de la VC-dim. En effet, si la VC-dim deF est majorée parV alors

S(F, n) ≤
V∑

i=0

Ci
n <

(en

V

)V

; ∀n ≥ V ≥ 1

En fait selon [Vidyasagar; 2002, p76], elle aurait été démontrée indépendamment par
[Sauer; 1972], [Vapnik and Chervonenkis; 1971](preuve incomplète) et [Shelah; 1971].
(La première majoration par une somme deCp

n apparaît en fait dans un lemme conduisant
à la preuve).



24 CHAPITRE 1. FORMALISME MATHÉMATIQUE POUR L’APPRENTISSAGE

En remplaçant dans la définition précédenteS(F, n) par le nème coefficient de P-
pulvérisation, on obtient la Pollard-dimension qui est le pendant de la VC-dimension pour
Y = R

Définition 1.3 (Pollard-dimension) [Vidyasagar; 2002, p74]. Soit(X,S) un espace me-
surable et soitF ∈ [0, 1]X une famille de fonctions mesurables. Un ensembleS =
{x1, . . . , xn} ⊆ X estP-pulvérisépar F s’il existe un vecteurc ∈ [0, 1]n tel que, pour
tout vecteur binairee ∈ {0, 1}n, il existe une fonction correspondantefe ∈ F telle que :

fe(xi) ≥ ci si ei = 1, etfe(xi) < ci si ei = 0

La P-dimensiondeF , notéeP − dim(F ) est le plus grand entiern tel qu’il existe un
ensemble de cardinaln qui est P-pulvérisé parF .

Un exemple classique : pulvérisation des points du plan par des droites

Prenons pour l’espaceX des instances le plan réel et pour famille de fonctionsF est
l’ensemble de droites affines. Chaque droitef ∈ F sépare le plan en deux parties ; un
pointx est classé comme positif ou négatif selon la valeur def(x).

La figure 1.1 montre que les droites affines pulvérisent les ensembles de trois points
(non-alignés) mais pas les ensembles de quatre points. C’est donc que la VC-dim des
droites affines du plan est trois. De même on montre que celle des rectangles est quatre.

FIG . 1.1 : (à gauche) Pour trois points non-dégénérés les droites affines pulvérisent tous les indi-
çages - (à droite) Par contre pour quatre points, il existe des indiçages ne pouvant pas être réalisés
par un classifieur basé sur une droite affine.

1.2.3 Minimisation du risque empirique

Un moyen de choisir une fonctionf dansF est de minimiser le risque empiriquêL
(l’estimateur du risque). Par exemple, si la fonction de coût est celle associée à la norme
L1 on pourra minimiser :

L̂n(f) =
1

n

n∑

i=1

|f(xi)− yi|
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Notonsf̂n une hypothèse minimisant l’erreur empirique sur lesn premiers exemples d’ap-
prentissage.

f̂n ∈ argmin
f∈F

L̂n(f)

Il est important de comprendre que mêmef̂n fonction optimale sur la base d’exemples,
cela ne donne pas de garanties quant à son comportement d’optimalité sur de nouveaux
exemples. C’est tout le problème du sur-apprentissage : l’hypothèse peut-être sur-adaptée
à nos données. Cette sur-adaptation se révèle néfaste dans deux cas de figure :

– Si les données sont bruitées (on dit alors quef fitte le bruit),
– Si le concept cibleg n’appartient pas à l’espace d’hypothèsesF considéré.

Le cas limite est celui de l’apprentissage «par cœur», ne donant aucune garantie de géné-
ralisation.

L’objectif devient ainsi que l’erreur en généralisation def̂n soit proche de l’erreur
optimale surF L∗ = inff∈F L(f).

Dans le cas où le concept cible appartient àF , et où les données ne sont pas bruitées,
L∗ = 0 (désigné dans la littérature sous de nom de « cas de l’erreur nulle »). Alors pour
F de taille finie et sif̂ désigne la limite dêfn, on a alors pour une famille de fonctions de
taille finieF on a par Kolmogorov ([Li and Vitanyi; 1993]) :

P (L(f̂) > ε) ≤ Card(F )e−nε

et

E(L(f̂n)) ≤ 1 + log(Card(F ))

n

oùE désigne l’opérateur espérance etf̂ la limite def̂n quandn tend vers∞.

On en déduit que dans le cas de l’erreur nulle, il suffit quen soit grand devant
log(Card(F )). L’utilisation de la VC-dim permet de s’affranchir de l’hypothèse d’exis-
tence d’une erreur minimale nulle.

Inégalité de Vapnik-Chervonenkis

Soit µ une mesure de probabilité de(X, Y ) surRd × {0, 1}. Soitµn une mesure em-
pirique basée surn réalisations deµ (ces réalisations constituant la base d’apprentissage).

Pour un ensemble mesurableA ⊂ R
d × {0, 1}, µ(A) = P ((X, Y ) ∈ A) et µn =

1
n

∑n
i=1 1{(Xi,Yi)∈A}.

En reprenant les notations précédentes pourL, L̂n, f etF on a :

sup
f∈F
|L̂n(f)− L(f)| = sup

A∈A
|µn(A)− µ(A)|
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oùA est la collection de tous les ensembles de la forme :

{{x|f(x) = 1} × {0}} ∪ {{x|f(x) = 0} × {1}} avecf ∈ F

Théorème 1.1 (Inégalité de Vapnik-Chervonenkis)Pour toute mesureµ et pour A,
∀ε > 0 si S(A, n) désigne le nèmecoefficient de pulvérisation deA :

P (sup
A∈A
|µn(A)− µ(A)| > ε) ≤ 8S(A, n)e−nε2/32

La preuve est dans [Devroye; 1982].

Remarque 1 :
Ce résultat est une amélioration de la borne initiale donnéepar [Vapnik; 1995].

�

Remarque 2 :
Compte tenu du lemme de Sauer, (voir 1.2.2) on peut borner lescoefficients de pulvérisa-
tion et donc la déviation de l’erreur en fonction de la VC-dim.

�

Ce résultat montre qu’un algorithme minimisant l’erreur empirique converge vers une
hypothèse d’erreur optimale avec une vitesseexponentielle. Ce résultat est de très bon
augure pour l’apprentissage puisqu’il donne des garantiessur le pire cas possible. En
réalité, le coefficientS(A, n) vient quand même un peu ternir ce résultat, mais on peut
utiliser le lemme de Sauer pour le borner. Il faut tout de mêmesignaler que les praticiens
savent bien que cette borne est assez lâche, justement car elle correspond au pire cas
possible. Évidemment, dans le cas où la VC-dim est infinie, cethéorème ne nous fournit
plus de garanties sur la qualité de l’hypothèse apprise.

1.3 Approfondissements

Afin d’entrer davantage dans les détails de la théorie de Vapnik-Chervonenkis, il est
nécessaire d’introduire quelques définitions, qui ne sont habituellement utilisées que dans
les preuves.

1.3.1 Classes de Glivenko-Cantelli

Définition 1.4 étant donnéeLF une famille d’applications de(X, Y ) → R, et P une
famille de distributions sur(X, Y ), On dit queLF est faiblement (resp. fortement)P-
Glivenko-Cantelli[Van Der Vaart and Wellner; 1996] pour la convergence faible(resp.
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pour la convergence presque sûre) si et seulement si quelle que soit la distributionP ∈ P,
on a :

sup
Lf∈LF

| 1
n

n∑

i=1

Lf(zi)− EP (Lf )| n→∞−−−→ 0

ce qui est équivalent à :

sup
Lf∈LF

|EP⋉(Lf )− EP (Lf)| n→∞−−−→ 0

au sens de la convergence faible (resp. presque sûre). Et oùzi = (xi, yi) (z1, . . . , zn) ∈
(X, Y )n sontn réalisations indépendantes d’une variable aléatoire de loi P .

De plusLF est diteuniversellement Glivenko-CantellisiLF estP∗-Glivenko-Cantelli
oùP∗ est l’ensemble de toutes les distributionsP définies sur(X, Y ).

Enfin,LF est diteuniformément Glivenko-Cantellisi en plus d’être universellement
Glivenko-Cantelli, la vitesse de convergence de la mesure empirique est uniformément
majorée enP :

∀ε > 0, ∃N, ∀P ∗ ∈ P, n > N ⇒ Pr(||Pn − P ||LF
> ε) < ε

oùPn est la distribution empirique estimantP à partir den réalisations i.i.d. et
||P ||LF

= sup
Lf∈LF

EP (|Lf |)

Notons que la loi des grands nombres de la théorie classique des probabilités nous dit que
pour toutP etLf ,

∀n ≥ N Pr(sup
m≥n
|Pm(Lf )− P (Lf)| > ε)

N→∞−−−→ 0

Pour qu’une classe soit Glivenko-Cantelli uniforme, il faut de plus que le temps de conver-
gence soit borné pour toutP et toutLf .

1.3.2 Classes de Donsker

Nous souhaitons enfin disposer de certaines hypothèses de régularité sur les familles
de mesures concernées.

Définition 1.5 (Famille tendue) On dit qu’une famille de probabilités (ou de mesures)G

est tendue si :

∀ε > 0 , ∃Kǫ compact deRd tel que sup
P∈G

P (Rd
r Kε) ≤ ε

Dans le cas d’une famille tendueG, il est ainsi possible de choisira priori un compact
Kε et de ramener l’étude de convergence à l’étude des propriétés des mesures considérées
dansKε.
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L’intuition est de contrôler la répartition des «masses» d’une famille de mesures. En
effet, pour les mesuresP de G, il est possible de choisir uniformément un compact de
R

d (donc un fermé borné) tel que la mesure de ce qui n’est pas dansce compact soit
inférieur àε. On dira qu’il s’agit d’une condition imposant que pour toutes les mesures de
G, l’essentiel de la masse se situe dans un fermé borné (et doncne part pas à l’infini).

Définition 1.6 (Classes de Donsker)étant donné une familleLF de fonctions de(X, Y )
dans R, on dit que LF est P-Donsker (ou que c’est uneP-classe de Donsker)
[Van Der Vaart and Wellner; 1996, p81] ssi :

1. ∀P ∈ P, sup
Lf∈LF

|Lf (x)− EP (Lf)| <∞

2. avecPn = 1
n

∑n
i=1 δi et Gn =

√
n(Pn − P ), pour toutP ∈ P, Gn converge

faiblement dansl∞(LF ) vers un certainG tendu mesurable (attentionG est bien
une famille carP n’est pas fixe).

Cette convergence correspond à la convergence faible pour les classes de Glivenko-
Cantelli avec en plus une notion de vitesse. Il s’agit de la même vitesse que dans les classes
de VC, c’est à dire que l’on demande une précision enε ∼ 1/

√
n. La différence avec les

classes de Glivenko-Cantelli est que l’on a pas de lien entreles classes presque sûres et
faibles. La notion de classe de Donsker est plus générale, plus précise mais asymptotique.

Si P est l’ensemble de toutes les distributions surX alors uneP-classe de Donsker
est appeléeclasse universellement de Donsker.L’intérêt de ces classes est du même
ordre que les classes de VC. La principale différence tient au fait que l’on a un résultat
asymptotique sur l’erreur d’apprentissage au lieu d’une borne.

Remarques :
– UneP-classe de Donsker estP-Glivenko-Cantelli,
– Une classe de VC-dimension finie est une classe de Donsker universelle et est une

classe de Glivenko-Cantelli uniformément en la distribution mais l’inverse n’est pas
vrai.

1.3.3 Liens entreF et LF

L’idée générale des statistiques procède en deux temps : 1) on essaye de montrer que
la famille de fonction n’est pas trop compliquée ; 2) on montre que les variations dusup
sur l’espace de fonctions n’est pas trop grand. Une difficulté pour les applications de
l’apprentissage réside dans le fait que l’on connait généralement l’allure deF mais pas
celle deLF (puisqueLF fait intervenir le concept cible qui est inconnu). Cette section
récapitule des résultats liant les deux espaces, renvoyantle lecteur à [Vidyasagar; 2002,
p146-151] pour les preuves et davantage de détails (le théorème 1.2 et 1.6 donnés ici,
correspondent en fait à des morceaux de la preuve du th5.12).
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Théorème 1.2 (Dimensions, pulvérisation et fonctions de coût) Soit F une famille de
fonctions surX à valeurs dans{0, 1}, etL fonction de coût définie surX × {0, 1} telle
queL(a, b) = 1 si a 6= b et0 sinon. Alors :

S0(LF , n) ≤ S(F, n)

S1(LF , n) ≤ S(F, n)

S(Lf , n) ≤ 2S(F, n)

oùSi(LF , n) est le nombre de pulvérisations deLF restreint àX ×{i} pour i ∈ {0, 1} et
S(F, n) est lenèmecoefficient de pulvérisation deF .

De plus siF a pour VC-dimension V, alorsLF a pour VC-dimension V.

Théorème 1.3 (Donsker et fonctions de coût)Si F , famille de fonctions, est Donsker,
alorsLF l’est aussi pour toute fonction de coûtL(a, b) lipschitzienne.

Théorème 1.4 (Glivenko-Cantelli et fonctions de coût)SoitF une famille de fonctions
définies surX à valeurs dansY = [0, 1] etP une famille de distributions surX×Y . Soit
PM la famille des distributions marginales surX correspondant àP. Supposons queF
estPM -Glivenko-Cantelli et queL(y, .) est uniformément équicontinue, c’est-à-dire que :

∀ε, ∃δ, ∀y, ∀(u1, u2) ∈ Y 2, |u1 − u2| ≤ δ ⇒ |L(y, u1)− L(y, u2)| ≤ ε

ce qui est en particulier le cas pourL(y1, y2) = |y1 − y2|s avecs ≥ 1.
AlorsLF est Glivenko-Cantelli

Théorème 1.5 (Glivenko-Cantelli et fonctions de coût, classification) Sous les mêmes
hypothèses que le théorême précédent. Supposons que|L(y, y′)| = |y − y′|.
AlorsLF estP-Glivenko-Cantelli si et seulement siF estPM-Glivenko-Cantelli.

Théorème 1.6 (Nombres de couverture et fonctions de coût)Soit F une famille de
fonctions à valeurs dansY = [0, 1]. Supposons que la fonction de coût vérifie pour un
coupleε, ε′ de réels positifs :

∀y1, y2, y3|y2 − y3| ≤ ε′ ⇒ |L(y1, y2)− L(y1, y3)| ≤ ε

alorsN(ε, LF ) ≤ N(ε′, F ).

La définition des nombres de couverture est donnée un peu plusloin section 1.4.4.

1.3.4 Bornes sur la vitesse de convergence

Voila la forme généralisée du théorème déjà vu lors de la présentation de la minimisa-
tion du risque empirique (section 1.2.3), il est tiré de [Vidyasagar; 2002, p196] :
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Théorème 1.7 (Vitesse de convergence dans les familles de P-dimension finie ) Soit
LF un espace de fonctions surX×Y à valeurs dans[0, 1], tel queLF soit de P-dimension
finieV . Supposons de plus que0 < ε < e

2 log2(e)
⋍ 0.94. Alors :

P (∆(ε, n, Lf)) ≤ 8

(
16e

ε
ln(

16e

ε
)

)V

exp(−n
ε2

32
)

avec∆(ε, n, Lf)) l’évènement∃Lf ∈ LF , |Lf − L̂f | > ε.
En outre,LF est universellement Glivenko-Cantelli et universellement Donsker.

Théorème 1.8 (Vitesse de convergence dans les familles VC : cas des familles binaires )
SoitLF un espace de fonctions définies surX × Y à valeurs dans{0, 1}, et supposons
queLF ⊂ {0, 1}X soit de VC-dimensionV . Alors V est fini si et seulement siLF est
universellement Glivenko-Cantelli, ou de manière équivalente si et seulement siLF est
universellement Donsker. AlorsP (∆(ε, n, LF )) est borné par :

4

(
2en

V

)V

exp

(
−nε2

8

)
(1.1)

8S(F, n) exp

(
−nε2

32

)
(1.2)

4 exp(4ε + 4ε2)S(F, n2) exp(−2nε2) (1.3)

16
(√

nε
)4096V

exp(−2nε2) avec nε2 > 64 (1.4)

4 exp(4ε + ε2 − 2nε2) · n2V avec V ≥ 2 etn ≥ 4V (1.5)

4 exp(4ε + ε2 − 2nε2) · (n + 1)2 avec V = 1 (1.6)

8nV exp

(−1

32
nε2

)
avec V ≥ 3 etn ≥ 2V (1.7)

8 (n + 1)V exp

(−1

32
nε2

)
(1.8)

4 exp(4ε + ε2 − 2nε2) · exp

(
H(

2V

n
)

)
avec V ≥ 2 etn > 4V (1.9)

8 exp

(
n · H(

V

n
)

)
exp

(−1

32
nε2

)
avec V ≥ 3 etn > 2V (1.10)

avec∆(ε, n, Lf)) l’évènement∃Lf ∈ LF , |Lf − L̂f | > ε.
etH(x) = −x log(x)− (1− x) log(1− x) (fonction d’entropie, prolongée par continuité
en0 et1)

Dans la littérature, les résultats les plus utilisés sont 1.5 et 1.7 [Devroye et al.; 1997,
p197]. Ils dépendent du nombre d’exemples (1.9 et 1.10 sont leurs raffinements mais
moins connus et plus compliqués détaillés dans [Devroye et al.; 1997]). En pratique, les
bornes 1.2 et 1.3 (tirées de [Devroye; 1982]) sont souvent les meilleures. 1.1 vient de
[Vidyasagar; 2002, p207]. Signalons le cas de 1.4 ([Alexander; 1984] présente aussi dans
[Devroye et al.; 1997, p207] ) qui ne devient effective (i.e inférieure à1) que pourn >
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26144, limitant quelque peu l’intérêt pratique de cette borne. . .Cependant, il s’avère qu’il
s’agit de la meilleure borne asymptotiquement. Elle permetde monter que :

E

(
sup

Lf∈LF

|Lf − L̂f |
)
≤ 8 +

√
2048V ln(4096V )√

n

Ce théorème peut être adapté au cas de la minimisation du risque empirique et au cas
des familles de fonction à valeurs réelles (bornées ou non).

1.4 Outils analytiques supplémentaires

1.4.1 Processus et Vecteurs Gaussiens

Dans toute la suite,t′ désigne la transposée det.

Définition 1.7 (Processus)Soit (Ω, P ) un espace de probabilité. On appelle processus
aléatoire à valeurs dansE un termeX = (Ω, (Xn)n≥0, P ) où pour toutn, Xn est une
variable aléatoire à valeurs dansE .

Un processus peut se voir comme une suite infinie de réalisations de variables aléa-
toires indicées parn (n’ayant pas nécessairement la même loi mais vivant dans le même
espace). Par défaut, l’espace des valeursE estR et on parlera de processus réel.

Définition 1.8 (Processus borné)Soit1 ≤ p < ∞. On dit que le processus réelXn est
borné dansLp, si supn E(|Xn|p) <∞.

Un processus borné est parfois appelé fini ce qui peut porter àconfusion car le terme
« fini » ne se rapporte pas au fait que la suite comporte un nombre fini de termes. On
utilisera aussi parfois le terme « presque sûrement borné dansLp » la borne portant sur
l’espérance de|Xp|. Par défaut quand on ne précisera pasp, on utiliseL∞.

Remarque :
Dans les définitions ci-dessus, le processus est à indices entiers. Plus généralement, il est
possible d’indicer un processus par une famille de fonctions (non-nécessairement dénom-
brable, voir Def.1.9),

�

Définition 1.9 (Processus indicé parF ) SoitF un ensemble quelconque (dans la suite
de cette thèse, il s’agira en géréral d’un ensemble de fonctions) et (Ω, P ) un es-
pace de probabilités. On appelle processus aléatoire à valeurs dansE un termeX =
(Ω, (Xf)f∈F , P ) où pour toutf , Xf est une variable aléatoire à valeurs dansE .
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Définition 1.10 (Fonction caractéristique d’une variable aléatoire) Soit X une va-
riable aléatoire à valeurs dansRd et de loiµ. On appelle fonction caractéristique (ou
transformée de Fourier deµ) la fonction définie pourt ∈ R

d par

µ̂(t) = ϕX(t) = E(e2πi<t,X>) =

∫

R
d

e2πi<t,x> dµ(x)

Si la v.a.X a une densitéf , alorsϕX(t) =
∫

f(x)ei<t,x> dx. Dans ce cas, la fonction
caractéristique coïncide avec la transformée de Fourier def . Notons que l’application
µ → µ̂ est injective ce qui permet d’identifier les variables aléatoires à partir de leur
fonction caractéristique.

Définition 1.11 On dit qu’une variable aléatoire réelleX est gaussienne si sa fonction
caractéristique vérifie

ϕX(t) = E[e2iπ<t,X>] = e2iπtm−2π2σ2t2

pourm, σ ∈ R. On dit alors queX suit une loi normaleN (m, σ2).

Définition 1.12 Un vecteurX = (X1, . . . , Xn) de variables aléatoires est gaussien, si
toute combinaison linéaire à coefficients réels desX1, . . . , Xn est une variable aléatoire
gaussienne réelle.

Théorème 1.9Un vecteur aléatoire réelX = (X1, X2, . . .Xn) est gaussien si et seule-
ment si sa fonction caractéristique est donnée par

ϕX(t) = E[e2iπt′X ] = e2iπt′mX−2π2t′ΣX t, t ∈ R
n

Où mX ∈ R
n et ΣX ∈ R

n×n dénotent respectivement la moyenne et la matrice de
covariance deX, On noteraX ∼ N (mX , ΣX).

Définition 1.13 (Processus Gaussien)Un processus réel(X)t est dit gaussien si tout
système fini extrait de(X)t est un vecteur aléatoire gaussien réel.

1.4.2 Classes de Donsker et processus gaussiens [Adler; 1990]

Théorème 1.10 (Comportement asymptotique dêL− L) Soit F une classe de fonc-
tionsP−Donsker alors : √

n
(
L̂(f)− L(f)

)

f
→ PG

oùPG est un processus gaussien borné indicé parF .

Ce théorème produit un résultat intéressant lorsqu’il est adjoint à l’inégalité de Borell :
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Théorème 1.11 (Inégalité de Borell)Celle-ci peut être trouvée dans [Van Der Vaart and
Wellner; 1996, p438] mais la formulation utilisée ici vientde [Ledoux; 1988] Soit(Yt)t∈T

processus gaussien presque surement borné avecσ(Y )2 la plus grande variance d’unYt

pour t ∈ T , alors :

lim
s→∞

log P (supt Yt > s)

s2
= −1/(2σ(Y )2)

et pour toutε > 0 , pours assez grand, on a :

P (sup
t

Yt > s) ≤ exp(εs2 − 1

2
s2/σ(Y )2)

Ce théorème montre que asymptotiquementσ(Y ) caractérise la largeur dusupremum
deYt. Ce résultat peut sembler contre intuitif puisque tout se passe comme si le processus
gaussien n’avait qu’une seule valeur det. Notons que la combinaison effectuée ici porte
sur deux résultats asymptotiques ce qui n’est pas de très bonaugure pour la pratique .

1.4.3 ε-nets (ε-squelettes)

Définition 1.14 (ε-nets à la Matoušek) Soit X un ensemble, soitµ une mesure définie
surX. SoitF une collection de sous ensemblesµ-mesurables pourX et0 < ε < 1.
A ⊂ X est unε-net pour(X, F ) si pour toutS ∈ F , µ(S) ≥ ε implique queA ∩ S 6= ∅

Intuitivement, cela ne revient pas à couvrirF mais simplement à ce que les éléments
de F ayant une mesure plus grande queε aient une intersection non nulle avec le ré-
seau. Lesε-nets constituent un outil très apprécié en géométrie, il existe une application à
l’apprentissage dans le cadre de la VC-théorie :

Théorème 1.12 (VC-dim etε-nets à la Matoušek) Soit (X, F, µ) un système µ-
mesurable tel que la dimension de VC deF est bornée pard (avecd > 2). Soitk ≥ 2 un
paramètre entier, alors il existe un(1/k)-net de tailleO(dk log k) pour (X, F, µ)

Ce résultat prouvé par Matoušek dans [Matousek; 2002] utilise des résultats de Mul-
muley dans le cas de d’espace de dimension finie. L’utilité d’un tel théorème est de per-
mettre de prouver des résultats de convergence en utilisantun ε-net.

Classiquement en apprentissage, la définition la plus utilisée pour lesε-net est la sui-
vante [Devroye et al.; 1997] :

Définition 1.15 (ε-nets) SoitX un ensemble normé dont nous noterons||.||X la norme
surX, et soitF un sous ensemble deX et ε>0. On dira queA ⊂ X est unε-net deF si
tous les éléments deA sont de norme finie et queF ⊂ ⋃a∈A B(a, ε) (ouB(x, ε) désigne
la boule de centrex et de rayonε pour la norme||.||X).
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Cette définition est celle que nous utiliserons dans la suitede ce document. Elle est
plus restrictive que la précédente. Avec celle ci, si on dispose d’un recouvrement deF par
des boules de rayonε, alors l’ensemble constitué des centroïdes de ces boules est unε-net
pourF dansX. Essentiellement on se sert desε-nets pour remplacer un ensemble trop
difficile à traiter par un autre ensemble plus simple en étantsur que tous les éléments de
l’ensemble de départ ne sont pas à une distance supérieure àε du nouvel ensemble.

1.4.4 Nombre de couverture etBracketingnombre de couverture

Dans un ensemble norméX, la taille minimale d’unε-net deF est appeléeε-nombre
de couverture de F notéN(ε, F ). Si pour unε il est impossible de trouver un réseau
fini on dira que le nombre de couverture correspondant àε est infini.F est dit totalement
borné si pout toutε > 0, N(ε, F ) <∞.

On appelleε-entropie deF le logarithme deN(ε, F ).

Bien qu’il n’apparaisse pas dans la notation, il faut bien préciserX. En effet, les
centres des boules desε-nets sont dansX et non dansF , ce qui peut parfois changer les
résultats.

Étant données deux fonctionsb et h de X dansR, on appellesegment[b, h], l’en-
semble des applicationsf deX dansR telles que||b||X ≤ ||f ||X ≤ ||h||X.

Ce segment est ditε-segmentsi ||b− h||X ≤ ε et queb eth ont des normes finies.

Le Bracketing nombre de couverture[Van Der Vaart and Wellner; 1996, p83] noté
N[](ε, F ) est le nombre minimal d’ε-segments nécessaires pour recouvrirF . b eth ne sont
pas nécessairement des fonctions deF mais sont supposées être de norme finie. Comme
précédemment on appelleε[]-entropie le logarithme deN[](ε, F ).

1.5 Bornes classiques

Cette section rappelle quelques inégalités classiques portant sur la déviation de la
moyenne d’une variable aléatoire par rapport à son espérance.

1.5.1 Espaces préhilbertiens

Célèbre inégalité, ancienne mais néanmoins très utile :

Théorème 1.13 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)Dans un espace préhilbertien com-
plexeE (muni de son produit scalaire< ., . >)

∀(x, y) ∈ E2 | < x, y > | ≤ ‖x‖.‖y‖
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L’égalité arrive si et seulement six ety sont liés (∃α ∈ R tel quex = αy).

Dans les espacesLp (et lp), l’inégalité de Cauchy-Schwartz est un cas particulier de
l’inégalité de Hölder (avecp = q = 2) :

Théorème 1.14 (Inégalité de Hölder pour les suites)Soientx, y deux vecteurs corres-
pondant à une suite respectivement danslp et lq alors :

Si
1

p
+

1

q
= 1, p, q > 0 alors | < x, y > | ≤ || x ||p|| y ||q

Cette inégalité est particulièrement utilisée dans le cas des produits scalaires définis
par des intégrales dans les espacesLp. Si une fonctionf est dansLp(X), alors la norme
Lp def est notée|| f ||p. Soit(X, B, µ) un espace mesuré. Sif est dansLp(X) et g est
dansLq(X) (avec1/p + 1/q = 1), alors l’inégalité de Hölder devient :

‖fg‖1 =

∫

X

|fg|dµ ≤
(∫

X

|f |pdµ

) 1
p
(∫

X

|g|qdµ

) 1
q

= ‖f‖p ‖g‖q

1.5.2 Inégalités à la Bienaymé-Tchebychev

Théorème 1.15Soitr > 0 un nombre réel, etX une variable aléatoire réelle définie sur
un espace probabilisé . On suppose queE(|X|r) est fini (on dira queX admet un moment
d’ordre r ou encore queX estr-intégrable). Alors on a :

P (|X| ≥ t) ≤ E(|X|r)
tr

Pourr = 1 (resp.r = 2), ce résultat est connu sous le nom d’inégalité de Markov
(reps. d’inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Il s’agit despremières inégalités pouvant
servir à évaluer des déviations par rapport à la moyenne. Malheureusement elles ne pré-
sentent pour ainsi dire pas d’intérêt pratique : les bornes obtenues sont extrêmement lâches
à cause des faibles hypothèses faites surX. En effet, on suppose simplement l’existence
d’un moment d’ordrer.

1.5.3 Le théorème de la limite centrée (TCL)

La plus célèbre des inégalités de déviation est donnée par lethéorème suivant qui
éclaircit la loi des grands nombres dans le cas de variables i.i.d. possédant un moment
d’ordre2 :
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Théorème 1.16 (TCL) SoitX1, . . . , Xn une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées d’espérancem et de varianceσ2 bornée (existence d’un mo-
ment d’ordre deux). Alors :

1

σ
√

n

n∑

i=1

(Xi −m)
n→∞
 N (0, 1)

ou signifie «converge en loi vers»

La signification intuitive de ce théorème est que les sommes de variables aléatoires
i.i.d. possédant un moment d’ordre deux ont toujours tendance à se comporter de ma-
nière gaussienne. Ce résultat étant vrai quelque soit la forme de la distribution, il est très
exploité. De plus, en pratique, le théorème possède une certaine forme de résistance qui
permet de l’utiliser même dans le cas de variables ne possédant pas la même moyenne ou
écart type. En résumé, les sommes de v.a. indépendantes ont tendance à donner des gaus-
siennes ce qui permet d’assimiler une somme de variables inconnues (voire inobservables)
en une unique gaussienne dont on se ramène à évaluer les paramètres. On trouve une
exploitation originale de cette idée dans l’analyse en composantes indépendantes (ICA,
[Hyvärinen et al.; 2001] ).

Dans le cas vectoriel, on obtient :

Théorème 1.17 (TCL pour les vecteurs)Soit Xn une suite de v.a. à valeurs dansR
d,

indépendantes, de même loi, de carré intégrable, ayant pourmoyennem, et pour matrice
de covarianceΣ à coefficients finis. On poseSn = X1 + . . . , Xn. AlorsWn = 1√

n
(Sn −

nm) converge en loi versNd(0, Σ).

1.5.4 Théorèmescentral limit fonctionnels

Essentiellement, on considère un échantillon aléatoire simple x1, . . . , xn. On dis-
pose d’un espace de fonctionsF , qui dans un premier temps est supposé de cardinal
d fini. On considère les moyennes de(f1, f2, f3, . . . , fd) (fi ∈ F ) sur cet échantillon :
(M1, M2, . . . , Md). On a doncMi = (fi(x1) + fi(x2) + . . . + fi(xn))/n pouri ∈ J1, dK.

SoitEi la limite deMi quandn tend vers l’infini. On note(D1, . . . , Dd) le vecteur des
écarts à la moyenne défini parDi = Mi − Ei.

La loi forte des grands nombres nous dit queD = (D1, . . . , Dd) tend presque sûrement
vers(0, 0, . . . , 0), sous des hypothèses très légères. Le théorème central limite multi-varié
nous fournit la limite deG =

√
n · (D1, . . . , Dd). L’extension de ces résultats au cas où

F est un espace fonctionnel de cardinal infini, est ce que l’on appelle un théorèmecentral
limit fonctionnel.
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Le cas des classes de Glivenko-Cantelli

Théorème 1.18 (Convergence pour les classes de Glivenko-Cantelli) Soit x1, . . . , xn,
n réalisations indépendantes d’une variable aléatoireX possédant un moment d’ordre
1. Dans le cas oùF est Glivenko-Cantelli,

∀ε > 0, P

(
limsupn→∞ sup

f∈F

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

f(xi)

n
−E(f(X))

∣∣∣∣∣ > ε

)
= 0

Ainsi sous l’hypothèse oùF est Glivenko-Cantelli, le vecteur précédentD (le vecteur
des écarts à la moyenne) tend presque surement vers le vecteur nul.

Notons que ce vecteur peut être infini (il est indexé par un ensemble de fonctions).
C’est d’ailleurs tout l’intérêt des classes de Glivenko-Cantelli qui désignent des ensembles
de fonctionsF infinis pour lesquelles on peut étendre la loi forte des grands nombres (si
Card(F ) était fini, Kolmogorov s’appliquerait directement).

Notons cependant que l’on ne peut pas ici parler de théorèmecentral limit fonctionnel
puisqu’il s’agit en fait d’une convergence presque sûre, dont on ne peut pas borner la
vitesse de convergence. On ne dispose pas pour cette famillede fonctions de borne sur la
vitesse de convergence. En fait, par définition, le cas des classes de Donsker est celui ou
il existe un théorèmecentral limit fonctionnel.

Le cas des classes de Donsker

En revanche, de telles bornes sont disponibles sous l’hypothèse plus forte oùF est
une classe de Donsker. Dans ce cas, le vecteurG des écarts à la moyenne multiplié par√

n, tend vers un processus gaussien. Nous proposerons deux énoncés de théorème limite
fonctionnel également connus sous le nom de théorèmes de Donsker [Van Der Vaart and
Wellner; 1996, p171-172(Th2.8.3-2.8.4)].

Théorème 1.19 (Entropie universelle)Si la classeF est mesurable, dont on possède
une enveloppeG supposéeL2 :

∫ ∞

0

sup
Q

√
log N(ε||G||Q,2, F, L2(Q))dε <∞ avec||f ||Q,2 =

√
EQ(|f |2)

AvecQ parcourant toutes les mesures de probabilités discrètes finies et oùN(ε, F, L2(Q))
désigne leε-nombre de couverture deF pour la normeL2(Q). Si de plus les classes
Fδ = {f − g|f, g ∈ F , ||f − g||P,2 < δ} sont mesurables pourδ ∈ R

∗+ alors pour tout

f ∈ F , la suite des processus empiriquesZn =
1√
n

(f(Xi)−E(f)) converge faiblement

dansl∞ vers un borélien tendu. De plus lesup de la différence est d’ordreO(1
√

n) (c’est-
à-dire queF est Donsker pourP ).

Si de plus les processus étaient gaussiens alors le processus limite l’est aussi.
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Théorème 1.20 (Bracketing entropie plus entropie)Si F enveloppe deF possède un
moment d’ordre deux fini, et que :

∫ ∞

0

√
log N[](ε,F , L2(P ))dε <∞

ouN[](u,F , L2(P )) désigne leε-braketing nombre de couverture deF pour la normeL2,
alorsF estP -Donsker.

Ces théorèmes un peu rébarbatifs (dont le second est aussi connu sous le nom de
théorème d’Ossiander) signifient que pour les classes de Donsker le processus limiteG
(différences aux moyennes fois

√
n) tend vers un processus gaussien dont on connaît la

covariance ; ceci correspond intuitivement à la généralisation d’une loi normale au cas
infini.

Intuitivement, si l’entropie (logarithme du nombre de couverture) est enO(1/εa) avec
a < 2 alors la convergence de l’erreur empirique vers l’erreur généralisation est en1/

√
n,

donc dumême ordre de grandeur que le cas de la VC-dimension finie1. De plus
contrairement à la VC-dimension qui impose que les nombres de couverture soient po-
lynomiaux, ce résultat permet de traiter desnombres de couverture exponentiels(tant
que lelog est polynomial de degré inférieur à 2).

1.5.5 Chernoff

Théorème 1.21 (Inégalités de Chernoff)[Vidyasagar; 2002, p22] SoientX1, . . . , Xn

une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées valant1 avec
une probabilitép et0 sinon. NotonsX̄ la moyenne desXi. Alors pour toutε positif :

P (X̄ ≥ p + ε) ≤ e−2nε2

(1.11)

P (X̄ ≤ p− ε) ≤ e−2nε2

(1.12)

P (|X̄ − p| ≥ ε) ≤ 2e−2nε2

(1.13)

P (X̄ ≥ (1 + γ)p) ≤ e−γ2np/3 avec γ ∈ [0, 1] (1.14)

P (X̄ ≥ (1− γ)p) ≤ e−γ2np/3 avec γ ∈ [0, 1] (1.15)

P (X̄ ≤ r) ≤ e−
n(p−r)2

2p(1−p) avec p ≤ 0.5 et r ≤ p (1.16)

Les inégalités 1.11, 1.12, 1.13 sont appeléesbornes additives de Chernoff. 1.14 et
1.15 sont lesbornes multiplicatives. L’inégalité 1.16 connue sous le nom de Chernoff-
Okamoto qui est plus fine que celle de Chernoff surtout pour les petites valeurs dep, elle
figure [Vidyasagar; 2002, p24].

Quandp est petit, les bornes multiplicatives sont meilleures carε évolue en1/n au
lieu de1/

√
n.

1Excepté dans le cas de l’erreur nulle où la convergence est en1/n
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On pourra préférer une autre formulation de ce théorème :

Théorème 1.22 (Chernoff non-i.i.d. pour des variables bornées) [Levchenko; 2005]
SoitX1, . . . , Xn des variables aléatoires indépendantes discrètes telles que pour touti

– E(Xi) = 0
– |Xi| ≤ 1

Alors en posantX =
∑n

i=1 Xi etσ2 = Var(X) on a :

∀λ ∈ [0; 2] P (|X| ≥ λσ) ≤ 2e−λ2/4

Cette inégalité s’applique à des variables non identiquement distribuées, ce qui est
fort pratique. La contrainte supplémentaire surλ n’est pas gênante car l’inégalité ne nous
intéresse en général que pour des petites valeurs deλ.

Ce théorème peut être étendu au cas de variables continues. En fait il est surtout impor-
tant de retenir que les bornes de Chernoff permettent d’évaluer la probabilité de déviation
à la moyenne dans le cas de variables binaires de manière bienplus fine que Bienaymé-
Tchebychev, grâce à des hypothèses plus fortes (lesxi sont bornées et non plus simple-
ment possédant un moment d’ordrer).

1.6 Bornes à la Talagrand

A la suite de la VC-théorie qui a mis en évidence l’intérêt de bornes exponentielles
non-asymptotiques pour lesup de processus empirique, une bande de mathématiciens ont
tenté de généraliser les bornes exponentielles classiques(Hoeffding, Bernstein, Bennett,
Chernoff). Ils ont alors développé un domaine en plein essort : les inégalités de concen-
tration. Je vais présenter rapidement les grandes idées de cette mouvance mais je ne suis
pas extrêmement familier de ces techniques.

L’intuition du phénomène de concentration de la mesure dansles espaces produits est
la suivante : une variable aléatoireZ fonction de nombreuses variables aléatoires indépen-
dantesX = (X1, . . . , Xn) (c’est-à-direZ = f(X)) qui ne dépend pas trop de chacun de
ces arguments ne peut pas s’écarter beaucoup de sa moyenne.Les inégalités de concentra-
tion ont pris de plus en plus d’importance ces dernières années ; on peut les voir comme
des extensions des inégalités exponentielles classiques

Bref, une inégalité de concentration dans les meilleurs casest une version de l’inéga-
lité de Bernstein pour les sommes de variables bornées. Ce qui produit des inégalité du
type :

P (Z −E[Z] > t) ≤ exp(− t2

2(v + t)
),

où v est un majorant raisonnable de la variance deZ. On vise à traiter des fonctions
compliquées de variables indépendantes (ou faiblement dépendantes). L’une des grandes
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forces de ces inégalités de concentration par rapport aux probabilités classiques, provient
de l’existence de résultats non-asymptotiques et qu’ellespermettent de dire des choses
non-triviales sur des événements de très faible probabilité.

La dérivation d’inégalités de concentration a suscité de nombreux travaux ces vingt-
cinq dernières années. Les principales avancées sont dûes àTalagrand ([Talagrand; 1995],
[Talagrand; 1996]). Ses méthodes, proviennent de la géométrie et de l’analyse fonc-
tionnelle. Au dire des initiés, les résultats sont simples mais nécessitent une excellente
connaissance de la géométrie des espaces de Banach (ce qui n’est pas mon cas).

Une manière plus facile d’aborder ces résultats consiste à utiliser les techniques de
martingales (un processus réel adapté indicé parn est une martingale si pour toutn, Xn

est intégrable et avec probabilité1 : E(Xn+1|Fn) = Xn - en remplaçant= par≥ ou≤ on
obtient respectivement une sous-martingale et une sur-martingale). Les variablesZ qui
nous intéressent peuvent toujours se représenter comme dessommes d’accroissements
de martingales (c’est le plongement de Doob), si ces incréments sont contrôlés, alors les
fluctuations deZ sont liées au comportement de la « variation quadratique prévisible »
de la martingale. Cette approche en théorie équivalente et plus facile à comprendre reste
cependant difficile à exploiter. Les inégalités les plus puissantes (celles qui portent sur
la sur-martingale exponentielle et qui sont connues depuisplus de vingt ans) n’ont été
redécouvertes que très récemment [Dembo and Zeitouni; 1998].

Il existe deux approches alternatives aux méthodes déployées par Talagrand. Les mé-
thodes de transport proposées par [Marton; 1996] et la « méthode entropique » proposée
par [Ledoux; 2001]. Cette dernière trouve son origine dans la construction d’inégalités de
Sobolev logarithmiques. Cette méthode s’est révélée très prometteuse : elle a permis de
construire des preuves simples de résultats très difficilesde Talagrand sur les suprema de
processus empiriques (voir les travaux de M. Ledoux, P. Massart, E. Rio et O. Bousquet).
Ces travaux ont abouti à une version optimale de l’inégalitéde Bennett pour les suprema
de processus empiriques [Bousquet; 2002].

1.7 Apprendre à partir de plusieurs experts

Dans cette section uniquement, afin d’alléger les notations, on se place dans le cadre
de l’apprentissage supervisé à deux classes{−1, 1}.

Intuitivement pour faire de la classification, il semble intéressant d’essayer plusieurs
approches et d’être d’autant plus confiant dans les résultats que les différentes techniques
donnent des résultats identiques. En développant cette idée, il parait séduisant d’essayer
de faire voter des systèmes d’appentissage différents (désignés sous le nom d’experts).
Dans les premières formulations dues à Warmuth, Lugosi, Cesabianchi, l’apprentissage
dit actif procède en itérant deux étapes :

– Le diagnostique sur l’exemple courant, se fondant sur les poids courants des hypo-
thèses en cours (des experts),

– La mise à jour des poids des experts en fonction de leur performance sur le cas



1.7. APPRENDRE À PARTIR DE PLUSIEURS EXPERTS 41

courant

Le critère d’évaluation essentiel est le rejet, défini par laperte de performance de la com-
binaison pondérée des experts, par rapport au meilleur expert. Cette approche par système
de votes conduira plus tard à l’apprentissage dit d’ensemble [Brown et al.; 2005].

Le problème quand on dispose de plusieurs experts, c’est quel’on ne dispose pas for-
cément de mesure de qualité sur chacun d’eux. Si on dispose den experts, on se retrouve
avecn prédictions pour la classe qui ne sont pas nécessairement concordantes. L’idée de
base est de faire voter les experts et de donner comme réponsela classe majoritaire. Ce-
pendant si tous les experts sont mauvais sauf un, celui-ci n’aura jamais voix au chapitre.
Pour éviter cela, on attribue une confiance (aussi appelée poids, notéwi pour leième ex-
pert) qui est régulièrement réactualisée pour chacun des experts. Le but de tels algorithmes
est d’avoir une performance au moins égale à celle du meilleur de nos experts.

Ce type d’apprentissage peut-être considéré comme précurseur de l’apprentissage actif
car on se place ici dans le cadre d’une utilisation en ligne denos experts. Remarquons
tout de même qu’ici, l’algorithme n’a pas accès aux données,il doit se contenter de la
classification donnée par les experts. En particulier, il nepeut pas influencer la distribution
des exemples, donc ce n’est pas un algorithme «actif». Dans ce contexte, il n’est déjà pas
facile d’avoir un taux d’erreur égal au meilleur des experts. On commence par réaliser la
phase d’apprentissage des différents experts, puis on leurprésente de nouvelles données
à classer. Selon la qualité des vote, les poids des experts sont rectifiés à la volée.

1.7.1 Première version

Dans un premier temps on se placera dans le cadre de la logiquebooléenne. C’est à
dire que les attributs sont booléens et le concept cible est une formule logique formée à
partir de ces attributs. Généralement dans ce cadre on considérera que le concept cible est
une disjonction ; en effet on dispose déjà d’experts ayant donné leur avis et on souhaite
choisir à notre tour, il n’est donc pas forcément pertinent de considérer des conjonction
d’experts. Une base den exemples est la donnée den interprétations et de leur valeur de
vérité.

Théorème 1.23 (Majorité pondérée [Littlestone and Warmuth; 1989]) Le nombre
d’erreursM faites par l’algorithme de la majorité pondérée (Algo. 1) n’est jamais plus
de2.41(m + log(n)), oùm est le nombre d’erreurs faites par le meilleur expert.

L’algorithme de la majorité pondérée aléatoire

Cet algorithme peut être amélioré en modifiant :
– Le mécanisme de mise à jour des poids : au lieu de multiplier par 1/2 le poids

des experts ayant commis une erreur, on le multiplie parβ (qui sera à choisir par
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Algorithme 1 Algorithme de la majorité pondérée
1: Initialiser tous leswi à 1
2: Boucler
3: A l’arrivée d’un nouvel exemple, noter{f1, . . . , fn} les prédictions des experts sur

cette donnée. Renvoyer la prédiction pour laquelle la sommedes poids des experts
est la plus grande. C’est-à-dire renvoyer1 si

∑

i\fi=1

wi ≤
∑

i\fi=−1

wi

et−1 sinon.
4: Regarder la bonne réponse et diviser par2 le poids de tous les experts ayant fait

une erreur.
5: Fin Boucle

l’utilisateur).
– L’interprétation du vote pondéré en termes de probabilistes incorporant la capacité

de s’abstenir au lieu d’un mécanisme de majorité.

Algorithme 2 Algorithme de la majorité pondérée aléatoire
1: Initialiser tous leswi à 1
2: Boucler
3: A l’arrivée d’un nouvel exemple, noter{x1, . . . , xn} les prédictions des experts sur

cette donnée. Renvoyer la prédictionxi avec probabilitéwi/
∑

i wi.
3: Regarder la bonne réponse et multiplier parβ le poids de tous les experts ayant fait

une erreur.
4: Fin Boucle

Théorème 1.24 (majorité pondérée aléatoire [Littlestone and Warmuth; 1989]) Sur
n’importe quelle séquence de test, le nombre d’erreursM fait par l’algorithme aléatoire
de la majorité pondérée (Alg. 2) est tel que :

E(M) ≤ m ln(1/β) + ln(n)

1− β

oùm est le nombre d’erreurs faites par le meilleur des experts.

Intuitivement, l’avantage de la majorité pondérée aléatoire est clair dans les situations
proches de l’ex-aequo; en effet, si l’erreur domine d’une très courte majorité, lediag-
nostic est erroné avec une probabilité1 dans le cas non-aléatoire. Alors que dans le cas
aléatoire, il est erroné avec seulement une probabilité proche de50%. En cas d’erreur, le
poids total sera ensuite environ divisé par1/4 (qui est une grande valeur pour une pré-
diction correcte), et on peut montrer que la probabilité de faire une prédiction correcte est
fortement liée à la décroissance du poids total (le poids décroît pour les erreurs).
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De plus en ajustantβ, on peut faire tendre le coefficient devantm vers1. Au prix
cependant de l’élévation d’une constante additive.

1.7.2 Winnow

Restons pour le moment dans le cadre de la logique propositionnelle (avec le concept
cible étant une formule logique des attributs). Les résultats proviennent de [Blum; 1998]
bien que les auteurs initiaux soient Littlestone, Long et Warmuth en 92.

Algorithme 3 Winnow
1: Initialiser les poidsw1, . . . , wn à1
2: Boucler
3: Étant donné un exemplex = (x1, . . . , xn) où xi désigne la valeur duième attribut

(0 ou1) pour l’exemplex répondre1 si

w1x1 + . . . + wnxn ≥ n

et−1 sinon.
4: Si l’algorithme fait une erreurAlors
5: Si l’algorithme a prédi−1 au lieu de1 Alors
6: alors pour chaquexi valant1, doublerwi

7: FinSi
8: Si l’algorithme a prédi1 au lieu de−1 Alors
9: alors pour chaquexi valant1, diviserwi par deux.

10: FinSi
11: FinSi
12: Fin Boucle

Théorème 1.25 (Erreurs de Winnow)Dans le cas où le concept cible est une disjonc-
tion der variables alors l’algorithme Winnow (Algo. 3) commet au plus2+3r(1+ logn)
erreurs.

On peut de plus faire la même amélioration que précédemment (randomizationde
winnow) en voyant les poids comme des probabilités de choix.Dans le cas où le concept
cible n’est pas une disjonction, le comportement de winnow est connu : pour une disjonc-
tion c soit :

– Notonsmc le nombre d’erreurs faites par cette disjonction sur les exemples ;
– Ac le nombre d’erreurs sur les attributs, défini comme suit. Pour chaque exemple

positif qui ne satisfait aucune variable dec ajouter1 à Ac. Pour chaque exemple
négatif satisfaisantk variables dec, ajouterk àAc.

Théorème 1.26 (Erreurs de Winnow randomizé )étant donnér, il est possible de trou-
ver un algorithme de winnow aléatoire tel que pour n’importequelle séquence d’exemples
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et n’importe quelle disjonction der variables, l’espérance du nombre d’erreurs faites est :

Ac + (2 + o(1))
√

Acr ln n/r

puisqueAc/(r ln(n/r))→ 0

1.7.3 Bagging

Une grande part des difficultés dans ce cadre provient de la présence d’experts poten-
tiellement mauvais. C’est pour cette raison qu’un vote simple (non-pondéré) ne présente
aucune garantie de performance.

Toutefois dans le cas où la qualité des experts peut être encadrée, des résultats plus
puissants sont obtenus, c’est notament le cas dubaggingdéfini par [Breiman; 1996]. Il
s’agit également de vote d’experts mais lebaggings’inscrit dans un cadre plus large que
l’apprentissage actif.

Tout repose sur le fait qu’il est souvent raisonnablement aisé d’obtenir des classifieurs
faibles (weak learners), i.e.des hypothèses dont l’erreur est inférieure à50% mais dont le
taux d’erreur est tout de même jugé insatisfaisant. Lebaggingcorrespond à l’exploitation
de classeurs faiblesindépendants.

En effet, comme chaque classeur prédit correctement la classe de plus de50% des
exemples, si les erreurs sont uniformément réparties alorsenmoyenne pour chaque don-
née à classer il y aura plus de50% des classifieurs donnant une réponse correcte.

Fondamentalement, ce sont les inégalités de Chernoff (voir1.5.5) qui permettent de
borner le taux d’erreur produit par le bagging en fonction dunombre deweak learners
et de leurs performances individuelles. Il est très important de comprendre qu’ici tout
repose sur l’indépendance entre les votants. En effet si tous commettent leurs erreurs dans
les mêmes zones il n’y a rien à attendre dubagging[Esposito and Saitta; 2004].

Cependant, on notera que dans la pratique cette hypothèse d’indépendance est souvent
violée ne serait-ce que parceque les classeurs appris dépendent du même jeu de données
d’apprentissage. Pour remédier à cette limitation, plusieurs méthodes sont utilisées :

– Le sous échantillonnage des données (comme encross-validation).
– Le bruitage aléatoire des données

La condition essentielle est celle de l’instabilité de l’algorithme d’apprentissage, garantis-
sant que des hypothèses suffisamment diversifiées sont obtenues à partir de faibles modi-
fications de l’ensemble d’apprentissage. Les différents classifieurs obtenus pourront donc
se comporter comme étant plus ou moins indépendants. (Pour davantage de détails, on se
réfèrera à [Grandvalet; 2004]).
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1.7.4 Boosting

Le boostingest comme lebaggingun méta-algorithme visant à améliorer les résul-
tats d’apprentissage d’un algorithme produisant desweak-learnerde façon suffisament
instable [Schapire; 1990].

Cette fois, on suppose que l’algorithme d’apprentissage est capable de prendre en
compte une pondération des exemples, la stratégie est globalement la suivante : On exé-
cuteK fois l’algorithme d’apprentissage sur différentes distributions de probabilitésPi

des exemples de l’échantillon d’apprentissage. On n’obtient pas de nouveaux exemples à
chaque itération, on se contente en fait de perturber la distribution en modifiant le poids
des exemples de la base d’apprentissage pour favoriser telle ou telle région. En fait, à
chaque itération duboosting, on augmente le poids des exemples ayant été mal classés.

Les bonnes propriétés pratiques duboostingsont restés pendant longtemps très mys-
térieuses. En effet, leboostinga une erreur empirique sur l’échantillon d’apprentissage
qui décroît exponentiellement et parallèllement semble nepas rencontrer de problèmes de
sur-apprentissage (sauf dans le cas où la base d’apprentissage est bruitée où lesoutliers
sont surpondérés). Aujourd’hui il existe de nombreux théorèmes relatifs aux marges ou
à la convergence duboostinget des travaux tendent à montrer que leboostingpossède
des liens avec la maximisation du niveau de confiance dans la prédiction de la classe d’un
exemple (marge) [Rudin et al.; 2004] [Rudin et al.; 2005].

Le boostingprésente des liens avec l’apprentisage actif, puisqu’il s’agit dans les deux
cas d’influer sur la distribution des exemples. Je pense cependant qu’il s’agit d’un cadre
un peu plus restrictif car la base de données utilisée est fournie par la distribution naturelle
des exemples, ce n’est que par la suite qu’elle est influencéepar la pondération choisie.

1.8 Suites à Faible Discrépance

Dans cette section nous allons sortir du cadre de l’apprentissage pour introduire des
notions provenant du calcul numérique des intégrales. Nousy définirons en particulier ce
qu’est une suite à faible discrépance et quel est sont intérêt. Ces notions seront ensuite
reprises lors de la présentation des contributions de cettethèse dans la partie 3. Cette
notion de discrépance est aussi utilisée dans les algorithmes évolutionnaires depuis peu
par [Kimura and Matsumura; 2005].

Les suites à faible discrépance sont initialement apparuesdans le domaine du calcul
intégral. En effet, l’intégrale d’une fonctionf sur un domaineD étant la moyenne def
surD, une astucieuse technique d’évaluation est de tirer aléatoirement (de manière i.i.d.
et uniforme) une suite de pointsx1, . . . , xn dansD et d’évaluer

∫
D

f par 1
n

∑n
i=1 f(xi).

En effet, lesf(xi) sont en fait des variables aléatoires (puisque lesxi sont aléatoires
i.i.d.) dont la moyenne est

∫
D

f . On évalue ensuite l’erreur commise dans l’approximation
de l’intégrale en utilisant les théorèmes d’écart à la moyenne d’une variable aléatoire
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(théorème central limite par exemple). Cette technique estconnue sous le nom de calcul
d’intégrale à la Monte-Carlo en référence au célèbre casino.

L’idée des suites à faible discrépance est de remplacer le générateur de nombres aléa-
toires. En effet dans les techniques de calcul de type Monte-Carlo (pour l’évaluation d’in-
tégrales par exemple), il peut être intéressant de remplacer le tirage aléatoire par une suite
de point plus « ordonnée» [Millet], [Niederreiter; 1992]. Par « ordonnée », on entend es-
sentiellement plus uniformément répartie. En effet, il estbien connu qu’une suite aléatoire
uniformément répartie présente souvent des sortes de points d’accumulation (figure 1.2).
Attention tout de même, cette intuition peut se révèler trompeuse car nous verrons que des
points placés sur une « grille » uniforme ne présentent pas laplus faible discrépance pos-
sible (à cause du placement des bords de l’objet nous intéressant qui peuvent mal tomber
par rapport à la grille).

FIG . 1.2 : Exemple en dimension deux de points tirés uniformément (à gauche) et selon un géné-
rateur de suites à faible discrépance (à droite). Il est amusant de constater qu’un humain n’étant
pas habitué à voir des points tirés uniformément tend à dire que le tirage uniforme est à droite. . .

1.8.1 Suites équiréparties

Définition 1.16 Une suitex1, . . . , xn est équirépartie dans[0, 1]d si pour tout a =
(a1, . . . , ad) ∈ [0, 1]d,

lim
n

1

n

n∑

k=1

1{xk∈[0,a]} =

d∏

i=1

ai

la discrépance de la suite(xi) de[0, 1]d est définie par :

D∗
n(X) = sup

a∈[0,1]d

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

1{xk∈[0;a]} −
d∏

i=1

ai

∣∣∣∣∣

Le but est de mesurer si la suiteXi est répartie proportionnellement à l’aire des hyper-
rectangles de[0, 1]d. Le terme

∏n
i=1 ai correspond à un volume. La discrépance d’une suite

équirépartie converge vers0. Ce qui signifie qu’une suite est équirépartie si la fractionde
ses points contenus dans un hyperrectangeR converge vers le volume deR. Une faible
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discrépance correspond en fait à une répartition des pointsuniformément danstous les
hyper-rectangles de[0, 1]d.

1.8.2 Variation au sens de Hardy et Krause

Cette section définit d’après [Owen; 2004] les variations associées à une fonction
f , quantifiant intuitivement sa régularité. Le lecteur peut dans un premier temps sauter
cette section et passer directement à la section 1.8.3, il suffira de retenir que l’on définit
V (f), V[a,b](f) etVHK(f).

Soit x ∈ R
d et xj sajeme composante. Pouru ⊆ J1; dK, on noteraxu l’ensemble des

xj avecj ∈ u. etx−u l’ensemble desxj avecj /∈ u.

On définit l’opérateur «: » (qui ne sera utilisé que dans cette section) de la façon
suivante,xu : yv, soit le pointz ∈ [xu∪v, yu∪v] tel quezi = xi pouri ∈ u et zi = yi pour
i ∈ v (cet opérateur est bien défini dans tous les cas).

Soitf une fonction surRd à valeurs dansR.

On notera :

∆(f ; a, b) =
∑

v⊆J1;dK

(−1)|v|f(av : b−v)

et siu ⊆ J1; dK

∆u(f ; a, b) =
∑

v⊆u

(−1)|v|f(av : b−v)

On appelleY ladder (échelle) en dimension1 sur [a, b] (−∞ < a < b < ∞), un
ensemble contenanta et un ensemble fini de valeurs de]a, b[. Chaque élément possède un
successeur naturel (notéy+) dans le ladder (par convention, le successeur du plus grand
élément estb). On noteraY l’ensemble de tous lesladderssur[a, b]. On définit desladders
en dimension quelconque par produit cartésien deladders(le successeur étant défini en
prenant le successeur dans chacune des dimensions).

La variation de f surY est définie comme (parfois on omettra d’écrire leY comme
dans la variation au sens de Vitali ou de Hardy and Krause) :

V (f) = VY (f) =
∑

y∈Y

|∆(f ; y; y+)|

La variation def au sens de Vitali sur hyper-rectangles[a, b] est :

V[a,b](f) = sup
Y ∈Y

∑

y∈Y

VY (f)
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La variation def au sens de Hardy et Krause sur hyper-rectangles[a, b] est :

VHK(f) = VHK(j; a, b) =
∑

u(J1;dK

V[a−u,b−u]f(x−u : bu)

Une fonctionf est dite bornée au sens de Hardy et Krause (noté BVHK) sur hyper-
rectangles[a, b] si et seulement siVHK(f) < ∞. (ce qui implique en particulier que
V[a−u,b−u](f(x−u : zu)) <∞ pour tout0 < |u| < d et toutz ∈ [au, bu].)

Si f et g sont BHKV (définies sur un hyper-rectangles[a, b] en dimensiond) alors
f + g, f − g etfg sont BHKV. De même, si|f | > C > 0 1/f BHKV.

f est BHKV sur[a, b] ssi f = f1 − f2 avec∆u(fi; x, y) ≥ 0 pour i=1,2, pour tout
x ≤ y etu ⊆ J1; dK.

Remarque 1 :
Quand l’intégrandef est BVHK, l’approximation de son intégrale par des techniques de
Quasi-Monte-Carlo est meilleur asymptotiquement que celle réalisée par un échantillon-
nage de Monte-Carlo.

�

Remarque 2 :
Notons qu’il est difficile de savoir si une fonction est BHKV,en effet des outils existent
pour la dimension 1 mais ne s’étendent pas àd quelconque. De même être capable de le
faire en dimension2 ne suffit pas pour généraliser àd quelconque. Ainsi sif(x) et g(x)
sont des fonctions linéaires de l’hypercube en dimensiond alorsmin(f(x), g(x)) BHKV
pourd = 2 et non BHKV pourd > 2 ).

�

Remarque 3 :
Il existe des théorèmes permettant de bornerVHK à partir des dérivées def si f est
dérivable sur[a, b] (avec éventuellement des discontinuités parallèles aux axes en nombre
fini). Notons que ici encore, les parallèles aux axes jouent un rôle particulier comme pour
la définition de la discrépance.

�

1.8.3 Koksma-Hlawka

Le théorème de Koksma-Hlawka relie l’approximation de l’intégrale def et la
moyenne def le long d’une suite(Xn) par la discrépance deX.
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Théorème 1.27(Voir [Niederreiter; 1992]) Sif est une application de[0, 1]d dansR, de
variation totale au sens de Hardy et Krause majorée parVHK(f), et sixi est une suite à
discrépance faible dans[0, 1]d, alors pour une certaine fonctionc :

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

f(xi)−
∫

f

∣∣∣∣∣ ≤ VHK(f)c(d) log(n)d/n

mais aussi ∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

f(xi)−
∫

f

∣∣∣∣∣ ≤ VHK(f)D∗
n(x1, . . . , xn)

Cette inégalité, réputée très bonne dans le pire cas possible, justifie l’intérêt de dispo-
ser de suites à la discrépance la plus faible possible lors ducalcul d’intégrales. Dans le cas
de l’apprentissage, nous nous intéressons à la discrépancede l’échantillon d’apprentissage
avec comme objectif d’encadrer la déviation de l’erreur empirique.

1.8.4 Le cas des suites uniformément réparties

Dans le cas de variablesU1, . . . , Un aléatoires uniformément réparties de loi uniforme,
on noteraD∗

n(n) = D∗
n(U1, . . . , Un). Cette notation particulière est réservée à une suite

de variables uniformes.

Définition 1.17 (D∞) Soit U1, . . . , Un une suite de variables aléatoiresuniformément
réparties de loi uniforme sur[0; 1]d et F1, . . . , Fn la suite des fonctions de répartition
empiriques associées (la fonctiont→ 1

n

∑n
i=1 1uk∈[0;t]). On note

D∞(n) = D∗
∞(U1, . . . , Un) = sup

t∈[0;1]d

{∣∣∣∣∣Fn(t)−
d∏

i=1

ti

∣∣∣∣∣

}

Théorème 1.28 (Discrépance d’une va uniforme)[Kiefer; 1961] SoitU1, . . . , Un une
suite de variables aléatoires uniformément réparties de loi uniforme sur[0; 1]d, alors :

limsupn→∞

√
2n

ln(ln n)
D∗

n(n) = 1 presque sûrement

Définition 1.18 On dit qu’une suiteX = X1, . . . , Xn à valeurs dans[0; 1]d est à discré-
pance faible si sa discrépanceD∗

n(X) est asymptotiquement meilleure que la discrépance
D∗

∞(n) d’une suite aléatoireU1, . . . , Un de loi uniforme sur[0; 1]d.

On peut prouver que la discrépanceD∗
n(X) d’une suite quelconque vérifie :

limsupn→∞
nD∗

n(X)

ln(n)d/2
≥ Cd

Où Cd est une constante ne dépendant que de la dimensiond. Les meilleures discré-

pances connues sont asymptotiquement enO
(

ln(n)d

n

)
[Niederreiter; 1992].
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1.8.5 Exemples

Cette section présente quelques exemples de construction de suites déterministes à
faible discrépance. Le lecteur se réfèrera à [Niederreiter; 1992] pour plus de détails.

Grille uniforme

La première idée venant à l’esprit pour avoir des points les plus uniformément répartis
possible est d’essayer d’utiliser une grille régulière. Cependant il est possible de monter
que la discrépance d’une telle grille est de l’ordre de1√

n
, ce qui en fait un mauvais résultat.

Pour en comprendre l’origine, il faut se rendre compte que pour avoir une faible discré-
pance, il faut échantillonner le plus uniformément possible tous les rectangles parallèles
aux axes. Du coup, pour une grille uniforme comme on le voit sur la figure 1.3, il y a des
rectangles dont l’échantillonnage n’est pas bon (problèmes selon le placement des bords
par rapport à la grille).

FIG . 1.3 : Points placés selon une grille et visualisation de deux rectangles parallèles au axes
n’étant pas échantillonnés uniformément.

Suites de Van Der Corput

Soit p un entier strictement supérieur à1. Pour tout nombre entier positifn, on note
a0, . . . , ar les coefficients de la décompositionp−addique den, c’est à dire les nombres
entiers tels que :

n = a0 + a1p + . . . + arp
r, ar > 0, 0 ≤ ai < p pour0 ≤ i ≤ r

La suite de Van Der Corput en basep est donnée par :

φp(n) =
a0

p
+

a1

p2
+ . . . +

ar

pr+1
.
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Ainsi quandn s’écrit en basep : n = arar−1a1, la décompositionp−adique deφp(n) est
a0a1ar. La discrépance de la suite(φp(n))n∈N est :

D∗
n(φ) = O

(
ln(n)

n

)

Suites de Halton

C’est la version en dimensiond des suites de Van Der Corput. Soitp1 . . . , pd des
entiers strictement supérieurs à 1 et premiers entre eux. Lasuite de Halton est

xd
n = (φp1(n), . . . , φpd

(n))

et sa discrépance est :

D∗
n(xd) ≤ 1

n

d∏

i=1

pi ln(pi n)

ln(pi)
= O

(
(ln(n))d

n

)

Suites de Faure

Soitd > 1 la dimension dans laquelle on travaille. Soitp ≥ d un entier premier et∆p

l’ensemble des nombresx pour lesquels il existe un entierK ≥ 0 tel que :

x =

K∑

i=0

ai

pi+1
avec∀i ∈ J1, KK, ai ∈ Z

et soitTp : ∆p → ∆p l’application définie par

Tp

(
K∑

i=0

ai

pi+1

)
=

K∑

i=0

bi

pi+1
avecbi =

K∑

j=i

j!

i!(j − i)!
ajmod(p)

Si φp est définie comme dans 1.8.5, la suite de Faure de dimensiond est alors :

xn =
(
φp(n− 1), Tp(φp(n− 1)), . . . , T d−1

p (φp(n− 1))
)

La discrépance de cette suite est :

D∗
n(xd) = O

(
(ln(n))d

n

)

oud = 2 ded ≥ 3 qui donnent plus précisément l’ordre de grandeur.
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1.8.6 Analogie avec les noyaux auto-reproduisants

Notons que l’on peut aussi voir apparaître un terme semblable à la discrépance dans
le cadre des noyaux auto-reproduisants. En effet :

Définition 1.19 (Reproducing kernel) Soit (X, < ., . > un espace de Hilbert de fonc-
tions réelles sur[0, 1]d. Une fonctionK : [0, 1]d × [0, 1]d → R est appelée Reproducing
kernel (noyau auto-reproduisant) surX si :

∀x, ∀y ∈ [0, 1]d : K(x, y) = K(y, x)

∀x ∈ [0, 1]d : K(., x) ∈ X

∀x ∈ [0, 1]d, ∀f ∈ X : f(x) =< f, K(., x) >

PourP ⊂ [0, 1]d on définit :

ξp(x) =

∫

[0,1]d
K(x, y)dy − 1

n

∑

p∈P

K(x, p)

On montre alors :

|
∫

[0,1]d
f(x)dx− 1

n

∑

p∈P

f(p)| = | < f, ξp > |

≤ ||ξp|| · ||f ||

On peut interpréter||ξp|| comme la discrépance deP . ||f || étant une variante de la
variation de Hardy et KrauseVHK(f) utilisée dans l’inégalité de Koksma-Hlawka. Notons
que cette inégalité devient une égalité dans le pire cas.

1.9 Réduction de la Variance

La dénomination «réduction de variance» existe chez les mathématiciens dans le cadre
de calcul d’intégrales à la Monte-Carlo [Fishman; 1996]. Eneffet ces techniques de calcul
d’intégrales ont une vitesse de convergence enσ√

n
(ou σ est la l’écart-type de la variable

aléatoireX dont on veut calculer l’espérance). L’idée est de remplacerX parY tel que
E(X) = E(Y ) mais avec Var(Y )≪ Var(X)

Importance Sampling

Également appelé échantillonnage biaisé, il s’agit d’une technique pour réduire la va-
riance des méthodes à la Monte-Carlo. Un point essentiel pour obtenir de petites erreurs
sur le résultat final (pour un nombre fixé d’échantillons) estd’avoir une bonne stratégie
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d’échantillonnage dans toutes les dimensions du problème (Monte-Carlo n’est vraiment
utile que lorsque la dimension du problème est élevée). Si levolume à échantillonner est
grand mais caractérisé par une faible densité à beaucoup d’endroits, on peut réaliserl’im-
portance samplingen approximant la distribution par une fonctionf(X) et en générant
aléatoirementX selonf(X). Chaque point obtenu est ensuite pondéré.

Le calcul à la Monte-Carlo peut-être vu comme une intégration numérique, dans la-
quellel’importance samplingjoue le rôle d’un changement de variables (en voyantf(x)
comme une densité). Plus formellement, le but est de calculer une intégrale de la forme :

I =

∫

Ω

g(X)dX

oùX = (X1, . . . , Xm) etΩ ∈ R
m. On va plutôt l’évaluer en utilisant la formule :

I =

∫

Ω

g(X)

f(X)
f(X)dX

Oùf(X) est souvent appelée « fonction d’importance » et, est une densité de probabilités
surΩ et telle queg(X) 6= 0⇒ f(X) 6= 0 (Les ensembles de mesure nulle pourf le sont
aussi pourg).

Après avoir tiré de manière i.i.d.n pointss1, s2, ..., sn, si ∈ Ω, selon la distribution
donnée parf(X), On estime l’intégrale parI :

În =
1

n

n∑

i=1

g(si)

f(si)

La variance estimée est :

σ̂2(În) =
1

n · (n− 1)

n∑

i=1

(
g(si)

f(si)
− În

)2

Il est possible de montrer que tous ces estimateurs convergent sans biais vers les quan-
titées espérées. De plus le minimum de variance intervient pour :

f(X) =
|g(X)|∫

Ω
|g(X)| dX

Un problème ennuyeux réside dans le fait que cet optimum est lié à la valeur deI
(pour les fonctions positives, il s’agit même exatement deI au dénominateur). Or c’est
justement cette valeur que l’on cherche à estimer.

En pratique, on se contentera de choisirf(X) proche deg(X) afin de minimiser la
variance. Quand il y a plusieurs dimensions, on procède généralement indépendamment
pour chaque dimension. Il est (surtout dans les dimensions élevées) plus intéressant de
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choisir avec soin la fonction d’importance, plutôt que d’augmenter la taille de l’échan-
tillon. Pour davantage de détails on se référera à [Press et al.; 1995].

Notons que le prix à payer pour obtenir une meilleure valeur moyenne (pour un
nombre fixé d’exemples) est la détérioration de l’estimation des corrélations. En effet, les
variables calculées ne reproduisent pas le modèle de la mêmefaçon qu’un Monte-Carlo
classique.

On trouve parfois aussi l’expressionimportance samplinghors de la réduction de va-
riance. Il s’agit simplement de désigner la pondération adéquate des exemples.

Stratification

L’idée est cette fois de découper une intégrale en zones et d’affecter davantage de
tirages aux zones possédant une grande variance. Plus formellement, on cherche à estimer
l’espérance deg(X) oùX variable aléatoire dansRd de densitéf :

I = E(g(X)) =

∫

Rd

g(x)f(x) dx

Soit (Di, i = 1, . . . , m) une partition deRd

I =

m∑

i=1

E(g(X)|X ∈ Di)P (X ∈ Di)

La portion deI relative àDi est désignée par :

Ii =
E(1{X∈Di}g(X))

P (X ∈ Di)

Supposons connupi = P (X ∈ Di).

DéfinissionsX i comme une variable aléatoire suivant la loi deX restreinte àDi. On
simule la loi deX i par rejet (ou une autre méthode) puis on estimeIi en utilisant un
échantillon de tailleni par :

Îi =
1

ni
(X i

1 + . . . + X i
ni

)

PuisI par :

Î =

m∑

i=1

P (X ∈ Di)Îi

La méthode converge si tous lesni tendent vers l’infini. Le problème est maintenant de
choisir l’affectation desni avec comme contrainte

∑
i=1 mni = n ( répartition desn

mesures parmis lesm régions). On souhaite minimiser :

Var(Î) =
m∑

i=1

p2
i Var(Îi) =

m∑

i=1

p2
i

σi

ni

avecpi = P (X ∈ Di)
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Par la technique des multiplicateurs de Lagrange, on obtient :

ni = n
piσi∑m
i=1 piσi

On observe uneréduction de la variance, si les régionsDi ont été bien choisies(i.e. si
les régionsDi correspondent à des variances différentes). Le gain correspond a celui de la
minimisation et peut donc être évalué. Il est essentiel que les régions aient des variances
différentes pour voir apparaitre l’intérêt de ne pas échantillonner uniformément.

Notons l’existence d’autres techniques similaires pour laréduction de la variance dans
le calcul des intégrales à la Monte-Carlo :

– échantillonnage corrélé ;
– Contrôle des variations ;
– Variables antithétiques ;
– Réduction géométrique de la variance (également utiliséedans les chaînes de Mar-

kov par [Munos; 2005]).

1.10 Apprendre à Partir de Données Partiellement éti-
quetées

Dans certains cas, il est facile d’obtenir des données mais leur étiquetage est coûteux.
Ainsi, en reconnaissance de la parole, il est facile d’enregistrer des sons mais l’étiquetage
doit se faire par des experts humains qui doivent séparer lesphonèmes, ce qui est long
et fastidieux. Le but de l’apprentissage actif dans ce cas est de réussir à apprendre un
classifieur performant ne demandant pas l’étiquetage de tous les exemples. Plus précisé-
ment on considère au départ que toutes les étiquettes sont inconnues et on pénalise l’al-
gorithme chaque fois qu’il demande l’étiquetage d’un exemple. On espère qu’en faisant
des demandes « intelligemment », l’algorithme aura besoin de significativement moins
d’exemples pour apprendre.

Ainsi, considérons d’un espaces d’instancesX réduit àR où les classifieurs sont sim-
plement des seuils. L’espace d’hypothèses estH = hw, avechw(x) = 1x>w. Selon la
théorie de Vapnik-Chervonenkis, si le concept cible est dans H alors pour trouver un
classifieur avec un taux d’erreur au plusε il suffit de tirer et d’étiqueterm = O(1/e)
exemples et de trouver un classifieur qui soit consistant avec eux. Cepandant, sur un cas
aussi simple, on peut faire beaucoup mieux : si on commence par tirer m exemples sans
leur label, par dichotomie on pourra facilement trouver uneestimation de la valeur dew
de la transition. Dans ce cas on utilise seulementlog m exemples.

Malheureusement les choses deviennent dramatiquement plus difficiles dès que l’on
s’éloigne de cet exemple jouet. Ainsi dans [Freund et al.; 1997], les auteurs s’attaquent au
problème duquery by committee, qui est un algorithme pour filtrer les requêtes contenant
de l’information parmi un flux aléatoire d’entrées.
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Leur algorithme recoit un flux de données non étiquetées et prend immédiatement la
décision de demander ou non l’étiquetage. Ils démontrent que si les données sont tirées
uniformément sur la sphère unité en dimensiond et que si les étiquettes sont séparables
par un hyperplan passant par l’origine alors il est possibled’atteindre l’erreur optimale
en voyantO(d/e) points et en demandantO(d log(1/e)) étiquetages. Ceci correspond à
un gain exponentiel par rapport aux résultats classiques d’apprentissage d’un séparateur
linéaire. L’algorithme proposé possède cependant une complexité exponentielle.

Ces deux exemples sont des encouragements à essayer d’adapter les algorithmes d’ap-
prentissage en leur permettant d’être actif. Par actif, on entend essentiellement influencer
la base d’apprentissage (c’est ce que nous considèreront dans la partie suivante). En effet,
la possibilité de choisir les points à étiqueter nous permetd’influer sur la base d’appren-
tissage en fonction des résultats déjà obtenus. Cela ressemble un peu à de l’apprentissage
semi-supervisé sauf que l’on étiquette de plus en plus d’exemples.

Dans [Dasgupta et al.; 2005], des progrès ont été réalisés dans la compréhension de
ce cas d’apprentissage actif en utilisant une variante du perceptron pour obtenir le même
genre de résultats. On trouvera également dans [Dasgupta; 2005] plusieurs bornes infé-
rieures appliquées à l’apprentissage actif. Par exemple dans le cas d’hyperplans ne passant
pas nécessairement par l’origine, il est montré que la complexité passe obligatoirement au
minimum enθ(d/e).

Des travaux ont également étés menés dans le cas où l’on est autorisé pendant l’ap-
prentissage à demander des points (au lieu de simplement choisir dans unpool de points
non-étiquetée) [Angluin; 2004]. Ce qui peut mener à de nouveaux problèmes puisque les
instances demandées par l’algorithme sont parfois plus difficiles à étiqueter pour l’expert
(voir [Blum et al.; 1995]) que des instances « normales ».

De plus, les données non encore étiquettées peuvent être mieux utilisées que pour
estimer la distribution des exemples [Bilenko et al.; 2004]. Ces approches montrent la
potentialité de l’apprentissage actif,i.e le contrôle en ligne de la distribution des données
d’apprentissage. Toutefois, on peut s’interroger sur la validité des résultats obtenus par
cross-validationsur des bases de données dont on a choisi l’étiquettage. En effet, la distri-
bution des exemples n’a dans ce cas pas été influencée, mais ladistribution des exemples
étiquettées l’est.

1.11 Conclusion

Jusqu’à la fin des années 1990, la plupart des travaux théoriques sur l’estimation du
risque en apprentissage comportaient pour les praticiens deux inconvénients. Soit ils cher-
chaient à produire des résultats universels, ne dépendant que deF et pas de la distribution
des données, auquel cas ils fournissaient des bornes pessimistes.

Soit ils prenaient en compte la distribution des exemples etdevenaient alors difficiles
à utiliser car sur des données réelles, on ne connait généralement pas la distribution. Au-
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jourd’hui on sait traiter de manière assez systématique lesdéviations de la variance (en
particulier grâce aux inégalités de concentration). L’étude des bornes à également pris
de l’importance avec l’essort des SVM ou cette fois on optimise une borne plutôt que le
risque empirique. Cette démarche est parfois vivement contestée.

Le propos de la seconde partie de cette thèse est de voir comment ces outils analy-
tiques peuvent-être combinés pour attaquer le problème de l’apprentissage actif. En par-
ticulier nous verrons quelles stratégies nous pouvons utiliser pour réduire la variance lors
de l’apprentissage (plus exactement pour optimiser la borne sur la variance).

Nous verrons également l’apport de l’utilisation des suites à faible discrépance dans
certains contextes de l’apprentissage (en effet puisque l’on est parfois libre de choisir
nous même les points à utiliser pour l’apprentissage, pourquoi ne pas prendre en compte
la discrépance de notre suite de points, comme lors du calculd’une intégrale).
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Deuxième partie

APPRENTISSAGE ACTIF DANS LE
FORMALISME PAC
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Cette partie est matheuse et nécessite d’avoir intégré la partie sur les Mathématiques
pour l’Apprentissage. Le chapitre 2 requiert des notions sur les classes de Donsker, tandis
que le chapitre 3 se base sur les suites à faible discrépance.

L’apprentissage supervisé dispose classiquement d’une base d’apprentissageE =
{(xi, yi)} où (xi, yi) sont généralement i.i.d. échantillonnés selon la distribution jointe
P (X, Y ). Le but est de trouver un procédé permettant de déduireY deX. Dans la plupart
des approches, on suppose que les données d’apprentissage (les exemples) sont indépen-
dants et identiquement distribués (i.i.d.). L’apprentissage actif est le cas où l’algorithme
d’apprentissage peut influencer la distribution de la base d’apprentissage. Les données ne
sont donc plus i.i.d. Plusieurs types d’apprentissage actifs sont possible selon l’influence
dont nous disposons sur la récolte des exemples. Voici quelques possibilités (non exhaus-
tives) :

1. La référence, l’apprentissage non actif,i.e. les exemples sont des réalisations de
(X, Y ) ;

2. L’algorithme choisitx et un Oracle fournity, réalisation deY suivant la loi
P (Y |X = x) ;

3. L’algorithme fournitE, et un Oracle donneX, Y distribué selonP (X, Y |X ∈ E).
Ici on ne contrôle plus directement la valeur dex, on se contente de demander un
exemple qui soit dans une certaine région de l’espace.

4. Étant donnéh(.), l’algorithme fournit k (Étiquette prédite) et un Oracle donne
(X, Y ) distribué selonP (X, Y |h(X) = k). Ici on ne contrôle même plus direc-
tement la région de l’espace pourX, on peut simplement imposer qu’une certaine
contrainte soit satisfaite (traduite parh(X) = k).

Une des difficultés majeures est de réussir un compromis entre exploration et exploita-
tion. De même doit-on se concentrer en demandant davantage d’exemples dans des zones
où l’apprentissage se passe mal ou augmenter la précision d’autres régions de l’espace ?

Dans cette partie, nous allons considérer un apprentissageen deux passes : on com-
mence par obtenir des informations sur la distribution des données puis on influe ensuite
sur la distribution pour améliorer l’apprentissage. La première phase d’observation est
importante, en effet il n’est sans doute pas pertinent de chercher à augmenter la qualité de
l’apprentissage dans une région où la densité des exemples est faible.

Dans cette partie par abus de notationx = argmin f est utilisé même lorsque l’unicité
n’est pas garantie ; il s’agit dex ∈ argmin f . SoitP une loi de probabilités sur un espace
X. Soit F une famille de fonctions deX dansR.

Sauf mention explicite du contraire, on définitL(f) pour f dansF par L(f) =
E(f(x)− y)2. On définitP̂ une loi empirique, associée à un échantillon aléatoire simple,
indépendamment identiquement distribué sauf mention explicite du contraire (en parti-
culier, on s’intéressera fréquemment à une combinaison d’échantillons), suivantP , den
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exemples. On notêE l’opérateur espérance associé. Sauf précision spécifique,on définit
L̂(f), l’erreur empirique d’une hypothèsef pourf dansF par L̂(f) = Ê(f − g)2 où g
désigne le concept cible à apprendre.



Chapitre 2

Apprentissage Actif et Stratification

Classiquement l’apprentissage statistique s’intéresse àla minimisation du risque em-
pirique ou plus précisément d’une borne de l’erreur en généralisation dans l’espoir de
minimiser l’erreur en généralisation elle-même, Le bien fondé de cette stratégie repose
sur la nature i.i.d. de l’échantillon d’apprentissage. Même si en fait la méthodologiePAC
(minimiserE(L) − E(L̂)) reste valable dans les cas non i.i.d. Cependant dans ce cas de
figure, l’estimation deE(L) par une simple moyenne n’est pas judicieux. Il faut pouvoir
construire un estimateur différemment, ce qui soulève de nombreux problèmes.

Dans la pratique, l’apprenant peut souvent influer sur la distribution des exemples.
C’est particulièrement souhaitable quand le coût de l’étiquetage est élevé par rapport à la
collecte des données (par exemple, une collecte automatique, et un étiquetage réalisé par
un expert humain). On peut également souhaiter influencer ladistribution des exemples
lorsque l’on souhaite biaiser l’ensemble d’apprentissagepour étudier plus précisément un
sous-espace du domaine d’étude (par exemple pour isoler l’impact du tabac ou de la sur-
charge pondérale dans une étude médicale). Cette possibilité d’influer sur les données va
à l’encontre de l’hypothèse i.i.d. des exemples d’apprentissage, ce qui n’est généralement
pas pris en compte dans le processus d’apprentissage.

La plupart des travaux en apprentissage actif s’intéressent de fait à l’apprentissage « en
ligne » ou incrémental, quoique les problématiques de l’apprentissage incrémental et actif
soient différentes. Dans ce travail, nous allons nous intéresser à des procédures d’appren-
tissage en deux étapes. Après avoir initialement observé unpetit échantillon des données
tirées selon la distribution des données, le système d’apprentissage pourra demander da-
vantage de données en imposant une contrainte sur la distribution des nouveaux exemples.
Les résultats peuvent naturellement être généralisés au cas dep étapes Concrètement, les
résultats présentés dans ce chapitre, concernent :

– Des algorithmes calculant une distribution des exemples optimisée entre des classes
ou des sous-ensembles du domaine d’apprentissage.

– Des vitesses de convergences optimisées par ces algorithmes ;
– Les bornes d’erreur en généralisation correspondantes ;

62
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Enfin sont présentés, des algorithmes mettant en œuvre ces stratégies, ainsi que la valida-
tion expérimentale sur des données artificielles et réelles.

2.1 Introduction et notations

Le contexte est toujours celui de l’appentissage superviséavec les notations du cha-
pitre 1. On dispose donc d’une base d’apprentissageE = {x,yi} à partir de laquelle on
travaille. On peut parler d’apprentissage actif dans le casoù ces exemples ne sont pas
indépendants et identiquement distribués et que l’on peut les influencer. L’influence dont
on dispose sur ces exemples peut prendre plusieurs formes :

– Historiquement les premiers travaux dans se situant dans ce cadre sont ceux du
learning by queries, [Vidyasagar; 2002].

– Une seconde approche vient du coté de l’apprentissage en-ligne (voir les travaux
de Lugosi, déterminant à chaque pas l’exemple le plus informatif compte tenu de
l’hypothèse courante). La part active est dans ce cas complètement embarquée dans
l’algorithme d’apprentissage. Dans cette lignée, on peut aussi citer [Bryant et al.;
2001] et leself-directed learningde [Goldman and Sloan; 1994].

– Un cas limite est celui ou l’ensemble d’apprentissage est construit de manière com-
plètement disjointe de l’algorithme. On s’approche cette fois des plans d’expé-
riences utilisés en statistiques [Cervellera and Muselli;2004] nous nous pencherons
dessus lors du chapitre 3.

– Enfin sont également actifs les apprentissages guidés par un professeur sans col-
lusion (voir l’HDR de F.Denis). On touche ici au paradigme « d’enseignabilité »
(Teachability). On suppose que le professeur n’est pas « beaucoup » plus intelligent
que l’élève et on s’intéresse à la transmission d’un conceptsans utiliser de codage
de la représentation interne (l’apprenant et l’enseignantn’ayant pas nécessairement
la même). Il est toutefois difficile de juger si l’on a pas violé ce principe dans les
stratégies mises en œuvre ici.

Ce chapitre explore une approche différente inspirée des notions de stratification [Bre-
wer; 1992] dans le but d’améliorer la vitesse de convergencede l’apprentissage (i.e le
nombre d’exemples nécessaires pour atteindre un certain niveau de performances). L’idée
est la suivante : dans les instituts de sondages, on peut préférer qu’une certaine catégorie
soit sur-représentée, si pour des raisons statistiques, cela conduit à des estimateurs plus
précis [Tille; 2001]. Ce principe n’est pas seulement utilisé dans les sondages : le Monte-
Carlo biaisé est fondé sur la même idée. Dans le cadre de l’apprentisage, les connaissances
a priori peuvent guider la sélection des données d’apprentissage (e.g.sur-représentation
d’une classe réputée difficile à apprendre, ou d’importancecritique).

Aussi, en apprentissage par renforcement les expérimentateurs préfèrent souvent pri-
vilégier certaines régions de l’espace sachant qu’ils doivent généralement faire face à des
données présentant de grandes dimensions et ne peuvent doncpas être exhaustifs).
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L’usage de stratégies de stratification suppose que les exemples ne soient pas tous
d’importance égale. L’usage de poids attachés aux exempleset réflétant leur importance
est possible dans le cadre de nombreux algorithmes d’apprentissage, tels que les réseaux
de neurones, les SVM, et même les arbres de décision [Buntine; 1989].

Le protocole d’apprentissage actif considéré dans la suitede ce chapitre est le suivant :
– L’algorithme reçoit dans un premier temps une base d’apprentissage i.i.d.
– L’algorithme d’apprentissage est utilisé sur ce premier jeu de données ; une hypo-

thèse est apprise.
– L’algorithme fournit une stratification, c’est à dire qu’il fournit un classifieur ca-

pable de ranger les exemples enK catégories et donneK entiersn1, . . . , nK .
– Une nouvelle distribution des données est considérée, où la masse de la catégorie

Ki est proportionnelle àni.

Plus précisément, dans ce contexte on considère les cas suivants :

1. L’apprentissage passif, dans lequel les exemples sont tirés selon la loi jointe
P (X, Y ) du domaine.

2. Un premier protocole d’apprentissage actif ou l’algorithme choisitx et l’oracle
fournit y selonP (Y |X = x). C’est en particulier le cas de figure de l’approxi-
mation de fonctions déterministes ([Cervellera and Muselli; 2004]).

3. Un second protocole où un partitionnement parh en K catégories est défini sur
X. L’algorithme d’échantillonnage repose ensuite sur une distribution uniforme
des exemples, conditionné par chacune des catégories. Formellement, l’on fournit
une fonction discrèteh à valeurs dansJ1, KK puis l’algorithme fournit un vecteur
(n1, . . . , nK) d’entiers. Ensuite pour chaquei ∈ J1, KK l’oracle fournitni exemples
(X, Y ) distribués selonP (X, Y |h(X, Y ) = i).

4. Enfin, dans une troisième version, l’algorithme fournit àla fois h et (n1, . . . , nK)
puis l’oracle fournit pour chaquei ∈ J1, KK un ensemble deni exemples(X, Y )
distribué selonP (X, Y |h(X, Y ) = i).

Dans de chapitre, nous allons considérer un apprentissage actif en deux passes. Dans
un premier temps, l’algorithme évalue la distribution des exemples(X, Y ) sur le premier
jeu d’apprentissage. Puis, dans un second temps l’apprenant requiert un jeu de données
plus grand, fournissant à l’oracle des exigences sur la strate des exemples(dans le cas des
jeux de données naturellement stratifiées). Dans le cas de lastratification automatique,
l’apprenant fournit en plus du nombre de points souhaité parstrate, la manière de stratifier
les données. Le but est de battre les performances d’un algorithme passif disposant du
même volume de données.

Notations

On supposeY = R.
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SoitP une loi de probabilité sur un espaceX. SoitF une famille de fonctions deX à
valeurs dansR.

Pourf ∈ F , et z = (x, y) avecx ∈ X et y ∈ R on définitcf(z) = (f(x) − y)2 la
fonction de coût.

Par définition, l’erreur en génréralisation def est donnée par l’espérance du coût de
f , L(f) = E(cf )

On noteraP̂ la loi empirique associée à la distributionP appliquée indépendamment
et identiquement àn exemples. De la même façon,̂E est l’espérance associée à̂P et
L̂(f) = Ê(f(x)− y)2.

σi(f)2 est la variance decf(z) dans la stratei.

QuandZ = (Zt)t∈T est un processus gaussien,σ(Z)2 désigne la plus grande variance
deZt pourt ∈ T .

2.2 Données naturellement stratifiées

Considérons tout d’abord le cas des données naturellement stratifiées, cela signifie que
l’algorithme peut demander des exemples choisis dans une strate donnée, et que les proba-
bilitésa priori des différentes strates sont connues.i.e lorsque l’on dispose d’une partition
naturelle de l’espace des instances deX enK catégories dont les massesp1, . . . , pk sont
connues.

Le cas le plus simple de données naturellement stratifiées est celui de la classification,
où les catégories coïncident avec les classes. Il est alors possible d’échantillonner indé-
pendamment les classes, par exemple de contrôler le nombre d’individus sains ou malades
dans la base d’apprentissage, indépendamment de leur fréquence effective dans la popula-
tion, mais en fonction par exemple des coûts d’erreur de classification [Domingos; 1999].

Un autre cas de figure est celui où la stratification peut être fondée sur une variable
auxiliaire. Par exemple, il peut être utile de sur-représenter la catégorie des fumeurs dans
une étude sur risques cardio-vasculaires si l’on juge qu’une bonne connaissance de ce
type de personnes est important pour la qualité des prédictions.

2.2.1 Classification

L’algorithme A d’apprentissage stratifié actif comprend les étapes suivantes.

1. SoitE = {(xi, yi)|xi ∈ X, yi ∈ Y = J1, kK, i ∈ J1, nK} une base d’apprentissage
i.i.d.

2. L’apprentissage d’une hypothèsehinit conduit à estimer la variance du coût d’erreur
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dans chacune des classes notée Vari(cf).

3. Un poidpi est associé à la classei.

4. Une base stratifiéeEstrat est ensuite constituée oùP (y = i) = pi.

5. Une nouvelle hypothèsehstrat est apprise à partir de cette seconde base.

Nous allons démontrer que pour une allocation pertinente des exemples (une alloca-
tion désigne le nombre d’exemples par strate), il est possible d’améliorer les vitesses de
convergence et l’erreur en généralisation.

Le schéma de la preuve est le suivant :
– Lemme 2.1 établit quelle est la variance associée à une allocation donnée des

exemples aux différentes strates ;
– Une forme spécialisée de l’apprentissage PAC (Définition 2.1) montre que nous

pouvons nous restreindre à considérer des hypothèses « assez bonnes ».
– Le lemme 2.2 utilise l’inégalité de Chernoff pour tirer parti de la variance optimisée

grâce à la stratification ;
– Le lemme 2.3 établit grâce à Chernoff que l’algorithme A améliore la vitesse de

convergence par rapport à une base d’apprentissage i.i.d.
– Le théorème 2.1 conclut ; il considère l’optimisation d’unrisque empirique sous des

contraintes additionnelles techniques. Une variante 2.2 présente le résultat sous une
forme plus naturelle et plus simple à exploiter.

Soitf un classifieur. SoitL(f) le coût def . On a :

L(f) =
∑

k,l

P (class = k ∧ f = l)L(k, l)

oùL(k, l) est le coût de prédirel alors que la vraie classe estk.

L(f) =
∑

k

P (k)

∫
L(k, f(x))dk(x)

oùP (k) est la probabilitéa priori de la classek etdk(x) sa densité.

Si n(k) dénote le nombre d’exemples dans la classek, l’estimateur empirique deL(f)
notéL̂(f) est donné par :

L̂(f) =
∑

k

P (k)
1

n(k)

n(k)∑

i=1

L(k, f(xk,i))

oùxk,i est leie exemple de classek.
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Lemme 2.1 (Variance de la fonction de coût pour un classifieurf donné) Cette
variance est :

Var L̂(f) =
∑

k

P (k)2 1

n(k)
Var L(k, f(.))

Le maximum est atteint lorsque les termes (relatifs aux différentes classes) sont égaux1

Ainsi, la variance du coût d’erreur atteint son minimum lorsquen(k) est proportionnel à
P (k)

√
Var L(k, f(.)).

PourL(k, l) = 1k 6=l (fonction de coût qui est égale à la probabilité d’avoir une mau-
vaise classification), cette allocation est proportionnelle à P (k)

√
pk(1− pk) avecpk la

probabilité d’avoir une classification correcte.

Ceci montre que la solution optimale est d’allouer davantage d’exemples aux classes
possédant soit une forte variance soit une probabilité d’apparition plus élevée. La for-
mule générale prouve qu’il peut-être utile de demander plusd’exemples pour les classes
qui fournissent les coûts lesplus variables. Cela peut être mis en correspondance avec
l’intuition qui conseille de se focaliser davantage sur lesclassesles plus difficiles.

Définition 2.1 (Forme affaiblie de l’apprentissage PAC)Les fonctions qui sont empiri-
quement bonnes sont bonnes en généralisation et possèdent des variances locales proches
de celles des fonctions optimales.

Soientαi ∈ R
+ pouri ∈ J1, KK tels que

∑
i αi = 1.

Soit f̂n le classifieur sélectionné par l’algorithme d’apprentissage après l’observation
pour touti de⌊αin⌋ exemples dans la classei. f̂n est une variable aléatoire.

SoitFε l’ensemble des classifieurs proches de l’optimum avec une toléranceε :

Fε = {f |L(f) ≤ L∗ + ε}

oùL∗ désigne l’erreur en généralisation minimale surF .

Nous faisons l’hypothèse que l’algorithme sur l’espaceF que nous allons utiliser
dans la phase d’apprentissage satisfait la propriété suivante. Celle-ci est moins forte mais
inspirée et très liée à l’apprentissage PAC.

P (∃f ; L̂(f) ≤ inf L̂ + ε′/2 ∧ f 6∈ Fε′) ≤ δ(ε′, n)

ou δ(ε′, n) converge vers0 quandn→∞ pour toutε′ > 0.

Ceci signifie que sif est empiriquement presque optimale alorsf est, avec une forte
probabilité, presque optimale en généralisation. C’est une conséquence directe des résul-
tats de convergence uniforme basée sur la VC dim.

1Ce résultat, classique en optimisation, peut être démontrépar décomposition Lagrangienne voir [Tille;
2001].
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Remarque :
Un point important : quand on suppose que la fonction optimale g est dansF , c’est pour
que à la fois dans le cadre de la régressionL2 et dans le cadre de la classification multi-
classes avec matrice de coût (telle quel 7→ L(k, l) ne possède qu’un seul minimum pour
toutk), on ait, lorsque la propriété PAC précédente est vérifiée, avec probabilité au moins
1− δ(ε′, n) :

∃f, L(f) ≤ inf L + ε′ ∧ ∃i; |σi(f)− σi(f
∗)| ≥ w(ε′)

pour unw(.) tel que lim
ε′→0

w(ε′) = 0.

Dans le cas de la régression, ceci sera montré en détails dansle point 2 du théorème 2.4
(avecw(.) étant principalement un opérateur racine carrée). Dans le cas de la classifica-
tion,

|σi(f)− σi(f
∗)| = O(P (f 6= f ∗)) = O(Lf − Lf∗)

d’où le résultat avecw(.) linéaire (dépendant de la matrice de coût). L’importance dufait
qu’un petitLf conduise à un petitσ a été introduite dans d’autres contextes ; se référer
à la condition de bruit de Massart et Tsibakov (voir [Boucheron et al.; 2005] pour un
panorama).

�

Lemme 2.2 (Utilisation de la variance)

Le but est d’utiliser la variance pour construire des bornessup sur|L̂(f)−L(f)|, pour un
f ∈ Fε′ fixé. On suppose sans perte de généralité que0 ≤ L(.) ≤ 1. Soitf ∈ Fε′ , alors :

L̂(f) =
∑

k

1

n(k)

n(k)∑

i

P (k)L(k, f(xk,i))

et
L(f) =

∑

k

E(P (k)L(k, f(.)))

On noten0 = min
i

ni et

Yk,i = n0

(
P (k)

n(k)
L(k, f(xk,i))−

P (k)

n(k)
EX(k)

(L(k, f(X(k))))

)

avecxk,i le ie exemple de classek etX(k) la variable aléatoire associée à la classek.

On a donc :
Y =

∑

k,i∈J1;n(k)K

Yk,i = n0

(
L̂(f)− L(f)

)
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LesXi sont des variables aléatoires indépendantes et centrées bornées par1 (Car|L(.)| ≤
1 ; 0 ≤ P (k) ≤ 1 etn0 = min

i
ni). En utilisant l’inégalité de Chernoff en posant :

∆ ≥ sup
f∈Fε′

Var(L̂(f))

0 ≤ ε ≤ 2σ2(Y )

n0
= 2n0Var(L̂(f))

δ′(ε, ∆) = 2 exp

(−ε2

4∆

)

On obtient :

P (|L̂− L| > ε) = P (n0 × |L̂− L| > n0ε) = P (|Y | > n0ε)

≤ 2 exp

( −n2
0ε

2

4σ2(Y )

)
= 2 exp

(
−ε2

4Var(L̂(f))

)

≤ δ′(ε, ∆)

Lemme 2.3 (Apprentissage dansF ε
ε′)

Soit L̂′ une fonction de perte empirique surF (et Lmax une borne sur le coût d’erreur en
classification). Définissons la distance suivante sur les classifieurs :

||f − f ′|| = Lmax · P (f 6= f ′)

On suppose que la fonction optimalef ∗ est dans{f ; L̂′(f) ≤ ε′/2},

On considère
F ε

ε′ = {f ∈ F ; L̂′(f) ≤ inf
F

L̂′ + ε′/2} ∩ Sε

ou Sε est un ε-net de F pour la norme précédente et inclus dansF (ce dernier
point n’est pas habituellement requis dans la définition d’un ε-net). On définitf̂ =
arg minf∈F ε

ε′
L̂(f). Et on suppose que :

∀f ∈ F ε
ε′ ∆ ≥ Var(L̂(f))

alors :
L(f̂) ≤ L(f ∗) + 3ε

avec confiance au moins
1− |F ε

ε′|δ′(ε, ∆)

Démonstration :
Pour toute fonctionf sur le réseau (dans l’ε-net), avec probabilité au moins1 − δ′(ε, ∆)
on a

|L̂(f)− L(f)| ≤ ε
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Avec probabilité au moins1− |F ε
ε′|δ′(ε, ∆), toutes les fonctionsf sur le réseau vérifient :

|L̂(f)− L(f)| ≤ ε

En supposantf ∗ = argmin L et f̂ = argmin L̂. Pour toutf dansF on notef ′ un des
membres de l’ε-net qui est à distance au plusε de f (pour la distance considérée par
l’ ε-net). On obtient donc :

L(f̂) ≤ L̂(f̂) + ε ≤ L̂(f ∗′) + ε ≤ L(f ∗′ + 2ε) ≤ L(f ∗) + 3ε

�

A partir de ces quatre éléments, nous allons pouvoir étudierune série d’algorithmes
basés sur l’algorithme A. Celui-ci dépend d’un niveau de risque δ1 + δ2 + δ3. Cet al-
gorithme utilise la classe pour faire une partitiona priori. L’algorithme B montre qu’il
existe une version plus simple, évitant une optimisation sur lesε-nets tout en conservant
presque les mêmes vitesses de convergence. L’algorithme C est une adaptation naturelle à
des partitions définies par une variable auxiliaire ; celui-ci est particulièrement intéressant
dans le cadre de la régression. Enfin, l’algorithme D montre qu’un partitionnement auto-
matique est possible. Il requiert des partitions qui n’aient pas de trop grands coefficients
de pulvérisation.

Algorithme A :

1. Tirerk = o(n) exemples ;
Soit L̂′ le coût empirique associé ; soitε′ la précision telle que pour tous lesf
optimaux avec une précisionε′/2 pourL̂′ sont aussi optimaux pourL avec précision
ε′ au niveau de confiance1− δ(ε′, k) ≥ 1− δ1.

2. Phase d’apprentissage : Trouverh = argmin L̂′ ;

3. Tirerk′ = o(n) exemples (i.i.d.) pour estimerσi(h) qui est la racine de la variance
du coût deh dans la classei (avech = argmin L̂′) ;

4. Calculer, grâce aux estimations deσi(h), et à partir de la remarque de la définition
2.1, un vecteur(σ′

i)i∈J1,KK tel que

∀f ; L̂′(f) ≤ L̂′(h) + ε′/2⇒ ∀i; σi(f) ≤ σ′(i)

au niveau de confiance1− δ2.

5. Déduire de cette borne une formule∆′(n1, . . . , nK) telle que pour un coût empi-
riqueL̂ associé àn1 exemples dans la classe1, n2 exemples dans la classe2,. . .,nK

exemples dans la classeK :

P (∃f ; L(f) ≤ inf
F

L̂ + ε′/2 ∧ Var L̂(f) > ∆′(n1, . . . , nK)) ≤ δ2

6. Avecn1, . . . , nk optimisant∆′(n1, . . . , nk) sous la contrainte
∑

i ni = n, tirer n
exemples avecni exemples dans la classei ;
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7. Soitε tel que|F ε
ε′|δ′(ε, ∆′) ≤ δ3,

8. Apprendref̂ ∈ argminF ε
ε′

L̂.

Théorème 2.1 (Borne non asympotique pour l’apprentissage)Soit l’algorithme A.
On a :

P (L(f̂) ≥ inf
f

L(f) + 3ε) ≤ |F ε
ε′|δ′(ε, ∆′(n1, . . . , nK)) + δ(ε′, k) + δ2

Remarque 1 :
Si la racine de l’erreur est équi-distribuée entre les classes, (i.e σ(k) est constant), on
retombe sur les mêmes résultats que dans ce cas classique de l’apprentissage i.i.d.

�

Remarque 2 :
On pourrait regrouper lesk points du premier jeu d’exemples et lesk′ du second au prix
de l’utilisation supplémentaire de bornes de déviation uniforme. Nous ne détaillerons pas
ce point qui n’apporte pas grand chose si ce n’est une complication des écritures.

�

Démonstration :
D’après la définition 2.1,̂f est dansFε′ avec un niveau de confiance1− δ(ε′, k).
D’après le lemme 2.3,̂f est optimal avec une tolérance3ε avec un niveau de risque

|F ε
ε′|δ′(ε, ∆) + δ(ε′, k) avec∆ = sup

f ;L̂′(f)≤L̂′(h)+ε′/2

Var L̂(f)

On en déduit que l’on converge vers l’optimum avec une précision 3ε au niveau de risque

|F ε
ε′|δ′(ε, ∆′) + δ(ε′, k) + δ2

�

Pour simplifier l’utilisation, on peut considérer l’algorithme B qui optimise surF ε
∞ au

lieu deF ε
ε′. Il dépend également d’un niveau de risqueδ1 + δ2 + δ3 :

Algorithme B : La seule différence provient du6e point :

6. Soitε tel que|F ε
∞|δ′(ε, ∆′) + δ′(ε′, 1

4
) ≤ δ3 ; Trouverf̂ ∈ argmin L̂ parmiF ε

∞.
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Théorème 2.2 (Apprentissage sans optimisation sur lesε-nets)
Avec probabilité1− δ1 − δ2 − δ3, l’algorithme B est optimal avec une tolérance3ε, i.e.

L(f̂) ≤ inf
f

L(f) + 3ε

Remarque :
La seule différence avec le théorème 2.1 est queL̂ est optimisé surF ε

∞ et que le risque
d’avoir f̂ 6∈ F ǫ

ǫ′ est intégré àδ3.

�

2.2.2 Stratification à l’aide d’une variable auxiliaire

On se place dans le cas où les données présentent une variablenotéev qui peut-être
qualifiée d’auxiliaire et qui est cencée d’après un expert permettre un partitionnement en
plusieurs zones d’intérêt du problème. On peut penser par exemple à une variable « sexe »
dans une étude sur des risques cardio-vasculaires2.

On suppose donc dans cette partie que l’on a des données de la forme(x, v, y). Le but
est de prédirey grâce à(x, v) (ou seulement grâce àx).

On définit la varianceσj(f) dans la classej par : Var(x,v,y)cf (x, y) conditionnellement
à v = j. La variable à apprendrey peut être nominale (classification) ou réelle (régres-
sion).

On considère l’algorithme C qui dépend d’un niveau de risqueδ1 + δ2 + δ3. Ici, on
utilisera desε-nets avec une norme qui garantit||f − g|| ≤ ε ⇒ sup |cf − cg| ≤ ε (par
exemple la norme||.||∞ dans laLp régression ).

Algorithme C :

1. Tirerk = o(n) exemples ;
Soit L̂′ le coût empirique associé ; Soitε′ la précision telle que pour toutf optimal
avec une toléranceε′/2 pourL̂′, f est aussi optimal pourL avec une précisionε′ au
niveau de confiance1− δ(ε′, k) ≥ 1− δ1.

2. Tirerk′ = o(n) exemples (i.i.d.) pour estimerσi(h) la racine de la variance du coût
deh dans la classei (avech = argmin L̂′) ;

3. Calculer, grâce à l’aide des estimations deσi(h), et avec la remarque de la définition
2.1, un vecteur(σ′

i)i∈J1,KK tel que

∀f ; L̂(f) ≤ L̂(h) + ε′/2⇒ ∀i; σi(f) ≤ σ′(i)

2Notons que l’on n’est pas obligé de se limiter à une variable catégorielle, on aurait aussi pu utiliser une
variable « poids » dont on sait qu’elle change les réactions de l’organisme.
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avec un niveau de confiance1− δ2.

4. Déduire de cette borne une formule∆′(n1, . . . , nK) telle que pour une fonction de
perte empiriquêL associée àn1 exemples dans la classe1, n2 exemples dans la
classe2,. . .,nK exemples dans la classeK :

P (∃f ; L(f) ≤ inf
F

L̂ + ε′/2 ∧ Var L̂(f) > ∆′(n1, . . . , nK)) ≤ δ2

5. Tirern exemples, en respectant la répartition en classes optimisant ∆′ ;

6. Soitε tel que|F ε
ε′|δ′(ε, ∆′) ≤ δ3,

7. Apprendref̂ ∈ argmin
F ε

ε′

L̂.

Théorème 2.3 (Borne non-asympotique pour l’apprentissageavec variable auxiliaire)
La probabilitéP (L(f̂) ≥ L∗ + 3ε) est bornée par|Fε′

ε|δ′(ε, ∆′) + δ(ε′, k) + δ2.
avecL∗ = inf

f∈F
L(f)

La preuve est essentiellement la même que celle du théorème 2.1.

Remarque 1 :
De même que précédemment, on peut faire une variante pour l’optimisation dansF ε

∞ au
lieu deF ε

ε′ (se référer à la différence entre les algorithmes A et B).

�

Remarque 2 :
Si on utilise la normeL∞, on obtient un résultat similaire pour la minimisation du risque
empirique sans avoir besoin d’optimiser dans unε-net.

�

2.3 Stratification automatique

Les données ne présentent pas toujours une stratification naturelle détectée par les
experts du domaine ; dans ce cas on peut tenter une stratification automatique ce qui cor-
respond exactement à la problématique duclustering; voir [Devroye et al.; 1997, chap
21] pour un panorama sur le partitionnement dépendant des données.

Cette section étend l’approche précédente au cas duclustering, et étudie spécifique-
ment leur convergence asymptotique, par opposition aux résultats non-asymptotiques pré-
sentés précedemment.
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Comme dans la section précédente, pour simplifier les écritures, on noteracf(z) la
variable aléatoire(f(x) − y)2, z désignant la variable aléatoire(x, y). Remarquons que
Ecf = L(f).

2.3.1 Algorithmes et théorèmes non-asymptotiques

La démarche suivie peut être résumée de la façon suivante :
– Une première partition est définie sur une première base d’apprentissage i.i.d.,
– La variance de la fonction de partitionnement est évaluée sur chaque sous ensemble,

en utilisant un échantillon i.i.d. de ce sous ensemble,
– À partir des variances estimées, une stratification est définie,
– Une seconde base d’apprentissage, stratifiée, est considérée ;
– On apprend̂f sur cette nouvelle base.

Comme précédemment, l’algorithme présenté comporte un niveau de risqueδ1 + δ2 +
δ3. Soit(Πn) une famille de partitions, indexée par le nombren d’exemples. (on peut aussi
considérer le cas où|Πn| = 1).

On demande auxε-nets d’utiliser une norme||.|| telle que

||f − g|| ≤ ε⇒ ((L(f)− L(g) ≤ ε) ∧ (L̂(f)− L̂(g) ≤ ε))

ce qui est vérifié par||.||∞ et par||.||1 pour la régressionL∞ ouL1.

SoitL une fonction de perte à valeurs dans[0; 1].

On noteσπ,i(f) la variance de la fonction de perte associée à la fonction de prédiction
f dans leie ensemble de la partitionΠ ( il s’agit d’un abus de notation car les sous-
ensembles d’une partition ne présentent pas de numérotation naturelle, en fait n’importe
quelle numérotation convient).

Algorithme D :

1. Tirerk1(ε, δ1) exemples.

2. Choisirh ∈ F en minimisant le risque empirique.

3. Tirerk2(ε, δ2, n) exemples.

4. ÉvaluerÊ(ch)
2− (Êch)

2 sur ces données pour la loi restreinte àχ, pour toutχ ∈ π,
et pour toutπ ∈ Πn.

5. Choisir la meilleure partitionπ ∈ Πn du point de vue de la variance globale de la
fonction de perte associée àh.

6. Choisir lesαi tels queαin points seront tirés dans leie ensemble de la partition.

7. Tirer lesn points

8. Calibrerf̂ sur ces points par minimisation du risque empirique.
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Théorème 2.4 (Borne non asymptotique avec stratification automatique)
On supposeH1 etH2 :

– H1 : k1(ε, δ) est tel que si au moinsk1(ε, δ) exemples (i.i.d.) sont tirés, alors|L̂ −
L| ≤ ε

2
avec probabilité au moins1− δ ;

– H2 : Pour tout f ∈ F , k2(ε, δ2, n) est tel que si au moinsk2(ε, δ2, n) exemples
(i.i.d.) sont tirés, alors(Eχc2

f)/(Eχ) et Eχcf

Eχ
sont estimés avec précisionε, pour

toutχ ∈ Πn, avec probabilité1− δ2.

On suppose de plus que les fonctions de pertes prennent leursvaleurs dans[0, 1]. On note
N(η) le nombre de couverture deF pourη.

Avecδ′(ε, ∆) = 2 exp

(−ε2

4∆

)
, et tant que0 ≤ ε ≤ 2 min

i
(ni)Var(L̂(f)) alors la proba-

bilité P (L(f̂) ≥ inf
f

L(f) + 3ε′) à la fin de l’algorithme D est majorée par :

δ1 + δ2 + N(ε′)δ′(ε′, Var f ∗ + 4ε) + N(ε)δ′(ε,
1

4
)

ainsi que par (si l’on ne dispose pas de Varf ∗) :

δ1 + δ2 + N(ε′)δ′(ε′, V̂ar(h) + 2ε + 2C(n)) + N(ε)δ′(ε,
1

4
)

avec

C(n) =
√

ε
4

n

∑

i

P (χi)
2

αi

Remarque 1 :
Le plus grand terme estN(ε′)δ′(ε′, Var f ∗ + 4ε), ce qui montre l’influence de Varf ∗

et le gain apporté par l’apprentissage actif. En effet,δ′(ε, ∆) = 2 exp

(
− ε2

4Varf ∗ + 4ε

)

alors que traditionnellement la vitesse de convergence non-asymptotique est au mieux en

C · S(F, n) exp(−nε2

32
).

�

Remarque 2 :
Les bornes indépendantes de la partition demandées à l’étape4 de l’algorithme D peuvent
être trouvées en utilisant la théorie de VC quand|Πn| est infini [Devroye et al.; 1997, chap
21].

�

Démonstration :
On notef ∗ = argminF L. Soitχi le ie sous ensemble de la partition définie parΠ et x(i)

une variable aléatoire suivant la loi des exemples restreinte àχi.
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Étape 1 : Estimer la variance de la fonction de perte pourh avec une précision
2ε

En utilisantH2, on peut dire avec probabilité au moins1− δ2, que toutes les variances
des fonctions de perte associées àh restreintes àχ ∈ π pourπ ∈ Πn sont estimées avec
une erreur au plus2ε.

Étape 2 : Toutes les fonctions de perte empiriques de fonctions optimales avec une

précision2ε ont la même variance queL(f ∗) avec une précisione =
√

ε
4

n

∑

i

P (χi)
2

αi

Toutes les fonctions de perte empiriques de fonctionsf optimale pourL avec une
précisionε ont la même variance queL(f ∗) avec une précisione =

√
ε 4

n

∑
i

P (χi)
2

αi
car :

|Var L̂(f)−Var L̂(f ∗)| ≤ 1

n

∑

i

P (χi)
2

αi

|Var ((f(x(i))− y(i))
2)−Var ((f ∗(x(i))− y(i))

2)|

(2.1)

|Var (f(x(i))− y(i))
2)− Var (f ∗(x(i))− y(i))

2)|

= |E(cf(z)2)− (E(cf(z)))2 − E(cf∗(z)2) + (E(cf∗(z)))2)| (2.2)

= |E
(
(cf(z(i)) + cf∗(z(i)))(cf (z(i))− cf∗(z(i)))

)

+
(
(E(cf∗(z(i)))−E(cf (z(i))))(E(cf∗(z(i))) + E(cf (z(i))))

)
(2.3)

≤ |E((cf(x(i), y(i)) + cf∗(x(i), y(i)))(cf(x(i), y(i))− cf∗(x(i), y(i))))|
+2ε sup(L) (2.4)

Considérons le premier terme|E((cf(x, y) + cf∗(x, y))(cf(x, y)− cf∗(x, y)))|. Nous
travaillerons indépendamment pour chaque valeur dei ; pour faciliter la lecture l’indice
(i) sera donc omis. En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient :

|E((cf(x, y) + cf∗(x, y))(cf(x, y)− cf∗(x, y)))| ≤
(E((cf (x, y) + cf∗(x, y))2))

1
2 · (E((cf(x, y)− cf∗(x, y))2))

1
2

Puisquecf(x, y) est dans[0, 1], on peut borner le premier terme par2 donc :

|E((cf(x, y) + cf∗(x, y))(cf(x, y)− cf∗(x, y)))| ≤ 2 · (E((cf(x, y)− cf∗(x, y))2))
1
2

A ce niveau remarquons queL2
2(f − g) = L2

2(f − f ∗) + L2
2(f

∗ − g), ce qui nous conduit
à :E(y− f(x))2−E(y− f ∗(x))2 = E(f − f ∗) or commef est optimal pourL avec une
précisionε :

L2
2(f − f ∗) < ε (2.5)
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Revenant à l’inégalité principale il vient :

2L2(cf − cf∗) = 2L2((f − y)2 − (f ∗ − y))

= 2
√

E((f − f ∗)2)(f + f ∗ − 2y)2

≤ 2 · 2E
√

E(f − f ∗)2

≤ 4L2(f − f ∗)

≤ 4
√

ε en utilisant l’inégalité (2.5) (2.6)

En reportant ce résultat dans l’inégalité 2.1, on conclut laseconde étape.

Étape 3 : Borne de Chernoff : soitf ∈ Fε′ . Alors une déviationε ≤ |L̂(f)− L(f)|
arrive avec une probabilité majorée parδ′(ε, ∆).

en conséquence du lemme 2.2 avec

δ′(ε, ∆) = 2 exp

(−ε2

4∆

)

et
∆ ≥ sup

Fε′

Var(L̂(.))

Étape 4 : Uniformité : une déviation ε′ ≤ supFε
|L̂−L| arrive avec probabilité au

plus N(ε′)δ′(ε′, ∆).

SoitFε′ unε-net deF inclus dansF . Si ∆ ≥ supFε′
Var(L̂(.)),

– P ( sup
Fε∩F
|L̂− L| > ε′) est majoré parN(ε′)δ′(ε′, ∆) ;

– sup
f∈Fε

|L(f)− L(f ′)| ≤ ε′ avecf ′ une des fonctions de l’ε′-net a distance au plusε′

def .
– sup

f∈Fε

|L̂(f)− L̂(f ′)| ≤ ε′

On en déduit que la minimisation du risque empirique (sans larestriction à unε-net)
est optimale avec une précision3ε′ avec probabilité au plusN(ε′)δ′(ε′, ∆), à condition
quef̂ soit optimale avec une précisionε et que∆ soit une borne sup de la variance des
fonctions de perte associées aux fonctions optimales avec précisionε.

Étape 5 : Conclusion

Dans cette étape, on notera Varf la variance de la fonction de perte empirique associée
à une fonctionf .

En reprenant les Étapes 1 et 2, il vient :

|V̂ar(h)− Var(h)| ≤ 2ε, et |Var(f ∗)− Var(h)| ≤ e
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pour toutf tel que :

L(f)− L(f ∗) ≤ ε , |Var(f)− Var(h)| ≤ 2e et |Var(f)− Var(f ∗)| ≤ e

Donc∆ = V̂ar(h) + 2ε + 2e, est une borne sup sur toutes les variances des fonctions
de perte associées aux fonctions optimales avec précisionε.

Donc avec probabilité au moins1 − δ1 − δ2 − N(ε′)δ′(ε′, Var f ∗), f̂ est soit non-
optimale avec précisionε ou optimale avec précision3ε′.

Avec probabilité au moins1−N(ε)δ′(ε, 1
4
), f̂ est optimale avec une précisionε. Donc

avec probabilité au moins1 − δ1 − δ2 − N(ε′)δ′(ε′, Var f ∗) − N(ε)δ′(ε, 1
4
), on a le fait

quef est optimale avec précision3ε′.

De plus, avec probabilité au moins1−δ1−δ2−N(ε′)δ′(ε′, V̂ar(h)+6ε)−N(ε)δ′(ε,
1

4
),

f est optimale avec précision3ε′

�

Remarque :
La précision est plus où moins divisée par le ratio entre l’ancien et le nouvel écart type.
La borne est meilleure que celle de l’apprentissage passif si la moyenne des variances
locales est plus faible que la variance globale.

�

2.3.2 Version asymptotique

Cette section traite de résultats asymptotiques présentant les deux avantages suivants :
– Ils considèrent la minimisation du risque empirique surF , au lieu d’une minimisa-

tion sur unε-net3.
– Ils fournissent des estimations asymptotiques plus serrées que le supremum des dé-

viations. On montre que leurs estimations sontéquivalentesau véritablesup
f
|L̂f −

Lf |.

Éléments pour la version asymptotique

Présentons tout d’abord l’intuition de la preuve qui sera formalisée par la suite.

3Cependant, comme signalé, la preuve précédente pourrait être améliorée pour faire la même chose
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SoitX1, . . . , Xk une partition mesurable deX. NotonsEi l’opérateur espérance pour
la loi P restreinte àXi. On définitP̂i une loi empirique associée à un échantillon i.i.d. de
la loi P restreinte àXi contenantni exemples et̂Ei est l’opérateur d’espérance associé.
Le je exemple de la strateXi est noté(xi,j , yi,j). Par commodité, on notera parfoisy =
g(x) pour montrer la dépendance dey par rapport àx. Dans ce cas,g est la fonction à
approximer. On suppose queni = αin avecαi > 0 et

∑
i αi = 1. On noteLi(f) et L̂i(f)

respectivementEi(f−g)2 et Êi(f−g)2. Remarquons queLi(f) est une variable aléatoire
carg, la fonction objectif, n’est pas déterministe.

Sous certaines hypothèses, en particulier siF estP-Donsker - ce qui est notamment
le cas si la VC dimension est finie -, on a :

√
n(L̂i(f)− Li(f))f →

√
1/αiPGi

au sens de la convergence faible, avecPGi un processus gaussien presque sûrement borné.
Notonsσi le vecteur (indexé parF ) des variances dePGi.

En sommant de manière pondérée par lesP (Xi), on obtient :
√

n(
∑

i

P (Xi)(L̂i(f)− Li(f)))f →
∑

i

√
1/αiP (Xi)PGi

Le vecteur indexé parF des variancesσ2 dePG =
∑

i

√
1/αiP (Xi)PGi est alors :

σ2(f) =
∑

i

1

αi
P (Xi)

2σi(f)2

Sous certaines conditions (que nous détaillerons ensuite), les fonctions sont proches
def ∗. Reste alors à minimiser

∑

i

1

αi
P (Xi)

2σ̂i(f)2

vu comme une fonction desαi avec la contrainte
∑

i αi = 1 avecf dans le voisinage de
f ∗.

Ceci conduit à :

αi ≃
σi(f

∗)Pi∑
j P (Xj)σj(f ∗)

qui dépend def . Nous verrons quêf peut être utilisée au lieu def sans grosses difficultés.

Il vient σ2 ≃ (
∑

i P (Xi)σi(f
∗))2, et à la limite d’un grand nombre de strates, on

obtient :

σ2 ≃
(

Ex

√
(Vary(f(x)− y)2)

)2

où l’opérateur d’espérance porte surx (de loi P ) et l’opérateur de variance porte
su y, conditionnellement àx. La méthode n’utilisant qu’une strate conduit àσ2 ≃
Varx,y((f(x) − y)2). En résumé, cette méthodesupprime la variance inter-strates,
conservant seulement la part intra-strates.
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Algorithme et théorème asymptotique

Nous allons traiter le cas où nous ne voulons pas qu’il subsiste une optimisation sur un
ε-net. Nous montrerons que des résultats de convergence peuvent également être établis.
Les couples(x, y) sont tirés selon la loiP ou des restrictions de cette loi. Soit l’algorithme
suivant (dépendant den, p etk) :

Algorithme E :

1. Tirerk = o(n) exemples en suivant la loiP ;

2. Apprendref1 ∈ F sur lesk exemples ;

3. Séparer enp strates en optimisant
∑

i(P (Xi)
2/αi)V̂ari cf avec ˆVari(cf) la variance

estimée par̂E(χi × cf)/P (Xi) où χi est la fonction caractéristique deXi, sous la
contrainteαi ≥ α0(p) (utilisée pour imposer un minima d’exemples par strates).

4. Tirerni exemples par strate avec la loiP restreinte àXi ;

5. Apprendref2 par minimisation du risque empirique sur lesn =
∑

ni exemples.

Tous les tirages de l’étape 1 sont indépendants. Conditionnellement à l’étape 1, tous
les tirages de l’étape 5 sont indépendants.

Théorème 2.5On s’intéresse à l’algorithme E avec les hypothèses suivantes :

1. argmin L ∈ F ;

2. La partition est choisie de façon à ce que tous lesXi sont dans une famillePp

dépendant dep et telle que les produitsχp × l et χp × l2 pour l une fonction de
perte associée à une fonction dansF soient Glivenko-Cantelli pour la convergence
presque sûre.

3. La partition est choisie pour garantir queP (Xi) ≥ k(p) ou k(.) est une fonction
positive décroissante.

4. (f(x)− y)2 est majoré par1 (e.g., toutes les fonctions sont à valeurs dans[0, 1]).

5. Les fonctions de perte associées àF forment une classe de Glivenko-Cantelli pour
la convergence presque sûre.

6. αi ≥ α0(p) ≥ 0 ;

7. On dispose d’une suite de partitions(Xk
1, . . . , X

k
k) ∈ Pk (la ke partition est de

taille k) et telle quelim
k

k∑

i=1

P (Xk
i)
√

Vari(c∗f) = Ex

√
Varyc∗f .

Alors

limsups→∞
log(1

2
P (L(f2) > L∗ + s/

√
n))

s2
≤ −1

σ′2

et pour toutε > 0, pours assez grand :

P (sup
f∈F
|L̂(f)− L(f)| > s/

√
n) ≤ 2 exp(εs2 − s2

2σ′2 )
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Ce qui peut aussi s’écrire pour tout(2σ2)−1 > ε > 0 avec le changement de variables

s =

√
− log(δ/2)

1/2σ′2 − ε
si δ est assez petit etn suffisamment grand :

P (sup
f∈F
|L̂(f)− L(f)| >

√
− log(δ/2)/(1/(2σ′2)− ε)

n
) ≤ δ

avec
lim
p→∞

lim
k→∞

σ′2 = ExVary(f
∗(x)− y)2

Où l’opérateur d’espérance porte surx (de loiP ) et l’opérateur de variance sury, condi-
tionnellement àx. f ∗ est optimal au sens des moindres carrés (nous avons supposé que
f ∗ est dansF ).

Remarque 1 :
Les hypothèses sont assez lâches. En effet les conditions deGlivenko-Cantelli et de Dons-
ker sont beaucoup moins restrictives que des hypothèses à laVC. Le résultat est par contre
« très » asymptotique (limite pourp, k etn). En particulier à cause de l’inégalité de Borell,
nous n’étudions en fait que de « grandes » déviations.

�

Remarque 2 :
Un second point important est que la variance du processus gaussien est réduite grâce
à la stratification, au moins pour les fonctions proches de lafonction optimale. On peut
supposer qu’il est possible d’obtenir des résultats « moins» asymptotiques. La méthode
en une strate conduit à un résultat similaire avec :

lim σ′2 → Varx,y(f
∗(x)− y)2

La différence entre les deux termes ressemble à la différence entre un écart type et un
écart type intra classes.

�

Démonstration :
On notez = (x, y), cf(z) = (f(x)− y)2. Remarquons queE(cf ) = L(f)

Étape 1 :f1 et f2 sont dansFε si k et n sont assez grands.

Avec probabilité1,
L(f1) ≤ L∗ + ε(k)

avecε(k) → 0, et L∗ = inf
f∈F

L(f), car F est une classe de Glivenko-Cantelli pour la

convergence presque sûre.
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Si n est suffisamment grand alors,

L(f2) ≤ L∗ + ε(k)

avecε(k) → 0, et L∗ = inf
f∈F

L(f), car F est une classe de Glivenko-Cantelli pour la

convergence presque sûre.

NotonsFε l’ensemble de fonctionsf ∈ F telles queL(f) ≤ L∗ + ε.
Alors f1 ∈ Fε etf2 ∈ Fε.

Étape 2 : Évaluation de la variance dansFε

On veut évaluer

Var L̂(f) = Var (
∑

i

P (Xi)L̂i(f))

=
∑

i

P (Xi)
2Var L̂i(f)

=
∑

i

P (Xi)
2 1

(αin)2
(αin)Var ((f(x)− y)2)

pour la loiP restreinte àXi

Var L̂(f) =
∑

P (Xi)
2 1

n2
i

∑

j

Var ((f(x(i))− y(i))
2)

avec(x(i), y(i)) variable aléatoire suivant la loi de(x, y) restreinte àXi

Var L̂(f) =
∑ P (Xi)

2

nαi
Var (cf(z(i)))

NotonsK =
∑ P (Xi)

2

αi

Vari cf∗(z).

Lemme 2.4 Sif ∈ Fε alors pour la loi restreinte àXi,

|Var L̂(f)− Var L̂(f ∗)| ≤ e =
√

ε
4

n

∑

i

P (Xi)
2

αi

Démonstration :
Voir l’Étape 2 du théorème 2.4

�

Alors

∀f ∈ Fε, nVar L̂(f) ≤ K ± 4
√

ε
∑ P (Xi)

2

αi
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On obtient également :

lim
k→∞

lim
n→∞

sup
f∈Fε(k)

|nVar L̂(f)−K| = 0

Étape 3 : La limite du processus empirique
√

n(L− L̂)f∈F et sa restriction àFε

√
n(L̂− L)f →n PG et sup

f∈Fε(k)

Var PGf = K + ok(1)

où ok(1) → 0 quandk → ∞. Nous verrons plus tard l’intérêt de la constanteK dans
l’utilisation de l’inégalité de Borell.

Étape 4 : Précision de l’évaluation deαi

Notre but final est de montrer que l’on peut estimer précisément K. Nous allons commen-
cer par nous intéresser au lemme suivant :

Lemme 2.5 Le supremum sur(X1, . . . , Xp) ∈ P etf ∈ F et (α1, . . . , αp) de

|
∑

i

(P (Xi)
2/αi)V̂ari cf −

∑

i

(P (Xi)
2/αi)Vari cf |

converge vers0 presque sûrement quandk →∞,
où ˆVari(w) est un estimateur de la variancêEi((w − Êiw)2) et Êi est une espérance
empirique estimée grâce à̂E(χi ×w)/P (Xi) oùχi est la fonction caractéristique deXi.

Démonstration :
On doit s’interroger sur la convergence dêVari cf vers Vari cf .

Orf appartient à une familleF qui est supposée être Glivenko-Cantelli pour la conver-
gence presque sûre. Nous avons vu dans la section 1.5.4 que dans ce cas on avait la conver-
gence presque sûre vers0 des écarts de la moyenne empirique à l’espérance def(Xi).

Les coefficients de la fonctionnelle sont tous des combinaisons linéaires d’éléments
inclus dans une classe que nous avons supposé être une classede Glivenko-Cantelli pour
la convergence presque sûre. On a donc la convergence vers0 du PG indicé parF vers
(0, . . . , 0). Donc en particulier dusupremum.

�

Étape 5 : application de l’inégalité de Borell

En appliquant l’inégalité de Borell, avecσ′ = supf∈Fε
σf , on obtient :

lim
s→∞

log(1
2
P (supf∈Fε

|L̂(f)− L(f)| > s/
√

n))

s2
= −1/(σ′2)
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Que nous pouvons réécrire en :

limsups→∞
log(1

2
P (L(f2) > L∗ + s/

√
n))

s2
≤ −1/(σ′2)

et pour toutε positif, pours assez grand, on a :

P (sup
f∈F
|L̂(f)− L(f)| > s/

√
n) ≤ 2 exp(εs2 − 1

2
s2/σ′2)

En effectuant le changement de variables =

√
− log(δ/2)

1/2′2 − ε
, pour tout(2σ2)−1 > ε > 0,

si δ est assez petit, sin est assez grand,

P (sup
f∈F
|L̂(f)− L(f)| >

√
− log(δ/2)/(1/(2σ′2)− ε)

n
) ≤ δ

Étape 6 : La limite quand p→∞

Pourp→∞,

lim
p→∞

lim
k→∞

σ′2 → (Ex

√
Vary((f ∗(x)− y)2))2

Où l’opérateur d’espérance porte surx (de loiP ) et l’opérateur de variance sury, condi-
tionnellement àx. f ∗ est optimal au sens des moindres carrés (nous avons supposé quef ∗

est dansF ). La méthode à une strate conduit à un résultat identique avec :

lim σ′2 → Varx,y((f
∗(x)− y)2)

�

2.4 Expérimentations

Le but de cette section est de voir si les améliorations portant sur les bornes de vitesse
de convergence se répercutent dans la pratique. Le principeest de comparer un appren-
tissage effectué avec la distribution naturelle à un apprentissage fait avec la distribution
active.

2.4.1 Jeux de données artificielles

Données stratifiéesa priori

Le protocole utilisé est le suivant :
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– Les données sont constituées de quatre classes équiprobables ;
– La sortie de laie classe est une gaussienne de moyenne dépendant de la classe et de

variance proportionnelle ài.
– On détermine la proportion d’exemples dans chaque classe de deux façons diffé-

rentes :

1. équirépartition (1/4 dans chaque classe) ;

2. répartition optimale vue précédemment.

– Tirern exemples selon la répartition choisie ;
– Apprendre par minimisation empirique de l’erreurL2 ;
– Analyser analytiquement la différence entre l’erreur en généralisation et la

meilleure erreur en généralisation possible.

Les résultats sont une moyenne des différences entre l’erreur en généralisation obtenue
et l’erreur analytique sur10 000 essais indépendants.

Les données présentent donc une stratification naturelle qui est leur classe. De plus les
classes ne présentent pas toutes la même variance (condition nécessaire pour que cette ap-
proche soit potentiellement plus intéressante qu’un apprentissage passif). Le coté actif de
l’apprentissage consiste ici à choisir le nombre d’exemples que l’on souhaite dans chaque
classe. On espère que la répartie optimisée en fonction de l’estimation de la variance dans
chacune des classes va conduire à de meilleurs résultats pour l’erreur en généralisation.

En fait, le théorème correspondant (2.1) établit de manièrenon-asymptotique une
meilleure borne sur la probabilité d’avoir un écart grand entreL(f̂) (le cout de la fonction
choisie) etL(f ∗) (le coût optimal).

nombre % des cas ou la écart type de écart type de
d’exemples stratification est meilleure l’erreur en généralisation l’erreur en généralisation

que l’équirépartition pour le cas équiprobable pour la stratification

20 0.54390 0.41019 0.36924
25 0.53615 0.41340 0.38329
30 0.53947 0.41769 0.38488
35 0.53787 0.42213 0.39431
40 0.53754 0.42527 0.39546
45 0.53593 0.42826 0.40077
50 0.53553 0.43241 0.40188

Interprétation : L’erreur en généralisation est améliorée par la stratification dans une
faible proportion des cas (0.54), l’écart se réduisant avec le nombre d’exemples. Mais
comme annoncé par le théorème 2.1, la variance de l’erreur engénéralisation est diminuée
par la stratification. Notons également que si l’on augmenteles différences de variances
entre de chacune des classes, l’écart entre l’apprentissage actif et passif s’accroît (et est
nul si les variances sont partout égales).
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Stratification automatique

On utilise un coefficientp valant arbitrairement de1 à 5 pour paramétrer la fonction
objectifs. La tâche objectif est une classification pourx ∈ [0, 1]. La classe dex est1 avec
une probabilité1

2
+ p(x− 1

2
) (tronquée entre0 et1 si nécessaire) et0 sinon.

La méthode naïve utilisen+ k exemples, la stratification est basée surk = 200 points
(utilisés à la fois pour apprendre une première fonction et pour évaluer la variance) et
n = 5000.

La stratification est faite en partitionnant automatiquement le domaine en3 sous-
espaces connexes. L’apprentissage est réalisé par la technique des moindres carrés.

Dans plus de la moitié des expériences, la stratification estmeilleure ou équivalente.
Les cas ou celle ci se fait battre devenant de moins en moins nombreux avec l’augmenta-
tion dep. On voit donc ici l’intérêt d’avoir le maximum d’informationsa priori sur nos
données. En effet, dans certains cas, l’apprentissage ne présente pas d’intérêt.

p p = 1 p = 2 p = 3 p = 4 p = 5
% stratification meilleure 44 50.5 52 44 46.5

que méthode naïve
% ex aequo 11 12.5 23.5 29.5 30

% stratification pire 45 37 24.5 26.5 23.5
que méthode naïve

% des cas ou l’erreur médiane dans
paramètrep l’apprentissage stratifié est meilleure

que l’apprentissage non-stratifié

p = 1 51.25 %
p = 2 63 %
p = 3 53.5 %
p = 4 66.5 %
p = 5 76.75 %

Avec 3 strates etp = 1, l’apprentissage stratifié automatiquement est meilleur dans
44% des cas, équivalent dans11% et pire dans45%. Avec p = 5, la stratification est
meilleure dans46.5%, équivalente dans30% et pire dans23.5%. Avecp = 5, dans76.5%
des cas l’apprentissage sans stratification est pire que le résultat médian de l’apprentissage
stratifié.

Interprétation : Le résultat est un peu décevant pour les petites valeurs dep. L’algo-
rithme est plus complexe que la méthode naïve et ne produit pas de meilleurs résultats.
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Son principal avantage est sa stabilité : la proportion de très mauvais cas est plus faible.
De manière prévisible, les résultats s’améliorent quandp grandit.

2.4.2 Expérience avec des données réelles.

Les données proviennent d’analyse du trafic routier. Nous utiliserons le protocole sui-
vant :

– Estimer la variance de la fonction de perte par strate ; il y asept strates qui sont des
« types » de jour (lundi, mardi, . . . ),

– Choisir le nombre de points par strate comme expliqué précédemment (nombre de
points par type de jour proportionnel au produit écart type× probabilité).

– Apprendre.

L’objectif est de prédire le taux d’occupation sur une route. Les résultats sont moyen-
nés en choisissant aléatoirement plusieurs 5-cross validations: pour chacun des cinq ap-
prentissages des validations croisées, l’ensemble d’apprentissage est si nécessaire sous-
échantillonné pour que l’apprentissage soit toujours effectué selon la distribution de la
stratification optimale (i.e on sélectionne seulement certains exemples d’apprentissage
pour coller à la distribution).

L’apprentissage est réalisé comme suit :
– les catégories sont définies par l’utilisateur (ces catégories sont définies par un ex-

pert et sont des informations sur l’appartenance du jour à untype de comportement :
we prolongé, jour férié, vacances . . . ).

– La prédiction dans la catégoriek est la moyenne de l’ensemble d’apprentissage
restreint à la catégoriek.

Les résultats, moyennés sur plusieurs essais sont les suivants :

Allocation erreur moyenne écart type
naïve 466.6 66.8

optimale 462.5 72.7

Les résultats sont meilleurs en moyenne, mais la variance a augmenté. Remarquons
que la somme erreur+écart type est a peu près la même dans les deux cas. Ce n’est pas
exactement ce qui est prédit par la théorie, il est possible que la démarche basée sur des
cross-validationsbiaise les résultats.

2.5 Conclusion

Nous avons traité dans ce chapitre de l’apprentissage supervisé optimisé par la strati-
fication. Les différents cas considérés sont :
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– Stratification avec des données présentant naturellementdes strates (dont la classi-
fication). Dans cette partie, nous avons montré dans le cas non-asymptotique des
vitesses de convergence améliorées et de meilleures bornessur l’erreur en généra-
lisation pour des algorithmes minimisant le risque empirique sur desε-nets.

– La stratification avec une construction automatique des strates. Nous avons montré à
la fois une amélioration non-asymptotique dans les bornes de l’erreur en généralisa-
tion ainsi qu’une vitesse de convergence améliorée pour lesalgorithmes minimisant
l’erreur empirique sur desε-nets et asymptotiquement, une convergence améliorée
pour des hauts niveaux de risque.

De plus nous observons une légère amélioration des résultats en pratique, ce qui n’est
pas souvent le cas quand on travaille avec des bornes. . .

Notons également que notre théorème asymptotique (2.5) utilise des hypothèses très
faibles ; l’algorithme est standard, la stratification facilement implémentable et s’applique
à des classes de Glivenko-Cantelli et de Donsker, qui sont des familles de fonctions que
l’on rencontre bien plus souvent dans la vraie vie que des familles ayant une VC-dim
finie. De plus leur nombre de couverture peut-être exponentiel. Cependant il souffre de
deux défauts :

– Les résultats sont « très » asymptotiques ;
– Les résultats non-asymptotiques reposent sur des optimisations sur desε-nets.



Chapitre 3

Apprendre grâce à des suites
déterministes

Ce chapitre s’intéresse à un autre aspect de l’apprentissage actif, à savoir la détermi-
nation de la distribution utilisée pour la construction de la base d’apprentissage. Cette pro-
blématique est voisine de la notion de plan d’expériences etnous discuterons la différence.
Concrètement, ce chapitre présente de nouvelles bornes surl’erreur en généralisation et
des vitesses de convergence, pour les cas :

– D’une distribution fondée sur la minimisation de la discrépance ;
– De points issus d’unε-net, et modifiés dans le but d’accroître la résistance au bruit

de l’apprentissage.

3.1 Introduction et notations

Ce chapitre s’intéresse à l’approximation de fonctions déterministes en présence ou
non de bruit.

Dans la suite,P est une loi de probabilité sur un espaceX et F est une famille de
fonctions deX → R.

Comme dans le chapitre précédent,P̂n désigne la loi empirique associée à la distri-
bution P appliquée àn exemples supposés indépendant identiquement distribués (sauf
mention explicite du contraire).̂En est l’espérance associée àP̂n. Considérant la fonction
de coût quadratique, sig désigne le concept cible à apprendre, l’erreur empirique d’une
hypothèsef est notéêL = Ê(f − g)2.

Pour faciliter la lecture, rappelons les définitions relatives à l’inégalité de Koksma-
Hlawaka (présentée section 1.8.3), pour les fonctions BHKV(section 1.8.2). Cette inéga-

89
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lité fournit essentiellement une borne sur l’erreur de l’approximation d’une intégrale par
des techniques de Quasi-Monte-Carlo1. Cette majoration de l’erreur fait appel à la notion
de discrépance. Celle-ci mesure le biais d’une suite aléatoire.

Définition 3.1 (Star discrépance)La star-discrépance de la suite(xi) de[0, 1]d est défi-
nie par :

D∗
n(X) = sup

a∈[0;1]d

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

k=1

1{xk∈[0;a]} −
d∏

i=1

ai

∣∣∣∣∣

Théorème 3.1 (Koksma-Hlawka)(Voir [Niederreiter; 1992]) Sif est une application
de[0, 1]d dansR, de variation totale au sens de Hardy et Krause majorée parVHK(f), et
si xi est une suite à discrépance faible dans[0, 1]d, alors :

∣∣∣∣∣
1

n

n∑

i=1

f(xi)−
∫

f

∣∣∣∣∣ ≤ VHK(f)D∗
n(x1, . . . , xn)

Notons que cette inégalité a déjà été utilisée dans le cadre de l’apprentissage actif par
[Cervellera and Muselli; 2004]. Nous discuterons de la portée des résultats présentés par
rapport à leurs travaux.

3.2 Apprentissage de fonctions

L’objet de cette section estd’apprendre des fonctionsen utilisantdes suites à faible
discrépance.

3.2.1 Approche théorique

SoitX = [0, 1]d.

Théorème 3.2 (Corollaire de l’inégalité de Koksma-Hlawka)Soitg une fonction deX
dansR, etF un espace de fonctions tel queVHK((f − g)p) ≤M pour toutf dansF , où
VHK désigne la variation au sens de Hardy et Krause etp est un entier positif. Soit̂L(f),
pourf ∈ F , la moyenne de|f(xi)− g(xi)|p pour i de1 à n.

Pour toutf dansF , si on noteD∗
n(x1, . . . , xn) la star-discrépance de la suitexi on a :

|L̂(f)− L(f)| ≤ MD∗
n(x1, . . . , xn)

et pourf̂ = argmin L̂(f),

L(f̂ ) ≤ inf
f

L(f) + 2MD∗
n(x1, . . . , xn) (3.1)

1Dans un Quasi-Monte-Carlo la distribution uniforme de Monte-Carlo utilisée pour échantillonner est
remplacée par une suite déterministe
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En supposant quexi est une suite à faible discrépance,la différence entrêL(f) et
L(f), est majorée parMc(d) log(n)d/n uniformément enf ∈ F avecc(d) désignant
une « constante » ne dépendant que de la dimensiond deX
Si de plusf̂ = argmin L̂(f), on a :

L(f̂) ≤ inf
f∈F

L(f) + 2Mc(d) log(n)d/n (3.2)

Les hypothèses de ce théorème permettent comme dans le cas classique de l’appren-
tissage statistique de borner la différence entre l’erreuren généralisation de l’hypothèse
apprise et la meilleure erreur en généralisation possible.La différence est double :

– D’une part la régularité de l’espace d’hypothèse, classiquement mesurée en termes
de VC-dim intervient ici en terme de variation de Hardy et Krause,

– D’autre part, et surtout, un autre terme apparaît qui mesure la régularité de la base
d’apprentissage, plus précisément, sa discrépance.

Démonstration :
Par définition dêf , pour toutf ∈ F

L̂(f̂) ≤ L̂(f)

et par l’inégalité de Koksma-Hlawka :

L̂(f) ≤ L(f) + MD∗
n(x1, . . . , xn)

Ainsi

∀f L(f̂) ≤ L̂(f̂)

≤ L̂(f) + MD∗
n(x1, . . . , xn)

≤ L(f) + 2MD∗
n(x1, . . . , xn)

�

Remarque 1 :
Il existe des outils permettant de calculer la star-discrépance d’une suite, voir par exemple
[Thiedmard; 2001], ce qui rend l’inégalité directement exploitable.

�

Remarque 2 :
Ce résultat peut aussi s’appliquer à des suites non déterministes comme suit :

– Récupérer des données aléatoires ;
– Calculer leur star-discrépance ;
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– Estimer une borne surM et sur la variation totale def − g. On pourra par exemple
prendre le double deM si g a une variation totale bornée parM et que l’on utilise
F , ensemble de fonctions à variation totale bornée parM pour approcherg.

– Utiliser les points précédents pour effectuer l’appentissage et utiliser leur discré-
pance pour obtenir une borne sur l’erreur.

�

Remarque 3 :
Notons que [Niederreiter; 1992] montre que la discrépance d’une suite aléatoire simple
uniforme est plus mauvaise (en1/

√
n) que celle d’une suite à faible discrépance (en

O(log(n)d/n)). Ce résultat suggère ainsi que le fait de remplacer le tirage uniforme des
données d’apprentissage par une suite à faible discrépanceaméliore la borne.

�

Théorème 3.3 (Minimisation du risque structurel avec variation totale finie) Soit g
une fonction deX → R etF une famille de fonctions deX → R. On suppose que :

∀f ∈ F, VHK(|f − g|) est finie.

On noteL(f) = E(|f − g|) et L̂(f) = 1
n

∑n
i=1 |f(xi)− g(xi)|.

Considérons la fonction de coûtL, avecL∗ = inff∈F L(f) et f ∗ ∈ argmin L (ou une
fonction arbitrairement proche du minimum deL si celui-ci n’est pas atteint).

Supposons quêf optimiseL̂(f) + c(d)VHK(f) log(n)d/n avec une précisionε. Les
points utilisés pour effectuer l’apprentissage sont choisis selon une suite à faible discré-
pance.

Alors :

L(f̂) ≤ L∗ + ε + (VHK(f ∗) + VHK(g) + VHK(f ∗ − g)) log(n)dc(d)/n

Par rapport au théorème précédent, le théorème 3.3 s’affranchit de la restriction
VHK(|f − g|p) < M . En effet dans la pratique, cette borne n’est souvent pas facile à
estimer (à moins de fortes hypothèses sur l’espace de fonction et sur la fonction objectif).
Par contre il semble raisonnable de supposer qu’elle est finie. Il reste bien sûr des varia-
tions dans la majoration finale mais celles-ci ne portent plus que surf ∗ et g et non sur
tous les éléments deF .

Démonstration :
SoitR(n, h) = VHK(|h|) log(n)dc(d)/n.
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Nous avons les trois inégalités suivantes :

L(f̂) ≤ L̂(f̂) + R(n, f̂ − g) (3.3)

L̂(f̂) ≤ L̂(f ∗)− R(n, f̂) + R(n, f ∗) + ε (3.4)

L̂(f ∗) ≤ L(f ∗) + R(n, f ∗ − g) (3.5)

Par simple sommation de 3.3, 3.4 et 3.5, on obtient le résultat voulu.

�

Théorème 3.4 (Borne sur l’erreur en généralisation)Supposons quêf converge sim-
plement versg quandn → ∞, où f̂ est la fonction fournie par un algorithme après
apprentissage sur un échantillon de taillen de star-discrépanceDn. Alors :

E|f̂ − g| ≤ Ê|f̂ − g|+
(
VHK(f̂) + VHK(g)

)
Dn

Et à la condition que tous les{f̂ − g} soient dans un espace de fonctions borné pour la
norme de Hölder de degré supérieur àd (non nécessairement un entier), alors :

E|f̂ − g| ≤ Ê|f̂ − g|︸ ︷︷ ︸
erreur empirique

+
(
2VHK(f̂) + o(1))

)
Dn

Ce théorème borne l’erreur en généralisation en se fondant uniquement :

1. Sur la variation de la fonction cible,

2. La discrépance de la suite utilisée pour l’appentissage.

Le terme d’erreur empirique quant à lui dépend de l’algorithme et ne peut donc pas être
optimisé ici.

Démonstration :
La première inégalité est une conséquence directe de la borne de Koksma-Hlawka.
La seconde s’obtient comme suit :

V (g) ≤ VHK(f̂) + VHK(f̂ − g)

Le résultat est établit en bornantVHK(f̂ − g) par uno(1), ce qui est l’objet de l’étape1.

Étape 1 : réduction du problème aux dérivées dêf − g

V (f̂−g) a une variation totale linéaire en la somme des normes||.||∞ desd premières
dérivées dêf − g. On peut donc ne s’intéresser qu’aux bornes de ces dérivées.Montrons
à l’étape 2 que toutes ces dérivées tendent vers0.
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Étape 2 : utilisation des propriétés de la norme de Hölder pour borner les déri-
vées def̂−g Soitd′ tel que{f̂−g} soit dans un espace de fonctions borné pour la norme
de Hölder de degréd′ ; notonsM la borne.

Alors pour tout0 ≤ k ≤ d′, avec||f ||a,b la norme de Hölder de degréa+b (b ∈ [0, 1]),
il est connu dans la théorie des espaces de Hölder que pour tout ε [Zuily and Queffélec;
1995, p277] :

||h||k,0 ≤ ε||h||⌊d′⌋,d′−⌊d′⌋ + K(ε)||h||∞
pour une fonctionK et avech = f̂ − g

||f̂ − g||k,0 ≤ 2εM + K(ε)||f̂ − g||∞ (3.6)

En choisissantε suffisamment petit. La convergence de||f̂ − g||∞ est suffisante pour
assurer la convergence des dérivées. Nous allons donc montrer cette convergence à l’étape
3.

Étape 3 : borne sur||f̂ − g||∞
||f̂ − g||1 est minoré parα||f̂ − g||∞ où α ne dépend que du coefficient de Lipschitz de
f̂ − g. Ce coefficient de Lipschitz est borné grâce à l’inégalité 3.6, qui nous montre que la
dérivée première est finie car majorée par2εM + K(ε)||f̂ − g||∞ (f̂ et g étant bornées).

�

Remarquons que le théorème 3.3 fournit une vitesse de convergence tandis que le
second 3.4 donne une majoration de l’erreur en généralisation. En termes statistiques,
l’erreur en généralisation est dite asymptotiquement consistante siF ∪ {g} a une norme
de Hölder bornée pour un degré> d

3.2.2 Comparaison des résultats

Les résultats ci-dessus vont être discutés par rapport aux résultats non-asymptotiques
de la théorie de VC et aux résultats empiriques venant de la théorie des processus. Les
résultats sont regroupés dans le tableau 3.1 :

Comparaison à VC

En VC dimension finie sîL(f ∗) = 0, alorsL̂(f̂), avecf correctement estimée, décroît
en1/n avec un niveau de confiance1 − δ (cf [Vapnik; 1995] ). Les différences avec nos
résultats sont les suivantes :

– Nous n’avons pas besoin d’être en VC-dim finie. Cette hypothèse est remplacée par
une variation totale bornée. Notre hypothèse relativementsimple à satisfaire mais
pas toujours évidente : des discontinuités non parallèles aux axes peuvent engendrer
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Suites à faible Monte-Carlo avec Monte-Carlo avec
discrépance VC-dimension finie classes de Donsker

Norme de Hölder α > d, O(log(n)d/n) - α > d/2,O(1/
√

n)
bornée de degréα

VC-dim finie - O(log(n)/
√

n) O(1/
√

n)
etL∗ = 0 - O(log(n)/n) O(1/

√
n)

Variation totale O(log(n)d/n) - -
bornée

Minimisation du pour une variation totale Consistance universelle -
risque structurel finie, etO(log(n)/

√
n) -

O(log(n)d/n) dans une famille
de VC-dimension∞

d’approximation de fonctions
([Devroye et al.; 1997]

chap 18)

TAB . 3.1 :Résumé des vitesses de convergences sous différentes hypothèses.

une variation totale infinie. Il existe de nombreuses classes de fonction de VC-dim
finie qui ont une variation au sens de Hardy et Krause infinie. .. D’un autre coté,
les espaces de Hölder2 bornés ont des nombres de couverture exponentiels et donc
une VC-dim infinie alors que leur variation au sens de Hardy etKrause est facile à
traiter (et qu’elle est bornée).

– Notre borne d’erreur est seulement asymptotique et dépendde l’hypothèse ; cepen-
dant, comme nous le verrons l’hypothèse ne possède qu’un impact assez faible et
nous avons uneborne déterministe(pas de niveau de confiance).

– Nous avons un terme supplémentaire enlog(n)d ;
– Nous n’avons pas besoin de supposer̂L(f ∗) = 0 comme dans la théorie de VC

pour obtenir une vitesse de convergence en1/n au lieu de1/
√

n.

Comparaison à la minimisation du risque empirique

Dans la minimisation du risque structurel ([Vapnik; 1995, p90],[Devroye et al.; 1997,
chap18]), considérant une suite emboîtée de familles de VC-dim finie, alorsL(f) décroît
en
√

log(n)/n avec un niveau de confiance1 − δ. A notre connaissance, il n’existe pas
de résultat montrant la disparition de la racine sous l’hypothèse du déterminisme des
fonctions. Les différences avec nos résultats sont :

– Nous avons une convergence enlog(n)d/n au lieu de
√

log(n)/n ;
– Notre borne est déterministe ;
– Nous n’avons pas de niveau de confiance (borne déterministe) ;
– En minimisant le risque structurel, on peut avoir la consistance sur une famille de

fonctions qui sont des approximateurs universels sur des domaines continus. Ce
n’est pas le cas avec une famille à variation totale bornée.

2En pratique, les espaces de Hölder sont intéressants pour des applications concernant l’imagerie ou la
vidéo, permettant ainsi d’évaluer les erreurs de première et de seconde espèce.
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Comparaison aux résultats sur les classes de Donsker

En utilisant les résultats de [Van Der Vaart and Wellner; 1996], pour des exemples
aléatoires et sous l’hypothèse que la famille de fonction est bornée pour la norme de Höl-
der, on obtient une convergence asymptotique si le logarithme du nombre de couverture
est plus petit que quadratique (hypothèse beaucoup moins forte qu’une VC-dim finie). Le
logarithme du nombre de couverture a un exposantd/α oùα est le degré de la norme de
Hölder utilisée. La contrainte est donc satisfaite si la norme de Hölder est bornée pour
un degré> d/2 (ce qui est une contrainte moins forte que la notre puisque nous voulons
> d). Cependant la convergence n’est pas très rapide :O(1/

√
n).

Discussion

Le facteur logarithmique disparait dans des inégalités de VC pour de très grandes
valeurs den (bornes d’Alexander). Il reste cependant présent dans tousles cas réels. A
notre connaissance, il n’existe pas de résultats issus des classes de Donsker pour des
familles à variation totale bornée.

L’inégalité de Koksma-Hlawka a déjà été utilisée en apprentisage actif par [Cervellera
and Muselli; 2004]. Cet article prouve la convergence deL̂ versL∗ si pour toutf ∈ F ,
f − g a une variation bornée uniformément au sens de Hardy et Krause par une quantité
M comme dans le théorème 3.2 présenté ici.

Une des contributions de notre travail porte sur le fait qu’il suffit d’avoir g et toutf ∈
F de variation bornée au sens de Hardy et Krause. En particulier, la borne n’a pas besoin
d’être commune à toutes les fonctions. C’est un point utile car s’il est vraisemblable de
supposer que la variation est bornée, nous n’avons souvent aucune informationa priori sur
cette variation. De plus, notre borne sur l’erreur en généralisation peut aussi être utilisée
pour des séquences non déterministes.

En résumé, le principal mérite de cette approche concerne l’amélioration de la borne,
en1/n alors que toutes les bornes utilisables en pratique (cf tableau 3.1) sont en1/

√
n si

l’on ne peut supposer que l’on est dans le cas de l’erreur nulle.

3.3 Validation expérimentale

On pourrait penser qu’il est possible d’obtenir des résultats similaires à ceux des
faibles discrépances en se contentant d’utiliser des grilles (ou d’autres procédés d’échan-
tillonnage simples). Il est cependant possible de montrer que la discrépance d’une grille
est beaucoup plus grande que pour une suite de Monte-Carlo. De même, des suites de
Monte-Carlo ont une discrépance très supérieure à des suites à faible discrépance. Ainsi,
pour des suites bien choisies, la loi du logarithme itérée passe d’une convergence en1/

√
n

àO(log(n)d/n).
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Graphiquement les suites à faible discrépance semblent un peu bizarres (voir la fi-
gure 3.1). Peut-être à cause de leur spécialisation sur les rectangles parallèles aux axes.
Elles sont cependant efficaces et leur génération peut-êtrefaite assez aisément ([Burkardt;
2003]).
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FIG . 3.1 : Cette figure représente30 points extraits d’une suite à faible discrépance dansR2.
Seuls30 points sont affichés mais la star-discrepance est calculée en utilisant 100 000 points et
est dans l’intervalle[0.0007; 0.001].Avec la séquence « aléatoire » de Gnu Octave, dans les mêmes
conditions, la discrépance est dans[0.0120; 0.0130].

Nous allons comparer expérimentalement sur un problème jouet, un algorithme uti-
lisant comme base d’apprentissage un échantillonnage à la Monte-Carlo avec le même
algorithme mais utilisant cette fois un échantillonnage à faible discrépance.

On se place en dimensiond = 7(puis d = 14). Les points de l’apprentissage sont
dans[0, 1]d. La fonction cible d’un point(x1, . . . , xd) est la somme desd dimensions :∑

i=1 dxi.

L’apprentissage est effectué par un RBF avecσ = 0.1 (SVM avec les options par
défaut). Sur la figure 3.2, on repère en abscisse le nombre de points utilisés pour l’ap-
prentissage et en ordonnée l’erreur en généralisation. La moyenne et l’écart type ont été
évalués sur30 exécutions indépendantes.

3.4 Quasi-Monte-Carlo biaisé pour l’apprentissageL∞

Cette section s’intéresse à l’approximation au sens de la normeL∞ d’une fonctiong
dans un espace de fonctionsF tel que :

1. g n’appartienne pas nécessairement àF ,

2. F ne contient pas nécessairement de « bonne » approximation deg.



98 CHAPITRE 3. APPRENDRE GRÂCE À DES SUITES DÉTERMINISTES

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0.45

 0.5

 0  100  200  300  400  500  600  700  800  900  1000

score QMC
score MC

MC+std
MC-std

 1.15

 1.2

 1.25

 1.3

 1.35

 1.4

 1.45

 500  1000  1500  2000  2500  3000  3500  4000

score QMC
score MC

MC+10std
MC-10*std

FIG . 3.2 : Résultats expérimentaux. Fonction déterministe. La suite de Niederreiter à faible dis-
crépance à été fournie par le soft [Burkardt; 2003]. L’ordonnée représente le taux d’erreur. QMC
représente l’erreur en généralisation pour la suite à faible discrépance et MC l’erreur pour un
échantillonnage uniforme (autour de MC on évalue des intervalles de confiances de10 fois l’écart-
type). La dimension est de7 sur le premier fichier et de14 sur le second. La suite est très efficace
en dimension7 mais présente des résultats similaires à un échantillonnage aléatoire en en dimen-
sion14 (Ceci est dû en partie à la dépendance en la dimension de la vitesse de convergence qui
est enlog(n)d/n) ; de plus, les suites à faible discrépance sont réputées difficiles à trouver sid est
élevé).
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3.4.1 Le cas linéaire

SoitF l’ensemble des fonctions linéaires envoyant la boule unitéB (de la norme||.||)
deRdim dansR.
Soit x1, . . . , xn un échantillon de points deB et yi = f(xi), oùf est une fonction déter-
ministe.

NotonsM la matrice définie par lesxi (Mij correspond à lajèmecoordonnée dexi)
Notonsf ∗ ∈ argmin

f∈F
‖ f − g ‖∞.

Posons :
– L̂(f) = supi |f(xi)− yi| ;
– L(f) = ||f − g||∞ − ||f ∗ − g||∞ ;
– L̂∗ = supi |f ∗(xi)− g(xi)| = L̂(f ∗).

Supposons l’existence d’un algorithme d’apprentissage déterminant le choix dêfn ∈
F comme approximation deg grâce àn exemples. On s’intéresse à la convergence de
L(f̂n).

Considéronshn = f̂n − f ∗ et remarquons quehn est aussi dansF (ensemble des
fonctions linéaires).

Pour toutx deB, notonsx′ le point de l’ensemble d’apprentissage le plus proche de
x. (x′ ∈ argminx′∈{x1,...,xn} ||x− x′||). En utilisant la linéarité dehn :

hn(x) = hn(x′) + hn(x− x′)

||hn(x)− hn(x′)||2 ≤ ξ sup
u∈B
|hn(u)| (3.7)

où ξ = sup ||x′ − x|| ; ξ dépend de l’exemple (voir la notion de dispersion dans [Nieder-
reiter; 1992]). De plus par Cauchy Schwartz,

sup
u∈B
|hn(u)| ≤ √n(sup

x∈B
inf

λ|x=
P

λixi

||λ||2)× sup
i
|hn(xi)| (3.8)

En combinant 3.7 et 3.8, on a :

sup
u∈B
|hn(x)− hn(x′)| ≤ ξ

√
n(sup

x∈B
inf

λ|x=
P

λixi

||λ||2)× sup
i
|hn(xi)|

et
sup
u∈B
|hn(x)| ≤ sup

i
|hn(xi)|+ ξ

√
n(sup

x∈B
inf

λ|x=
P

λixi

||λ||2)× sup
i
|hn(xi)|

Nous pouvons également bornersupi |hn(xi)| par2||f ∗ − g||∞.

D’où :
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Proposition 3.1

L(f̂) ≤ (1 + K) sup
i
|hn(xi)| ≤ (1 + K)(L̂(f̂n) + ||f ∗ − g||∞) ≤ 2(1 + K)||f ∗ − g||∞

avecK = ξ
√

n supx∈B infλ|x=
P

i λixi
||λ||2 et ξ = supx infx′∈{x1,...,xn} ||x− x′||.

Remarque :

On s’attend à ce queL(f̂n) étant la différence||f̂n − g|| − ||f ∗ − g||, converge vers0.
Sinon cette borne n’a pas d’intérêt. En fait, la borne n’est intéressante que si :

– L’algorithme d’apprentissage utilisé conduit à une borned’erreur empirique (i.e
|hn| est petit sur lesxi). En effet, notre borne contient un termeL(f̂) ≤ (1 +
K) supi |h(xi)|. C’est une hypothèse raisonnable puisquef̂ est choisi en regardant
lesxi.

– Il existe une bonne approximationf ∗ du concept cibleg. C’est-à-dire que L’on
suppose que||f ∗ − g||∞ est petit (hypothèse que nous ferons dans les expériences)
à cause du termeL(f̂) ≤ 2(1 + K)||f ∗ − g||∞.

�

3.4.2 Apprendre dans l’espace des attributs

Soit F l’espace des fonctions définies sur un noyauK symétrique et les points d’ap-
prentissagex1, . . . , xn :

F = {f : x 7→ f(x) =
∑

i

λiK(x, xi)}

Notonsh(x) = f̂(x) − f ∗(x). Le but est de majorer|h| en fonction du maximum
empirique deh (maxi |h(xi)|).

Posons :h(x) =
∑

i λiK(x, xi).

Pour toutx, on notex′ le plus proche voisin dex dans l’échantillon d’apprentis-
sage (x′ ∈ argminx1,...,xn

||x, x′||2). Soit µ(x) le vecteur deRn tel que pour toutx,
K(x, xi) −K(x′, xi) =

∑
j µj(x)K(xj , xi) (on prendx′ tel queµ(x) ait la petite norme

possible).µ(x) existe bien carK(x, xi)−K(x′, xi), indexé pari, est un vecteur àn com-
posantes ; et que la matriceK(xj, xi) est de rang plein de même taille. Intuitivement,µ(x)
correspond à une mesure de la variation de(K(., xi))i=1...n entrex et x′ exprimée dans
la base canonique de la matrice du noyau ; il s’agit d’une estimation de l’erreur faite en
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prenantx′ au lieu dex. On a :

h(x)− h(x′) =
∑

i

λi(
∑

j

µj(x)K(xj , xi))

=
∑

i,j

Kj,iλiµj(x)

= λtKµ(x)

et donc avec Cauchy-Schwartz,

|h(x)− h(x′)| ≤ sup
x
||µ(x)||2||(h(x1), h(x2), . . . , h(xn))||2

d’où :

sup |h| ≤ (1 + sup
x
||µ(x)||2

︸ ︷︷ ︸
L(x1,...,xn)

√
n) sup

i
|h(xi)| (3.9)

sup |h| ≤ (1 + L(x1, . . . , xn)
√

n)(2||f ∗ − g||∞)

Proposition 3.2 Avec les notations ci-dessus, l’erreur en généralisation de f̂ est bornée
par :

L(f̂) ≤ 2(1 + L(x1, . . . , xn)
√

n)||f ∗ − g||∞

L’intérêt essentiel de ce résultat est de conduire àoptimiser la répartition des xi en
utilisant une borne.

3.5 Validation expérimentale

L’intérêt du critèreL(x1, . . . , xn) qualifiant le qualité d’une base d’apprentissage et
défini comme dans l’équation 3.9, est étudié par comparaisonà la mesure de qualité uni-
forme de la base d’apprentissage, donnée par :

M(x1, . . . , xn) = sup
x∈B

[
inf

i=1...n
||x− xi||2

]

Formellement, un problème est représenté par deux points :
– L(f̂), L(x1, . . . , xn),
– L(f̂), M(x1, . . . , xn),

Les problèmes considérés sont définis en dimension1 en :
– Choisissant aléatoirement une fonction linéairef ,
– tirantx1, . . . , xn uniformément dans[0, 1],
– On calcule les étiquettes paryi = f(xi), en ajoutant un bruit gaussien centré d’écart

typeσ,
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FIG . 3.3 :Utilisation d’une approche quasi-aléatoire dans l’espacedes attributs pour l’apprentis-
sage ; le premier graphe représente les performances en généralisation obtenues par un apprenti-
sage à partir de10 exemples avec un bruit de10−1, en fonction de leur ordre pour un critère de
type grille (supx infi ||(x, xi)||2). La même chose est ensuite réalisée en fonction de notre critère.
On répète ensuite les mêmes graphes avec des taux de bruit différents (de10−2 à 10−5). Notre
critère est toujours le meilleur puisque l’ordre qu’il nousdonne est plus proche des erreurs réelles
en généralisation. remarque : un cutoff a été placé pour les valeurs supérieures à la médiane pour
l’erreur en généralisation afin de ne pas écraser les graphes(ce qui explique le fait que plusieurs
erreurs en généralisation élevées apparaissent comme identiques sur le graphe).



3.6. CONCLUSION 103

Pour chaque problème :

1. On effectue l’apprentissage en utilisant la normeL∞ et un RBF.

2. On évalue les capacités en généralisation de l’hypothèseapprise.

On répète ceci pour50 problèmes, puis on fait un graphe en portant en abscisse le rang
selon le critère considéré (L ouM) et en ordonnée la capacité en généralisation.

Les graphiques ainsi obtenus pour cinq niveaux de bruits sont donnés dans la figure
3.3 ; des graphiques supplémentaires peuvent être otenus etmontrent les mêmes résultats
si l’on dispose seulement de5 exemples pour apprendre.

Au niveau de bruit0.1, pour le critère corrigé, les9 meilleurs ensembles de points
ont tous une erreur en généralisation inférieure à 3 alors que pour le critère naïf, le taux
d’erreur pour les9 meilleurs points peut-être supérieur à10. Notre critère est le meilleur
dans tous les cas et sa supériorité s’affirme de plus en plus quand le bruit est petit. Des
résultats similaires sont obtenus avec seulement5 points pour l’apprentissage (figure non
donnée car trop semblable à la précédente).

3.6 Conclusion

Ce chapitre aborde un point complémentaire à l’analyse classique faite en appren-
tissage statistique, et s’intéresse à la distribution des points de la base d’apprentissage.
Formellement, la distribution classique,i.e uniforme, est comparée à l’usage de suites
de points déterministes optimisant la dispersion collective de la suite dans l’espace des
instances.

Cette approche a pour avantage principal une vitesse de convergence en1/n (à com-
parer au1/

√
n standard en apprentissage), sous des hypothèses modérées,portantin fine

sur la variation bornée des fonctions intéressantes.

L’intérêt opérationnel de l’approche est étudié sur des problèmes jouets ; il est dé-
montré de façon convaincante en faible dimension, mais se heurte à la malédiction de la
dimension.

Dans le cas élémentaire des fonctions linéaires, un critèrede discrépance simplifié
est défini, dont l’intérêt est démontré aussi bien théoriquement (pour borner l’erreur en
généralisation) qu’opérationnellement (pour prédire l’erreur en généralisation).

Notons que le fait de pouvoir prédirea priori la qualité de l’apprentissage effectué
constitue un des grands défis de l’apprentissage, qui a été aucœur du projet européen
METAL et qui est repris par le défi d’Isabelle Guyon.

Il est également possible d’étendre ces résultats au cas nondéterministe, c’est-à-dire
au cas ouf est de la formef(x, w) avecw une variable aléatoire. La normeL∞ n’ayant
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plus de sens ici, on la remplace par le supremum presque sûr||q||∞,ps = sup{l; P (|q| >
l) > 0}.

Proposition 3.3 (extension non-déterministe)Sous ces conditions, approximerf(x, w)
par {(x, w) 7→ g(x); g ∈ F} conduit aux bornes adaptées suivantes :

L(f̂) ≤ (1 + K) sup
i
|f̂(xi)− f ∗(xi)|ps (dans le cas linéaire)

L(f̂) ≤ (1 + L
√

n) sup
i
|f̂(xi)− f ∗(xi)|ps (dans le cas de l’espace d’attributs)

L’intérêt principal se trouve alors dans une forme particulière d’apprentissage actif :
– L’algorithme choisit un ensemble fini dexi ;
– On récupère plusieursf(xi, w) pour chaquei ;
– Alors, sif ∗ (optimal dansF ) est optimal dans l’espace de toutes les fonctions réelles

sur le domaine, alors pour touti, f̂(xi) est très proche def ∗(xi) ;
– La borne précédente est alors petite et assure une bonne généralisation siK et L

sont petits.



Troisième partie

SÉLECTION D’ATTRIBUTS
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Chapitre 4

Bioinformatique

La troisième partie de cette thèse est consacrée à la sélection d’attibuts. La motivation
applicative de ces travaux est la Bio-Informatique. Le chapitre 4 introduit et discute ainsi
les enjeux de la sélection d’attributs en Bio-Informatique.

Ce chapitre présente les applications grandeur réelle situées dans le domaine de la
Bio-Informatique qui ont motivé cette thèse. Les spécialistes de l’apprentissage y verront
quelles sont les difficultés et les exigences des biologistes, tandis que les autres pourront
le considérer comme un moyen de se fixer les idées sur le type deproblèmes adressés par
l’apprentissage.

4.1 Présentation du problème

Avec les nouvelles possibilités de séquençage rapide de segments de génomes ou de
mesures d’expression de gènes dans les puces ADN, la biologie s’est trouvée confrontée
à deux nouveaux problèmes :

– La masse de donnéescollectée, interdit de traiter « à la main » les résultats des
expériences. Ainsi, dans l’impossibilité d’utiliser leurexpertise sur les données,
les biologistes ont commencé à développer leurs propres méthodes d’apprentissage
puis se sont tournés vers la littérature de l’apprentissageet des collaborations fruc-
tueuses biologistes/apprentistes ont pu être initiées.

– La malédiction de la dimension(Curse of dimensionality), problème bien connu
en apprentissage et qui constitue un de ses principaux défis.Celle-ci ne se pose que
lorsque l’on dispose d’un nombre élevé de descripteurs. Dans ce cadre en effet, sur-
gissent de grandes difficultées liées au mauvais comportement des distancesL2 en
grande dimension, à la difficulté de prendre en compte les effets croisés, croissance
de la dimension des familles d’hypothèses (VC dimension, nombres de couvertures
. . . ). Ce fléau de la dimensionalité est au cœur de la Bio-Informatique ; les descrip-
teurs correspondent souvent à des gènes, au nombre de quelques milliers, parmi
lesquels le but est d’itentifier les responsables de tels ou tels effets.
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Clairement, les enjeux de la Bio-Informatique pour la santéet pour les sciences du vi-
vant sont considérables : la question devient ainsi de faireparler ces données génomiques.
Ces bases de données sont souvent constituées (1) de descriptions d’objets : par exemple
des séquences de nucléotides, décrits par de nombreux attributs (des milliers dans le cas
des puces ADN), et (2) d’une étiquette associée, par exempleun degré de décalage dans
des phénomènes de traduction non conventionnels (observéschez les virus). L’hypothèse
de travail classique en apprentissage est qu’un petit nombre de descripteurs permettent de
prédire l’étiquette, et on tente de découvrir les régularités pertinentes en mettant en oeuvre
des techniques d’apprentissage automatique. Un problème essentiel est que le nombre
d’exemples (description, étiquette) est le plus souvent très restreint eu égard au nombre
important de descripteurs, dont la plupart sont supposés non pertinents (la couleur des
yeux n’est vraisemblablement pas pertinente pour l’évolution d’un cancer de la prostate).
De ce fait, il existe de très nombreuses régularités vérifiées sur la base d’apprentissage et
n’ayant aucune portée générale. Une démarche classique d’apprentissage requerrait soit
de disposer de connaissancesa priori, soit des bases d’exemples beaucoup plus impor-
tantes.

Le travail présenté dans ce chapitre s’appuie sur la combinaison des techniques infor-
matiques et des intuitions biologiques pour analyser les données issues des puces à ADN.
Il s’inscrit dans le cadre d’un projet pluri-disciplinairede collaboration entre le LRI et
l’institut Curie.

Ce chapitre introduit tout d’abord le problème posé par les biopuces, avant de discuter
l’apport de l’apprentissage, plus spécifiquement des techniques de sélection d’attributs
pour la compréhension de phénomènes biologiques.

Le cœur du travail présenté consiste à tirer de l’information inclue dans un grand
nombre d’attributs et un petit nombre d’exemples. Les hypothèses de travail faites se-
ront discutées et les algorithmes étudiés expérimentalement sur des données réelles (des
résultats sur des données artificielles existent égalementmais ne seront pas présentés ici).

4.1.1 Les puces à ADN

Les puces à ADN (microarrays) sont une technique maintenantcourante utilisée pour
l’analyse de l’expression de gènes. Elles correspondent à une sorte de photographie de
l’activité des gènes dans une cellule et permettent donc de découvrir comment s’expriment
les gènes dans telle ou telle situation. Plusieurs techniques existent : nylon, lames de verre,
et Affymetrix sont les principales. Les deux premières diffèrent essentiellement par le
nombre de gènes que l’on peut mesurer simultanément ainsi que par la précision des me-
sures (l’avantage va aux lames de verre qui sont plus récentes). Par contre la technique
Affymetrix est assez différente. Les données que nous avonsessayé d’analyser sont is-
sues de lames de verre. Voici donc un aperçu de la technique (fig.4.1). Le but n’est pas
de mesurer une valeur absolue de l’expression d’un gène maisde comparer son niveau
d’expression dans deux cellules ; une des cellules est celleque l’on souhaite observer et
la seconde sert de référence. On commence par déposer sur unelame de verre des sé-
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quences d’ADN qui potentiellement, codent pour une protéine (Open Reading Frame) ;
ces séquences proviennent de banques de gènes. Ensuite, on extrait l’ARN d’une cellule
dont on souhaite mesurer l’expression ainsi celui d’une cellule de référence1. Cet ARN est
transformé en ADN par transcription inverse en lui adjoignant un marqueur fluorescent
(la fluorescence n’est pas la même pour les cellules témoins et les cellules mesurées). On
place ensuite l’ADN obtenu au contact de la lame de verre. LesADN vont s’hybrider avec
les ORFs leur correspondant ; il ne reste plus qu’à laver les lames et à détecter avec un
laser les niveaux de fluorescence observés. Pour chaque ORF déposée sur la lame initiale
on dispose donc de deux valeurs qui correspondent théoriquement à l’intensité de l’ex-
pression d’un gène dans la cellule témoin et dans la cellule àmesurer. Il pourrait sembler
superflu de refaire la mesure pour les cellules témoins à chaque lame de verre, cependant
la pratique révèle que c’est indispensable car l’hybridation en particulier ne se passe pas
toujours de la même façon, sans que l’on ne comprenne pourquoi. Aussi au lieu d’utiliser
les intensités de l’expression des cellules, on préfère utiliser les ratios des intensités (on
divise par l’intensité du témoin). Ceci permet en particulier de comparer des lames entre
elles.

FIG . 4.1 : Schéma récapitulatif du principe des puces à ADN. Source :
www.bio.espci.fr/ puces/principe.html

1L’ARN car reflète quels sont les gènes en cours de transcription, l’idéal serait de savoir quelles sont les
protéines présentes dans la cellule mais la technique n’estpas encore au point.
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Cette technique présente toutefois deux problèmes majeurs. Le premier est l’analyse
des résultats. En effet, les lames présentent du bruit provenant à la fois de la technique
de mesure et de la variabilité biologique des cellules. En effet, les cellules témoins n’ont
pas nécessairement exactement la même expression. De plus,un génome simple comme
celui d’une levure compte environ6400 gènes (le nombre exact de gènes mesurés varie
suivant les laboratoires). Idéalement, un processus d’apprentissage à partir de telles lames
devrait donc compter quelques dizaines de milliers de lamespour permettre une bonne
généralisation et résistance au bruit. Ce point nous amène naturellement à la seconde dif-
ficulté, qui est plus terre à terre : une seule lame coûte environ1000 C, ce qui conduit à se
contenter d’un nombre de lames extrêmement réduit (une vingtaine). L’apprentissage ne
sera donc réalisable qu’en utilisant des informations supplémentaires issues de la biologie,
ou connaissance du domaine.

4.1.2 Les souhaits des biologistes

Le problème étudié, au cœur des travaux de l’équipe de Marie Dutreix, concerne la
détection des radiations. A terme il s’agira de construire des détecteurs à placer sur des
sites potentiellement exposés aux radiations. La premièrede leurs hypothèses est que
l’effet des radiations est visible dans l’expression du génome des levures. Ce point est
essentiel car les niveaux d’irradiation des cultures sont tellement peu élevés, qu’il n’y a
pas de conséquence visible évidente sur le métabolisme des levures. Toutefois la dose
d’irradiation choisie est juste en dessous du seuil détectable et les biologistes ont de fortes
présomptions sur la possibilité d’un effet à long terme. Ilsestiment en revanche qu’à cause
de cette faible dose d’irradiation, l’effet ne concernera qu’un petit nombre de gènes.

4.1.3 Description et remarques sur l’expérimentation

De manière répétée, des cultures deS. Cerevisaesont mises en croissance en étant
soumises ou non à de faibles radiations . Elles sont prélevées au bout d’un nombre fixe
de divisions et leurs ARN sont extraits et examinés sur des biopuces. A noter que deux
souches différentes de levures ont été utilisées. Nous disposons de 12 cultures de levures
qui n’ont été soumises à aucun stress particulier et de 6 cultures faiblement irradiées.
Cette répatition s’explique par le fait qu’il est plus facile expérimentalement de cultiver
des levures sans stress que des levures irradiées toutes de la même façon.

Par ailleurs, on dispose d’un jeu supplémentaire de 6 lames correspondant à un en-
semble test.

Ce protocole appelle un certain nombre de remarques :

Signification des mesures: Les données ont déjà été renormalisées par des statisticiens
afin de permettre la comparaison de deux lames entre elles. Nous ne nous sommes
pas attardés sur cette technique mais elle constitue cependant un préliminaire indis-
pensable à toute analyse, et certains points sont encore en discussion sur ce thème.
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La valeur qui nous a été transmise est la suivante :

niveau d’expression dans la cellule
niveau d’expression pour le témoin

Afin toutefois de ne pas favoriser artificiellement les gènessur-exprimés par rapport
aux réprimés, nous allons travailler dans l’espace logarithmique. On travaillera avec
le logarithme en base deux des données. Finalement, le codage adopté est :
• -1 : Le gène mesuré s’exprime deux fois moins que pour le témoin ;
• 0 : Le gène mesuré s’exprime de la même façon que pour le témoin;
• 1 : Le gène mesuré s’exprime deux fois plus que pour le témoin.

La technique de mesure: On espère en fait que les 12 levures “saines” vont avoir des
profils d’expression identiques. En fait, idéalement, on souhaiterait même que tous
les gènes aient une expression de 0. En effet, cela reviendrait à dire que dans ces
cultures le niveau d’expression de chaque cellule est le même que pour le témoin. Ce
n’est bien sûr pas le cas . . . La mesure est donc entachée d’erreurs. Leur répartition
semble ne pas se faire uniformément sur tous les gènes (certains sont plus touchés
que d’autres, ce qui pourrait provenir d’une certaine variabilité biologique).

Redondances: Pour des raisons technique, certains gènes ont été mesurésdeux fois.
On peut regarder les profils d’expression de ces gènes pour évaluer l’erreur induite
par la seule mesure (fig.4.2)
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FIG . 4.2 : Le premier graphique est l’expression du gène 251 et le second du gène 1692. La
première mesure est représentée avec des points bleus et la seconde avec des cercles rouges.

En observant les graphes obtenus pour la répétition de la mesure d’un gène (4.2),
on peut commencer à s’inquiéter sur la reproductibilité desmesures. En effet, on
peut comprendre que l’expression d’un gène chez des levuressaines ne soit pas
toujours la même (variabilité biologique) ; en revanche, ilest plus ennuyeux que
de telles différences existent entre la première et la seconde mesure (points rouges
et points bleus). L’estimation de la variabilité de l’expression d’un gène en utili-
sant ces doubles mesures conduit à une valeur de0.78, ce qui est énorme en regard
des valeurs prises par les expressions. Il faut tout de même tempérer cette première
impression : les gènes qui ont été mesurés deux fois correspondent à de petites sé-
quences d’ARN, pour lesquelles on suppose que l’hybridation n’est pas très bonne.
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Si ce point se trouvait vérifié, ceci signifierait que ces mesures sont beaucoup moins
fiables que la moyenne.

4.1.4 Fiabilité des mesures

Pendant l’expérimentation, si l’un des marqueurs fluorescents (Cy3 ou Cy5) ne s’ac-
croche pas bien ou que l’hybridation des gènes portant ce marqueur se fait mal, la mesure
peut se retrouver complètement décalée dans le sens d’une sur-expression ou d’une sous-
expression. Pendant l’expérimentation il est possible d’attribuer une certaine fiabilité aux
mesures. C’est ce qui a été fait, malheureusement il n’y a quetrois niveaux possibles :

– 0 : les deux marqueurs sont incorrects ;
– 1 : un des deux marqueurs est correct ;
– 2 : les deux marqueurs sont corrects.

A cause du probable fort décalage des valeurs dès qu’un marqueur est incorrect, plutôt
que d’introduire une pondération liée à la fiabilité, nous avons décidé de supprimer les
valeurs manquantes. Il faudra donc que les algorithmes utilisés soient capables de gérer
ces valeurs manquantes. Pour se faire une idée de leur importance, dans le jeu de données
initial, il y a 97, 37% des valeurs qui ont une fiabilité de 2. On peut se faire une idéede leur
répartition sur la figure 4.3 ; en particulier, on constate que la lameno2 porte beaucoups
d’erreurs, ce qui peut jeter un soupçon sur la lame entière (la supprimer fait passer le
pourcentage de mesures avec fiabilité 2 à98, 26%).

Ce travail de détection de fiabilité ainsi que celui de renormalisation des données (à
cause du décalage dans les courbes de réponse de Cy3 et de Cy5)a été réalisé par J. Peyre
and A. Antoniadis par la méthode qu’ils ont mise au point : LOWESS.

4.1.5 Indépendance ou non ?

Une question se pose : peut-on considérer les gènes comme indépendants ou non ?
Une réponse est immédiate : non. En effet, il suffit de savoir qu’une cellule ne peut pas
produire plus d’une certaine quantité d’ARN en un temps donné. Ceci introduit donc
une contrainte sur la somme des expressions et donc interditl’indépendance. Un second
élément est l’existence de réseaux de régulation : certainsgènes sont régulièrement co-
activés ou en activent d’autres. Cependant, ces réseaux, bien qu’importants, ne sont pas
encore bien connus (même pour les levures) et sont si complexes que le bruit présent dans
nos mesures ne permet probablement pas de les prendre en compte. L’indépendance est
donc fausse en pratique. Cependant les biologistes considèrent qu’il n’est pas absurde de
la supposer puis, dans un second temps de se pencher sur les gènes considérés comme les
meilleurs afin de déterminer quels sont les gènes dont ils influencent l’expression.
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FIG . 4.3 : Visualisation de la fiabilité des gènes. Gènes en abscisse, les lames en ordonnée. La
couleur rouge correspond à une fiabilité de 2, le vert à 1 et le bleu à 0. Les erreurs sont nombreuses
et ne sont certainement pas uniformément réparties.
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4.1.6 Récapitulons le problème

Nous sommes confrontés à un problème relativement inhabituel ; ses principales ca-
ractéristiques sont :

– les données sont bruitées. Il existe deux origines à ce bruit : le premier vient de la
variabilité biologique ; il correspond à une certaine différence normale entre les le-
vures. Le second est une erreur sur les mesures. En effet, la technique est imprécise
en particulier à cause des différences pouvant survenir au cours de l’hybridation.

– La technique de mesure peut produire des valeurs aberrantes (lorsque l’hybridation
ne s’est pas faite de la même manière pour chacun des marqueurs).

– Le nombre de lames (exemples) est très faible par rapport aunombre de gènes
(attributs) : 18 mesures alors qu’il y a 6157 gènes.

– Le concept cible est supposé être particulièrement simple. Il s’agit, d’après les es-
timations des biologistes d’une conjonction d’une cinquantaine d’attributs. Son re-
pérage devrait en outre être facilité par le fait que pour lesindividus sains, les gènes
ne sont pas supposés être activés (valeur autour de 0).

4.2 Étude de l’existant

Nous allons regarder brièvement différentes techniques d’apprentissage, ou plus pré-
cisément de sélection d’attributs pertinents telles qu’elles ont été développées par des
informaticiens dans des contextes complètement étrangersà la biologie.

4.2.1 « forward » ou « backward » ?

Deux grands types d’approches sont possibles pour la sélection d’attributs :
– Les techniques “forward” où l’on démarre sans attribut et on ajoute au fur et à

mesure les attributs qui seront estimés comme étant les pluspertinents ;
– Les méthodes “backward” procèdent exactement à l’inverse: on démarre avec tous

les attributs et on essaye d’éliminer ceux qui ne servent paspour classer.

L’exemple classique d’algorithme “forward” est ID3 [R.; 1986] : en effet, on choisit
d’ajouter dans les attributs utiles au classement celui quimaximise une fonction de Gain
(calculée à partir d’une entropie). Une des grandes difficultés lors de la mise en œuvre
est de savoir quand s’arrêter dans l’ajout d’attributs. Ce point devient particulièrement
critique pour nos données car si l’on prend comme notation lafonction de gain de ID3,
plusieurs attributs la maximisent et font chuter l’entropie du système à 0. Ceci nous em-
pêche de poursuivre ID3 puisque toutes les données sont classées. De plus il n’est pas
évident que la classification obtenue ait un sens car le nombre d’attributs étant très élevé
en regard du nombre d’instances, on a peut-être eu un malheureux coup de chance.
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La méthode “backward” semble plus adaptée à notre problème.Une illustration de
cette technique est l’utilisation des “Markov Blankets” (Couvertures de Markov, voir sec-
tion 4.2.4).

4.2.2 Le clustering

Le clusteringest une technique d’apprentissage non-supervisé qui est employée mas-
sivement par les biologistes. Leur but est de modifier l’agencement des données afin de
voir l’émergence de zones dans l’expression génétique. Lestechniques de clustering aux-
quelles ils font appels tentent de regrouper les lames puis les gènes (indépendamment des
lames) en les plaçant dans un arbre (ex : clustering hiérarchique). Les données sont ensuite
affichées en respectant l’arbre obtenu (fig. 4.5). L’analyseest ensuite réalisée de manière
visuelle. Nous allons voir que le principe de base est très simple (il existe cependant de
nombreux raffinements ). Une implémentation est disponiblelibrement [Eisen; 98-99].

Pour effectuer leurs ré-arrangements, les biologistes effectuent à la fois un clustering
sur les gènes et sur les lames. Les représentations des valeurs des attributs (les spots)
sont ensuite réorganisés en respectant les arbres donnés par le clustering. La méthode de
clustering la plus répandue est le clustering hiérarchique. Par exemple, pour les lames,
on commence par regarder lesquelles sont les plus semblables (distance au choix ou me-
sure de similarité), ces deux lames sont associées dans le même cluster, et l’algorithme
continue à essayer d’associer des lames aux clusters jusqu’à ce qu’il ne reste plus de lame
seule. Notons qu’il s’agit d’une méthode d’apprentissage non-supervisée : on pourra donc
contrôler dans une certaine mesure nos résultats en vérifiant que les clusters obtenus pour
les lames correspondent bien à des regroupements liés aux classes I et S.

Les principales variations de cet algorithme portent sur lamanière de mesurer la simi-
larité ainsi que sur le type de regroupements qui sont réalisés. On trouvera les principales
variations sur les figures 4.4,4.5. La mesure de similarité la plus courante est le coefficient
de corrélation de Pearson qui suppose une corrélation linéaire entre les variables (N est le
nombre de mesures pourX etY ) :

Similarite(X, Y ) =
1

N

N∑

i=1

(
xi − x̄

φx

)(
yi − ȳ

φy

)
avecφx =

√√√√
N∑

i=1

(xi − x̄)2

N

Cette méthode est loin d’être exempte de défauts. En particulier les arbres obtenus par
ces techniques n’ont aucune signification biologique. De plus, la validation des résultats
est presque impossible et les tentatives d’estimation de lafiabilité des clusters obtenus,
concluent à une faible confiance [Tibshirani et al.]. Mais encore plus gênant, appliquer
cet algorithme directement sur les données conduit à de trèsmauvais résultats car trop
d’importance est donnée aux gènes non pertinents dans le calcul de la distance. Pour éviter
ceci, les biologistes décident arbitrairement de supprimer tous les gènes qui ne sont pas
exprimés au moins une fois au-dessus d’un certain seuil. Ce point est délicat car modifie
totalement les arbres obtenus par clustering et revient à une sorte de filtration sommaire
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FIG . 4.4 : Différentes techniques pour calculer la mesure de similarité d’un groupe de vecteurs à
un autre ; A) lien simple B) lien complet C) lien moyen.

FIG . 4.5 : Exemple de Clustering en utilisant les différentes mesuresde similarités précédentes
(fig 4.4) pour des données biologiques. Graphique tiré de [Marc; 2001] et généré avec Treeview.
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des données. De plus, ils ne se limitent pas à cecut-off mais se permettent de remettre
certains de leurs gènes favoris dans le cluster (s’ils avaient été éliminés).

4.2.3 Significance Analysis for Microarrays (SAM)

Il s’agit d’un outil statistique développé par Stanford pour l’analyse de résultats pro-
venant de puce à ADN ([Tusher et al.; 2001]). Il se présente sous la forme d’une macro
Excel. Clairement, cette technique suppose que les gènes nesont pas corrélés entre eux
et que leur expression dépend de s’ils sont irradiés ou non. On suppose de plus, que les
écarts entre les différents niveaux d’expression d’un mêmegène à l’intérieur d’une même
classe sont dues au “bruit” (biologique ou expérimental). Chaque gènei se voit attribué
une noted(i) (pour “relative difference”) qui est :

d(i) =
x̄I(i)− x̄S(i)

s(i) + s0

où x̄I(i) et x̄S(i) sont les moyennes des niveaux d’expression pour le gènei dans les
échantillons Irradiés (classe I) et Sains (classe S).s(i) est l’écart-type pour le gènei.

s(i) =

√√√√a

{
∑

m

(xm(i)− x̄I(i))
2 +

∑

n

(xn(i)− x̄S(i))2

}
(4.1)

avec
∑

m et
∑

n les sommes pour les expressions dans les classes I et S.a = (1/n1 +
1/n2)/(n1 + n2 − 2) ; (n1 et n2 sont le nombre de mesures dans l’état irradié et sain).
Le termes0 est ajouté dans l’expression pour minimiser la variation ded(i). Il permet de
ne pas favoriser des gènes qui auraient (par chance) une petite variance et du même coup
une valeur ded(i) grande. Le type de profils recherchés par cette formule est clairement
deux paliers, les plus nets possibles avec la variance la plus faible possible pour chacun
des paliers. Effectivement, il est raisonnable de s’intéresser à de tels gènes si on en trouve.

Se pose alors le problème du choix du seuil pour la valeur ded. C’est ici que réside le
principal intérêt de SAM ; en effet, pour chaque gène, il calculedE(i) qui correspond à la
valeur attendue pour le gène i. Cette valeur est calculée en mélangeant les étiquettes des
classes de toutes les façons possibles équilibrées pour chaque classe : toutes les permuta-
tions contiennent le même nombre de S et de I et il y a toujours la moitié des S et des I
initiaux qui conservent leur classe ; ce qui impose d’avoir autant de S que de I au départ.
Ensuite, on fait la moyenne ded(i) pour chacune de ces permutations afin d’obtenirdE(i).
On sélectionne ensuite les gènes qui s’écartent de la droitedE(i) = d(i). SAM évalue éga-
lement un taux de fausses découvertes (False Discovery Rate: FDR) qui est le nombre
moyen de gènes qui s’écartent de la droite dans les permutations précédentes. Cette mé-
thode, en particulier à cause de l’estimation du FDR, est en train de devenir une référence
dans le domaine de l’analyse de microarrays. Cependant il est possible d’émettre certaines
critiques : tout d’abord, on présuppose la répartition en paliers (mais nous verrons ensuite
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qu’elle est raisonnable). Ensuite, SAM ne permet pas de traiter plusieurs classes simul-
tanément. Enfin, concernant la résistance au bruit, SAM est conçu pour tenir compte des
erreurs de mesure mais résiste très mal aux valeurs aberrantes.

4.2.4 Utilisation des “Markov Blankets”

Le principe des couvertures de Markov est d’essayer d’identifier les attributs qui sont
corrélés les uns aux autres ; et en particulier de repérer ceux qui ont l’air d’être corrélés à la
classe mais qui sont en réalité corrélés à des gènes corrélésà la classe. Ce type d’approche
a été utilisé dans des problèmes biologiques dans [Xing et al.; 2001]. Voyons comment
procéder :

Soit G un sous-ensemble de l’ensemble de tous les attributsF . Soit fG la projection
def (réalisation deF ) sur les variables deG. C désigne l’étiquette (la Classe). Le but de
l’utilisation des couvertures de Markov est de trouver un ensemble G (petit) pour lequel la
différence entre les distributionsP (C|F = f) etP (C|G = fG) est le plus faible possible
(idéalement nul). La mesure de la différence se fait en utilisant la mesure de l’entropie
conditionnelle :

∆G =
∑

f

P (f)D(P (C|F = f)‖P (C|G = fG))

oùD(P‖Q) =
∑

x P (x) log(P (x)/Q(x)) (distance de Kullback-Leibler)

Définition : Pour un ensemble d’attributs G et d’étiquettes C, l’ensemble Mi ⊆
G(Fi 6∈Mi) est une “Markov Blanket” (Couverture de Markov) deFi tel que(Fi ∈ G) si

(Fi ⊥ G−Mi − {Fi}, C)|Mi

A ⊥ B signifie queCovariance(A, B) = 0 et | est le “sachant” en probabilité. Il a été
prouvé par Koller et Sahami que siMi est une couverture de Markov pourFi alors pour
tout sous-ensembleE deF

∆E = ∆E−{Fi}

ce qui est bien sûr très intéressant pour trouverG.

Intuitivement, dire queMi est une couverture de Markov pourFi, signifie que, pour
une instance, si l’on connaît les valeurs pour les attributsdeMi, connaître la valeur deFi

n’est pas important pour déterminer la classe de l’instance. Mais il y a encore un peu plus
d’information : on est sûr que le fait d’enlever plus tard un autre attributFj ∈Mi deG ne
va pas rendreFi pertinent de nouveau.

Cette méthode pourrait se révéler utile sur nos données. Cependant il ne faut pas ou-
blier plusieurs points :

– Lors de la mise en oeuvre on ne travaillera pas avec les densités de probabilité
exactes mais avec un algorithme qui les approche.

– La mise en oeuvre nécessite une discrétisation du problème. Il faudra être vigilant
pour ne pas introduire d’erreurs supplémentaires.
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– La méthode n’est pas réputée pour résister au bruit. C’est même plutôt l’inverse
qui risque de se produire. En effet, si deux gènes ont systématiquement exactement
la même valeur, ils sont des couvertures de Markov l’un pour l’autre (au moins
dans l’approximation) donc l’un des deux risque de se faire éliminer. Ce n’est pas
judicieux dans la mesure où pour la prédiction, les données seront bruitées et qu’il
vaudra sans doute mieux utiliser plusieurs gènes pour prédire, plutôt qu’un seul.

– La mise en oeuvre des couvertures de Markov est coûteuse en temps de calcul : dans
le cas idéal il faudrait examiner tous les sous-ensembles deF . Ceci est impraticable
car il y a 2#F sous-ensembles. En pratique on se limite aux sous-ensembles de
longueurl fixée, mais même ainsi, la complexité reste élevée.

4.2.5 RELIEF

RELIEF [Kononenko; 1994] est un algorithme de la classe « filter », c’est-à-dire, qu’il
essaye, indépendamment de tout algorithme d’apprentissage, de déterminer quels sont les
attributs les plus pertinents pour classer. Remarquons queRELIEF ne fournit pas de clas-
sification mais cherche à trouver les attributs les plus utiles pour établir une classification.
Notons qu’il s’agit d’une méthode nécessitant que les données soient étiquetées (ici le
label est l’appartenance à la classe « sain » ou « irradié »). RELIEF prend donc en entrée
les données étiquetées et retourne un vecteur de « Poids ». Celui-ci a pour longueur le
nombre d’attributs et contient une note qui essaye de refléter la pertinence de l’attribut
pour classer. L’introduction du poids utilise une idée voisine de la mesure de l’entropie
pour ID3. Il est constitué pour l’attribut A de l’estimationde la quantité suivante :

Poids(A) = P (Valeur différente deA pour l’instance la plus proche de la classe
opposée àA )
−P (Valeur différente deA pour l’instance la plus proche de la même classe queA ).

Initialement RELIEF est conçu pour prendre en compte deux valeurs pour chacun des
attributs : {-1,1}. Il est facile de l’adapter pour traiter des attributs numériques. Cepen-
dant il faut garder à l’esprit qu’il répartira toujours les valeurs en deux types de compor-
tements : les valeurs autour de 0 correspondent pour lui à desvaleurs dont la classe n’est
pas nette. Dans notre cas cette propriété est très intéressante, puisqu’un gène est grossiè-
rement soit activé (valeurs positives) soit réprimé (valeurs négatives). Les valeurs autour
de 0 concernant les gènes pour lesquels on ne voit pas de différence importante avec le
témoin.

Plusieurs améliorations sont possibles : traitement de plus de deux classes, des valeurs
manquantes, et plus intéressant, augmentation de la résistance au bruit. Pour cela, on
utilisek voisins au lieu d’un seul.L’algorithme d’évaluation duPoids est donc :

Pour tous les AttributsA, Poids[A] :=0
Pour i :=1 jusqu’au nombre_d’instancesfaire
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Début
R :=instance no i
trouver lesk plus proches voisins de la même classe queR : H1 . . .Hk

trouver lesk plus proches voisins de classe différente de celle deR : M1 . . .Mk

Pour tous les attributsA
Poids[A] :=Poids[A]-diff( A,R,H1 . . .Hk)+diff(A,R,M1 . . .Mk)

Fin
Pour tous les attributsA, Poids[A] :=Poids[A]/nb_d’instances

Avec diff(A,R,H1 . . . Hk) qui est le calcul de la différence entre la valeur de A pour R
et la moyenne des valeurs de A pourH1 . . .Hk.

Si les valeurs des attributs sont comprises pour chaque lamedans[−1, 1] ; alors pour
k=1, l’algorithme précédent donne bien une estimation raisonnable de la différence des
probabilités voulues (il s’agit de l’estimateur du maximumde vraisemblance). Cet algo-
rithme peut bien sûr s’étendre à des attributs dont les valeurs ne sont pas dans[−1, 1],
dans ce cas l’algorithme ne fournit plus exactement une estimation de la probabilité, mais
une valeur qui lui est proportionnelle (tous les poids sont multipliés par le sup des valeurs
des attributs dans l’expérience).

Ce point est en fait lié à une autre difficulté : supposons queA1 et A2 soient deux
attributs présents dans le jeu de données et queC1 etC2 soient les deux classes possibles
pour les instances. Pour simplifier on suppose qu’il n’y a pasde bruit. Imaginons que :

– PourA1

• -1 signifie queA1 est réprimé
• 0 signifie queA1 est exprimé de manière normale
• 1 signifie queA1 est sur-exprimé

– PourA2

• -2 signifie queA2 est réprimé
• 0 signifie queA2 est exprimé de manière normale
• 2 signifie queA2 est sur-exprimé

On voit tout de suite le problème :A2 sera très favorisé par RELIEF car ses valeurs
sont plus grandes. Une solution serait dans ce cas de renormaliser attribut par attribut afin
que chacun prenne ses valeurs dans[−1, 1]. Ici il s’agit effectivement d’une solution. Mais
dans le cas réel, les données sont bruitées ; du coup, un attribut qui devrait idéalement tou-
jours prendre la valeur 0 (ce qui est le cas pour la majorité des gènes dans nos mesures),
avec le bruit, va être artificiellement étiré et on lui donnera une importance qu’il n’a pas.
Si on a de la chance, le bruit ne sera pas corrélé à la classe et on pourra quand même s’en
sortir. Cependant, la détermination des plus proches voisins (point crucial) va être forte-
ment perturbée. Dans nos données nous avons choisi de ne pas effectuer cette correction
d’échelle ; ceci signifie que l’on favorise les gènes qui ont des niveaux d’expression éle-
vés. D’après les biologistes, un gène activé prendra typiquement une valeur autour de 1
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(pour lelog2 du ratio), mais il existe certains gènes pouvant s’exprimerdavantage (jusqu’à
la valeur 3 ou 4). Ce choix de favoriser de tels gènes est motivé par le fait qu’à cause de
la présence du bruit, ceux-ci ont plus de chances d’être détectés dans nos expériences. Ce
choix a été fait d’après les désirs des biologistes car étantdonné la présence de bruit, on
préfère avoir des différences nettes (de plus lors de la technique de mesure, la fiabilité est
plus grande pour les valeurs élevées).

Nous avons légèrement modifié RELIEF pour pouvoir choisir une valeur différente
de k selon chacune des classes considérées lors de l’apprentissage. Ceci, car lors d’ex-
périmentations sur des données artificielles, nous nous sommes rendu compte qu’il était
souvent intéressant d’avoir unk assez élevé par rapport au nombre total d’individus dans
une classe. Nous pouvons donc traiter différemment plusieurs classes, ce qui est intéres-
sant surtout dans le cas ou celles ci présentent un nombre d’exemples déséquilibré.

4.2.6 Le test de Wilcoxon

On peut poursuivre dans cette voie, qui est de regarder quelles sont les répartitions des
valeurs des expressions des gènes. Le test de Wilcoxon est untest statistique idéal pour
cette approche :

– Il est adapté aux petits échantillons
– Il n’y a pas de supposition sur la répartition de la valeur des gènes

Mais ce test a l’inconvénient d’être sensible aux valeurs aberrantes. Le principe est
pour chaque gène G de trier les niveaux d’expression de G danstoutes les expériences.
On regarde ensuite la somme des rangs pour la classe 1 et pour la classe 2. Intuitivement,
si pour les deux classes, les valeurs des attributs sont tirées selon la même distribution,
les deux valeurs vont se situer dans une fourchette dépendant du nombre d’individus de
classe 1 et de classe 2. Wilcoxon a formalisé ceci et construit des tables de valeurs.

On constate qu’au niveau 5% l’expression de 1500 gènes est considérée comme si-
gnificativement différente selon la présence ou non de l’irradiation (588 au niveau 1%).
(fig. 4.6). Puisqu’il y a initialement 6157 gènes dans notre jeu de données, en théorie, au
niveau 1%, le nombre de gènes ayant un comportement semblable suit une loi binômiale
B( 1

100
, 6157). C’est-à-dire que en moyenne on a6157 gènes avec ce type de répartition,

l’écart type étant de 60,9543. On constate que l’on est loin des 588 observations réalisées.

4.2.7 Retour sur RELIEF

Un des inconvénients que nous avons évoqués pour RELIEF est de choisir un seuil
pour sélectionner les attributs. De plus, nous ne savons pasquelle confiance accorder à
la sélection effectuée. Pour tenter de se faire une idée, il nous est apparu important de
comparer les notes obenues par RELIEF à celles obtenues pourdes données n’ayant pas
de sens particulier. Comme nous ne disposons pas d’un modèlefiable pour les données,
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FIG . 4.6 : Visualisation, pour chacun des gènes, de la probabilité d’observer une répartition des
mesures identiques à celle mesurée sous l’hypothèse que l’expression des gènes est indépendante
de la classe (hypothèse nulle). La présence de “lignes” sur lesquelles s’alignent les valeurs est
due à la faible taille de l’échantillon. On constate que de nombreux gènes ont, sous l’hypothèse
nulle, une probabilité faible d’obtenir le profil qu’ils ontdans l’expérimentation.

nous nous sommes inspirés de SAM : nous avons conservé le mêmejeu de données mais
nous avons réparti au hasard les classes. Nous avons tout de même conservé la répartition
12 sains et 6 irradiés. On observe ensuite le nombre d’attributs qui dépassent un seuil
fixé. En répétant cette expérience pour divers tirages de classes, on peut se faire une idée
du nombre moyen d’attributs qui obtiennent pour RELIEF un poids supérieur à un seuil.
On peut même répéter cette expérience pour différentes valeurs des paramètresk pour
RELIEF.

L’analyse de la figure 4.7 confirme les résultats donnés par Wilcoxon. En effet, les
courbes sont décalées : l’écart atteint environ 500 gènes entre la courbe moyenne et la
courbe correspondante. C’est intéressant car ceci laisse supposer qu’il y a plus de 50
gènes impliqués dans la réponse à l’irradiation. La même expérience réalisée avec des
données artificielles permet de se rendre compte que pour obtenir un tel écart, il faut avoir
au moins 500 gènes corrélés à la classe.

Ces courbes sont intéressantes par elles-mêmes mais constituent également un guide
dans le choix du seuil pour RELIEF. En effet, grâce à la courbemoyenne, on peut se faire
une idée du taux de faux positifs dans la sélection effectuéepar un seuil donné. De plus
on peut se rendre compte d’un problème désormais classique en apprentissage : on doit
choisir entre la précision et le rappel.

Si l’on favorise la précision (seuil de sélection élevé), onaura une liste de gènes courte
avec peu de gènes non pertinents mais on manquera des gènes. Par contre avec un rap-
pel élevé, c’est l’inverse : on a une liste plus longue contenant presque tous les gènes
pertinents mais avec des erreurs. Les deux chapitres suivants traitent de l’utilisation de
l’optimisation de ce compromis pour la sélection d’attributs (à travers l’étude des courbes
ROC pour la sélection).
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FIG . 4.7 : Nombre de gènes dont la notation pour RELIEF dépasse le seuil fixé en abscisse. Les
courbes moyennes correspondent à des notations obtenues enpermutant les classes10000 fois
et en regardant combien de fois le seuil est dépassé en moyenne. On représente également les
intervalles de confiance à95% pour chaque point de la courbe.

4.2.8 Optimisation dekIR et kNI

Afin de déterminer les meilleures valeurs pour les paramètres kIR et kNI (nombre de
voisins à utiliser dans chacune des deux classes) de RELIEF,il nous faut un critère. Faire
de lacross-validationparraît peu raisonnable, d’une part car il faudrait exclureau moins
un exemple (pour faire unjack-knife) de la base d’apprentissage qui n’en comporte pas
beaucoup, et d’autre part parcequ’il faudrait ajouter un algorithme de classification à la
sélection d’attributs. La solution que nous avons utiliséepour contourner le problème est
d’essayer de maximiser la différence de comportement avec le hasard. C’est-à-dire que
l’on réutilise la courbe des poids moyens (obtenue en permuttant leslabels) pour calculer
l’aire de la différence avec la courbe obtenue avec les vraies étiquettes.

4.3 Conclusion

J’ai passé volontairement assez rapidement sur ces travaux; ils sont ici davantage pour
présenter les difficultés de ce type de problèmes et pour introduire le chapitre suivant.

En particulier nous avons aussi fait des essais de classification sur de nouvelles lames
fournies en aveugle par les biologistes. Les résultats ont montrés qu’il était utile de faire
une sélection d’attributs. Signalons toutefois que les lames n’ayant pas reçu exactement
les mêmes traitements que celles de l’apprentissage, il estprudent de pas conclure trop ra-
pidement. Par contre, de manière plus intéressante, les meilleurs gènes (ceux pour lesquel
le ratio « courbe avec les vraies classes » sur « courbe moyenne » atteignait son maxi-
mum) ont fait l’objet d’une étude plus poussée par l’équipe de l’institut Curie. Leur idée
a été de regarder parmi les gènes quels étaient ceux dont la fonction était déjà connue. Il
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FIG . 4.8 : Visualisation de la différence d’aire entre la courbe moyenne et la courbe avec les
vraies classes en fonction du choix dek pour chacune des deux classes.

en est ressorti le tableau suivant :

fonction of 91 genes induits/171 nb d’ORFs % dans cette liste % total ORFS sur-rep
unknown 38 41,8 50,4 0,8

oxidative stress response 4 4,4 0,3 14,3
oxidative phosphorylation 9 9,9 0,3 30,5

transport 4 4,4 2,2 2,0
gluconeogenesis 1 1,1 0,1 16,9

protein processing & synthesis 3 3,3 2,0 1,6
ATP synthesis 7 7,7 0,4 20,6

glucose repression 1 1,1 0,2 4,8
respiration 2 2,2 0,1 22,0

fonction de 80 genes réprimés/171 nb d’ORFs % dans cette liste % total ORFS sur-rep
unknown 45 56,3 50,4 1,1

stress response (putative) 1 1,3 0,2 7,0
glycerol metabolism 2 2,5 0,1 30,8

protein processing & synthesis 3 3,8 2,0 1,9
secretion 2 2,5 2,0 1,3
transport 4 5,0 2,2 2,3
glycolysis 2 2,5 1,0 2,0

Ces gènes ont d’abord été regroupés selon les voies métaboliques dans lesquelles ils
sont impliqués. La fréquence de ces voies dans la liste des gènes induits ou réprimés par
l’exposition aux faibles doses de radiations a été comparéeà celle de ces voies métabo-
liques sur l’ensemble de la lame. Plus précisément, la deuxième colonne de la partie su-
périeure (respectivement inférieure) du tableau indique le nombre d’ORFs induites (resp.
réprimées) parmi les 171 (il s’agit de l’intersection des meilleurs gènes pour deux mé-
thodes différentes dont RELIEF, pour davantage de détails voir [Mercier et al.; 2004])



124 CHAPITRE 4. BIOINFORMATIQUE

sélectionnées, qui participent à l’activité mentionnée enpremière colonne (e.g.9 gènes
sur les 171 sont induits et correspondent à la fonction d’oxidative phosphorylation). La
troisième colonne donne le rapport entre le nombre d’ORFs induites (resp. réprimées)
sélectionnées participant à cette activité et le nombre d’ORFs induites (resp. réprimées)
sélectionnées, soit 91 (resp. 80) (e.g.9/91 = 9.9% des 91 gènes induits correspondent
à l’oxidative phosphorylation) ; la quatrième colonne indique le pourcentage des ORFs
ayant cette activité (on considère alors l’ensemble de tousles gènes de la levure) (e.g.
0.3% de tous les gènes induits correspondent à l’oxidative phosphorylation). La dernière
colonne donne alors le taux de sur-représentativité de l’activité considérée dans la popu-
lation des 171 meilleurs gènes sélectionnés (e.g. la fonction d’oxidative phosphorylation
est surreprésentée dans les 91 gènes induits sélectionnés par rapport à sa représentation
moyenne dans les gènes induits parmi 6157 : soit 9.9% / 0.3% = 30.5).

Sur le tableau, on voit ainsi que 20 gènes participant au stress oxydatif, à la phospho-
rylation oxydative et à la synthèse d’ATP sont induits, ce qui représente un excédent de
30 fois par rapport à la population totale.

Sans entrer dans le détail de l’interprétation biologique,de ces groupes fonctionnels,
il est cependant possible d’en conclure que la méthode de sélection de gènes utilisée dans
cette étude est validée par le fait que les fonctions mises enévidence par l’analyse des
gènes sélectionnés sont connues pour intervenir dans l’élimination de certains des pro-
duits cellulaires des rayonnements ionisants (radicaux libres). (Des informations supplé-
mentaires sur ces fonctions sont publiées dans [Mercier et al.; 2004]).

Quelques mots de conclusion sur ce sujet. Tout d’abord, le problème par les puces à
ADN, malgré sa complexité, laisse la place à des analyses simples, telles que la classifica-
tion en utilisant un seul gène, ou la recherche d’un concept conjonctif. La difficulté réside
plutôt dans l’impossibilité, dans l’état actuel de nos connaissances, de faire la différence
entre un concept conjonctif bruité par l’expérimentation et un concept disjonctif (surtout
avec aussi peu d’exemples).

Ensuite, sur le jeu de données de Marie Dutreix, il semble quecontrairement à l’in-
tuition des biologistes, le nombre de gènes influencés par laprésence de l’irradiation soit
assez important (probablement autour de 400 alors qu’on en attendait une cinquantaine).
Cette impression est confirmée en essayant de faire des intersections de techniques diffé-
rentes de sélection et en évaluant la part de sur-représentation de la partie commune.

Enfin, il semble plus que jamais important de travailler de concert avec les biologistes
afin de bénéficier de leur savoir lors de la phase de validation. En effet, c’est de loin le
point le plus délicat soulevé par ce problème. Ce point milite en faveur de l’utilisation
de techniques de sélection d’attribut plutôt que de classification. En effet les biologistes
acceptent facilement de travailler sur une liste de gènes pour construire une théorie bilo-
gique collant bien au problème, mais sont souvent incapables pour des raisons financières
de nous fournir suffisament de données pour qu’une validation croisée soit significative.



Chapitre 5

Sélection Active

Classiquement en apprentissage, on demande beaucoup plus d’exemples que d’attri-
buts afin d’éviter des problèmes tels que le sur-apprentissage. Dans ce cas idéal où l’on
dispose facilement de beaucoup d’exemples, les méthodes desélections d’attributs étaient
principalement utilisées pour réduire le temps d’exécution des algorithmes ou réduire la
taille de la base de données. Toutefois, avec l’apparition de la Bio-Informatique, en par-
ticulier dans l’analyse des puces à ADN, la sélection d’attributs est revenue en force. En
effet, le biologiste trouve bien souvent plus intéressantela liste de gènes impliqués dans
un processus que la méthode utilisée pour classer. De plus des coûts financiers imposent
de limiter le nombre de mesures effectuées, interdisant de se trouver dans les « normes »
d’utilisation des algorithmes courants. Remarquons que cette pénurie de données se re-
trouve aussi dans d’autres domaines comme en text-mining oul’indexation d’images où
cette fois, l’on dispose de nombreuses données mais dont l’étiquetage doit être fait par un
expert humain, avec tous les inconvénients que cela comporte (coûts, risque d’erreur. . . )

Je présenterai ici une nouvelle méthodologie pour la sélection active, l’idée est d’uti-
liser des connaissancesa priori sur les algorithmes que l’on va utiliser (via leur courbe
ROC) pour sélectionner les attributs les plus pertinents enéconomisant le nombre de me-
sures effectuées. On se met ainsi, par exemple à la place du biologiste qui possède une
somme fixe d’argent et qui désire l’allouer de la meilleure manière.

5.1 Le problème

5.1.1 Description

On suppose que l’on dispose deN0 attributs (par exemple des gènes) potentiellement
pertinents. On se doute qu’il existe un lien entre une partiede ces attributs et la classe
d’un exemple. En reprenant l’exemple des gènes, cela signifie que l’on fait l’hypothèse
que l’observation de l’activation du génome permet de déterminer si l’individu observé

125
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est sain ou malade (dans ce cas la classe est « sain » ou « malade» et un exemple est un
individu dont on connait l’expression du génome et sa classe).

Pour identifier les attributs utiles pour prédire la classe,il est nécessaire d’observer
un certain nombre d’exemples. Malheureusement, les exemples ne sont que rarement gra-
tuits. Dans le cas de notre biologiste, celui-ci devra débourser une somme fixe (pour sim-
plifier, disons1 unité) chaque fois qu’il souhaite mesurer le niveau d’activation d’un gène
chez une personne. Supposons pour commencer, qu’il s’agisse d’un biologiste fortuné.
Dans ce cas, pas de problème, il va commander la mesure complète deX individus. Le
coût sera doncX ·N0. Comme les algorithmes d’apprentissage préfèrent avoir davantage
d’exemples que d’attributs, il aura intérêt à choisirX ≫ N0. Mauvaise nouvelle, dans la
génomique,N0 est au minimum de l’odre de5000 et peut aller jusqu’à30000. Le coût
d’une telle opération serait donc entre25000000 et900000000. . .

Mais tout cela ne tiens pas compte d’une chose : de nombreux attributs, peuvent être
éliminés rapidement. En effet si on étudie une maladie du foie, il y a peu de chance pour
que les gènes impliqués dans la couleur des cheveux aient unequelconque importance.
Du coup si l’on arrive à repérer suffisament tôt ces gènes, on pourra cesser de demander
leur mesure et donc économiser sur le coût total de l’expérience. Reste à faire cela de la
manière la plus astucieuse possible.

5.1.2 Courbes ROC et Apprentissage

On dispose d’un algorithme permettant d’itentifier les attributs pertinents pour la clas-
sification. En pratique, celui-ci se contente en fait d’établir un classement des attributs
(éventuellement en leur attribuant une note). On se trouve donc obligé après son passage
de déterminer un seuil séparant les attributs que l’on choisit de conserver et ceux que l’on
rejette.

En fonction de cette sélection, on distingue quatre types d’attributs (voir figure 5.1.2).
– VP : Les Vrais Positifs. Ce sont les attributs qui sont pertinents et qui ont été détectés

comme tels par l’algorithme,
– FP : Les Faux Positifs. Ce sont des attributs non-pertinents qui ont été considérés

comme pertinents par l’algorithme. En statistiques, on parlerait d’erreur de seconde
espèce,

– VN : Les Vrais Négatifs. Ce sont des attributs non-pertinents qui ont été détectés
comme tels,

– FN : Les Faux Négatifs. Ce sont des attributs ayant étés rejetés par l’algorithme et
qui sont effectivement non-pertinents.

Notons immédiatement queV P + FP + V N + FN = N0 (puisque ces catégories
partitionnent sans recouvrement l’ensemble des attributs).

Pour un algorithme idéal on aFP = FN = 0. Puisque le monde n’est pas parfait,
on essaye simplement d’avoirFP (resp .FN) petit par rapport au nombre total d’attributs
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FIG . 5.1 :Visualisation du positionnement deV P,FP, V N,FN en fonction du seuil de tolérance.
Pour une séparation parfaite, on voudraitFN = FP = 0. Plus le seuil est faible -sélection faible-
plus on réduitFN (maisFP grandit) et plus le seuil est élevé -sélection forte- plus onréduitFP
(maisFN grandit).

pertinentsV P + FN (resp. non-pertinentsV N + FP ). Classiquement, on définit deux
notions :

– La précisionp, qui mesure la probabilité qu’un attribut donné comme pertinent par

l’algorithme le soit effectivement.p =
V P

V P + FP
– Le Rappelr, qui mesure la proportion d’attributs positifs détectés par l’algorithme.

r =
V P

V P + FN
.

Un algorithme idéal présenterait une précision et un rappelde1. Dans la pratique, ces
deux notions sont antagonistes. En effet, il est facile d’avoir une précision élevée, il suffit
pour cela de ne déclarer pertinents que des attributs pour lesquels il ne subsiste que peu de
doutes. L’inconvénient est alors que tous les autres attributs sont déclarés non pertinents
(on peut faire l’analogie avec un étudiant qui ne répondraitqu’aux questions dont il est
sûr de la réponse, quitte a ne pas répondre aux autres, ou encore avec la notion de système
correct en logique). Il est encore plus simple d’avoir un rappel de1 : il suffit de déclarer
que tous les attributs sont pertinents. En effet tous les attributs pertinents seront forcément
dans la liste, on se doute bien que la précision de cette technique n’est pas fabuleuse. . . On
peut cette fois faire l’analogie avec un étudiant qui répondrait systématiquement à toutes
les questions quitte à se tromper.

Il semble donc intéressant de disposer d’une courbe donnantpour un algorithme
donné, la précision en fonction du rappel (cette courbe étant obtenue en faisant bouger
le seuil de sélection de notre algorithme). Cependant, si lerappel varie toujours entre0 et
1 en fonction du choix de notre seuil, il n’en va pas de même pourla précision qui elle
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varie entre la proportion initiale de pertinents dansN0 et les performances maximales de
l’algorithme. On peut même imaginer que la précision ne soitpas une fonction croissante
en la valeur du seuil. Pour remédier à cet inconvénient, on remplace la précision par le
taux de faux négatifsτ = FP

V P+FN
. On obtient alors ce que l’on appelle la courbe ROC de

l’algorithme (Receiver Operating Characteristic). Celle-ci peut être envisagée comme une
« courbe de caractéristiques d’efficacité ».
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FIG . 5.2 : Exemples de coubes ROC. Remarquez l’ordre de grandeur de l’aire sous chacune des
trois courbes.

Voyons tout de suite, quelques cas particuliers de courbes (figure 5.1.2) :
– Le courbe ROC idéale, est le point(0, 1). Il s’agit d’un cas limite ou l’algorithme

détecte parfaitement tous les attributs pertinents sans jamais se tromper.
– Pour un algorithme non informatif, on se situe sur la diagonale qui passe par le

point 0. En effet, si le seuil ne permet pas de discriminer lespertinents des non-
pertinents, la proportion d’attributs détectés comme positifs est la même parmi les
attributs pertinents et non-pertinents.

– Trouver une courbe sous-diagonale pour un algorithme est louche. En effet cela
signifie qu’il sépare effectivement les attributs pertinents des non pertinents mais
en se trompant : il déclare positif préférentiellement des attributs non pertients et
négatif des attributs pertinents. Souvent il s’agit d’un bête bug sur la sortie des
résultats de l’algorithme.

La courbe ROC usuelle est une fonction croissante concave partant de(0, 0) pour
arriver en(0, 1). Elle est d’autant meilleure que la courbe se situe proche dupoint (0, 1)
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et loin de la diagonale. En théorie, le caractère croissant et concave n’est pas obligatoire
mais au vu de la méthode de détection de notre algorithme (classement des attributs et
choix d’un seuil), il ne peut pas en être autrement.

Suite à ces quelques remarques, il vient naturellement l’idée de résumer la qualité de
l’agorithme par l’aire se situant sous la courbe ROC. C’est ce que l’on appelle le critère
AUC (Area under the Curve).

– Une AUC de1 est le résultat idéal ;
– Une AUC de1/2 représente le cas non informatif (la diagonale) ;
– Une AUC inférieure à1/2 est louche. . .

5.1.3 Forme de la courbe ROC

Plus l’algorithme est performant plus sa coube ROC est proche de la courbe idéale. En
fait il n’est pas correct de parler de « la » courbe ROC d’un algorithme car celle-ci dépend
bien sûr des données considérées.

– Généralement, plus on fournit d’exemples d’apprentissage à l’algorithme, plus
celui-ci se comporte bien.

– D’un petit nombre d’attributs entraine de meilleures performances.
– Mécaniquement, la valeur de∆ (nombre d’attributs réellement pertinents) a elle

aussi un rôle dans l’allure de la courbe ROC. En effet, même sion travaille avec des
taux pour éviter les problèmes les plus flagrants, il n’en demeure pas moins que∆
a une influence. . .

– De l’adaptation de l’algorithme au données traitées. Ainsi la courbe ROC d’un al-
gorithme de sélection ne considérant pas les effets croiséssera très mauvaise par
exemple sur un concept disjonctif.

– Parfois on peut même observer une part stochastique dans laprise de décision. Dans
ce cas, la courbe ROC devient en fait une espérance.

A partir de ces constatations, on peut-construire une sériede pseudo-courbes ROC
artificielles (correspondant à un algorithme de sélection imaginaire). On peut également
estimer les performances d’un algorithme réel. Pour cela nous avons besoin de données
pour lesquelles les attributs vraiment pertinents sont connus (soit provenant d’un pro-
blème résolu, soit d’un problème artificiel). En effet, il n’est pas possible dans le cas de la
sélection d’estimer la courbe ROC (pour la sélection) par validation croisée (dans ce cas
la courbe ROC estimée est celle de la classification).

Pour générer des courbes ROC évoluant selon des paramètres nous avons utilisés deux
méthodes. La première est complètement artificielle : on décide analytiquement de la
forme à donner (voir la figure 5.3 pour des courbes générées à partir d’exponentielles).
Une seconde méthode consiste a prendre un algorithme réel età le faire tourner sur des
données dont on connaît par avance quels sont les attributs pertinents (en les générant
artificiellement par exemple). C’est ce qui a été fait sur la figure 5.4.
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FIG . 5.3 :Evolution de courbes ROC artificielles en fonction du nombred’exemples.
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5.2 Séquence Active d’apprentissage

5.2.1 Algorithme

On suppose que l’on dispose d’un algorithmeA (ou éventuellement d’une série d’al-
gorithmes) capables de sélectionner un sous ensemble d’attributs à partir d’un ensemble
d’exemples. Cet algorithme est caractérisé par ses courbesROC qui lientτ , le taux de
faux positifs au rappelr. De plus on suppose que plus l’on fournit d’exemples àA plus sa
courbe ROC se rapproche de la courbe idéale.

Pour obtenir ces exemples, on suppose que l’on doit payer unequantité proportion-
nelle au nombre d’attributs mesurés. NotonsCmax le nombre maximal de mesures d’attri-
buts que l’on peut effectuer. Au départ nous disposons deN0 attributs. Dans une utilisation
classique deA, on demandera⌊N0/Cmax⌋ exemples puis on choisira le compromis voulu
entrer et τ sur la courbe ROC correspondante.

Pour des raisons pratiques, on supposera quek0 exemples contenantN0 attributs sont
offerts. Cela ne change pas le problème d’optimisation maispermet de tenir compte d’al-
gorithmes qui nécessitent un nombre minimal d’exemples pour pouvoir être utilisés (tel
RELIEF).

Au commencement, on dispose donc deN0 attributs dont seulement∆ sont utiles
(le but étant de les identifier le mieux possible). On disposedéjà dek0 exemples (de
taille N0). Notre stratégie active, consiste à éliminer progressivement les attributs dont on
pense qu’ils ne sont pas pertinents afin de se focaliser sur les attributs pour lesquels il
est plus difficile de trancher. Leie pas de notre stratégie consiste à conserver les

∑i−1
j=0 kj

exemples dont on dispose déjà et a en demanderki nouveaux. Ces nouveaux exemples ne
contiennent d’information que pour les attributs qui ont été considérés comme pertinents
au pas précédent (i− 1).

Tout ceci peut se résumer ainsi :

k0 exemples A k0 + k1 exemples A
P3

i=0 ki exemples
N0 attributs −→ N1 attributs −→ N2 attributs . . .

choix dek1, r1, τ1 (choisis parA) choix dek2, r2, τ2 (choisis parA dans lesN1 précédents)

Il faut cependant faire attention dans ce processus à bien distinguer la différence
entre le rappel et taux de faux positifs lors de chaque application deA avec le rappel
et taux de faux positif du processus complet (c’est à dire comme si l’on était passé en
une seule étape deN0 attributs àNi). On noteraV Pi, V Ni, FPi, FNi les valeurs locales
V Pi, V Ni, FPi, FNi les valeurs pour le processus complet à l’étapei.
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On a les liens suivants entre ces valeurs :

V Pi = V Pi car les attributs considérés comme pertinents sont uniquemement
sélectionnés lors de la dernière étape.

FPi = FPi pour la même raison.

V Ni =

i∑

j=0

V Nj Les attibuts considérés non-pertinents sont tous les attributs rejetés

lors d’une étape précédente.

FNi =

i∑

j=0

FNj pour la même raison.

De plus on peut écrire :

V P0 = ∆

V N0 = 0

FP0 = N0 −∆

FN0 = 0

Car à ce stade, tous les attribus sont «retenus».

SoitHs l’hypothèse :

V Ps = ∆ ·
s∏

i=1

ri

V Ns =

s∑

i=1

(1− τi)(

i−1∏

j=1

τj)(N0 −∆)

FPs = (

s∏

i=1

τi)(N0 −∆)

FNs =

s∑

i=1

(

i∏

j=1

(1− rj))∆

Nous allons prouver par récurrence que pour toute étapes > 0,Hs est vraie.

Pours = 1, en utilisant la définition du rappel et du taux de faux positifs, on a :

τ1 =
FP1

FP1 + V N1

r1 =
V P1

V P1 + FN1
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En utilisant cette fois les définitions de∆ etN0 on obtient :





(1− τ1)FP1 + τ1V N1 = 0
(1− r1)V P1 − r1FN1 = 0
V P1 + V N1 + FP1 + FN1 = N0

V P1 + FN1 = ∆

Ce qui nous conduit à :

V P1 = ∆ · r1

V N1 = (1− τ1)(N0 −∆)

FP1 = τ1(N0 −∆)

FN1 = (1− r1)∆

De plusV N1 = V N1 etFN1 = FN1 donc l’hypothèse est valable pours = 1 (cas de
base ou d’initialisation de la récurrence). Notons queNi = V Pi + FPi.

Supposons maintenant queHs est vraie pour un rangs. Nous allons montrer qu’elle
l’est aussi au rangs + 1.

Au pass + 1 on a





(1− τs+1)FPs+1 + fps+1V Ns+1 = 0
(1− rs+1)V Ps+1 − rs+1FN1 = 0
V Ps+1 + V Ns+1 + FPs+1 + FNs+1 = N1 = V Ps + FPs

V P1 + FN1 = V Ps

Ce système admet pour solution :

V Ps+1 = rs+1V Ps

V Ns+1 = (1− τs+1)FPs

FPs+1 = τs+1FPs

FNs+1 = (1− rs+1)V Ps

Avec l’hypothèse de récurrenceHs, on obtient en utilisant le lien entre les valeurs locales
et globales :

V Ps+1 = (∆ ·
s∏

i=1

ri) · rs+1

V Ns+1 = (

s∑

i=1

(1− τi)(

i−1∏

j=1

τj)(N0 −∆)) + (1− τs+1)(

s∏

i=1

τi)(N0 −∆)

FPs+1 = (
s∏

i=1

τi)(N0 −∆) · τs+1

FNs+1 =

(
s∑

i=1

(
i∏

j=1

(1− rj))∆

)
+ (1− rs+1)∆
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Donc par récurrence,Hs est vraie pour tout entiers > 1.

Nous avons donc une expression pour le taux de faux positifs,le rappel et le coût pour
toute étapes > 1 :

τ s =
V Ps

FPs + V Ns
=

1

1 +

s∑

i=1

(1− τi)∏s
j=i τj

Rappels =
V Ps

V Ps + FNs
=

1

1 +
s∑

i=1

∏i
j=1(1− rj)∏s

j=1 ri

Coûts = N0.k0 +
s−1∑

i=0

(ki∆(
i∏

j=1

ri) + (N0 −∆)(
i∏

j=1

τj))

Petit point désagréable : la dépendance en∆ (nombre d’attributs réellement perti-
nents) ne disparaît pas de l’expression du coût final. Par contre, les autres expressions
sont relativement simples, quoique difficiles à optimiser.Ces formules sont absolument
génériques et ne font pas d’hypothèses surA. Dans la pratique, on devra choisir les diffé-
rentes valeurs deki (nombre d’exemples demandés à l’étapei) et deτi (ou deri) ; le lien
entreτi etri étant donné par la courbe ROC deA correspondant au nombre d’exemples et
d’attributs à l’étapei.

5.2.2 Optimisation

Connaissant les courbes ROC d’un algorithme de sélection enfonction du nombre
d’exemples et d’attributs, pour un coût maximum fixé, il est possible d’essayer d’opti-
miser les choix du nombre d’exemples que l’on demande à chaque étape pour obtenir la
meilleure courbe ROC possible. Notons toutefois que les courbes ROC présentées ci-après
sont optimisées point par point. C’est à dire que l’on se fixe un taux de faux positif visé
et on optimise le rappel sous la contrainte du Coût borné. On peut tout de même savoir
quelle sera l’allure de la courbe ROC sur laquelle on effectue le choix, mais la sélection
finale des attributs n’est disponible que pour une seule valeur du taux de faux positifs.
Cela provient du fait que tous les attributs ne sont pas classés les uns par rapport aux
autres (en particulier les attributs éliminés dans les premières étapes).A contrario,dans
une utilisation classique en une seule étape, il est possible de déplacer le long de la courbe
ROC. En effet, l’algorithme classant tous les attributs, cela correspond à déplacer le seuil.

Il est important de comprendre qu’il n’est pas possible de pousser plus loin l’opti-
misation si l’on ne fait pas une hypothèse sur le lien entreτ et r. Dans la suite, ce lien
est donné par des courbes ROCs dépendant des paramètres∆, nombre d’exemples dispo-
nibles, nombre d’attributs à l’étape en cours. Les courbes sont obtenues sur des données
artificielles générées de la même manière que les données de test.
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Une fois déterminée la courbe ROC de l’algorithme en fonction des paramètres précé-
dents (comme pour les figures 5.4 et 5.3 où est représentée l’évolution de la courbe ROC
en sélection en fonction du nombre d’exemples fournis). On optimise les valeurs deski et
desτi. Ici on s’est limité à une sélection en trois étapes et l’optimisation a été effectuée
par la force brute. Pour avoir davantage d’étapes, il faudrait par exemple avoir recours à
des techniques d’optimisation par algorithmes génétiquespar exemples.
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FIG . 5.5 :Optimisation pour les courbes ROC de RELIEF. En abscisse : taux de faux positifs. En
ordonnée : Rappel. En rouge : courbe ROC obtenue brutalement (tous les exemples en une seule
étape). En bleu : Courbe ROC optimisée pour une demande des exemples en trois étapes. Le coût
maximum autorisé est successivement de700, 5000 et10000.

On peut tirer quelques enseignements de ces expérimentations :
– Si nos ressources sont trop faibles, peu de gains sont à attendre. . . En effet, si le coût

maximal autorisé est petit, on ne tire pas de bénéfice a éliminer progressivement des
attributs car l’on n’est pas suffisament sûr que les premiersattributs éliminés ne sont
pas pertinents.

– Si nous ressources sont très élevées, encore une fois les gains sont
faibles. . . Intuitivement cela provient du fait que si l’on peut payer pour effectuer
beaucoup de mesures, autant être le plus sûr possible de notre classification et ne
négliger aucun attribut.

– Entre les deux, il existe une plage où l’apprentissage actif tire son épingle du jeu.
Ceci est d’autant plus vrai si tous les attributs n’ont pas tous le même niveau de
pertinence et que la présence de bruit dans les données est importante.

– Plus la courbe ROC est applatie au voisinage de1, plus les gains possibles sont
importants. C’est logique puisque nous éliminons progressivement des attributs, on
a donc tendance à utiliser l’extrémité de la courbe.

On en conclut qu’en général il existe un intervalle de coût oùil est intéressant d’avoir
une approche active. Cet intervalle peut se déterminer par l’observation des courbes ROC,
et il serait intéressant d’essayer de l’évaluer en fonctionde la rapidité de l’évolution des
courbes ROC vers une courbe idéale (en fonction du nombre d’exemples). De même il
faudrait essayer d’évaluer le gain (augmentation d’AUC parexemple) en fonction de la
valeur tangente en1 de la courbe.

A noter qu’en plus de se focaliser sur une élimination des attributs les moins perti-
nents, on pourrait conjuguer à cela la sélection immédiate des attributs semblant les plus
pertinents (ce qui correspond à travailler avec le début de la courbe ROC plutôt qu’avec
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FIG . 5.6 : Optimisation pour les courbes ROC artificielles. en abscisse : taux de faux positifs. en
ordonnée : Rappel. En rouge : courbe ROC obtenue brutalement (tous les exemples en une seule
étape). En bleu : Courbe ROC optimisée pour une demande des exemples en trois étapes. Le coût
maximum autorisé est successivement de250, 500 et4000.
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la fin). Le principe reste le même sauf queV P échange son rôle avecV N et FP avec
FN . On retrouve une différence semblable à celle entre les approchesforward, backward
et top-down.

Dans tous les cas si on est capable d’effectuer l’optimisation, notre intérêt est de le
faire en tenant compte des deux extémités de la courbe. Sinon, on a intérêt a se concentrer
sur l’extrémité de la courbe ROC qui se comporte le mieux (proche tangente horizontale
en1 pour l’élimination des non-pertinents, et proche d’une tangente verticale en0 pour la
sélection immédiate). Dans tous les cas si ces deux valeurs sont mauvaises, une approche
active est à procrire : les incertitudes sur le comportementde l’algorithme sur les données
réelles (qui ne seront forcément pas les mêmes que celles ayant servi a estimer les courbes
ROC) risquent de réduire à néant les gains (voire même de diminuer les performances).



Chapitre 6

Ensemble Feature Ranking

6.1 État de l’art

Dans la suite nous traiterons uniquement de concepts binaires et utiliserons les nota-
tions suivantes :

– L’ensemble d’apprentissageE contientn exemples ;
– E =

{
(xi, yi), xi ∈ R

d, yi ∈ {−1, 1}, i = 1 . . . n
}

.
– Le i-ème exemple est décrit par les valeurs de sesd attributs ;
– L’étiquette (ou label)yi de chaque exemple indique si l’exemple appartient à la

classe du concept cible (exemple positif) ou non (exemple négatif)

6.1.1 Classement univarié d’attributs

Dans les approches univariées, on attribue à chaque attribut un score indépendamment
des autres attributs. C’est la manière la plus simple de procéder. Elle est prise en défaut
sur de nombreux points, en particulier elle ne peut pas détecter la redondance des attributs
ou des concepts disjonctifs.

Le score est calculé à partir d’un test statistique, quantifiant la qualité d’un attribut
pour la séparation des exemples positifs et négatifs. Par exemple le test de Mann-Whitney,
réputé pour être capable de classer les attributs selon un degré de pertinence. On associe
auk-ième attribut le scoreMW (k) défini selon [Pepe et al.; 2003] par :

MW (k) = Max { Pr(xi,k > xj,k | yi > yj), P r(xi,k < xj,k | yi > yj) }

Ou P (xi,k > xj,k | yi > yj) est la fraction des paires d’exemples (positif,negatif) telles
que l’attributk classe l’exemple positif plus haut que le négatif. Ce critère est équivalent
au test de la somme des rangs de Wilcoxon, qui est lui même équivalent au critère AUC
(aire sous la courbe ROC [Yan et al.; 2003]).

138
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6.1.2 Classement univarié d’attributs associé à une orthogonalisation
de Gram Schmidt

Dans [Hervé et al.; 2003], il est proposé une extension de l’approche univariée, basée
sur un procédé itératif. Le score associé à chaque attribut est proportionnel à son cosinus
avec le concept cible :

score(k) =

∑n
i=1 xi,k.yi√∑n

i=1 x2
i,k

En deux étapes, le processus consiste à :

1. Déterminer l’attribut courant maximisant le score précédent ;

2. Projeter tous les attributs restants et le concept cible sur l’hyperplan perpendiculaire
à l’attributk.

Le critère d’arrêt est basé sur une étude analytique d’une variable aléatoire définie comme
le cosinus du concept cible avec un attribut aléatoire uniforme.

Cette approche résout les problèmes liés à la présence de redondance dans les don-
nées mais continue à souffrir de la myopie caractéristique des approches gloutonnes (sans
backtrack).

6.1.3 Approches basées sur l’apprentissage

Plutôt que de s’intéresser un à un aux attributs, il est possible de travailler conjointe-
ment avec un algorithme d’apprentissage (souvent appeléesapproches embarquées). Ce
qui peut permettre de tenir compte des relations entre les attributs [John et al.; 1994].

Quand on apprend une hypothèse linéaire (h(x) =
∑d

i=1 wixi [+b]), on associe un
score à chaque attributk qui est la valeur absolue dewk. Plus le score est élevé, plus
l’attribut est pertinent,en combinaison avec les autres attributs.

Une approche itérative en deux pas appellée SVM-Recursive Feature Elimination est
proposée par [Guyon et al.; 2002]. Dans chaque pas on procèdeainsi :

1. On apprend un SVM linéaire ;

2. Les attributs sont classés par poids décroissants et les plus mauvais sont éliminés.

Une autre approche, basée sur la régression linéaire [Bi et al.; 2003] utilise une ap-
proche aléatoire pour essayer d’accroitre la robustesse. Plus précisément, un ensemble
d’hypothèses linéaires sont calculées à partir de sous ensembles indépendant des don-
nées d’apprentissage. Le score dek-ème attribut est la moyenne des poids de cet attribut
parmi toutes les hypothèses apprises grâce à ces sous-ensembles. Cependant, cette ap-
proche n’est possible que si l’on dispose de suffisament de données ; en effet les sous
ensembles doivent être beaucoup plus petits que l’ensemblede tous les exemples afin
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d’assurer la diversité des hypothèses linéaires (ce qui exclut certain champs d’application
comme l’analyse des puces à ADN).

Un autre travail moins connu, a été fait dans [Guerra-Salcedo and Whitley; 1999]
sur l’apprentissage d’un ensemble d’hypothèses par un algorithme génétique lors de runs
indépendants. L’algorithme recherche un sous ensemble d’attributs (individu génétique)
qui est évalué par le résultat d’un algorithme de classification (k plus proches voisins dans
l’article) utilisant ces attributs.

6.2 Ensemble Feature Ranking

L’idée est ici d’adapter ROGER (voir 10) à la sélection d’attributs. En fait plutôt que
de faire de la sélection, il est souvent pertinent de commencer par établir un ordre sur les
attrituts (Feature Ranking). Comme ROGER est un algorithme évolutionnaire, plusieurs
ordres différents sur les attributs vont être découverts, nous allons essayer d’en déduire un
plus satisfaisant par un système de votes (comme dans lebagging).

6.2.1 Notations

En s’inspirant des techniques d’ensemble learning(combinaisons de différents mo-
dèles, [Breiman; 2003]) et des algorithmes aléatoires [Esposito and Saitta; 2003], nous
voulons combiner des ordres indépendants sur les attributsen un ordre que nous espérons
plus robuste. Nous noteronsOt un ordre sur les attributs (il s’agit simplement d’une per-
mutation de{1 . . . d}). Sans perte de généralité, nous supposerons que les attributs sont
donnés par pertinence décroissante (i.e. l’attributi est moins pertinent que l’attributj ssi
i < j).

SupposonsO1, . . . OT , T ordres d’attributs indépendants et identiquement distribués.
Pour chaque paire(i, j) d’attributs, notonsNi,j le nombre d’ordresOt qui classent l’attri-
but i avant l’attributj. On pose égalementYi,j = V rai si et seulement siNi,j > T

2
. Nous

allons commencer par voir que l’on peut construire un ordre àpartir des variablesYi,j,
puis nous étudierons sa qualité.

6.2.2 Consistent Ensemble Feature Ranking

Pour obtenir un ordre à partir desYi,j, il faut que ceux ci définissent une relation
transitive. C’est à dire queYi,k est vrai siYi,j et Yj,k sont vrais ; si ceci est vrai pour tout
i, j, k ont dira alors que les ordresO1, . . . , OT sontconsistants.

On travaille à partir de l’ordre idéal des attributs (Ceux-ci étant ordonnés par ordre
de pertinence, l’ordre que nous souhaitons retrouver est1, 2, . . . , T ). Les perturbations de
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cet ordre seront modélisées par des variables booléennesXi,j. On définitXij(Ot) comme
étant vrai si et seulement siOt échange les positions relatives des attributsi andj (i.e.
(Ot(i) < Ot(j)) 6= (i < j)).

Comme dans [Rosset; 2004], pour l’étude théorique, nous supposerons que les va-
riablesXi,j sont des variables indépendantes suivant une loi de Bernouilli de même pa-
ramètrep. Cette supposition est bien sûr réductrice. La suppositiond’indépendance est,
comme souvent en statistiques, fausse. Cependant elle permet d’obtenir des résultats ana-
lytiques sur la qualité de l’ordre obtenu par EFR. En effet, en étant plus rigoureux dans
la modélisation des permutations, on se heurte rapidement àd’importantes difficultés ma-
thématiques.

Proposition 6.1 Soitp le taux d’erreur de l’ordreOt, i.e. la probabilité pourOt d’échan-
ger les positions respectives d’un couple(i, j) d’attributs (p = Pr((Ot(i) < Ot(j)) 6=
(i < j))).
Si p = 1

2
− ε, ε > 0, alorsO1, . . . , OT sont presque surement consistants quandT tend

vers l’infini.

Démonstration :
Soit i, j, k trois attributs distincts tels queYij etYjk soient vrais.
Yij compare la loi de Bernoulli1

T
B(T, p) (moyenne deT réalisations de la variable boo-

léenneXij suivant une Bernouilli de paramètrep), au seuil de la majorité1
2
.

D’où : Pr(i < j|Yij) = Pr( 1
T
B(T, p) < 1

2
). Posonsη = Pr( 1

T
B(T, p) < 1

2
).

Puisque nous avons supposé que lesXij étaient indenpendants identiquement distribués,
Pr(i < k|Yij ∧ Yjk) = η2.
Ce qui nous donnePr(¬Yik|i < k) = Pr( 1

T
B(T, p) > 1

2
) = 1− η.

Finalement :

Pr(¬Yik|Yij ∧ Yjk) ≤ Pr(i > k|Yij ∧ Yjk)) + Pr(¬Yik|i < k)× Pr(i < k|Yij ∧ Yjk)
= (1− η2) + (1− η)× η2 = 1− η3

En utilisant l’inégalité classiquePr(| 1
T
B(T, p) − p| ≥ ε) ≤ 1

4Tε2 , on obtient la conver-
gence deη vers1 quandT tend vers l’infini, ce qui prouve la convergence presque sûre.

�

6.2.3 Convergence

Si l’on suppose la cohérence des ordres d’attributsOt, le classement finalO∗ se définit
naturellement en comptant pour chaque attributi le nombre d’attributsj qui sont classés
avanti pour plus de la moitié desOt ( O∗(i) = Card{Yji true, j = 1..d} ).

La convergence du vote est étudiée par rapport à la probabilité de mal classer un
attribut i d’au plusτ rangs (P (|O∗(i) − i|) ≥ τ ). Ici encore, pour pouvoir traiter les
résultats analytiquement, nous supposerons que cette probabilité d’erreur ne dépend pas
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du véritable rang de l’attributi. Encore une fois, cette supposition est fausse en pratique
puisque la probabilité de se tromper légèrement sur le rang des meilleurs ou des moins
bons attributs est biaisée par rapport aux autres attributs. Cependant, cette étude se focalise
davantage sur la probabilité de se tromper de beaucoup sur l’ordre des attributs (e.grejeter
un attribut faisant partie du top 10 alors que l’on conserve 50% des attributs).

Proposition 6.2 Soit p∗ la probabilité pour le vote d’échanger deux attributs,p∗ =
P (Yi,j 6= (i < j)) et soitτ = (d− 1)(p∗ + ε), ε > 0. Alors :

Pr(|O∗(i)− i| ≥ τ) ≤ 1

4(d− 1)ε2

Démonstration :
L’attribut i est mal classé d’au plusτ indices, s’il existe au moinsτ attributsj dans les
d− 1 attributs restants tels queYi,j 6= (i < j).
De plusPr(|O∗(i)− i| ≥ τ) < P ( 1

d−1
B(d− 1, p∗) ≥ τ

d−1
).

En utilisant la même inégalité que dans la proposition précédente, on obtient :

P (
B(d− 1, p∗)

d− 1
≥ τ

d− 1
) ≤ P (|B(d− 1, p∗)

d− 1
− p∗| ≥ ε) ≤ 1

4(d− 1)ε2

ce qui prouve le résultat.

�

L’origine de la bonne convergence des votes de classements d’attributs provient du fait
que la probabilitép∗ d’erreur du classement final diminue avec le nombre de votantsT , en
amplifiantexponentiellement l’avantage d’utiliser un expert par rapport à un classement
aléatoire. De plus la distribution des erreurs de classement est centrée surp∗× (d−1) (ou
d est le nombre total d’attributs).

6.3 Validation Statistique du modèle

Commençons par remarquer que les performances d’un systèmede sélection d’attri-
buts est souvent calculée par l’intermédiaire d’un algorithme d’apprentissage placé en
sortie de la sélection. En fait il est difficile d’évaluer la qualité d’un système de sélection
d’attributs.

Pour contourner cet obstacle, nous mettons en place un modèle statistique permettant
l’évaluation directe de classement des attributs. Ce modèle s’inspire de l’analyse de com-
plexité statistique développée dans la communauté de la satisfaction de contraintes [Hogg
et al.; 1996]. Ces notions ont étées rapportées en Machine Learning par Giordana and
Saitta [Giordana and Saitta; 2000].
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6.3.1 Principe

Dans le paradigme de l’analyse statistique, l’espace du problème est défini par un en-
semble de paramètres d’ordre (par exemple, contrainte de densité et de précision [Hogg
et al.; 1996]). La performance d’un algorithme donné est vuecomme une variable aléa-
toire, observée dans l’espace du problème. A chaque point l’espace du problème (valeurs
des paramètres d’ordre), on associe le comportement moyen de l’algorithme sur toutes les
instances du problème avec les mêmes valeurs des paramètresd’ordre.

Ce paradigme a prouvé son utilité dans l’étude du passage à l’échelle de célèbres
algorithmes d’apprentissage et dans la détection de zones «d’échec» inattendues où les
performances chuttent soudainement au niveau d’une décision aléatoire.

6.3.2 Paramètres d’ordre

Pour la sélection d’attributs, nous définissons sept paramètres d’ordre :
– Le nombre d’exemplesn ;
– Le nombre total d’attributsd ;
– Le nombre d’attributs pertinentsr. Un attribut est appellé pertinent si et seulement

s’il intervient dans la définition du concept cible.
– Le type de conceptl, linéaire (l = 1) ou non linéaire (l = 2), avec :

l = 1 : y(x) = 1 ssi(
r∑

i=1

xi > s) (6.1)

l = 2 : y(x) = 1 ssi(
r∑

i=1

(xi − .5)2 < s) (6.2)

– La redondance (k booléen) des attributs pertinents. En pratique, la redondance est
obtenue en remplacantr attributs non pertinents par une combinaison linéaire choi-
sie aléatoirement desr attributs pertinents.

– Le taux de bruite dans les étiquettes des classes (flip du label avec une probabilté
e).

– Le taux de bruitσ dans les valeurs des attributs : chaque valeur est perturbéepar
l’ajout d’un bruit gaussien tiré selon uneN (0, σ).

6.3.3 Génération de problèmes artificiels

Pour chaque point(n, d, r, l, k, e, σ) dans l’espace du problème nous générons des
instances indépendantes du problème d’apprentissage.

Les d attributs desn exemples sont tirés uniformément dans[0; 1]. L’étiquette de
chaque exemple est calculée selon l’équation (6.1) pourl = 1 (resp (6.2) pourl = 2).
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Le seuils auquel se réfère le concept cible est mis àr/2 dans l’équation (6.1) (resp àr/12
pour (6.2)), afin de garantir une répartition équilibrée desexemples positifs et négatifs. On
ne tiendra pas compte ici des difficultées supplémentaires liées aux distributions biaisées
des exemples.

Dans le cas où on s’intéresse à la redondance (k = 1), on remplacer attributs non
pertinents par une combinaison linéaire choisie aléatoirement desr attributs pertinents.
Enfin on insère le bruit à la fois dans les étiquettes et sur lesattributs. Les labels calculés
sont « flippés » avec une probabilitée et on ajoute un bruit gaussien de varianceσ2.

Ce générateur de problèmes diffère de celui de [Guyon and Elisseeff; 2003] sous plu-
sieurs aspects. Ainsi [Guyon and Elisseeff; 2003] ne s’intéresse qu’aux concepts cibles
linéaires (définis comme étant une combinaison linéaire desattributs pertinents), ce qui
fait que le concept cible ne dépend pas de la même manière de tous les attributs. Dans
notre modèle tous les attributs utiles ont la même pertinence. De plus, nous traitons une
portions des problèmes non-linéaires.

6.3.4 Format des résultats

Le classement des attributs est fait en se basant sur des courbes ROC. A chaque index
i ∈ {1 . . . d}, on associe la portion des attributs réellement pertinents(respectivement la
portion des attributs non-pertinents ou faussement perninents) qui ont un rang plus haut
quei, notéTR(i) (respFR(i)). On appellera{(FR(i), TR(i)), i = 1, . . . , d} la courbe
ROC-FS associée àO.

La courbe ROC-FS permet de visualiser le compromis effectuépar l’algorithme entre
les deux objectifs : donner de hauts rangs (resp de bas rangs)aux attributs pertinents (resp
non-pertinents). La courbe ROC-FS associée à un classementparfait (classant tous les
attributs pertinents avant les non pertinents), atteint l’optimum global(0, 1) (pas d’attribut
non pertinent de sélectionné,FR = 0 tandis que tous les attributs pertinents ont étés
conservésTR = 1).

En regardant les courbes ROC-FS, on peut facilement évaluersi un algorithme de clas-
sement d’attributs est plus efficace qu’un autre. De plus la courbe donne une image précise
des performance de l’algorithme. En effet, le début de la courbe montre la pertinence des
attributs les mieux classés (suggérant éventuellement uneapproche itérative comme dans
[Hervé et al.; 2003]) ; tandis que la fin montre à quel point lesattributs les moins bien
classés sont inutiles (suggérant une approche par élimination successives comme dans
[Guyon et al.; 2002]). On peut même imaginer à partir d’une cartographie des courbes
ROC-FS en fonction des paramètres d’ordre d’un problème essayer d’optimiser une série
de choix de seuils.

En bref, nous définissons trois indicateurs de performance pour un algorithme de clas-
sification d’attributs.

– Le premier, notépb mesure la probabilité pour l’attribut le mieux classé d’être per-
tinent, reflétant ainsi les qualités de l’algorithme dans une utilisation forward.
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– Le second notépw est le plus mauvais rang d’un attribut pertinent divisé pard, reflé-
tant ainsi le comportement de l’algorithme dans le cadre d’une utilisation backward.

– Enfin, nous regarderons l’aire sous la courbe ROC-FS (AUC),qui peut-être vue
comme un indicateur global de la performance de l’algorithme (la valeur maximale
1 est obtenue pour un classement parfait).

6.4 Analyse expérimentale

Nous nous intéresserons ici à la validation expérimentale de l’algorithme présenté
dans la section 6.2. Les résultats sont comparés à l’état de l’art ([Hervé et al.; 2003]) en
utilisant le critère cosinus. Les algorithmes sont comparés en utilisant à la fois les courbes
ROC-FS et les mesures de performance précédemment définies dans la section 6.3.4.

6.4.1 Protocole expérimental

En suivant les principes énoncés dans la section 6.3, nous proposons une étude expéri-
mentale. Le nombred d’attributs est successivement choisi à100, 200 et 500. Le nombre
r d’attributs pertinents estd/20, d/10 et d/5. Le nombren d’exemples est pris àd/2, d
et 2d. On regarde à la fois des concepts linéaires et non-linéaires avec et sans attributs
redondants. Enfin, le bruite est réglé à0, 5 et 10% et la variance du bruit gaussien est de
0, 0.05 et0.10.

Au total on travaille avec972 points (d, r, m, l, k, e, σ) dans l’espace du problème.
pour chaque point,20 jeux de données sont générés indépendamment. Pour chaque jeu
de données,15 runs indépendants de ROGER sont exécutés pour construire unensemble
feature rankingO (EFR). Les indicateurs associéspb, pw et AUC sont calculés et leurs
médianes sur les jeux de données ayant les mêmes paramètres d’ordre sont reportées.

Les résultats de référence sont obtenus de manière similaire pour le critère du cosinus
([Hervé et al.; 2003]) : pour chaque point de l’espace du problème,30 jeux de données
sont générés, le classement des attributs basé sur le cosinus est calculé à partir des indica-
teurspb, pw et AUC puis on calcule la médiane.

Les algorithmes sont codés en C++, exécutés sur des Pentium-IV. ROGER est para-
métré pour utiliser un (20+200)-ES avec mutation auto-adaptative et cross over uniforme
de 0.6. L’initialisation est faite uniformément dans[0; 1] et un seuil d’au plus50000 éva-
luations de fitness est fixé.
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FIG . 6.1 : Critère du cosinus : Mediane des courbes ROC-FS sur 30 training datasets sur des
concepts linéaires et Non-Linéaires, avecd = 100, n = d/2, r = d/10. Pas de redondance.

n d r e σ

50 100 10 0 0
50 100 10 0 0.1
50 100 10 10% 0
50 100 10 10% 0.1
100 100 10 0 0
100 100 10 0 0.1
100 100 10 10% 0
100 100 10 10% 0.1

pb pw AUC
0.87 .33 0.920
0.9 .33 0.916
0.87 .47 0.87
0.8 .56 0.848
1 .18 0.97
1 .22 0.966

0.93 .29 0.944
0.93 .36 0.934

pb pw AUC
0.97 .10 0.97
0.9 .10 0.97
0.77 .16 0.95
0.83 .17 0.95

1 .10 0.99
1 .10 0.99

0.97 .10 0.98
0.97 .10 0.97

Pas de redondance Redondance
Concepts linéaires

n d r e σ

50 100 10 0 0
50 100 10 0 0.1
50 100 10 10% 0
50 100 10 10% 0.1
100 100 10 0 0
100 100 10 0 0.1
100 100 10 10% 0
100 100 10 10% 0.1

pb pw AUC
0.03 .93 0.49
0.03 .94 0.49
0.1 .93 0.49
0.03 .93 0.51

0 .91 0.53
0.03 .90 0.52
0.17 .92 0.52
0.1 .92 0.52

pb pw AUC
0.17 .42 0.74
0.1 .45 0.74
0.1 .44 0.73
0.1 .44 0.75
0.23 .42 0.76
0.17 .41 0.75
0.27 .47 0.76
0.3 .46 0.74

Pas de redondance Redondance
Concepts non-linéaires

TAB . 6.1 : Critère du cosinus : Probabilitépb de classer premier un attribut pertinent, Mediane
du rang relatifpw de l’attribut pertinent le plus mal classé. Aire sous la courbe ROC-FS.
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6.4.2 Résultats de référence

Les performances du critère du cosinus sur des concepts linéaires et non-linéaires sont
illustrées sur la figure 6.1, ou le nombred d’attributs est100, le nombren d’exemples50
et le nombre d’attributs pertinentsr 10. Les indicateurs de performance sont résumés dans
le tableau 6.1. Des résultats similaires sont obtenus pour de plus grandes valeurs ded.

D’excellents résultats sont obtenus pour des concepts linéaires. Avec deux fois plus
d’attributs que d’exemples, la probabilitépb de classer premier un attribut pertinent est
d’environ 90%. On observe une lente dégradation depb avec l’adjonction de bruits, la
sensibilité au bruit sur les labels étant plus marquée que sur les attributs. Les attributs
pertinents sont dans les toppw attributs avecpw variant grosso-modo de1/3 à1/2.

De plus les performances s’améliorent avec l’augmentationdu nombre d’exemples :
pb atteint100% etpw passe entre1/5 et1/3 pourn = d.

Par contre, sur des concepts non linéaires, le critère du cosinus ne fait pas mieux que
le hasard. Ceci peut s’observer sur les courbes ROC-FS qui sont proches de la diagonale,
et la situation ne s’améliore pas en doublant le nombre d’exemples. Notons que les per-
formances sont illusoirement meilleures en introduisant de la redondance car l’extraction
des attrituts pertinents se fait parmi2r attributs.

6.4.3 Classement évolutionnaire d’attributs
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FIG . 6.2 :EFR performance : Médianne des courbes ROC-FS sur 20 training sets sur des concepts
linéaires et non-linéaires, avecd = 100, n = d/2, r = d/10, Pas d’attributs redondants.

L’évaluation se fait selon le même protocole. L’EFR est clairement moins perfor-
mante que le critère du cosinus dans le cas linéaire. Avec deux fois plus d’attributs que
d’exemples, la probabilitépb oscille entre0.3 et0.5 alors qu’elle était entre0.8 et0.9 pour
les résultats de référence. Quand le nombre d’exemples augmente,pb augmente aussi mais
n’atteint que0.55 à0.85 (contre0.93 à1).
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n d r e σ

50 100 10 0 0
50 100 10 0 0.1
50 100 10 10% 0
50 100 10 10% 0.1
100 100 10 0 0
100 100 10 0 0.1
100 100 10 10% 0
100 100 10 10% 0.1

pb pw AUC
0.5 .92 0.67
0.5 .80 0.63
0.35 .94 0.61
0.35 .89 0.62
0.85 .79 0.79
0.50 .74 0.77
0.55 .77 0.72
0.65 .82 0.75

pb pw AUC
0.65 .29 0.86
0.75 .30 0.85
0.45 .31 0.85
0.60 .40 0.82
0.90 .23 0.92
0.95 .21 0.92
0.65 .27 0.89
0.45 .28 0.88

Pas de redondance Redondance
Concepts linéaires

n d r e σ

50 100 10 0 0
50 100 10 0 0.1
50 100 10 10% 0
50 100 10 10% 0.1
100 100 10 0 0
100 100 10 0 0.1
100 100 10 10% 0
100 100 10 10% 0.1

pb pw AUC
0.20 .75 0.71
0.45 .82 0.68
0.25 .81 0.68
0.25 .88 0.61
0.55 .63 0.81
0.60 .72 0.78
0.65 .78 0.77
0.40 .72 0.75

pb pw AUC
0.50 .26 0.88
0.25 .33 0.84
0.30 .32 0.83
0.35 .28 0.83
0.80 .20 0.92
0.50 .22 0.90
0.50 .20 0.91
0.40 .26 0.87

Pas de redondance Redondance
Concepts non-Linéaires

TAB . 6.2 :Ensemble Feature Ranking avec ROGER : Probabilitépb de classer premier un attribut
pertinent, Mediane du rang relatifpw de l’attribut pertinent le plus mal classé, Aire sous la courbe
ROC-FS.
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Par contre, dans le cas non-linéaire, l’EFR devient plus performante que le cosinus.pb

est autour de0.3 (contre0.03 à0.1 dans les résultats de référence). De plus en doublant la
valeur den, pb s’élève à0.55

Au niveau de la complexité des calculs, le critère du cosinusest linéaire par rapport au
nombre d’exemples et end log(d) par rapport au nombre d’attributs. Le temps d’exécution
dans l’expérience est négligeable. De même, pour l’EFR, la complexité est linéaire en le
nombre d’exemples. Par contre, par rapport àd le nombre d’attributs, l’évaluation de
la complexité est difficile car la taille de l’espace de recherche de ROGER augmente
([0; 1]2d). Expérimentalement, pourn = 50, d = 100 le coût total est de6 minutes,12
minutes pourd = 100 et23 minutes pourd = 500.

Les résultats ne sont donc pas encore compétitifs dans le caslinéaire, cependant les
résultats sont prometteurs dans le cadre de problèmes non-linéaires. Il faut maintenant
utiliser des données provenant du monde réel pour évaluer l’intérêt pratique de l’EFR. De
plus l’utilisation de classements obtenus selon des runs indépendant de ROGER, permet
de penser qu’il est possible de s’intéresser à des problèmesplus complexes d’apprentis-
sage (tels que des concepts disjonctifs par exemple).
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That’s All Folks

En conclusion, je voudrais revenir sur les leçons que j’ai tirées des travaux présentés
dans cette thèse.

Le sujet central est celui des capacités actives de l’apprentissage, c’est à dire la capa-
cité de choisir les exemples les plus utiles et/ou les descripteurs les plus pertinents pour
l’apprentissage.

L’importance d’un tel choix est claire dans le cadre de l’apprentissage humain ; on
pourrait même dire que l’essence de la pédagogie est de savoir choisir l’ordre dans lequel
les exemples et les exercices vont être communiqués à l’apprenant, ainsi que la bonne
description de ces exemples.

Notons que la capacité de choisir les exemples et/ou les descripteurs nécessaires pour
apprendre peut être vue comme « meta », comparée à la capacitéd’apprendre.
Spécifiquement, le fait de caractériser un exemple comme « difficile » ou « utile » est un
objectif d’un autre niveau, que celui de lui associer une classe donnée. Plus précisément,
la sélection des exemples d’apprentissage repose ainsi surun diagnostic préliminaire, et
sur la confiance en ce diagnostic.

Dans le cadre de l’apprentissage artificiel, la sélection des descripteurs comme la sé-
lection des exemples d’apprentissage constituent des problèmes de pointe : de la résolu-
tion de ces problèmes dépend le passage à l’échelle de l’apprentissage, et sa faisabilité en
terme d’effort de calcul ou d’effort de l’expert.

Une des premières motivations de l’apprentissage actif, i.e. de la sélection des
exemples d’apprentissage, concerne en effet la réduction du coût d’étiquetage des
exemples, et l’effort demandé à l’expert. Dans ce contexte,la réduction de l’effort d’éti-
quetage a pour contre-partie classique une réduction des performances d’apprentissage.

Le travail présenté ne fait pas exception : si de beaux résultats théoriques ont pu être
obtenus dans le cadre de l’apprentissage actif, les validations expérimentales en ont hon-
nêtement montré quelques limites, soulignant s’il en étaitbesoin la différence entre le fait
de minimiser une borne sur l’erreur en généralisation, et lefait de minimiser l’erreur en
généralisation elle-même.

Au contraire, et comme on pouvait s’y attendre, les résultats obtenus dans le cadre de
la sélection d’attributs ont montré un bien meilleur accordentre les avancées théoriques
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et la validation expérimentale. Ceci s’explique par le faitque la réduction du nombre
d’attributs influence directement la capacité de l’espace d’hypothèses et facilite ainsi
l’apprentissage. Par opposition, la dépendance entre la facilité de l’apprentissage et la
distribution des exemples est beaucoup plus difficile à étudier.

En résumé, les leçons essentielles tirées du travail accompli concernent :
– L’importance essentielle de la distribution des exemples. Par ailleurs des motiva-

tions applicatives majeures, allant de l’identification deconcept dynamique à la
robotique, remettent en cause l’hypothèse classique de l’apprentissage artificiel,
concernant la distribution i.i.d. des exemples.

– La difficulté de l’étude théorique du rôle de la distribution des exemples pour
l’apprentissage.

Dans la continuité de ce travail, mes perspectives de recherche à court et moyen terme
concernent la jonction entre l’apprentissage actif et le boosting [Freund and Schapire;
1996][Rudin et al.; 2005]. Ces deux approches partagent en effet le fait d’agir dans l’es-
pace des distributions des exemples. Le boosting en particulier, a été explicitement for-
mulé comme un système dynamique, couplant l’espace des distributions sur l’espace des
instances, et l’espace des hypothèses [Rudin et al.; 2004].

Les différences essentielles entre apprentissage actif etboosting peuvent être analy-
sées de la façon suivante :

– Le boosting est un phénomène pourvu de mémoire ; une suite d’hypothèses est
construite et utilisée, même s’il s’avère que cette suite pourrait être fortement éla-
guée sans réduire les performances [Dietterich; 2000][Derbeko et al.].

– L’apprentissage actif cherche à sur-échantillonner les régions dans lesquelles la
variance de l’erreur est maximale ; par opposition, le boosting cherche à sur-
échantillonner les régions dans lesquelles l’erreur est maximale.

Du côté du boosting, nous avons donc un critère instable d’échantillonnage (l’erreur) et
l’instabilité du critère est compensée par la mémoire du processus ; du côté de l’appren-
tissage actif, le critère est plus stable (la variance de l’erreur), par contre le processus ne
remet pas en cause l’hypothèse issue de la distribution fondée sur ce critère ; les éventuels
biais initiaux ne sont jamais corrigés.

Il vient ainsi naturellement de combiner ces deux approches, en considérant une suite
de distributions, obtenues par combinaison du critère d’erreur et de variance de l’erreur.

Idéalement, une telle approche devrait permettre de construire un système dynamique
plus stable que le boosting, e.g. évitant les divergences dues aux exemples bruités [Ratsch;
2001], mais plus instable que l’apprentissage actif, et donc plus à même d’exploiter les
capacités d’ensemble de la suite des hypothèses construites.

La clé du problème, l’ajustement du critère de mélange entrel’erreur et la variance
de l’erreur, conduit à proposer une nouvelle formulation implicite pour l’apprentissage,
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fondée sur la recherche d’une distribution idéale des exemples. Notons qu’une telle for-
mulation rejoint directement le cadre de l’apprentissage par renforcement.

De façon plus générale en apprentissage PAC, je pense qu’il faudrait maintenant es-
sayer de borner|L(argmin L̂)−L̂(argmin L̂)| plutôt quesupf |L−L̂|. Ainsi en ne bornant
plus uniformément surF tout entier, il est sans doute possible d’affaiblir encore les hypo-
thèses de régularité et resserrer les bornes (qui sont encore trop lâches à mon goût). C’est
dans ce sens que je fais partie du comité de programme d’un challenge PASCAL avec G.
Gavin, S. Gelly, Y. Guermeur, S. Lallich, M. Sebag, et O. Teytaud.

Je terminerai cette conclusion en remerciant une fois encore tout ceux qui m’ont per-
mis d’arriver ici. Faire une thèse c’était trop bien ! bb

Enfin, pour ceux qui sont arrivés jusque là et à qui il reste un peu de courage, nous al-
lons poursuivre avec quelques présentations sommaires d’autres travaux effectués pendant
ma thèse mais n’entrant pas dans la ligne directrice principale ou purement techniques
(développement de logiciels).
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Chapitre 7

Projections aléatoires

En apprentissage supervisé, dans le cas ou le concept cible vit dans un sous-espace
étant une combinaison linéaire des attributs, SVD est une très bonne façon de retrouver le
sous espace en question. On rentre ici dans le domaine de lafeature construction. Il est
amusant de remarquer que dans ce cas une simple projection aléatoire des données (via
une matrice générée aléatoirement) dans un sous espace pluspetit, conduit également a
de bons résultats ([Achlioptas; 2001][Fradkin and Madigan; 2003]). Ce résultat est prin-
cipalement utilisé en fouille de données pour éviter la malédiction de la dimension avec
un coût computationnel faible (à la place du SVD utilisé par [Deerwester et al.; 1990] en
fouille de textes). C’est assez étonnant, mais opérationnel. . .

Si une seule projection aléatoire peut déjà s’avérer satisfaisante, alors pourquoi ne pas
en utiliser plusieurs (choisies indépendamment) et utiliser le principe duBaggingpour
essayer d’augmenter les performances. En effet les projections étant indépendantes, on
peut espérer augmenter le degré d’indépendance de chacun des apprenants et donc tirer
avantage dubagging.

En pratique, sur des données réelles n’ayant aucune raison d’être facilement séparable
par un hyperplan ou par la méthode des moindres carrés, on obtient des résultats intéres-
sants. Il faut cependant faire attention aux éventuels problèmes de conditionnement qui
peuvent apparaître (en particulier si l’algorithme d’apprentissage commence par renorma-
liser les données). Au final, on obtient des résultats meilleurs que par une SVD mais pour
un coup computationnel (beaucoup) plus élevé.
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FIG . 7.1 : Résultats sur l’erreur en généralisation sur les données du challenge TREC (données
textuelles, les textes sont représentés comme des vecteursde mots, présents ou non). En abscisse
on donne la dimension de l’espace dans lequel on a projeté. Degauche à droite et de haut en bas,
erreur obtenue par une projection aléatoire + SVM, erreur obtenue par une projection aléatoire
+ moindres carrés, SVD+SVM, SVD+Moindres carrés et enfin bagging de projections aléatoires
(pour les moindres carrés). On s’aperçoit que les données semblent plus facile à traiter dans une
dimension plus petite pour les moindres carrés (nous avons démontré analytiquement ce compor-
tement). Nos taux d’erreurs les plus faibles (quand on projette en dimension∼ 150) sont de la
même grandeur que les meilleures approches publiées sur cesdonnées. L’apport du bagging est
net (il creuse le trou) et permet de gagner en stabilité.



Chapitre 8

Taylor-based pseudo-metrics

Ce travail s’inscrit dans le cadre de l’optimisation dynamique stochastique. Le prin-
cipe est d’optimiserE(C(x, A)), ouE est l’opérateur espérance,C une fonction de coût
et A une variable aléatoire.x représente le contrôle sur lequel nous pouvons agir pour
essayer de minimiser le Coût. On dira quex est une stratégie. Par comodité dans la suite
nous noteronsEC(x, A) au lieu deE(C(x, A)).
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FIG . 8.1 : Allure typique d’une fonction de Coût en dimension1. Se tromper en étant un peu trop
grand dans le choix de la stratégie est moins grave que de se tromper en étant trop petit.

On suppose de plus que l’on dispose déjà d’un dispositif d’optimisation très efficace
sur une certaine classe de variables aléatoires. Tout le problème est qu’il y a des va-
riables aléatoires pour lesquelles l’optimiseur ne fonctionne pas. L’idée est alors de choi-
sir parmi les variables pour lesquelles l’optimisation fonctionne, une variable qui est la
plus « proche » possible de celle qui nous intéresse. Cette stratégie (guidée par ce qui
se fait en entreprise, en particulier chez EDF) est représentée sur la figure 8.2. Ceci est
dû à l’existence de solveurs relativement rapides (le tempsse compte vite en semaines
en optimisation stochastique) dans le cas ou le problème présente une certaine convexité
(naturelle dans le cadre de la gestion de stocks).

On voit donc qu’il est important de savoir mesurer une distance entre deux variables
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FIG . 8.2 : Méthodologie classiquement utilisée pour résoudre le problème de l’optimisation de
E(C(s,A)) quand on a déjà un optimiseur pour une certaine classes de variables aléatoires.

aléatoires. Classiquement on utilise la distance de Kantorovitch-Rubinstein [Pflug; 2001]
(qui dans les conditions de lipschitz sont plus performantes que des statistiques de plus
haut niveau [Keefer; 1994]). Cependant ces distance ne tiennent jamais compte de la fonc-
tion de coût. En effet, dans notre problème, il ne s’agit pas seulement de donner une dis-
tance absolue entre deux variables aléatoires mais bien d’essayer de faire en sorte que
la stratégie optimale pourA′ soit la plus performante possible pourA. Et pour cela, il
semble intéressant de tenir compte de la forme du problème. C’est ce que nous avons fait
en proposant une série de pseudo-métriques basées sur des formules de Taylor.

On considère :

δs(A, A′) = |EC(s, A′)− EC(s, A)|

δs(A, A′) =

∣∣∣∣EA

(
∇AC(s, A)(π(A)− A) + ε ‖ ∂2C

∂A2
‖∞S,[A,π(A)] (π(A)−A)2/2

)∣∣∣∣

avecε ∈ [−1, 1].

On suppose maintenant qued(s, s∗) ≤ η andd(s0, s
∗) ≤ η. Alors

δs(A, A′) =
∣∣∣EA

(
∇AC(s0, A)(π(A)− A)

+ε ‖ ∂2C

∂A2
‖∞S,[A,π(A)] (π(A)−A)2/2

+2ε′η ‖ ∂C

∂S
‖∞S,[A,A′]

)∣∣∣∣

avecε ∈ [−1, 1] et ε′ ∈ [0, 1]. Donc

δs(A, A′) ≤ distance(π, A, s0)

+

∣∣∣∣EA

(
ε ‖ ∂2C

∂A2
‖∞S,[A,π(A)] (A− π(A))2/2 + 2ε′η ‖ ∂C

∂S
‖∞S,[A,A′]

)∣∣∣∣
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avec

distance(π, A, s0) = |deviation(π, A, s0)|
deviation(π, A, s0) = EA∇AC(s0, A)(π(A)− A)

Cette «distance» (qui n’en est pas une au sens formel du terme), contient des termes
négatifs et peut ainsi être proche de0 alors que certains termes sont grands. On peut donc
préférer une version qui semble plus sûre :distance′(π, A, s0) = EA|∇AC(s0, A)(π(A)−
A)|. Nous verrons cependant qu’en pratique cette précaution nes’avère pas nécessaire.

On peut pousser l’idée et faire un développement de Taylor à l’ordre 2 :

δs(A, A′) ≤ distance(2)(π, A, s0)

+

∣∣∣∣EA

(
ε ‖ ∂3C

∂A3
‖∞S,[A,π(A)] (A− π(A))3/6 + 2ε′η ‖ ∂C

∂S
‖∞S,[A,A′]

)∣∣∣∣

Avecdistance(2)(π, A, s0) = |deviation(2)(π, A, s0)| avec

deviation(2)(π, A, s0) = EA∇AC(s0, A)(π(A)−A)

+
1

2
(π(A)− A)tHAC(s0, A)(π(A)− A)

oùHAC(s0, A) désigne la Hessienne ofC(s0, .).

Comme précédemment on définit :

distance′(2)(π, A, s0) = EA(|∇AC(s0, A)(π(A)−A)|
+|1

2
(π(A)− A)tHAC(s0, A)(π(A)− A)|)

Dans nos expériences nous avons poussé jusqu’à l’ordre3. Comme la dérivée troi-
sième est réputée instable, nous l’avons remplacée par sa valeur absolue, qui donne l’ordre
d’erreur sur la dérivée seconde.

De plus on peut raffiner notre modèle pour tenir compte d’un bruit additif dont on
connaît la variance. Plus précisément, on définitπ′(a) = a + b, ou b est un bruit addi-
tif ( π′ devient donc une fonction aléatoire). On optimise alorsEC(s, π′(A)) au lieu de
EC(s, A).

EC(s, π′(A))−EC(s, π(A)) = EC(s, π′(A))−EC(s, A)

+EC(s, A)− EC(s, π(A))

= deviation(2)(π′, A, s0)− deviation(π, A, s0)

+error term

Si b est invariant par rotation le terme d’ordre1 disparait et il reste
1

2
E Tr(H, A)K − deviation(2)(π, A, s0)

ouK (choisi par l’utilisateur) estL2(b)
2 etTr(H, A) la trace de la HessienneHAC(s0, A).

La distance proposée est donc :

distance
(2)
K (π, A, s0) = |deviation(2)(π, A, s0)−

1

2
E Tr(H, A)K|
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FIG . 8.3 : Résultats en dimension1 sans bruit. En abscisse on repère le rang deA′ selon la
distance considérée par la courbe. En ordonnée le Coût en simulation. Pour une «bonne» distance,
on souhaite que le Coût soit petit quand la distance est petite. Le graphique de droite est un zoom
sur les plus petites distances entreA et π(A) = A′. On voit que les résultats de Kantorovitch-
Rubinstein sont bien moins bons que ceux de nos distances. Nous avons obtenus des résultats
similaires en dimension2.

FIG . 8.4 : Résultats en dimension1 en présence d’un bruit additif. En abscisse on repère le rang
deA′ selon la distance considérée par la courbe. En ordonnée le Coût en simulation. Pour une
«bonne» distance, on souhaite que le Coût soit petit quand ladistance est petite. Le graphique de
droite est un zoom sur les plus petites distances entreA et π(A) = A′. On voit que l’adaptation
au bruit de la mesure représente un gain important.



Chapitre 9

FISICA

La méthode FISICA est issue d’un projet sur la reconnaissance de scènes naturelles en
vision. L’hypothèse de base est que les régularités présentes dans le monde sont traduites
par des dépendances statistiques complexes, et des redondances. Un objectif des sys-
tèmes de vision est d’extraire ces dépendances statistiques de telle manière que les images
puissent être expliquées en termes d’une collection d’événements indépendants. Cette hy-
pothèse de décomposabilité est évidemment très forte, quoiqu’en disent par exemple des
chercheurs comme Bruno Olshausen ou David Field, mais elle permet des traitements
simples et elle semble compatible avec nos connaissances sur le cortex visuel.

Par ailleurs, les régularités présentes dans les images naturelles se trahissent par des
corrélations statistiques particulières, avec, spécialement, des corrélations non linéaires
(e.g.des corrélations de trois régions ou plus). L’idée est donc de chercher un codage des
images en terme de combinaisons linéaires de fonctions de base représentant ces corréla-
tions de haut degré ).

De plus, les études de l’aire V1 du cortex visuel, qui font apparaître qu’une scène
visuelle est codée par un petit nombre de neurones à l’intérieur d’une collection qui en
comprend plus d’un milliard, suggèrent que le codage utilisé est économe ou clairsemé
(sparse-coding) dans un système de fonctions de base sur-complet (over-complete) c’est-
à-dire dont la dimension est supérieure à celle des formes codées.

Le problème est alors de trouver une base de telles fonctionsqui soient adaptées au co-
dage des images de scènes naturelles et telles qu’elles soient indépendantes et permettent
un codage clairsemé des images attendues.

Le problème de recherche d’un codage clairsemé

On peut décrire le problème de recherche du codage linéaire d’une imageI(x, y)
comme celui d’une base de fonctionsφi(x, y) satisfaisant :

162



163

I(x, y) =
∑

i

aiφi(x, y) (9.1)

Le but est de trouver une base qui soit à la fois une basecomplète (permettant la
description de l’espace d’entrée) etclairsemée(permettant la représentation des images
avec peu de coefficientsai 6= 0). En d’autres termes, la distribution de probabilité sur
chacun des coefficients devrait être très piquée autour de 0,avec des queues épaisses. Une
telle distribution a une faible entropie et permet également de réduire les dépendances
statistiques entre les fonctions de base.

Ce problème peut être formulé comme un problème d’optimisation avec la fonction
de coût :

E(a, φ) =
∑

x,y

[
I(x, y) −

∑

i

aiφi(x, y)
]2

+ β
∑

i

S(
ai

σi
) (9.2)

où σ2
i = 〈a2

i 〉. Le premier terme mesure l’adéquation du code avec l’image,suivant une
mesure d’écart quadratique, tandis que le second terme tendà favoriser les codes clairse-
més, en fonction de la fonction de coûtS.

Deux démarches existent. Soit utiliser un code linéaire choisi a priori, comme les
transformées de Fourier ou les représentations en ondelettes1. Soit utiliser des représen-
tations dépendantes des données, qui sont ajustées automatiquement aux statistiques des
entrées. De telles représentations sont apprises directement à partir des données en opti-
misant des mesures qui quantifient leurs propriétés désirables. Cette classe de méthodes
inclue l’analyse en composantes principales (ACP), l’analyse en composantes indépen-
dantes (ICA) [Hyvarinen; 1999, Hyvarinen and Oja; 2000, Hyvarinen et al.; 2001] et la
factorisation non-négative en matrices (NMF) [Lee and Seung; 1999]. Si l’analyse ACP
est trop limitée pour s’appliquer au domaine de la vision, enrevanche des résultats inté-
ressants ont été obtenus par ICA et par NMF.

9.0.4 Les bases de la méthodeFISICA

Si l’approche par l’analyse en composantes indépendantes d’un codage clairsemé est
impossible, une approche directe est-elle envisageable ?

En faisant l’hypothèse que les données résultent d’une somme de formes latentes,
et que ces formes pour être intéressantes doivent figurer suffisamment souvent dans les
données, le rapprochement avec la technique de recherche demotifs fréquents s’impose.
Les données étant décrites par un ensemble de descripteurs (attributs-valeur), on cherche
les conjonctions d’attributs-valeur présentes dans un certain pourcentage des données.
Grâce à certaines contraintes, on peut guider la recherche de tels motifs de manière à

1 Elles ont à la fois d’intéressantes propriétés mathématiques et une certaine plausibilité biologique, qui
en font une représentation de choix dans les travaux sur le système visuel.
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favoriser la découverte d’un ensemble de primitives (les motifs) permettant un codage
clairsemé des données.

À ces contraintes peuvent s’ajouter des critères supplémentaires liées au domaine
d’application permettant de sélectionner les motifs fréquents les plus intéressants. Par
exemple, dans le domaine de l’analyse d’images, on pourra favoriser la recherche de fonc-
tions de base ou motifs correspondant à des régions connexes, ou à des lignes (voir plus
bas, les résultats expérimentaux).

Les fonctions de base cherchées sont des conjonctions d’attributs-valeur, on parlera
aussi d’atomes. Dans le cas de l’analyse d’images, il s’agira de collections de pixels,
chacun de ceux-ci étant associé à un niveau de gris donné. Unefonction de base est ainsi
une fonction booléenne prenant la valeurvrai si la collection d’atomes (pixel = valeur)
correspondante est satisfaite dans l’image étudiée. On dira que le support d’une fonction
de base est deε% si cette fonction prend la valeurvrai dansε% des images testées.
Réciproquement, on appellera code d’une forme d’entrée (ici une image), l’ensemble des
fonctions de base vérifiant cette forme.

Dans ce nouveau cadre, les propriétés désirées du système decodage se traduisent
comme suit :

1. Représentativité. Chaque fonction de base a un support supérieur àε%. Elle est
donc suffisamment représentée dans la base d’exemples pour être utile.

2. Parcimonie. Peu de fonctions de base sont vérifiées par un exemple (e.g. image).
On vérifie ainsi l’une des propriétés du codage clairsemé.

3. Suffisance. Tout exemple rend vrai un nombre minimal de fonctions de base.

4. Orthogonalité. Pour chaque paire de fonctions de base, l’intersection desexemples
qui rendentvrai l’une et l’autre est réduite. Les exemples sont donc décritspar
des codes différents.

Nous avons adapté la méthode de recherche de motifs fréquents dans une base de
données pour chercher un codage tendant à vérifier les propriétés ci-dessus.

La recherche de motifs fréquents de taux de couverture faible dans des données dé-
crites par de nombreux attributs ne peut s’effectuer sans précautions. C’est pourquoi nous
présentons rapidement l’algorithme développé à cet effet.

Approche randomisée

Nous avons développé une méthode de construction incrémentale de motifs fréquents
par ajouts successifs d’atomes (ici, de pixels d’un certainniveau de gris) en les sélec-
tionnant à chaque pas afin que le motif en construction satisfasse aux critères désirés.
L’exploration des motifs fréquents est donc maintenant stochastique, guidée mais non
exhaustive. Des essais successifs peuvent ainsi produire des bases de motifs différentes.
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Algorithme 4 Recherche itérative et stochastique de motifsfréquents.
Paramètres : taux de couvertureε%. Nombre de motifs cherchés =N .
Nombre de motifs trouvés =n← 0.
TantQue n ≤ N Faire

Choix dans un exemplexi encore peu couvert, d’un premier atomea0 présent dans
au moinsε% des exemples.
motif← a0

TantQue Taux de couverture de motif >ε% Faire
Tirer au hasard un atomea dexi couvrant au moinsε% des exemples et peu utilisé
dans les motifs existants et satisfaisant des contraintes additionnelles sémantiques
(voir section 9.0.5).
Si motif +a couvre au moinsε% des exemplesAlors

motif← motif +a
FinSi

Fin TantQue
Fin TantQue

Exploitation pour l’apprentissage supervisé

Une fois N fonctions de base trouvées sur un ensemble d’apprentissage, chaque
exemple est recodé, devenant un vecteur deN booléens prenant la valeurvrai oufaux
selon que la fonction de base correspondante couvre l’exemple ou non.2.

Dans le nouvel espace d’exemples ainsi construit, il est possible d’utiliser n’importe
quelle méthode d’apprentissage supervisé. Dans les expériences rapportées ici, nous avons
utilisé une méthode de classification par plus proche voisin. Les exemples d’apprentissage
utilisés pour la recherche de fonctions de base sont également employés comme exemples
étiquetés servant à la classification des exemples testés.

9.0.5 Application à la reconnaissance d’images

La méthode développée a été testée sur des tâches de classification d’images de scènes
naturelles et de chiffres manuscrits. Elle implique deux phases : d’abord une étape de
détermination d’une base de fonctions de base permettant deredécrire les données, ensuite
l’emploi du système de codage ainsi obtenu pour classer de nouvelles formes.

Dans le cas de la reconnaissance de scènes naturelles, le problème consiste à apprendre
à reconnaître des images de scènes naturelles classées en 12catégories (voir la figure 9.1).
Ces images proviennent de la base COREL (http://www.corel.com/gallery_
line/). Les images sont redécrites par 128× 128 pixels en 128 niveaux de gris. Pour
ces expériences, la base utilisée comportait 1082 images réparties également entre les 12

2Nous avons aussi utilisé une formule d’appariement plus souple utilisant une fonction sigmoïde à valeur
dans[0, 1] qui tient compte du nombre d’atomes de la fonction de base quicouvrent l’exemple, et donnant
un recodage dans[0, 1]N au lieu de{0, 1}N
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FIG . 9.1 :Échantillon d’images utilisées dans cette étude. Noms des classes : avions (1), plats (2),
Utah (3), minéraux (4), chiens (5), poissons (6), verres (7), papillons (8), porcelaines (9), figurines
(10), voitures (11), fleurs (12). (Cette figure est reprise de[Denquive and Tarroux; 2003]).

classes. Nous considérerons dans la suite que chaque pixel est un attribut pouvant prendre
une valeur parmi 128. La dimension de l’espace d’entrée est donc dans ce cas de 32768 =
128× 128.

Pour l’application étudiée, nous avons fixé à 1000 le nombre de fonctions de base
recherchées. Plusieurs bases ont été obtenues en faisant varier les paramètres suivants :

– Taux de couverture : 1%, 2%, 5% et 10%
– Critère sémantique additionnel. Nous avons introduit des contraintes supplémen-

taires sur la construction des fonctions de base afin de tester des équivalences pos-
sibles avec d’autres types de codages classiques en traitement d’images. Quatre
conditions ont été testées :

1. Aucune contrainte.

2. Les fonctions de base doivent correspondre à des régions connexes sur
l’image : un nouveau pixel n’est ajouté à la fonction de base courante que
s’il est contigu à un pixel déjà sélectionné.

3. Les fonctions de base doivent correspondre à des lignes del’image (régions
de dimension 1). L’idée ici est de voir si l’on peut forcer le système de codage
à retenir des contours dans l’image.

4. Les fonctions de base doivent correspondre à des lignes raisonnables de
l’image, c’est-à-dire plus contraintes dans les changements de directions pos-
sibles. Cette contrainte a été imposée lorsqu’il s’est avéré que la précédente
produisait des «vermiceaux» remplissant des régions et nonpas des lignes.

Environ la moitié des images de la base initiale de 1082 images, soit 500, ont été
utilisées pour le calcul des fonctions de base. (Note : notrealgorithme calcule une base
de 1000 motifs en quelques minutes sur un PC équipé d’un Pentium II à 266 Mhz et 384



167

Mo de RAM). Les figures 9.2 et 9.3 illustrent le type de fonctions de base obtenues pour
certaines conditions expérimentales.

FIG . 9.2 : (À gauche) Le détail de quelques unes fonctions de base obtenues sur des images 64×
64 en 16 niveaux de gris avec un taux de couverture de 1%, et en cherchant des régions connexes
de l’image. Dans les images accessibles sur le site internet, le fond bleu correspond aux zones qui
ne font pas partie des fonctions de base, tandis que les fonctions de base sont figurées par des
pixels de niveaux de gris variés. Ici, le gris moyen correspond au fond. (À droite) Figure une base
de 1000 fonctions de base.

FIG . 9.3 : (À gauche) Des exemples de fonctions de base obtenues avec untaux de couverture de
1%, et sans contrainte. (À droite) Des exemples de fonctionsde base obtenues avec un taux de
couverture de 1%, et sous contrainte de linéarité raisonnable. L’examen des motifs trouvés montre
qu’ils ne correspondent pas à des contours des images de la base d’exemples.

L’histogramme présenté dans la figure 9.4 (à gauche) permet de contrôler l’orthogona-
lité des fonctions de base obtenues. Ces fonctions de base sont orthogonales lorsqu’elles
sont rarement vérifiées par les mêmes images. La figure montreque les différentes bases
obtenues pour des conditions différentes peuvent effectivement être considérées comme
orthogonales. Inversement, l’histogramme de la figure 9.4 (à droite) indique le nombre
de fonctions de base qui sont vérifiées par les images. On constate que ce nombre varie
autour d’une dizaine, ce qui traduit bien que le codage obtenu est clairsemé.
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FIG . 9.4 : À gauche: Histogramme représentant le nombrey de couples de fonctions (en ordon-
née) ayantx images en commun (en abscisse). Ces fonctions ont été calculées à partir d’images
de taille 64x64 en 16 niveaux de gris et sous la contrainte de connexité. Les résultats sont pré-
sentés pour des fonctions de base de taux de couverture 1%, 2%et 5%. Les fonctions de base
obtenues pourε = 1% sont les plus orthogonales entre elles. À droite: Histogramme représentant
le nombrey d’images (en ordonnée) activantx motifs (fonctions de base) en abscisse. Ces fonc-
tions ont été calculées à partir d’images de taille 64x64 en 16 niveaux de gris et sous la contrainte
de connexité. Les résultats sont présentés pour des fonctions de base de taux de couverture 1%,
2% et 5%. Plus le taux de couverture est élevé, plus chaque exemple est couvert en moyenne par
un nombre élevé de fonctions. On peut ainsi régler la parcimonie de la représentation et donc son
caractère clairsemé.

Les résultats en classification

Les performances en classification ont été calculées sur les582 images non utilisées
pour déterminer la base des fonctions de base. Toutes les images sont recodées en utilisant
les fonctions de base obtenues, et s’expriment donc sous la forme d’un vecteur de 1000
valeurs booléennes (en fait, dans certaines expériences, cette valeur booléenne était rem-
placée par une mesure plus continue d’appariement de l’image avec une fonction de base).
Les 500 images employées pour la détermination des fonctions de base sont également
utilisées comme base d’exemples étiquetées. Les images à classer sont alors étiquetées
en utilisant une méthode de plus proche voisin. Dans les expériences rapportées ici, la
distance utilisée est la distance L1.

La table 9.0.5 fournit les résultats obtenus avec une base de1000 fonctions de base
de taux de couverture de 5% soumis à la contrainte de connexité. Quoique les différents
nombres puissent varier sensiblement, on observe en général que les résultats obtenus dans
une grande variété de conditions sont assez similaires en moyenne. Ils sont très sensible-
ment supérieurs à ceux rapportés dans [Denquive and Tarroux; 2003] utilisant un réseau
de neurones à bases radiales, ou à ceux que nous avons obtenusavec des Séparateurs à
Vastes Marges (SVM) sur un codage à base d’ondelettes de Gabor3.

3 Un travail non publié réalisé avec Olivier Bousquet au printemps 2001. Autant de classifieurs «un-
contre-tous» que de classes. Les descripteurs consistaient en 20 filtres de Gabor (4 orientations× 5 fré-
quences).
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FIG . 9.5 :Exemple de recodage d’un avion dans la base des FIS (taux de couverture5%, connexité
imposée).Il est clair que le codage obtenu ici ne permet pas de reconstruire l’image d’origine et
ne vérifie donc pas la propriété d’approximation des méthodes classiques de codage

Av Pl Ut Mi Ch Po Ve Pa Por Fi Vo Fl

Avi 67% 2% - - 2% 2% 10% 10% 4% 2% - -
Pla - 21% - 2% 7% 19% 10% 12% 5% - 19% 5%
Uta 17% - 33% - 7% - - 3% 10% 10% 13% 7%
Min - - - 100% - - - - - - - -
Chi 26% 5% 7% - 14% 9% 12% 9% 5% 2% 12% -
Poi 5% 13% 3% 8% - 13% 18% 21% - 3% 10% 8%
Ver 2% 2% - - 10% 7% 43% - 21% 5% 7% 2%
Pap 6% 6% - - 2% 14% 14% 35% 6% - 12% 4%
Por 2% 2% - - - 2% - 12% 70% 10% - 2%
Fig - - - - - - 6% - 24% 70% - -
Voi 21% 6% - - 4% 4% 8% 4% 4% 29% 19% -
Fle 2% 9% - - - 9% 21% 14% - - 16% 28%

TAB . 9.1 :Matrice de confusion obtenue avec des fonctions de base de taux de couvertureǫ = 5%
sous contrainte de connexité, en utilisant une formulle d’appariemment continu entre les images
et les fonctions de base.



Chapitre 10

ROGER

ROGER est un algorithme évolutionnaire d’apprentissage présenté initialement dans
[Sebag et al.; 2003] et [Sebag et al.; 2004]. Le principe est d’utiliser des stratégies évolu-
tionnaires ((µ + λ)-ES) pour déterminer les hypothèses maximisant l’aire sousla courbe
ROC (AUC criterion, [Bradley; 1997, Ling et al.; 2003]). Notons au passage que l’AUC
est équivalente aux statistiques du test de Wilcoxon [Yan etal.; 2003].

Un des atouts majeurs de ROGER est d’autoriser la construction de certaines hy-
pothèses non linéaires. En fait pour une hypothèseh, on mesure la distanceL1 a
un point c dansRd. Un individu de la population évoluée est de la formeZ =
(w1, . . . , wd, c1, . . . , cd) et est associé à l’hypothèsehZ définie comme suit :

hZ : x = (x1, . . . , xd) ∈ R
d 7→ R, E(hZ(x)) =

d∑

i=1

wi × |xi − ci|

Ainsi, ROGER explore un espace de dimensionR
2d. La taille d’un individu croit li-

néairement avec le nombre d’attributs mais l’algorithme conserve la possibilité de détecter
des non linéarités dans les données (grâce auxci et aux valeurs absolues). La fonction de
fitnessF que ROGER essaye de maximiser estF(Z) = P (hZ(xi) > hZ(xj)|yi > yj),
qui est la statistique de Wilcoxon associée àhZ .

Un outil existe en ligne de commande mais la documentation est inexistante, ce qui
rend son utilisation un peu délicate. J’ai commencé a développer une version de ROGER
basée sur EO mais cette implémentation n’a pas atteint le niveau dereleasefaute de
temps. Celle-ci m’a servi dans des travaux d’évolution par îles dans l’apprentissage de
préférences d’experts (pour essayer de regrouper des experts). Il s’agit d’une collaboration
avec l’équipe d’Antonio Bahamonde en Espagne. Les résultats ne sont pas encore assez
matures pour être publiés.
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WoB

«World in a Bottle» (WoB) est un simulateur de robots écrit enC++ utilisant OpenGL
pour l’affichage. Conçu pour simuler des Khépéras, sa conception lui permet de simuler
facilement d’autre types de robots (de formes différentes possédant des capteurs diffé-
rents). Écrit en collaboration avec un autre membre de l’équipe TAO, il est utilisé en
particulier par le laboratoire de l’École Polytechnique pour les modeX de robotique. Dis-
ponible sous licence GPL, il a été téléchargé à ce jour 654 fois par 152 machines diffé-
rentes. Il représente un total de29 784 lignes de code (sans compter lesmakefiles
auto-générés et autres fichiers de configurations).

FIG . 11.1 :Vue de la fenêtre graphique du simulateur, les zones colorées autour des robots repré-
sentent les cônes de détection des capteurs.

En quelques mots, voila les principales caractéristiques de ce simulateur.
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Avantages :

– Affichage 3D en temps réel de la simulation et des valeurs descapteurs. Cet af-
fichage peut être désactivé pour accroître la vitesse de simulation. OpenGL n’est
utilisé que pour cet affichage, ce qui permet d’utiliser le simulateur sur une ma-
chine dépourvue d’OpenGL (utile sur les Clusters par exemples).

– L’environnement des robots est particulièrement facile a paramétrer, et peut-
être stocké dans des fichiers facilement éditables par un humain.

– Il n’y a pas de limitation au nombre de robotsprésents simultanément dans la
simulation (mis à part la puissance de calcul de la machine).

– Les robots peuvent être a tout moment contrôlés par un être humain au clavier.
– Simulation des capteurs IR en mode passif et actif. De plus il est possible de modi-

fier les capacités de ces capteurs.
– Simulation des caméras 1D et 2D (nécessite OpenGL pour la caméra 2D).
– Les obstacles peuvent être fixés au sol ou mobiles.
– L’écriture d’un contrôleur de robots est extrêmement simplifiée et ne nécessite

pas de connaissance sur la structure du simulateur (se référer au tutoriaux).
– Il est possible d’écrire uncontrôleur dans n’importe quel langagecar il existe

uneversion «serveur»de WoB. Cette version permet de recevoir des ordres via un
socketet utilise le même protocole de communication que les robotskhépéras réels.
Il faut juste être capable de lire/écrire sur unsocket. Ce point permet également
d’utiliser un réseau pour distribuer les calculs.

– Le contrôleur que vous avez écrit et testé en simulation peut être transposé à un
Khépéras réel simplement en pressant une touche. Attention, dans le monde
réel certains capteurs ne fonctionnent plus (i.e. il est impossible de demander sa
localisation absolue ou de différencier un choc avec un élément de l’environnement
ou un autre robot).

– Le simulateur a été pensé pours’interfacer avec EO (une librairie pour les algo-
rithmes génétiques)

– Permet de réaliser des vidéos des expériences simulées pour réaliser des démons-
trations sur n’importe quelle machine.

– Facilement extensible à d’autres types de robots (la formepeut déjà être quelconque
et les capteurs montés modifiés sans grosse difficulté).

Limitations :

– Pour le moment, tous les robots simulés n’ont que deux roues. Cette limitation n’est
pas très difficile à supprimer mais n’est pas à la portée d’un novice sur le simulateur.

– La gestion du gripper du Khepera n’est pas très évoluée : le robot attrape et relâche
les objets instantanément, ne rate jamais le grip quand l’objet est bien placé et ne
voit pas sa forme modifiée par la présence de l’objet grippé (dans les collisions). Ce
point est difficile a améliorer.

– Dans le monde réel, le simulateur ne peut contrôler qu’un seul robot à la fois (via le
port série).
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BioRelief

BioRelief est la mise en oeuvre des techniques de sélectionsd’attributs inspirées de
RELIEF dans le cas de l’analyse de Micro-Arrays. Développé en C++ sous licence GPL,
il est constitué de deux parties :

– Un moteur en ligne de commande. Fonctionnant à la fois sous Windows et Linux,
respectant les standards de diffusion GNU -1321 lignes de code - .

– Une interface pour l’utilisateur. Basée sur la librairie WxWindows [lots of peoples],
ce qui assure un passage sans douleur sur de nombreuses plateformes (dont Linux
et Windows) -2053 lignes de codes plus les ressources-.

12.1 Utilisation en ligne de commande

Tout d’abord voici les différentes options actuellement implémentées :

Help for BIO-RELIEF - command line version

-h or --help : Display this message and exit
-c FILE.conf : Set the configuration FILE to use
-d FILE.data : choose the data FILE to read
-o FILE : Create FILE and use it to store results
-p NUMBER : Do a comparaison to randomness using NUMBER permutations
-b : Use only balanced permutations (no effect is -p is not set )
-nointerval : Do not calc quantiles around the randomness’curve (saves memory)
-inf NUMBER : Set the lower bound of reject intervall (default is 0.025)
-sup NUMBER : Set the upper bound of reject intervall (default is 0.025, so
default

confidence intervall is 95%)

Le principe est de fournir deux fichiers à BioRelief le premier, le fichier de configu-
ration, contient la liste de noms des classes à discriminer ainsi que le nombre de voisin à
utiliser pour cette classe. Dans une version ultérieure il sera possible de demander à ce que
ce nombre de voisins s’auto-optimise. Dans l’interface, par défaut on propose d’utiliser la
moitié des éléments de la classe.
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FIG . 12.1 :Vue de l’Interface de BioRelief

Le format est très simple :

name_of_class1 2
name_of_class2 2
name_of_class_xx number_of_neighbours_to_use_in_this_class

Le second fichier contient les données proprement dites. Surla première ligne se
trouve la classe des échantillons. La première colonne contient le nom des gènes étu-
diés. Le reste du fichier est constitué des données proprement dites (les données sont des
nombres en flottant ; quand la valeur est manquante logiciel attend unnan).

Exemple de fichier de données :

class1 class1 class2 class2 class1 class2
gene1 0 0 0 0 1 2
gene2 -1 1 0 -1 1 0
gene3 0 1 0 1 -1 1
gene4 1 1 0 0 0 0
gene5 0 0 1 1 0 1
gene6 -1 -1 1 1 -1 0
gene7 1 1 -1 -1 0 1
gene8 nan -1 1 0 -1 0
gene9 0 1 -1 -1 0 0
gene10 0 0 0 0 0 1
gene11 0 1 0 0 -1 1

En sortie on obtient la liste des gènes avec leur pertinence estimée.
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relief -d example

Configuration file not given ; assuming its name is example.conf
gene1 -0.25
gene2 0
gene3 -0.416667
gene4 0.416667
gene5 1
gene6 1.33333
gene7 0.25
gene8 0.25
gene9 0.333333
gene10 0
gene11 -0.416667

Si l’on souhaite estimer les écarts au hasard, il faut utiliser l’option :
-p nb_de_permutations.
Le résultat comportera alors cinq colonnes :

– La première contient le seuil minimal de pertinence exigé.
– La seconde le nombre de gènes dépassant ce seuil avec les vraies classes.
– La troisième, le nombre de gènes dépassant ce seuil en moyenne en permutant les

classes.
– Les deux dernières contiennent respectivement les quantiles inférieurs et supérieurs.

Par défaut95% des permutations sont comprises entre les deux bornes.

12.2 Utilisation de l’interface

C’est encore plus facile (voir la figure 12). Cette fois le fichier d’entrée est au for-
matcsv lisible par Excel. La première ligne contient la classe de chaque colonne. Les
différents réglages se font au niveau de la page principale et des valeurs par défaut sont
proposées pour le nombre de voisins à utiliser dans chaque classe. A noter quel’inter-
face s’adapte automatiquement selon le nombre de classes détectées dans le fichier
de données.
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