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Historique

Curry-Howard

Le début des années 30 a vu fleurir une multitude de formalisations de la notion de calcul. L'une
d’elle, celle de Church, avait I'ambition de formaliser la notion de calcul fonctionnel, afin d’en faire
la base de ce qui est devenu la logique d'ordre supérieur.

C’eétait le A\-calcul, formalisation algébrique économe, basée sur :

— un opérateur d’application noté par juxtaposition, permettant de construire le tetrné

partir des termes etwv;

— un opérateur d’abstraction noképermettant de construire le termigz : o.u) a partir de la

variablex et du termey ;

— une opération de calcul appell@aéduction

(Az.u) v) —g u{z — v}

ouu{x — v} désigne le remplacement des occurrences libresdsnsu parv ;

— une opération de renommage appetéeonversion qui identifie les deux termef\z.v] et
u[Ay.v{z — y}], ody est une variable fraiche, c’est-a-dire n'appartenant pas aux variables
libres deu[\z.v];

— une opération appellée extensionalitépextension qui identifie les deux term&s.(ux) et
u Siz n'est pas une variable dg ce qui traduit le fait que les deux termes.(uz) etwu ont le
méme comportement observable lorqu’on les applique tous deux a undeyuedconque.

Dans la pratique, on omet les parenthéses superflues.

On sait que le\-calcul est confluent, mais ne termine pas. De fait, il a la méme puissance d’ex-
pression que les machines de Turing. Une logique contenant en son sein un calcul Turing-complet
est malheureusement nécessairement inconsistente. Pour résoudre ce probléme, Church a restreint le
A-calcul de maniére a imposer la terminaison, a I'aide d'une discipline de typage exprimée par le
systéme de types de la figure 1, ojugement” + u : o affirme queu a le types dans I'environne-
mentIl". Dans la formulation de Church, 'ensemble des types silitples est engendré & partir d'un
ensemble de types de bases par le construetede types fonctionnels. L'opération d’abstraction est
changée, permettant maintenant de construire le tékme o.u) a partir de la variable, du typeo,
et du termeu. Les régles de typage sont données a la figure 1.

Variables:
r:oel

'F2:0

Abstraction:
' {zx:0} Ft:7T
' (Az:ot):o0—T

Application:
'kFs:oco—-7 I'Ft:o

L'k (st):7

FiG. 1 - Ladiscipline des types simples



Le systéme de typage de Church s’est avéré avoir une propriété fondamentale remarquée par
Curry et étudiée par Howard : les types peuvent étre vus comme des propositions, et les termes comme
des preuves de ces propositions, de telle sorte ghetdeul typé simple de Church estisomorphe au
fragment implicatif de la logique intuitionniste propositionnelle, la régleggdéduction s’appellant
élimination des coupures dans ce cadre.

Le systéme degypes simplesle Church restreint le calcul a un point que trés peu de fonctions
sont exprimables, comme I'a montré Schwichtenberg. Pour résoudre ce probleme, trois extensions
indépendantes fondamentales indépendantes ont été proposées dans un premier temps qui toutes pré-
servent l'interprétation de Curry-Howard :

— Le systémd" de Godel [15], dans lequel de nouveaux termes apparaissent avec leur régles de

typage représentées a la figure 2 qui permettent de construire une représentation des entiers “a
la maniére de Peano”,

Zero:
I'-0:N

Successeur:
' -¢:N

I' F s(t): N

Récurseur:
I'Fa2:N I''Fu:y THFv:N—-o>~v—~xy

I' F rec(z,u,v) : v

FIG. 2 — Typage des entiers

ainsi que de nouvelles réductions appellées régles de récursion primitive d’ordre supérieur :
rec(0,u,v) — u rec(s(z),u,v) — v(x, rec(x,u,v))

Exercice 0.1 Montrer la terminaison des régles de réductigiréduction et r'ecursion pri-
mitive d’ordre supérieur) de systériie
Quelle est la logique correspondanta?

— Le systéme de De Bruijn, implémenté dans le logi&isiTOMATH qui fut historiguement
le pemier assistant de preuves basé sur I'isomorphisme de Curry-Howard. Le systeme de de
Bruijn étend leX-calcul typé simple de Church en permettant les types produits [11]. D'un
point de vue logique, cela revient a ajouter des prédicats.

— Le systéme de Girard étend Jecalcul typé simple de Church en permettant les types poly-
morphes [14]. Généralement appedfigsteme He \-calcul typé polymorphe de Girard a joué
un rdle considérable pour plusieurs raisons. La premiére est que la preuve de normalisation
forte a nécessité I'introduction d’un nouvel outil, lesndidats de réductibilitéqui s’est avéré
étre un mécanisme essentiel a la compréhension du polymorphisme, et aux preuves de norma-
lisation forte éffectuées depuis lors. La seconde est que I'imprédicativité du calcul (on définit
des objets par quantification sur tous les objets, y compris ceux que I'on est en train de définir)
a permis un typage uniforme des entiers de Church, et plus généralement, la possibilité de dé-
finir les structures de données inductives habituelles de la programmation. Enfin, Girard a pu
montrer gu'il pouvait définir dans son caldalutesles fonctions prouvablement totales dans
I'arithmétique d’ordre supérieur.



Ces calcul souffrent néanmoins d’un certain nombre de manques, en particulier la richesse fonc-
tionnelle du calcul de Girard contraste avec sa pauvreté logique, puisque les prédicats ne sont pas des
expressions du calcul.

L'étape suivante a consisté a unifier les calculs de Girard et de de Bruijn : le calcul des construc-
tions (CC) était né, qui contient donc toutes les fonctions prouvablement totales dans I'arithmétique
d’ordre supérieur, et tous les énoncés de la logiques d'ordre supérieur intuitionniste, les premiéres
étant les preuves des seconds. Son implémentation par Thierry Coquand a constitué la premiere ver-
sion du systéme Coqg.

La quéte n’était pas terminée. Le calcul des constructions s’est rapidement avéré avoir des lacunes.
Comme par exemple I'impossibilité de prouver duet 1 sont différents dans la représentation de
Church des entiers. Sans parler de la difficulté pratique de spécifier et prouver dans ce calcul.

L'étape suivante a consisté a unifier CC et T (en généralisant ce dernier), c'est le Calcul des
Constructions Inductives (CIC) de Coquand et Paulin, qui est la base du systéme Coq actuel, qui
étend CIC par I'ajout des types coinductifs (travail d’Eduardo Gimenez ) et de modules et foncteurs
dans la tradition de ML (travaux de Judicaél Courant et de Jacek Chrzaszcz). Tout cela a donné la
version actuelle Coq 7.4 [16].

Le lecteur trouvera une excellente synthése dealculs typés dans [2].

Vers un langage de programmation de preuves

Ces derniers travaux font que le calcul ne se contente plus de contenir un sous calcul fonctionnel
permettant de définir des fonctions et méme des types par récurrence, mais qu'’il ressemble de plus en
plus & un langage de spécification (de problémes existenciels) et de programmation (de preuves), la
programmation consistant a rechercher une preuve d’existence.

Les questions qui doivent étre posées en permanence, sous peine de perdre un leadership que les
concurrents remettent perpétuellement en cause, sont les suivantes :

— les utilisateurs sont-ils satisfaits ?

— Les fondements du calcul sont-ils les bons ?

Au cours des dix derniéres années, les utilisateurs ont constament demandé de transformer Coq de
maniére a augmenter la productivité des ingénieurs (ou chercheurs) qui l'utilisent. Plus concrétement,
la demande constante était d’une part d'augmenter 'automatisation de maniére a éviter les preuves
faciles, et d’autre part de faciliter la spécification et le traitement automatique du prédicat d’égalité
qui n’est pas primitif dans le calcul des constructions.

Est automatique ce qui estlculatoire Dans le calcul des constructions, le calcul intervient dans
la régle de typage appelléenversioret représentée a la figure 3.

Conversion CC:

'kFp: M, *
—if M N
Fl—p:NI T

FIG. 3 — Typage par conversion dans CC

Dans le calcul des constructions inductives, la condiMn;—>N est bien sOr remplacée par

M % N, lat-réduction de CIC décrivant la généralisation de la réduction des récurseurs de Godel
Ut
pour les types inductifs de CIC.



Cette regle joue un réle fondamental a plusieurs titres : tout d’abord, elle introduit le calcul comme
un moyen automatique de preuve, en permettant par exemple de ramener la prBuve(de- 2) a
la preuve dePair(4) grace au calcul —sans intervention de l'utilisateur—2de2 en4 si la fonction
+ est définie par une abstraction adéquate sur une représentation de Church des entiers; elle abstrait
les calculs du terme preuve, puisque le méme terme preuve est conservé, a la fois comme peuve de
Pair(2 + 2) et comme preuve d€air(4). Cette seconde propriété s’avéere avoir un effet pratique
considérable sur la taille des preuves qui peuvent contenir de trés grands calculs.

Le projet INRIA LogiCal a pour but d’exploiter la regle de conversion afin d’automatiser et com-
pacter les preuves. Deux directions sont empruntées, qui s’avérent en pratique a la fois complémen-
taires et convergentes, quoigue historiguement congues indépendemment :

— une reformulation complete de la logique (classique, intuitionniste, premier ordre, ordre supé-
rieur) sous l'angle de l'intégration du raisonnement et du calcul. C’est 'ambitieuse démarche
adoptée par Gilles Dowek sous le nomDiéduction modul§12] ;

— une intégration des mécanismes de récriture au calcul des constructions via la régle de conver-
sion. C’est la démarche pragmatique qui a fagonné le programme de travail de I'auteur au cours
de ces 15 derniéres années. C’est cette seconde approche que nous allons détailler dans la suite
de cette introductiuon.

Le Calcul des Constructions Algébriques

L'idée en est trés simple. C'est maintenant I'utilisateur qui définit les calculs possibles. Pour cela,
il peut déclarer de nouveaux symboles de fonctions avec leur type, définissant ainsi une signature
utilisateur F, ainsi que des regles de récriture formées sur les termes typables du calcul, c’est le
systéme de récriture utilisatel®. La régle de conversion est modifiée en conséquence, la réduction
utilisée devant tenir compte des régles de récriture de I'utilisateur en sugdédaction. On obtient
ainsi le systéme de typage de la figure 4 décrivant le calcul des Constructions Algébrigues.

Fonctions:
f:o1x...x0, —0€EF
F'Ftiio€ ... T F t,: 0,8
L'E f(tr,...,ty) 10

Conversion CAC:

DEp: My e N
I'=p:N BUR

FIG. 4 — Typage par conversion dans CAC

La mise en oeuvre concréte de la régle de conversion suppose la décidalgilité&?dEn pratique,
on passe par le calcul des formes normales de téte dans le cas de CIC, et par les formes normales
pour CAC —c’est ce que fait 'implémentation prototype actuelle de CAC. La définition de formes
normales de téte pour CAC dans le cas général est un probleme qui reste a creuser méme si cela a
déja été fait dans des cas particuliers.

La question qui se pose maintenant est de savoir sous quelles conditions la préservation du typage,
la confluence et la terminaison des’étendent au calcul CAC tout entier. Ce type de question est
appellémodularité La modularité suppose en général que les signatures (ici celles de |@ iBglee
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part et celle d&? d’autre part) soient disjointes. Le cours sera essentiellement consacré a des questions
de modularité de la terminaison, et a leur instrumentation pour les besoins du projet LogiCal.

Modularité des \-calculs

Les questions de modularité ne sont pas nouvelles, elles ont été abordés avant que I'on en ressente
le besoin dans le projet LogiCal, par Breazu-Tannen dans le cadkecdlcul typé simple, et par
Toyama dans le cadre des systémes de récriture de premier ordre.

Quoique la question soit parfois complexe en présence de regles d'ordre supérieur, nous ne parle-
rons pas beaucoup de la modularité de la préservation du typage qui ne fait pas appel a des techniques
spécifiques.

La question de modularité de la confluenceldcalcul avait été investiguée dans des cas particu-
liers nombreux, en particulier par I'école néerlandaise (Barendregt-Klop), avec des résultats positifs
ou négatifs suivant les cas. Val Breazu-Tarinareu le premier I'idée de regarder le probléme pour
un systeme de regles confluent arbitraire, etesalcul typé simple [7]. Il y résolvait positivement
la question de la confluence —qui fait appel a des techniques élémentaires— et laissait ouverte celle
de la terminaison. Cette derniére était résolue I'année suivante pour une discipline de types poly-
morphe, indépendemment par Breazu-Tannen et Gallier [8] d'une part, et par Okada [29] d’'autre
part. La preuve faisait appel au candidats de réductibilité de Girard, méthode qui a systématiquement
été utilisée par la suite. C’est de ce travail que nous sommes partis.

Exercice 0.2 Montrer que— g, termine pour tout calcul typé pour lequet—; et — p pris
séparémment terminent, dans le cas ou les régle® dent soit toutes linéaires gauches, soit toutes
linéaires droites.

Modularité des récritures de premier ordre

En pratique, considéreR comme un tout n’est pas trés réaliste. La spécification est en effet
progressive, et utilise les outils de modularité que Coq fournit au spécifieur. Certaines preuves seront
menées a bien, puis d’autres plus tard avec un systeme de regles plus riche. Il est donc essentiel que
les propriétés de confluence et de terminaison de la récitgiaent elle-méme modulaires vis-a-vis
des sous-systémes de régles qui le constituent. Le premier a s’étre intéressé a ce probleme est Toyama,
qui résolut positivement la question de la confluencéigde) R, dans le cas ou les constituarits
et Ry sont confluents et ne partagent pas de symboles de fonctions [31], et négativement celle de la
terminaison [30], avec le célebre contre-exemple :

Ry = {f(ov 17%) - f(l‘,:L‘,I)} Ry = {O’I”(:L‘,y) -, OT‘(.T,y) - y}

Le théoréme de Toyama est complexe, et sa preuve non triviale, méme si elle f(t ultérieurement
améliorée par le quatuor Klop-Middledorp Toyama DeVrijer[23]. Il fGt également généralisé par Oh-
lebush au cas ok, et Ry partagent des symboles constructeurs uniquement —sous une hypothése
technique additionnelle [28]. Une preuve astucieuse beaucoup plus simple et non publiée fait appel a
un mécanisme particuliér de complétion, dit sans échec, di a Hsiang et Rusin@vitch [

Curieusement, le contre-exemple de Toyama a suscité plus d'intérét que son théoréme, sans doute
parce qu'il était contraire a l'intuition. S’en débarasser n’est pas si simple, comme le montre I'exercice
qui suit.

val Tannen fait partie des familles d’origine allemande résidant en Roumanie, dont le régime de Ceaucescu avait
roumanisé de force le nom. Emigré aux Etats-Unis, il a repris son nom d’origine a la chute du régime.



Exercice 0.3 Etendre le contre-exemple de Toyama au cas ou les deux systémes sont confluents.

Néanmoins, de nombreux résultats positifs ont été obtenus : la terminaison est modulaire lorque
la preuve de terminaison des systémigset R, est faite avec des ordres de simplificati@h [exis-
tence d’'une forme normale unique pour tout terme est modul@jreCe dernier résultat montre
d’ailleurs gque le contre-exemple de Toyama n’est pas un probléme rédhibitoire, car I'existence de
formes normales uniques suffit en fait a assurer la cohérence logique, et méme la décidabilité du
typage si ces formes normales sont calculables.

La thése déja ancienne de Middledorp contient de nombreux résultats de modularité [25].

Exercice 0.4 Montrer que la terminaison est modulaire Bi et R, n’ont pas de regles duplicantes
(une variablesr a plus d’occurrences a droite gu’a gauche) ni projetante (un membre droit réduit a
une variable).

Enfin, la méthode de preuve de terminaison due a Aarts et Giesl (paires de dépendances) a fait
progresser le domaine de maniére trés importante. Ces résultats seront traités en cours.

Récritures de premier ordre modulo

En pratique, certains symboles de fonctions ont souvent des propriétés calculatoires complexes
gui ne s’expriment pas sous la forme de réduction mais d’égalités non orientables qui sont alors
intégrées a l'algorithme de filtrage permettant de déclencher les regles. Ce type de récriture pre-
sente l'avantage —outre le fait que I'on a pas le choix dans certains cas comme celui des récritures
commutatives— de spécifier de maniere trés compacte. Voici par exemple une spécification des listes
triées par ordre croissant grace a une unique régle :

lh-x-loy-lzg—li-y-lo-x-l3g if z>y

Cette regle suppose bien-sir que la concaténation des listes, notépasséde la liste vide pour
élément neutre (Z) et soit associative (A). Cette regle se trouve de plus étre conditionelle, il faut donc
intégrer la véfication que I'entierzo est plus grand strictement que I'entigr a I'algorithme de
recherche d’une substitutienqui satisfait, étant donné un termela propriété

uv(ll'x'lg'y-lg—>l1'y-l2-1‘-l3)a

La récriture dite modulo a été intoduite dans le cas associatif-commutatif —le plus important
en pratigue— par Peterson et Stickel, qui ont étendu partiellement la théorie classique en donnant
un critére de confluence complexe, basé sur l'unification associative-commutative pour le calcul des
paires critiques]. Le traitement mathématique rigoureux de ces techniques appardt plus tard [17].
L'algorithme d’unification associative-commutative est d0 a SticRehpais la preuve de terminaison
arésisté dix ans jusqu’au travail de Francois Fage4.f généralisation des méthodes de terminaison
prit elle-aussi beaucoup de tem@, [avant qu’'une généralisation élégante de I'ordre récursif sur les
chemins ne soit trouvée par Nieuwenhuis et RuBjo [

Les questions de modularité se posent bien sir également dans ce cadre. Rien n’est connu concer-
nant la confluence, cela est sans doute di a la complexité technique des outils mis en oeuvre par
Toyama et ses coauteurs. Nous pensons que la nouvelle preuve —non publiée due a I'auteur— de-
vrait se généraliser sans trop de difficulté, mais le travail reste & faire

La méthode de Aarts et Giesl a elle-aussi été généralisée au cas associatif-commutatif et a conduit
a des résultats de modularité implantés dans le logiciel CiMe qui seront présentés dans g.cours [

2Si I'un de vous était intéressé, cela pourrait éventuellement faire I'objet d’un travail de mise en train simple avec
publication assurée en bout de course.



Récritures d’ordre supérieur

Les régles de calcul des récurseurs de Godel sont des récritures d'ordre supérieur, dans la me-
sure ou certaines sous-expressions apparaissant dans ces régles ont un type fonctionnel, voire poly-
morphe® :

rec(0,u,v) — u rec(s(x),u,v) — v(z,rec(x,u,v))

Dans ces regles, seulsz, s(x) ont un type simple, N. Tous les autres termes ont soit le type pol-
morphe~, soit le type fonctionnel polymorphe N» v — ~. Il s’agit de regles typiques d’ordre
supérieur, dont le déclenchement requiert I'utilisation d’un algorithme de filtrage identique au filtrage
du premier ordre. Toutes les reégles de CIC sont de ce type : récurseurs déclenchés par filtrage de
premier ordre. La raison en est que ces régles sont trés spécifiques, adopter un algorithme de filtrage
plus expressif ne changerait en rien la notion de calcul.

Cela n'est plus le cas des régles d'ordre supérieur suivantes qui décrivent la mise en forme pré-
nexe de formules logiques quantifiées, ou les quantificateurs sont des symboles unaires prenant un
argument de type fonctionel de maniére a jouer un réle de lieur :

PAV(Az.Q(x)) — V(Az.(PAQ(x)))
VAz.Q(z)) NP — VY(Az.(Q(z) A P))
PvV(Az.Q(x)) — V(Az.(PVQ(x)))
V(Az.Q(z)) VP — VY(Az.(Q(x)V P))
PAIAx.Q(x)) — F(Az.(PAQ(x)))
AAz.Q(x)) AP — F(Az.(Q(z) A P))
Pv3iAz.Q(z)) — FAz.(PVQ(x)))
A Az.Q(x)) VP — F(Az.(Q(z)V P))
~(V(Az.Q(x)) — F(Az.~(Q(x)))
~(3(A2.Q(x))) — V(Az.~(Q(z)))

Cetexemple n’a de sens que si la récriture utilise un filtrage d’ordre supérieur, c’est-a-dire modulo
0Bn, car l'utilisation du filtrage de premier ordre ne permettrait pas de sortir les quantificateurs pour
des termes quelconques. Par exemple, la formule’()\z.z Vv z) n'est pas une instance du membre
gauche de la premiére régle, mais elle en estdpmstance.

Cette forme de récriture d'ordre supérieure a été introduite par Tobias Nipkow, qui I'a utilisée
pour spécifier des manipulations de syntaxe abstraite [27]. Elle a ensuite été largement utilisée dans
les démonstrateurs, en particulier par Frank Pfenrfthg [

Le filtrage modulogn, c’'est-a-dire la recherche des substitutiongtant donnés et v, telles
queu «—7, vo est appellédiltrage d’ordre supérieurLe décidabilité du filtrage d’ordre supérieur
est un probléeme ouvert. L'ordre 1 (filtrage habituel) est le plus simple, il y a au plus une solution.
L'ordre 2 reste simple, il y a un nombre fini de solutions, il est di a Gérard Huet. L'ordre 3 est plus
complexe, les solutions sont en nombre infini, il a été résolu par Gilles Dowek. L'ordre 4 a été résolu
par Vincent Padovani. L'histoire s'arréte la. Hubert Comon a montré que les solutions d'un probléme
de filtrage d’ordre: étaient reconnaissable par un automate d’arbre dont les états étaient les solutions
de problémes de filtrage d’ordre— 2, ce qui explique que le cas de I'ordien’ait rien a voir avec le
cas de l'ordret.

La confluence de régles de récriture d’ordre supérieur maoéyke raméne a un calcul de paires
critiques par unification d’ordre supérieur, comme I'ont montré Tobias Nipkow et Richard Mayr [24].

3Systémel” avait la méme discipline de typage que le calcul des types simples de Church, et les régles étaient donc en
fait des schémas de regles, une pour chaque type possible.



Cette derniéere est malheureusement indécidable, un résultat de Huet. Toutefois, Dale Miller a montré
gu’elle était essentiellement similaire a l'unification du premier ordre dans le cas pratique important
despatterns termes dans lesquels toute occurrence de variable libre dextype ..., — « est
appliqué an variables liées distinctes possédant les types adéquats [26].

On peut se demander si la confluence des systémes d’ordre supérieur est modulaire. Ce domaine
est tres ouvert, mais il est peu probable que I'on puisse obtenir des résultats intéressants en dehors
du cas ou les membres gauches sont des patterns, pour leqtgireductions jouent un réle tres
contrdlé lors des unifications permettant de limiter les interactions dues a la signature partagée qui se
trouve dans ce cas étre celle healcul.

Terminaison d’ordre supérieur

Plusieurs problémes se posent, terminaison des différentes formes de récriture d’ordre supérieur
et probléme de la modularité associés, mais il se trouve que les seules techniques connues de preuve
de terminaison a I'ordre supérieur sont intrinsequement modulaires et ne permettent de prouver la
terminaison de récritures d’'ordre supérieur que si ces derniéres sont compatiblestveduation.

Ces méthodes sont de deux types.

Dans une premiére succession d’articles, Jouannaud et Okada [18, 19], puis Barbanera, Fernandez
et Geuvers [1], Blanqui, Jouannaud et Okada [6], enfin Blanqui seul [3] ont élaboré une importante
généralisation de la récursion primitive d’ordre supérieur qui assure la terminaison de la relation
—ur- Ces travaux permettent de prouver la normalisation forte du calcul des constructions in-
ductives, y-compris les régles dites d’'élimination forte qui operent sur des expressions de types [4],
comme la regle

cXy=0—2z=0VvVy=0

Blanqui a également montré que ces résultats pouvaient étre aisément adaptés au cas de la récriture
d’ordre supérieur modulo [5].

Dans une autre succession d’articles plus récents, Jouannaud et Rubio [20, 21], puis Walukie-
wiz [32] ont élaboré une méthode intrinsequement plus puissante, basée sur une généralisation a
I'ordre supérieur de I'ordre récursif sur les chemins, qui a la propriété de contegirdduction.

Cette méthode est intrinséquement plus puissance dans la mesure ou la premiére apparait rétrospecti-
vement comme étant un cas trés particulier de la seconde, correspondant en gros au cas “sous-terme”.
Cette méthode peut en fait étre vue comme la construction d'un ordre de récriture qui exprime la
méthode des candidats de Girard, et cela explique son expressivité. Outre son expressivité, les avan-
tages de cette derniere méthode sont doubles : elle s’adapte facilement a des besoins particuliers, en
particulier a la récriture modul@n, et elle est aisément implémentable —quoique pouvant requérir

une certaine interactivité avec I'utilisateur.

L'ordre récrusif sur les chemins a I'ordre supérieur sera présenté en cours. Il conduit a une conjec-
ture importante, I'existence d’'un ordre bien-fondé sur les termes du calcul des constructions qui soit
uniforme, c’est-a-dire dont I'expression ne fasse pas de différence entre les termes, les types et les
“kinds”. L'ordre actuel issu des travaux de Daria Walukiewicz fait une telle différence.

Implémentation de la récriture dans Coq

L'intégration de la récriture dans Coqg est en cours, mais nécessitera des travaux pendant encore
plusieurs années, en particulier si I'on décide un jour de compiler la réduction en présence de récri-
tures utilisateur, probléme qutassite une compilation incrémentale qui est loin d’'étre maitrisée dans
ce cadre.



Theories “Shostak”

En parallele, nous réfléchissons a une nouvelle extension, complémentaire de la récriture, du
mécanisme de conversion, dont I'idée emprunte aux travaux de Sh@takef travaux anciens
sont basés sur une technique appetiture par congruencedécouverte indépendemment et au
méme moment par Shostak, Nelss@hdt Kozen ). Il s’agit de décider si deux expressions sont
€gales dans la théorie équationnelle engendrée par un ensemble fini d’équations closes de premier
ordre. Shostak a ensuite montré que cette méthode trés efficace puisque de comjalexifguvait
s’étendre & d’autres théories, les “théories Shostak”, telles I'arithmétique linéaire ou la théorie des
listes avec constructeurs et destructeurs, qui sont trés importantes en pratique. Cette méthode est au
coeur du systeme PVS dont elle a fait le succes.

Par la suite, on notera paihn(I") la théorie Shostak engendrée par les équations closes issues de
I'environnement’. La régle de conversion associée est représentée a la figure 5.

Conversion Shostak:
I'kFp: M, *
———if M|g «— N
I’I—p:NI b Sh(I) by

FIG. 5 — Typage par conversion dans CC-Shostak

La nouveauté, et la difficulté du systéme de typage introduit ici vient du fait que la conversion
utilise des égalités issues du contexte, donc pouvant varier au cours de la preuve. Ces égalités sont
généralement des hypothéses introduites par I'utilisateur sous la forme, par exemfil@) = 0. Le
type de la variable ainsi déclarée dans I'environnement doit donc étre clos pour pouvoir étre utilisée
dans la conversion, sous peine d’engendrer des inconsistences.

Ce calcul a été implanté sous la forme d’'un prototype dans le langage MARID&N profitant
du développement en MAUDE, par Mark Olliver Stehr, de I'Open Calculus of Construct®pns [

Nous avons montré que ce calcul avait la propriété de préservation du typage. Ses autres propriété
méta-théoriques restent a investiger, et il s’agit la d’un travail de these, ainsi que la généralisation au
cas de certaines égalités non-closes ou d’ordre supérieur. Les difficultés de cette question ne doivent
pas étre sous-estimées, puisque I'algorithme de Shostak a été utilisé pendant plus de 15 ans avant que
I'on s’apercoive gqu'il était incomplet et ne terminait pas toujours. Sa correction a occuppé pas mal de
monde pendant plusieurs anné@k fes premiéres tentatives s’étant soldées par des échecs.

Les références manquantes peuvent pour la pluspart étre trouvées dans [9], mais ne sont pas toutes
essentielles a la compréhension du cours, heureusement ...
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