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Chapitre 1

Introduction

Mon travail de recherche se situe dans le domaine de la démonstration daribépar
ordinateur. La démonstration de théorémes mathématiques est devenutuie ob@herche
en soit depuis la seconde moitié du 19e siecle, lorsque les mathématicienmomtmeé a
se poser des questions fondamentales sur la cohérence de leunsaaisats. Puis, dans la
seconde moitié du 20e siécle, avec I'invention de I'ordinateur, on a eudéhildé d'utiliser
celui-ci pourmécaniseles preuves, c’est-a-dire d'utiliser le caractére mécanique de I'or-
dinateur pour produire des preuves sans erreur, du moins I'espéreenfin, les preuves
mécanisées ont été mises en ceuvre non plus pour prouver des théoréhvnatigues
mais des propriétés des programmes exécutés sur un ordinateur.

1.1 Preuve formelle en mathématiques

C’est donc dans la seconde moitié du 19e siécle que les mathématiciens ontnm@mme
a s'intéresser a la démonstration de théoréemes en tant qu’objet d'étumte, aherché a
formaliser ce qu’est une preuve correcte. Hilbert, aved@aedements de la géométria
souhaité expliciter tous les axiomes utilisés dans les raisonnements géométragtieso-
rie des ensembles proposée par Cantor et Frege visait a définir préniskes énoncés
mathématiques vrais.

Hilbert pensait que I'on devrait pouvoir mécaniquement décider si anénest une ve-
rité mathématique ou non. Dans son fameux programme de 23 problémesdredsmur le
20e siecle, énoncé en 1900, il a inclut une partie deregramme formalistd_e deuxiéme
probléme de Hilbert était d'établir la cohérence de I'arithmétique, et le dixigwidéme
demandait d’énoncer un procédé mécanique de résolution des équatipmsndiennes ar-
bitraires. Ces deux problémes sont a priori assez éloignés mais en faitdpanses, toutes
deux négatives, sont intimement liées.

Les tentatives de formalisation ont abouti a des échecs inattendus!IRusdeibé en
1902 une contradiction dans le systéme de Cantor et Frege — le parasléessdell —
gui apparait si I'on a le droit d'écrire une formule comme z, un ensemble qui appar-
tient a lui-méme. Des solutions au paradoxe de Russell ont été propaseesVhitehead,
Russell lui-méme proposa la théorie des types (dite aujourd’hui théorigples simples,
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étendue ensuite par Martin-L6f) ; et Zermelo en 1908 proposa unedhdes ensembles
plus élaborée. Un fait marquant fut apporté par Godel en 1931 éqoodtra d’'abord I'im-
possibilité d’énumérer récursivement les énoncés vrais de 'arithméfgi® ensuite et
par conséquent I'impossibilité de démontrer sa cohérence. Enfin, &) T93ng introdui-
sit ses machines, et montra I'impossibilité de décider la terminaison de I'exédatimtles
machines[138, 139].

La mécanisation des preuves semblait alors étre une utopie irréalisable.

1.2 Preuve mécanisée par ordinateur

Avec l'invention des premiers calculateurs électroniques, puis les agpides en
matieére de programmation des ordinateurs, un regain d'intérét pour laepne@écanique
eut lieu. Deux familles d’approches ont vu le jour.

La premiére famille d’approches est celle de la démonstration automatiguede®u
logiques suffisamment simples pour étre décidables ou semi-décidable36 ErDhvis et
Putnam [39] proposent un algorithme de décision de la satisfaisabilité Mal&s proposi-
tionnelles. En 1965, Robinson [125] propose le mécanisme de résolutiongionner sur
les clauses du premier ordre, puis en 1969 avec Wos ils proposenataquulation, pour
traiter le prédicat d’égalité. En 1970, Knuth et Bendix [84] proposemt &gorithme de
complétion pour les probléemes purement égalitaires, Huet montre en 1986lgutait une
procédure de semi-décision. En 1980 encore, Downey, Sethi enhTafjhet indépendem-
ment Nelson et Oppen [114], proposent I'algorithme appelé endbiiere de congruence
pour décider les égalités closes. Ces recherches ont débouchéddujogur des nom-
breux outils effectifs de démonstration. Les compétitions CASC (affiliée anéémnce
CADE) et SMT (affilié a la conférence CAV) font concourir et pragger ces outils. On
peut citer un succes de ces outils : la conjecture de Robbins, que les mithedmmane
savaient pas prouver, a été résolue automatiquement par McCune ptosveur EQP
en 1996 (it t p: / / www- uni X. nts. anl . gov/ ~nccune/ paper s/ r obbi ns/). Le
prouveur automatiquBimplify, issu de la these de Greg Nelson en 1980, a été et est encore
utilisé intensivement par des outils de vérification comme ESC/Java [49, 1, 2].

La seconde famille d’approches est celle de la preuve interactive. é@aoas, la lo-
gique considérée peut étre arbitrairement complexe et donc exgiessls par contre
on ne cherche pas a établir automatiquement la validité d’un énoncé, aaioin at-
tend d’un utilisateur humain de décrire les étapes de raisonnement, le rolerdied:
teur étant alors de vérifier que les étapes de raisonnement sonttesriez premier sys-
teme selon ce principe fut Automath en 1968. Le systéme LCF en 1969 intitodiédt
de tactique pour construire les preuves. Le prouveur Ngthm de Boydoere est créé
en 1971, et son descendant ACL2 est encore beaucoup utilisé dibjguD’autres sys-
temes d'aide a la preuve ont vu le jour a cette époque, comme ceux badasttstm-
rie des types simples : PV&it(t p: / / pvs. csl . sri.com, HOL (http://wwv.
cl.cam ac. uk/ Resear ch/ HVG HOL/ ) et Isabelle ot t p: / / ww. cl . cam ac.
uk/ Resear ch/ HVG | sabel | e/ ; également encore utilisés aujourd’hui, et méme de
plus en plus. Le systéme Coht(t p: // coq.inria. fr/), qui commence a étre déve-
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loppé en 1985, va plus loin encore, car il utilise une théorie des typeslaquelle les
preuves sont des objets du langage ; un aspect essentiel pour nees tdgvrecherche.
Pour montrer un des succes de ces approches, on peut citer le thémemeatre cou-
leurs, qui a été entierement prouvé en Coq par Gonthier et Werner @G5 @0t p:
/ww. inria.fr/actualites/2005/theorenedcoul eurs. en. htm).

1.3 Preuve de programmes

Les progrés obtenus pour la preuve par ordinateur ont permis de tmaitamiquement
de nombreux énoncés mathématiques. Mais l'invention des ordinateurs @rdgmam-
mation ont donné le jour & une autre classe d’énoncés : les propriétésadgammes
eux-mémes.

Dans un article de 1949 qui a peu marqué a son époque [140], mais défpaiislité
et commenté par Jones et Morris en 1984 [113], Turing se pose pouerggre fois la
question d’établir formellement la preuve qu’un programme effectue bierche tqui lui
est confiée. Il énonce des formules logiques portant sur les valeceessives prises par
les variables du programme, qui expriment la tdche voulue. Il établit la vatiditéette
spécificationen passant en revue les transitions du programme. |l n'oublie pas égaleme
de prouver la terminaison de son programme pour toutes les valeurs derses e

Floyd en 1967 [62] puis Hoare en 1969 [71] introduisent la logique dgd-kboare,
dont le principe est de poser dagconditionet degpost-conditionsur la ou les procédures
du programme considéré. Ce principe est encore actuel.

Au contraire de I'approche de Floyd-Hoare, les programmes que 'écifgp et que
I'on prouve avec Coq, PVS ou les systémes analogues, sont essentiglismprogrammes
fonctionnels, c’est-a-dire sans effet de bord. En 1998, JeaistGpine Filliatre [56] propose
une approche pour utiliser les systémes basés sur une théorie desdyp@squver des
programmes impératifs, ce travail est le point de départ de mes travawe sujet, et
'approche en question sera détaillée dans ce document.

1.4 La vérification de programmes aujourd’hui

De nos jours, le logiciel a pris une place trés importante dans la vie quotidieanfieis
de maniére tellement discréte que nous n’en avons pas forcément coescie

Dans certaines situations, la vie humaine dépend du bon fonctionnememficelso:
dans le domaine des transports en premier lieu, avec le logiciel qui assme fenction-
nement des avions, des trains et méme de plus en plus des voitures pagscidi@mple
des régulateurs de vitesse). En second lieu, I'informatique est dewdanattument de meé-
decine a part entiére, et il est certain qu’'a I'avenir I'informatique, patdrmédiaire de
robots, elle sera de plus en plus amenée a assister le chirurgien lor&dasons qu'il ef-
fectue. Les industries de pointe en général font appel au logicielquoueiller et contrbler
les installations, pour le nucléaire par exemple.

Le logiciel occupe maintenant la place centrale dans le domaine financierestiarg;
méme si dans ce cas la vie humaine n’'est pas directement menacée pafamctays
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nement éventuel, les conséquences économiques pourraient étre gamtgsogu’il est
néanmoins crucial de prévenir de tels dysfonctionnements.

Enfin, en particulier depuis les toutes derniéres années du siecle dierriagiciel a
permis un développement extrémement rapide de nouveaux moyens de doations,
en particulier la téléphonie mobile, mais aussi Internet, concept qui bigtaq’ancien,
s’est démocratisé seulement quand le grand public a pu accéder auxategienologiques
nécessaires.

L'accroissement trés rapide de la place occupée par le logiciel dansdaafiglienne
suscite un intérét grandissant pour les méthodes qui, dans le développlences logiciels,
offrent des vérifications de sécurité de fonctionnement. Les méthoibtardrs ne sont pas

toutes de méme nature. Une premiére famille de méthodes passe par la simulation :

teste sur le programme sur des valeurs particulieres des données.ddndeséamille de
méthodes par une approximation du programme, autrement dit une abstraction

— Les techniques dited'interprétation abstraiteapproximent un programme afin de
calculer les intervalles possibles de valeurs des variables, dans le thétiedter des
erreurs : si une variable peut prendre une valeur non autoriséjentissement est
signalé. Comme il s'agit d’'une approximation, des avertissements peuveré-
duits de maniére infondé, ce sont des « faux-positifs ». Au contraireriears qui
seraient d’un autre ordre que le fait de sortir d’'un intervalle prévwnepas détec-
tées. Ces méthodes ont eu des succés important, par exemple le system§l8%tré
a été utilisé pour les programmes embarqués de I'Airbus A380.

— Les techniques deodel-checkingpproximent un programme en un graphe fini de
transitions. Des propriétés peuvent alors étre établies et surtout irR&lé ex-
ploration exhaustive du graphe. Mais comme il s’agit d'une abstractemedeurs
peuvent exister au niveau du programme et disparaitre par I'abstractionodel-
checking ne garantit donc pas la correction du programme, par costteateiques
ont beaucoup de succeés car elles détectent bien les erreurs.

Ces méthodes approchées se caractérisent par leur automatisation gampdésigect qui
leur permet d’étre pris en main et adopté rapidement par les utilisateurartesuleer in-
dustriels.

L'approche que jai suivie est différente : on ne souhaite pas fdapptdoximation,
mais procéder par preuve formelle, en suivant le principe de la logiqudoge-Hoare.
L'objectif est d’avoir des méthodes qui assure la correction, c'aliteade ne pas laisser
passer d’erreur. Le prix & payer est que certaines preuvesl@ive faites interactivement.

1.5 Résumé de mes contributions

Au cours de mes activités de recherche, je me suis essentiellement intBupsspart
a la propriété de terminaison, et d’autre part aux propriétés fonctiosragi@rogrammes
impératifs, spécifiquement les programmes sources C et Java. Ces émesttont I'objet
des deux chapitres centraux de ce document. Voici un résumé de mbatsésaur les
techniques de terminaison :

— Extension du critére des paires de dépendance au cas des symhutéstifsst/ou

Claude Marché Mémoire d’Habilitation — Université Paris Xl
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commutatifs (section 2.2, [106, 90]) ;

— Utilisation des ordres polynomiaux dans le contexte du critére des paidepde-
dances, et recherche automatique efficace de solutions (sectiond?)3, [3

— Méthode incrémentale de preuves de terminaison, pour arriver a traitgydmes
de grande taille, c’est le résultat principal de la thése de Xavier Urbaifiajlenca-
drée (section 2.4, [143, 142, 144, 107])

— Preuve de terminaison de programmes exprimés dans d’autres formalisenles q
systemes de réécriture (section 2.5), en se ramenant a ceux-ci :lieniriée les
systémes de réécriture conditionnelle (section 2.5.1, [99]), puis lesgmoges lo-
giques (section 2.5.2, [122, 123]) et programmes équationnels avditiona d’ap-
partenance (section 2.5.3, [53, 52])

et sur les preuves de programmes impératifs :

— Modélisation de la mémoire puis schéma de traduction fonctionnelle des pimogsa
Java [105, 104].

— Modélisation de la mémoire, supportant I'arithmétique de pointeurs, et schéma d
traduction des programmes C [61]

— Etudes de cas sur des applettes JavaCard [80, 28]

— Etudes de cas sur des programmes C [75]

1.6 Organisation de ce mémoire

Le chapitre 2 présente mes contributions sur la preuve automatique de teomirads
chapitre 3 présente mes contributions sur la preuve de programmes impé&iasitsin de
ces chapitres se termine par une conclusion sur le theme concerné fiteechgrésente
une conclusion globale, des perspectives a court ou moyen terme slaulesixes de re-
cherche précédents, et des perspectives a long terme.

Ce document ne contient pas de détails techniques sur I'obtention déateéthéo-
riques fondamentaux, mais plutdt des présentations par des exemplesldemps abor-
dés et comment ils ont été traités. En effet, lors de mes recherches jairt®ajoerché a
mettre en pratique les résultats théoriques obtenus.

Claude Marché Mémoire d’Habilitation — Université Paris Xl
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Chapitre 2

Preuves de terminaison

Ce chapitre aborde donc le premier de mes deux principaux axes dectezhia preuve
mécanisée de terminaison.

2.1 Contexte

2.1.1 Historique

Comme on I'a vu dans le chapitre introductif, la preuve de terminaison degmnges
est un souci ancien, puisqu’il est mentionné par Alan Turing en 194 [t bien entendu
c’est également Turing qui a montré I'indécidabilité de la terminaison en ggiés, 139].

Néanmoins, la grande diversité des formalismes de calculs a fait querpéorttemps
aucune approche générale n'a été proposée : la seule techniqueg@étdit le principe issu
des mathématiques qui consiste a prouver la finitude d'une séquencgoeraata chacun
de ses termes une mesure qui décroit strictement, a valeur dans les ertitfs gu dans
un autre domaine bien fondé.

En 1970, un article marquant d0 & Zohar Manna et Stephen Ness flio@3resse a
la preuve de terminaison « d’'algorithmes de Markov », qui s’avereneétfait ce qu’on
appelle communément aujourd’hui des systémes de réécriture. C'astelaarticle que la
preuve de terminaison est réduite a un nombre fini de contraintes de la §orme pour
des termes ett donné, pour lesquelles on doit chercher une relation d’arsdgeli soit un
ordre ditde réduction il doit satisfaire les trois propriétés suivantes :

1. étre bien fondé : il N"Tadmet pas de suite infinie décroissante sy > s3-- -}

2. étremonotone sis > talorsC|[s] > C'[t] pour tous termesett et pour tout contexte
CL;

3. étrestable par instanciationsi s > t alorsso > to pour tous termes ett et toute
substitutions.

Ce principe consistant a ramener la preuve de terminaison a une nomie dmtraintes
devant étre satisfaites par un ordre satisfaisant des propriétés adeligsr(ici &tre un ordre
de réduction) est fondateur de toutes les techniques qui vont shidéammoins, cet article
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n’est pas orientd priori vers la mécanisation, puisque aucune méthode n’est proposée pour
rechercher un ordre de réduction.

En 1970 également, un autre article marquant est paru, di a Donald KnBtne
dix [84], dans lequel est introduit pour la premiére fois la notion de mho@decomplé-
tion. Cet article ne s’intéresse pas en priorité a la terminaison mais plutét a I'aamegié
fondamentale que I'on recherche pour un systéme de réécritucenfluencececi dans
le but de décider I@robléme du motlans des théories équationnelles. Néanmoins, I'algo-
rithme de complétion de Knuth et Bendix a besoin pour fonctionner de la datiné ordre
de réduction (au sens précédent). Pour traiter des exemples colordtset Bendix intro-
duisent une construction de tels ordres, a partir de la donnée pfénédencéc’est-a-dire
un ordre sur les symboles de fonctions) et de poids (des entiers) pague symbole de
la signature. La famille d’ordre de réduction ainsi obtenue est resté&desmom d’ordres
de Knuth-Bendix (KBO). Cet article ne donne néanmoins aucune apppuur rechercher
automatiqguement une précédence et des poids appropriés.

Le début des années 1970 a ainsi mis en avant la réécriture comme ufidorende
calcul suffisamment simple et général, et surtout de nature puremeakisyre, qui en
a fait le formalisme le mieux adapté au développement de théories et de teshpimur
décider la terminaison d’algorithmes.

En 1978, Nachum Dershowitz et Zohar Manna proposent une nowlatise d’ordre
gui seront par la suite dénommesiltiset path orderinggMPO) [47, 42]. Ces ordres sont
paramétrés par une précédence, et les termes sont comparés paritihnaégrécursif sur
leurs sous-termes, ce qui en fait une classe d'ordresylitaxiqueset facile a programmer
(bien qu’une attention particuliere doit étre de mise pour contréler la compldxitést
de comparaison). Une variante de cette classe d’'ordres de réductisniteaité proposée
par Kamin et Lévy en 1980 [81], en permettant de comparer les soussteronepas en
tant que multi-ensemble mais comme des séquences ordonnées lexicograg@mtules
lexicographic path orderingéLPO). Ces deux classes ont été finalement généralisées en
une classe dite daecursive path orderingéRPO) par Dershowitz [43], ou chaque ordre
est paramétré par une précédence ainsi que la donnée, pour sigathae de la signature,
d’un statut pouvant étre multiset, lexicographique de gauche a droite, diwide a gauche.
Comme sur une signature finie donnée, il n'y a qu’un nombre fini de gedw&s possibles,
et également un nombre fini de statuts, on voit immédiatement qu’il est décdiabavoir
si un systéme de réécriture donné est inclus dans un RPO. Pourcteahsirun systéme de
réécriture est inclus dans un RPO, il existe évidemment des méthodesfasesf pour
rechercher un RPO convenable que d’énumérer les précédenessituts, en procédant
plutdt par une résolution de contraintes a partir des termes a companee, telle méthode
a été implantée en 1983 dans le logiciel REVE [95, 63]. Ce logiciel peut éhrsidéré
comme le premier outil permettant une preuve automatique de terminaison die@meyde
réécriture.

Un autre article pionnier publié en 1979 est celui de Dallas S. Lankfetl ffui est
considéré comme initiateur de I'approche dite ipgerprétations polynomialesl propose
une classe d'ordre de réduction, ou chaque ordre peut étre defilai gonnée, pour chaque
symbole de fonctiory d’arité n, d’'un polynéme an indéterminées. Cet article donne des
conditions suffisantes sur les coefficients pour que I'ordre obtenursoitdre de réduction.

Claude Marché Mémoire d’Habilitation — Université Paris Xl
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Néanmoins, une fois de plus, il ne donne aucune méthode pour reehautbmatiquement
des polynémes qui pourraient convenir.

En 1986, Ahlem Ben Cherifa et Pierre Lescanne [17, 16] ont pgiopog condition
suffisante de positivité d'un polyndme, mécanisable, ce qui a donné lieprardéere im-
plantation de la vérification d’une preuve de terminaison par interprétatmpsgniales.
lls ont par ailleurs établi une condition nécessaire et suffisante (eursujoilisée aujour-
d’hui, par exemple dansi®E) de compatibilité de I'ordre engendré avec I'associativité et
la commutativité, par contre il n’y avait toujours aucune approche péoposgr la recherche
automatique d'interprétations adéquates. En 1990, Jocelyne RouyierretlRescanne ont
proposé un critere de positivité beaucoup plus élaboré, basé surierntede Sturm [126],
mais dont la complexité de lui a pas permis de s'imposer. D'autre part, I'abpété éten-
due par Pierre Lescanne en 1992 [96] aux interpréta@timeentairesc’est-a-dire avec des
fonctions exponentielles.

Des avancées importantes ont été accomplies par Joachim Steinbach adeartir
1992 [131, 132] : on lui doit I'idée de la recherche automatique de pahgsdde forme
particuliere (les linéaires, les polynémsisnplesdéfinis ci-aprées 2.3.3, lesmple-mixedl
et un algorithme de recherche automatique de polyndmes appropriésurd$gégalité
des moyennes arithmético-géométrique, qui permet une linéarisation detitésg ob-
tenir. Ce dernier algorithme est dépassé aujourd’hui, mais la classificatofodnes de
polynémes reste d’actualité. Il faut aussi noter que J. Steinbach agme § sa méthode,
prouver automatiquement la terminaison d’une large collection de systemésadigure.

En 1995, Jirgen Giesl [65] s’est attaqué au probléeme de la rechautbmatique
d’ordre par interprétations polynomiales, et a proposé deux nouge&rEmierement, des
conditions suffisantes de positivité meilleures que celles de Ben Cherifzseaine et de
Steinbach, basées sur les dérivées successives des polyndondsnizgnent, une méthode
de recherche de polynébmes adéquats basée sur la résolution de tesmtpaignomiales
dans les réels au lieu des entiers, probleme qui contrairement au caidesest en théo-
rie décidable [134] mais néanmoins d'une complexité algorithmique trés élaggect
cette variante a montré en pratique trés peu d’ameélioration par rapport afagee de
Steinbach.

2.1.2 La situation en 1997

En 1997, le logiciel CIME implantant la technique de complétion normalisée péepos
dans ma thése de Doctorat [101, 102, 31] a commencé a étre re-strumtuendaire une
boite a outils pour la réécriture, fournissant de multiples opérations.di algré en parti-
culier utile d'implanter des techniques de recherche de preuve de termminetismus avons
implanté la famille des RPO. En effet, a cette date plusieurs raisons faisaeld gasse
des ordres par interprétations polynomiales étaient moins populaires quétlesdes syn-
taxiqgues comme RPO. D’un point de vue théorique, la classe des systergéstiteire pou-
vant étre inclus dans un ordre par interprétations polynomiale est réstreiemieérement,
la longueur des dérivations a une borne doublement exponentielledé@kjemement, la
fonction calculée appartient nécessairement a une classe de complduwité f29, 21]. Par

Claude Marché Mémoire d’Habilitation — Université Paris Xl



12 Preuves de terminaison

exemple, la terminaison de la fameuse fonction de Ackermann-Peter :

A(0,y) — s(y)
A(s(x),0) —  A(z,s(0))
A(s(z),s(y) — Alz,A(s(z),y))

est aisément prouvée avec le LPO engendré par la précédenceet le statut lexicogra-
phique gauche-droite pout, mais il n'existe pas d'interprétation polynomiale adéquate.
D’un point de vue pratique, les ordres basés sur des précédemtgdLs simples a implan-
ter, larecherche automatique est décidable, alors que la rechercthegbiar interprétations
polynomiales est nécessairement incomplete.

Néanmoins, il existe aussi des exemples de systémes de réécrituretgryanouveés

terminant par des ordres par interprétations, mais pas par un RPO. idplexest le calcul
de I'addition des entiers binaires

#0
x+ #
#+zx
0+ y0
0+ yl
1+ 40
1l +yl

i
x
X

x+y)0
r+y)l
r+y)l
(x+y) +#1)0

gue nous avons proposeé [33], mais aussi de fameux exemples de laattaa-avec sub-
stitutions explicites sur lesquels nous avons travaillé [141], qui nous amt demandé
d’'implanter dans CiME les techniques d’ordres par interprétations.

En 1997 eut lieu une petite révolution dans les techniques de preuve dedisonide
la réécriture : la méthode des paires de dépendance, proposée paaisTAds et Jirgen
Giesl [6, 7], offrit une alternative au critére de terminaison de Manrdess, et permit
d’élargir de facon tres significative la collection des systémes de réécptuvant étre
automatiguement prouvés terminant.

Enfin, en 1998, Hoon Hong et Dalibor Jakus [73] ont repris les trapaécédents sur
les critéres de positivité de polyndmes, et ont établi une hiérarchie alail@puissance des
différentes méthodes, a I'exception notable de la méthode de Rouyerddi26é semblait
pas étre connue de ces auteurs. En gros, il faut considérer que ledmélis dérivées suc-
cessives de Giesl est meilleure que les précédentes de SteinbaclGitdBda-Lescanne, et
résultat surprenant mais essentiel, est équivalente aussi bien eamngeisgl’en complexité
algorithmique a la méthode triviale qui regarde seulement si tous les caeSisient po-
sitifs (aprés « translation » du polynéme en 0, voir ci-apres a la section. 2 2¥sultat
est essentiel pour la méthode de recherche de polynémes utilisée densqsjoGME, et
sera présenté formellement dans la section 2.3.3.

I

(
(
(
(

Yla constante# représentd, les deux constructeurs unairgé®t 1 sont notés de fagon postfixe, ¢i1)0
représent@z et (z)1 représent@z + 1. Ainsi 6 est codé pa#110: 2 x (2 x (2 x 0+ 1) + 1). Le codage
d’'un nombre est unique si I'on supprime les zéros inutiles au début,ld'®gle#0 — #.
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2.2 Généralités sur la terminaison et les ordres de réduction 13

Ces deux derniéres avancées — critere des paires de dépendaritégestie positivité
de Hong et Jakus — nous ont permis de de démarrer de fructueusétgacte recherche
sur la preuve automatique de terminaison, avec pour objectif d'étre cajmtrkdter effica-
cement des cas « pratiques » : d’'une part, de nombreux exemples thaesgstécécriture de
la littérature ne pouvaient pas encore étre automatiquement prouvés teenatatiautre
part la puissance accrue de ces techniques de terminaison de la régaitaet enfin d’en-
visager de procéder a la preuve de terminaison de programmes exprimésalgre forma-
lismes, en procédant par traduction vers la réécriture. Nous avongtidi la preuve de
terminaison de programmes Prolog, et de programmes équationnels adémosrd’ap-
partenance, formalisme utilisé dans la plateforme Maude [30]. Les exenipiegtdiés
avaient une taille (en terme de nombre de régles principalement) de plus eyrahae,
et pour résoudre des problémes de passage a I'échelle de nos teshmiqus avons été
amené a proposer de nouveaux critéres de terminaison, permettanéaessprodulaires
(c.-a-d. ou la terminaison d’un systéme se raméne a la terminaison de sesaataguous
petits) etincrémentalegc.-a-d. ou lorsqu’on ajoute un composant a un systeme déja prouvé
terminant, on prouve la terminaison de I'ensemble en considérant seulessarttrdraintes
sur 'incrément).

2.1.3 Résultats obtenus

Les résultats que nous avons obtenus se déclinent en quatre points :

— Extension du critére des paires de dépendance au cas des symhutestifsst/ou
commutatifs (section 2.2, [106, 90]) ;

— Utilisation des ordres polynomiaux dans le contexte du critére des paidspédea-
dances, et recherche automatique efficace de solutions (sectiond])3, [3

— Méthode incrémentale de preuves de terminaison, pour arriver a traitgydmes
de grande taille, c’est le résultat principal de la thése de Xavier Urbair'gjuco-
encadrée (section 2.4, [143, 142, 144, 107])

— Preuve de terminaison de programmes exprimés dans d’autres formalisenles g
systeémes de réécriture (section 2.5), en se ramenant a ceux-ci :lieniriée les
systemes de réécriture conditionnelle (section 2.5.1, [99]), puis lesgmoges lo-
giques (section 2.5.2, [122, 123]) et programmes équationnels avditiocns d’'ap-
partenance (section 2.5.3, [53, 52])

Les problémes ouverts et les enjeux futurs seront passés en rasladaction 2.6 et
le chapitre 4.

2.2 Généralités sur la terminaison et les ordres de réduction

Nous adoptons les définitions et notations standards en réécritur®[4&5]. On note
T(F,X) 'ensemble des termes du premier ordre sur une signdtueeun ensemble de
variablesX. On noteto I'application d’une substitutioa & un terme.
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14 Preuves de terminaison

2.2.1 Paires d'ordres de réduction

La termination des systémes de réécriture est traditionnellement, en fait teqitsre
de Manna et Ness en 1970 [100] prouvée a l'aide d’ordres strigiédigstion[44], c’est-a-
dire d’'une relation d’ordre strict qui soit bien-fondée, stable par imtsédion et monotone.

Proposition 2.1 (Manna, Ness, 1970Un systeme de réécritur® termine ssi il existe un
ordre de réduction> tel quel > r pour toute regld — r de R.

La popularisation de la technique des paires de dépendance a nécebsiéitede
comparer des termes a la fois au sens large et au sens strict, mais d’uthepairet pratique
une difficulté survient : dans une telle situation on n’utilise pas un otdgesa partie stricte
définie part; = to Sity = to etty ¥ t1. En effet, I'ordre strict ainsi défini n’est pas stable
en général, comme le montre I'exemple suivant.

Exemple 2.2 Pour une signature contenant une constantet pour un ordre fonctionnant
par interprétation dans les entiers naturels ajie¢ = 0, on aura, pour toute variable,
x = aeta ¥ x, et sion prend pour la partie stricte associée &, on auraz > a. Mais
alors > ne peut pas étre stable car si I'on instanaig@ar a, cela donnerait: > a.

Une solution possible serait d'utiliser pour la partie stricte stabld117] de >, c.-a-d.
t1 = to Si pour toute substitution, t10 > tyo ettoo ¥ t1. Mais alors cette relation n’est
plus calculable en général, et donc pour la mécanisation des preuvessifaut prendre
une relation calculable incluse dans la partie stricte stablexe

Définition 2.3 Une paire d’ordres compatiblesst un couplg>, >) de relations sur un
ensemble telles que :
— = est un préordre, c.-a-d. une relation réflexive et transitive ;
— > est un ordre strict, c.-a-d. une relation anti-réflexive et transitive ;
— > estcompatibleavec’-, c’est-a-dire pour tous, y, z,t, Siz = y > z = t alors
x >t.

Pour alléger le vocabulaire, nous continuerons a appediee sur les termeane paire
d’ordres compatibles sur une algébre de termes.

Définition 2.4 Un ordre sur les terme&-, >) est dit :

— bien-fondés’il n’existe par de suite infinie décroissartte> ¢t > - - -;

— stablesi a la fois> et = sont stables par substitution, c.-a-d. pour tous termest
to et toute substitution, sit; > t9 alorstio > tao, etsit; = ty alorstio > tyo;

— faiblement monotonsi pour tous termes; etto, tout contexte”[.], sit; = to alors
C[tl] >~ C[tz] ;

— strictement monotonsi pour tous termes, ett,, pour tout context€'[.], sit; > to
alorsClt;] > Clta].

Un ordre sur les termes est appelé :

— unordre de réduction faiblg'il est bien-fondé, stable et faiblement monotone;

— unordre de réduction strict'il est bien-fondé, stable et a la fois faiblement et stric-
tement monotone.
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2.2 Généralités sur la terminaison et les ordres de réduction 15

Cette notion d’ordre de réduction faible est un cas particulier de la notigratie
de réduction faibldweak ordering paiy proposée en 1999 par Kusakari et Toyama [91].
Les conditions de la définition de Kusakari et Toyama sont trés généealgerticulier la
transitivité des relations n’est pas exigée), mais pour notre objectif denisétian, notre
cas patrticulier suffit.

2.2.2 Critéres des paires de dépendance

Définition 2.5 Soit R un systéme de réécriture sur la signature On appellesymboles
définisde R les symboles qui apparaissent au moins une fois en téte d'un memimieegau
d’'une régle deR. Les autres sont appelés symbatesstructeurs
Une paire de dépendanake R est un coupl€u,v) tel queu — w est une régle de
R et v un sous-terme de dont le symbole de téte est défini. L'ensemble des paires de
dépendances dB est notéeD P(R).
On notef” la signature obtenue en ajoutantfaune copief de chaque symbole défini
f. Une paire de dépendance marquée est une paire de termé‘t{EUrX) obtenue a partir
d’'une paire de dépendance « normaléw;v) en marquant les symboles de téteudet v.
Unechaine de dépendanest une suite de paires de dépendance, munie d’'une substi-
tution o, tel que pour toutes paires consécutives v;) et (u;+1, vi+1),

A
viU(T)*ui_;,_lU

dans cette définition#a signifie que les réécritures n'ont jamais lieu a la racine. De plus,
on suppose implicitement que les variables apparaissant dans les pairé& renommeées
pour n'apparaitre que dans une paire au plus, ceci évite d’introduire gubstitutions;
par pas. Une telle chaine de dépendance est dite minimalesi fortement normalisable
pour R.

Les chaines de dépendance marquées, éventuellement minimatedéfauns de la
méme facon en utilisant les paires marquées.

Le critére des paires de dépendance est d( a Arts et Giesl en 1997 [9]

Proposition 2.6 (Arts & Giesl, 1997) R termine ssi il n'existe pas de chaine de dépen-
dance (marquée ou non, minimale ou non) infinie.

Ce critere induit une technique pour prouver la terminaison a l'aide d’'dreate ré-
duction sur les termes (implicitement une paire d’ordre).

Proposition 2.7 R termine ssi il existe un ordre de réduction faible §UiF, X) (resp. sur
T(F,x))telquel > r pour toute reglé — r de R etu > v pour toute paire de dépendance
(resp. paire marquée).

Exemple 2.8 Pour montrer la terminaison du systéme a une régle

(@) — Flo(f(x)))
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16 Preuves de terminaison

on calcule d’'abord ses paires de dépendance non-marquéegst défini ety est un
constructeur, donc les paires de dépendance sont au hombre ge deu

(FUf @) Fla(f(x)))
(F(f(z))  [f(2))

nous devons donc trouver un ordre tel que

f(f(x))
(@) >
f(f@) = flg(f(z)))

\%
=
—
Q
—~~
-
—~
&
Na?

Une solution est d'utiliser une interprétation dans les entiers définie réemeent par :

[f(@)] = [z]+1
[g(x)] = 0

L'interprétation def(f(z)) est alors[x] + 2, supérieure a celle d¢(g(f(x))) qui estl,
etc. On verra en section 2.3 pourquoi cela définit bien un ordre deatémtufaible.

2.2.3 Critéres des graphes de dépendance

C’est un raffinement qui permet de relaxer les contraintes de terminaigsoudre, et
qui s’avére trés efficace pour la mécanisation.

Définition 2.9 On appellegraphe de dépendand&in systéme de réécriturg le graphe
orienté dont :

— les sommets sont les paires de dépendancés;de

— ily aune aréte déuy, v1) vers(usq, vo) SSi il existe une substitutiontelle que

A
V10— U0

La proposition suivante est inspirée de [8], mais énoncée sous une fidus actuelle.

Proposition 2.10 Si pour toute composante fortement connéxdu graphe de dépendance
de R, il existe un ordre de réduction faible-, >) tel que

— I = rpourtoutrégled — rdeRR;

— u > v pour chaque paire dé&’

— u > v pour au moins une paire dé
alors il n’existe aucune chaine de dépendance infini&det doncR termine.

Ce critére raffiné du graphe de dépendance n’'est pas mécanisdlétmecar le calcul
du graphe est indécidable : pour un systéme de regles arbiiRae ne peut pas décider
I'existence d’un substitution telle que

A
1)10'#—> U0
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2.2 Généralités sur la terminaison et les ordres de réduction 17

Définition 2.11 Pour tout terme, on notecapr(t) le terme obtenu en remplacant par une
nouvelle variable chaque sous-termeidgui est soit une variable, soit un terme dont le
symbole de téte est défini daRs

Lemme 2.12 Si

*
A
1)10'#—> Uso

alors capr(v1) etug sont unifiables.

Définition 2.13 On appelle graphe de dépendance estimé (EDGy tegraphe
— les sommets sont les paires de dépendancés;de
— ily aune aréte déuy, v1) vers(us, ve) SSiNg(v1) etug sont unifiables.

Pour mécaniser le critere raffiné, on remplace le graphe de dépengance graphe
approché, qui posséde au moins autant d’arétes.

Exemple 2.14 Pour montrer la terminaison du systéme classique de I'addition et de la
multiplication des entiers de Peano :

z+0 — «x
z+s(y) — s(x+vy)
zx0 — 0

rxs(y) — z+(zxy)

on construit le graphe de dépendance approché suivant :

C [t o] — [ x| — [t rin] )

Il y a deux composantes fortement connexes, la paire du milieu étdoeeldaut donc
trouver deux ordres tels que

et! =; r pouri = 1,2 et chaque réglé — r.

2.2.4 Symboles associatifs et commutatifs

Lorsque I'on spécifie équationnellement des opérations algébriquesyé eegulié-
rement que l'on veuille affirmer la commutativité d’une opératjgrc’est-a-dire donner
l'identité

f(w,y) = f(yvx)
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pour tousz, y. C'est le cas pour I'addition et la multiplication des nombres, I'union I'in-
tersection des ensembles et multi-ensembles, la conjonction et la disjonctilderos
etc.

Malheureusement, la commutativité ne peut pas étre utilisée en tant que régle de
écriture, car alors elle induirait immédiatement une non-terminaison. Ce prelast gé-
néralement contourné en considérant la réécritnoglulocommutativité, c’est-a-dire ou
I'équation de commutativité est rendue implicite, en travaillant sur les claségsid-
lence de termes modulo commutativité. Ainsi;siest un symbole commutatif et avec la
régle

a+b—c

on se permet de récrire égalemént a enc. De maniére générale, cela nécessite de rem-
placer le filtrage standard par le filtrage modulo commutativité.
Une autre identité classique est I'associativité :

f(f(x,y),z) = f(:c,f(y,z))

or sil'on oriente cette identité en une régle, par exemple de gauche a dloitecela induit
une non-terminaison modulo commutativité :

f(f(a;b),¢) = f(a, f(b,¢)) = f(f(b,c),a) — -

et donc classiqguement, en présence a la fois de commutativité et d’assgciati travaille
modulo ces deux identités, avec un filtrage approprié, le filtrage AC [78,1231].

Le critére standard de terminaison de Manna et Ness s’étend tres fadikureas AC :

il suffit d'utiliser un ordre de réduction compatible avec AC. Depuis 1886) Cherifa et
Lescanne [16] ont donné un critére nécessaire et suffisant paur grdre défini par inter-
prétations polynomiales soit compatible avec AC. Par contre, obtenir ua ocodnpatible
AC a partir d'un RPO est particulierement ardu, et ce probléme a géaéréndbreux tra-
vaux [13, 16, 130, 11, 127]. Pour contourner ce probléme une pisteea été explorée : les
méthodes par transformations, pour ramener la terminaison d’'un systemeraitatson
d’'un autre [67, 15, 12, 55]

L'extension du critére des paires de dépendance au cas AC n’eatipsismmeédiate.
Avec Xavier Urbain, j'ai proposé une premiére version en 1998 [106js Kusakari et
Toyama [92], Kapur et Giesl [66], et enfin de nouveau Kusakataisr et moi [90] ont
proposé d’'autres variantes.

L'expérience acquise, par la pratique de la preuve automatique de teronirsais de
nombreux exemples, a montré que le critere le plus utile était finalement le débeumina
commun des critéres précédents, consistant simplement a ne pas utiliserqdesnaour
les symboles AC. On trouvera une discussion détaillée sur ce point dafis [1

Définition 2.15 Les paires de dépendances AC (dans le cas simple) sont obtenuas en ¢
culant au préalable, pour chaque régle de réécriture dont le symhmtétd est AC, larégle

dite étendue : I'extension d&(ly,l2) — r si f est AC est la régle (z,l1,1l2) — f(x,r)

pour une variable fraiche. Les paires de dépendances AC sont alors les paires de dépen-
dances standard calculées sur ce systeme étendues. Dans le cageesyarquées, on ne
marque pas les symboles AC.

Claude Marché Mémoire d’Habilitation — Université Paris Xl



2.2 Généralités sur la terminaison et les ordres de réduction 19

(#)0 — #
#4+xr — «x
r+# — =
()0+(y)0 — (z+y)0
)0+ (Yl — (z+yl
)0+ (y)j — (v+y)j
(@1+ @yl — (@+y+(#)1)J
@)+ Wi — (@+y+@FH)I)
@)1+ ()i — (z+y)0
opp(#) — #
opp((z)0) —  (opp(z))0
opp((z)1) —  (opp(z))j
opp((z)j) — (opp(z))1
r—y — z+opp(y)
#xx — #
()0xy — (z*y)0
()lxy — (z*xy)0+y
()j*xy — (rxy)0—y

FiGc. 2.1 — Addition et multiplication des entiers relatifs codés en ternaire

Les chaines de dépendances sont définies de la méme maniére gjieaenstandard,
mais avec réécriture modulo AC : pour toutes paires consécutives;) et (u;+1, vi+1),

£ .

vio(———) uip10

R/AC

Proposition 2.16 (Marché, Urbain, 1998) R termine modulo AC ssi il n'existe pas de
chaines de dépendance AC (marquées ou non) infinies.

Le raffinement du graphe de dépendance s’'étend alors simplemerg ACcan utili-
sant I'unification AC pour calculer le graphe de dépendance approchéme nous I'avons
montré des la premiére variante que nous avons proposée en 1998L[a0&jmatisation
de ces critéres se fait en considérant les mémes contraintes que danptestipns 2.7 et
2.10, mais avec cette fois un ordre compatible avec AC.

Exemple 2.17 En 1997, Evelyne Contejean, Landy Rabehasaina et moi[33] avopeeé
le systéme de réécriture donné sur la figure 2.1 pour calculer I'additida eiultiplication
des entiers relatifs codés en ternaire.
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Dans ce codage [83], les nombres sont engendrés par la constaqte représent® ;
et les trois constructeurs unairé@s 1 et j, notés de fagon postfixe, ¢u)0 représentelz,
(x)1 représent&x + 1 et (x);j représent8z — 1. Ainsi 6 est codé pag150 (3 x (3 x (3 x
0+1)—1))et—13par#;jjj (3 x (3x (3 x0—1)—1)—1). Le codage d’'un nombre est
unique si I'on supprime les zéros inutiles au début, d’ou la régigd — #.

Pour ce systeme, les symboleset x sont supposés AC. Sa terminaison était montré
a la main, trés laborieusement [33], et il était mentionné comme challeiegproduire
une preuve automatique de sa terminaison. A I'heure actuelle, avec leeatlitégraphe de
dépendance AC tel qu'il est codé dans CIME (et aussi avec la relcheutomatique d'in-
terprétations polynomiales détaillée dans la section suivante), il suffit ekejgess millise-
condes pour établir automatiquement sa terminaison ! Voila ainsi une meginés concréte
et trés satisfaisante de mesurer les avancées récentes sur la preoveatique de termi-
naison.

2.3 Terminaison par interprétations polynomiales

L'objet de cette section est de présenter mes travaux sur l'utilisation degrétations
polynomiales dans la recherche automatique de preuve de terminaisoriélaes/se ré-
écriture. L'essentiel de cette section est paru dans un article écrieaedyne Contejean,
Ana Paula Tomas et Xavier Urbain [34], paru dans le numéro spécitd genminaison de
la revueJournal of Automated Reasonieg 2005.

Au début de ces travaux vers 1997, plusieurs croyances erroitégiient a propos
de cette classe d’'ordre. Par exemple, certains croyaient que lesrdeastievaient étre
obligatoirement interprétées par des entiers au moins égaux a 2, alors qiestcque la
méthode de test de positivité de BenCherifa-Lescanne qui I'exige.

2.3.1 Ordres définis par interprétation et leurs propriétés

On se donne un ensemble non vidarbitraire, muni d’'un ordre>p, que I'on appelera
domaine d'interprétationOn définit>, comme la relation>p \ <p.

Définition 2.18 Soit¢ une application qui & chaque terme clog T'(F') associe un élé-
ment deD. L'ordre surT'(F) engendré par est défini par

t1 >4 ta ssi o(t1) >p o(t2)
t1 >¢ta  SSi ¢(t1) >p é(t2)

Proposition 2.19 Si>p est bien-fondé alorg>4, >,) est un ordre bien-fonde.

Une généralisation naturelle de cette construction aux termes non clos dgede
t1 >4 t2 lorsquetio >, tao pour toute substitution close, c’est en fait la plus grande
extension stable de I'ordre sur les termes clos. Néanmoins, une telle défirigest pas
adaptée a la mécanisation, ne serait-ce que parce qu’elle n'est paahdigeid général. On
préfere procéder d'une maniére différente qui conduira a une nelplics petite (dans le
sens ott; >4 to impliquerat o >4 tao pour touto, mais pas l'inverse).
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L'idée est en fait assez naturelle : plutdét que d’interpréter un termech@- en un
élément deD, ce qui n'a pas vraiment de sens, on donne une fonction qui a cliatgue
prétation possible dan® des variables deassocie un élement de. Autrement dit,p(t)
est une application d& — D dansD. L'ensemble(X — D) — D des telles applications
est naturellement équipé d’'ordres définis par :

f>pxg ssi pourtoutl € X — D, f(I) >p g(1)

f>pxg ssi pourtoul € X — D, f(I)>p g(I)
Il faut bien remarquer ici que-p x n’est pas identique 2p x \ <p, x, et c’est pourquoi
on a besoin d'utiliser des paires d’'ordres. On voit ainsi que I'on artépe probléme de
décidert;o >4 too pour touto en le probleme de déciderp x et >p x, ce qui pourra
se faire de maniére au cas par cas suivanDans la section 2.3.2 on verra comment au-

tomatiser ces ordres quamtlestN ou plus généralement I'ensemble des entiers relatifs au
moins égal a une valeur donnée.

Définition 2.20 Soit¢ une fonction qui & € T'(F, X) associe une fonction d& — D
dansD. L'ordre surT'(F, X)) engendré par est défini par :

ty >¢ta  SSi ¢(t1) >p,x ¢(t2)
t1 >¢ ta ssi ¢(t1) >p,x ¢(t2)

Proposition 2.21 Si>p est bien fondé alorg>,, > ) est bien fonde.

Définition 2.22 On définit une interprétatiohnomomorphiqugou plus simplement unor-
phisme en donnant pour chaqugd’arité » une fonction f], de D" dansD, et alors par
récurrence structurelle, pour todte X — D :

(f(tr, - ta))I) = [fla(e@)(T), ..., d(tn) (1))
¢(x)(I) = I(x)

Proposition 2.23 Si ¢ est un morphisme alors 4 et >4 sont stables.

Avec ce résultat, on sait maintenant que la relation d’ordre sur les termedasest
effectivement incluse dans la plus grande extension stable, mais la gaaipest fausse en
général, comme le montre I'exemple 2.2.

Définition 2.24 Pour un symbolef € F darité n > 1, on dit que[f] est faible-
ment (resp. strictement croissant en sorn-eme argumentl < i < n, Si pour tout
a,b,c1,...,¢-1,Ciy1,---,cp dansD, a >p bimplique

[fl(ct,s. .- cimt,a,¢iq1, ..y cn) 2p [f](e1, ..o cimt, b cigt, .oy cn)
(resp.a >p bimplique

[[f]](clv ey Ci—1,a, Cig 1, - - -7Cn) >D [[f]](cla .- '7Ci—17b7 Cit+1y .- 7Cn))
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Proposition 2.25 Si pour tout symbol¢, [f] est faiblement (resp. strictement) croissant
en chacun de ses arguments, alors (resp.>,) est monotone.

Pour mécaniser les preuves de terminaison par interprétations, il essaiéeale fixer
un domaine d'interprétation particulier : les entiers. Comme cet ensemblepaediien
ordonné, on considere en fait I'ensemble des entiers au moins égaawalaar donnég.

Définition 2.26 Pour uny € Z donné, soitD,, le domaine{z € Z | x > p} muni de
I'ordre usuel, qui est clairement bien-fondé. Les interprétations dapsont appeléeg-
arithmétiquesou simplement arithmétique quand la valeur.dest claire dans le contexte.

Une interprétation arithmétigue homomorphique est apppliignomialesi pour tout
f € F, [f] est une fonction polynomiale.

Ayant fixé ainsi un domaine d’interprétation réduit, il maintenant temps deoserp
la question de la mécanisation, pour commencer de la vérification gu’unerétteipn
donnée est bonne pour prouver une terminaison puis dans un seapgléemécanisation
de la recherche d’interprétation.

Pour résumer, pour vérifier qu’un ordre donné (ou un ensembldr@d®dans le cas des
criteres de graphes de dépendance) défini par interprétation polyeasisuffisant pour
prouver la termination d'un systéme de régles, il faut étre capable :

1. de vérifier que chacun des polyndmes envoit effectivemansD,, ;

2. de vérifier que ces polynémes sont strictement (ou faiblement pouitéeecdes
paires de dépendance) croissants en leurs arguments;

3. étant donné deux termesett,, de verifier que; >4 to out; >4 to.

Le point (1) peut étre traité ainsi : étant donné un polyn@rréen variables,P envoie
Dy, dansD,, si et seulement si le polynomi&l — 1 est toujours positif ou nul supy;.

Le point (2) peut étre traité ainsi : étant donné un polyn&ha n variables,P is
faiblement croissant en s&&me variable si et seulement si le polynéme

P(X1,.. ., Xi1, Xi + 1, Xig1, .., X)) — P(X1, o0, Xio1, Xoy X, o, X))

est toujours positif ou nul sub; ; et P est strictement croissant ensame variable si et
seulement si le polyndbme

P(Xl,...,Xi_l,Xi+1,Xi+1,...,Xn)—P(Xl,...,Xi_l,Xi,XH_l,...,Xn)—1

est toujours positif ou nul supy;.

Le point (3) peut étre traité ainsi : étant donngset to, ¢(t1) et ¢(t2) peuvent étre
calculés formellement sous forme de polynénigset P, sur les variables de et s, et
alorst; >, to si et seulement si le polynOmé% — P is positif ou nul surD7;, ett; > to
si et seulement si le polyndénig — P, — 1 est positif ou nul suby.

En conclusion, vérifier la terminaison d’'un systéme de régles aveg-imerprétation
polynomiale donnée peut étre mécanisée a partir du moment ou I'on sait neédaniéri-
fication qu’un polyndme donné est positif ou nul €.
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Exemple 2.27 Voici I'un des exemples de Ben Cherifa et Lescanne [16]. Il s’agind’
systéme de régles valides pour un morphisme de monoide.

(xxy)xz — x=x(yxz)
fl@)x fly) — flzxy)
fl@)x (fy) xz) — flaxy) xz

Pour prouver la termination de ce systéme, avec le critére standardffiome que I'ordre
polynomial défini pap = 1, [f](x) = 2z et[x](z,y) = xy + x est adéquat. Voici alors
comment en effectuer la vérification :

1. D’abord,[f] envoieD; into Dy, car
[fl(z) ~1=22 1
est positif ou nul quana > 1. De méme, poufx], on vérifie que
[x](z,y) —1=ay+z—1

est positif ou nul quand, y > 1.
2. Puis, pour vérifier quéf] est strictement croissante, on vérifie que

[z +1) = [f](z) =1 = 2(x+1)—22—1
=1

est positif ou nul quand > 1. Pour vérifier qud x| est strictement croissante en sa
premiére variable, on vérifie que

[ <Mz +1,y) = [z, 9) =1 = (@+Dy+(@@+1) —(zy+2) -1
= z2y+y+zrz+1l—ozy—ax—1
=y

est positif ou nul quand, y > 1. Enfin, pour vérifier qug x| est strictement crois-
sante en sa deuxiéme variable, on vérifie que

[F>x1(@y+1) = [flzy) -1 = (zly+1)+2z)—(zy+z)-1
zyt+arx+r—ay—x—1

= z—-1

est positif ou nul quand, y > 1.

3. Enfin, on doit vérifier que pour chaque régle, le membre gauchsupgrieur au
membre droit. Pour la premiére régle on a

[(xxy)xz] = (ey+2z)z+ (zy + )
[zx(yx2)] = zyz+y)+a
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donc

[(z xy) > 2] =[x x (yx2)] -1
= [(y+2)z+(@y+2)]—[zlyz+y) +2] -1
= ayz+rztayt+r—ayz —axy—x—1

= xz—1
qui est positif ou nul quand, i, z > 1. Pour la deuxieme régle, on a

[f(z) x fw)] = (22)(2y) + 22

[flxxy)] = 2(@y+x)
donc
[f(@) < f)] = [flexy)] -1 = [doy+22] - 2(zy + )] - 1
= 2zy—1

qui est positif ou nul quand, y > 1. Pour la troisieme régle on a

[f(x) x (f(y) x 2)] = 2x(2yz+2y) + 22
[flx xy)xz] = 2(xy+z)z+2xy+x)

donc

[f(z) x (f(y) x 2)] = [f(z xy) x 2] =1
= [22(2yz +2y) +2z] — 2(zy + )z + 2(zy + z)] — 1
= dayz+4xy + 2x — 2xyz — 20z — 20y — 20 — 1
= 2zyz+2zy —2x2z—1
= 2zz(y—1)+ (2zy — 1)

est positif ou nul quand, y, z > 1.

Notons que, comme on le voit sur la derniére vérification de cet exempiiervgu’un
polynéme est positif ou nul sup,, peut étre non trivial. C’est I'objet de la section suivante.

2.3.2 Test de positivité des polyndmes

La conclusion de la section précédente est que les conditions a vérnifies suterpréta-
tions peuvent étre ramenées a tester si certains polynémes sont pogitifis @our chaque
valeurs dang,, de leurs indéterminées.

On se concentre donc surpeobléme de positivitdes fonctions polynomiales :

Entrées : un entiex et un polyndme a coefficients entidfse Z[ X1, ..., X,)]
Sortie: a-t-onP(z1,...,xy,) > 0 pour touse; > 1 ?
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Il faut remarquer en premier lieu que ce probléme est indécidable : le 1Perbeme de
Hilbert peut s’y réduire. En pratique, on recherche des algorithmesmiédécision de ce
probléme, on n'a pas besoin de la complétude.

Les algorithmes déja mentionnés dans la section 2.1 [17, 65, 131] projolesoroxi-
mer le probléme en testant la positivité pour toutes les valeurs réelles supgibeLEgales
au de leurs indéterminées, probleme qui devient décidable (Tarski 1938)ndé@nmoins
d’'une grande complexité algorithmique. Comme la complétude est déja ab@&edzmpas-
sant aux réels, on continue a utiliser sur les polyndmes réels des métlantieltes de test
de positivité. En 1998, Hoon Hong et Dalibor Jakus [73] ont établi degparaisons entre
ces méthodes, et proposé une nouvelle. La conclusion de leur travgiilestoutes ces mé-
thodes sont aussi puissantes ou moins puissantes (c.-a-d. n’étdlpssda positivité de
plus de polynémes) que la méthode triviale suivante.

Définition 2.28 Un polynémeP est ditp-absolument positi§i si le polynédme
Q(Xl,...,Xn) :P(X1 —|—,u,...,Xn—|—,u)
n’a aucun coefficient négatif.

Lemme 2.29 Si P is u-absolument positif, alors il est positif ou nul sur toutes les valeurs
possibles de ses variables daig.

Preuve.Si P an indéterminées, sol, .. ., k, des entiers arbitraires au moins égayx a
alors

P(kb)kn):Q(kl_/J’aakn_u)

est positif ou nul puisque c’est une expression sans aucune siastraur des entiers
positifs ou nuls.

Ce test de positivité est vraiment simple a implanter. Néanmoins, il ne fauuptiero
gue la normalisation du polyndme translgiést potentiellement codteuse.

Exemple 2.30 (suite) Dans I'example 2.27, la derniére vérification demandait de veérifie
que
P(z,y,z) = 2zyz + 20y — 202 — 1

est positif ou nul pour tout, y, z > 1. On calcule

Plx+1ly+1,z+1) = 2+ D(y+1)(z+1)+2(x+1)(y+1)
+2z+ Dy +1) =2 +1)(z+1) -1
= 2xyz+2xy+2yz+2x2+2x+ 2y + 2242
+2zy+2c+2y+2—-222—-2x —22—-2—-1
= 2zyz+4dzy+2yz+ 2z +4y+1

qui est un polyndme sans coefficient négatif, dBrest1-absolument positif.
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Plus précisément, Hong et Jakus ont montré que la complexité algorithmigeeels ¢
est la méme que celle de la méthode de Giesl qui calcule les dérivées sue@si0i
gu’il en soit, puisque cette méthode est au moins aussi puissante quedédemes, sa
simplicité en fait la meilleure méthode.

Mais ce n'est pas tout : grace a cette méthode, nous avons apportéaleautés, pas
difficiles mais trés utiles en pratique. Premierement, nous proposons wmedagontour-
ner la complexité de calcul de la translation, en effectuant plutdt un cheargel’interpré-
tations, pour se ramenena= 0, le test de positivité devenant alors complétement trivial.
Deuxiemement, le fait d’avoir montré que I'on pouvait toujours se ramener=a0 va
grandement simplifier la recherche automatique d’interprétations polynomagdesiates
pour la terminaison d’un systéme de réécriture donné.

Proposition 2.31 Soit (>4, >4) un ordre défini par deg.-interprétations[f]. Alors cet
ordre peut étre défini aussi par deédnterprétations polynomiales suivantes :

[fTo(zr, .o zn) = [f] (21 + oy + 1) — o

Exemple 2.32 Toujours sur I'exemple de Ben Cherifa et Lescanne, on peut calcaker u
fois pour toutes les translations des interprétationsfdet x : nous avons les nouvelles
interprétations :

[fTo(z) = [flz+1)—1=2(z+1)—1=22+1
[xJo(z,y) = [x](z+1,y+1)-1
= (z+Dy+)+(x+1)-1
= xy+2x+y+1

Pour finir, on peut encore optimiser les choses en remarquant quéedassoty = 0,
on a un test trés simple de croissance stricte ou faible des interprétations.

Proposition 2.33 Une O-interprétation polynomiale®(x1,...,x,) a coefficients positifs
ou nuls est toujours croissante au sens large en chacune de seslggriebest strictement
croissante en s&eme variable si et seulement si le coefficientgest strictement positif.

Exemple 2.34 Sur I'exemple du morphisme de monoide, les nouvelles interprétations pou
= 0 engendrent un ordre strictement monotone, puisque le coefficientdas] f]o est
2 et les coefficients deety dans[x], sont2 and 1 respectivement.

2.3.3 Recherche de polynébmes adéquats

Pour un systéme de réécriture donné, si I'on veut non pas tester gitengrétation
polynomiale donnée convient pour sa terminaison, mais si on veut réehanne telle
interprétation, il nous faut procéder de la fagon suivante :

1. Introduire des interprétationmramétriquespour les symboles, c’est-a-dire ou les
coefficients sont des variables a déterminer; pour cela il nous faigichne borne
sur le degré des polynémes cherchés, comme proposé par Steinb2jch [13
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2. Un critere de terminaison étant choisi, énoncer les contraintes a satis@it la
forme de condition de positivité de polynédmes paramétriques, puis grateahoix
systématique dg = 0, des contraintes arithmétiques (en géneral non linéaires sur les
variables cherchées.

3. Résoudre ces contraintes arithmétiques

Ce qui reste a faire est donc la résolution de contraintes égalitaires afitaiégs sur des
entiers, probléme qui est encore indécidable.

Un choix possible, qui n’est malheureusement pas toujours satisfeisgmatique, est
de fixer une borne sur les coefficients cherchés, autrement ditheltarne solution sur le
domaine[0, B] pour un entietB fixé a priori. On se retrouve alors avec une contrainte sur
un domaine fini, et notre contribution a été de mettre en ceuvre les méthodees@uur
ce type de contraintes. Néanmoins, pour traiter des exemples de grandetaiieavons
été amené a concevoir une méthode originale d’abstraction des varidhles[3

2.4 Criteres incrémentaux

Prouver la terminaison d’'un systéme de réécriture de grande taille, dapadeog
il posséde un grand nombre de régles, est une tache particuliererdeat &n effet, la
terminaison n’est pas une propriétédulairedans le sens ou l'union de deux systemes
qui terminent ne termine pas forcément, méme sous des hypotheses tresdantae par
exemple s’ils ne partagent aucun symbole. Cela est mis en évidence ganewnfcontre-
exemple d0 a Yoshihito Toyama [137] : si I'on prend comme premier systemaula se
regle f(a,b,z) — f(z,z,x), et comme second systéme les deux regles de projections
g(z,y) — z etg(z,y) — y, leur union ne termine pas :

f(g(a7 b)ag(avb)ag(a7 b)) - f(aa bvg(a’ a)) - f(g(a, b)mg(avb)ag(a’ b)) —

alors que chacun d’eux termine.

Afin d’obtenir des résultats positifs de modularité, deux catégories déctiests ont
été proposées dans la littérature. La premiére catégorie restreint lesaagesées selon
des critéres syntaxiques : linéarité a gauche, régles non-effraadrérest-a-dire dont le
membre droit n’est pas une variable), membres gauches basés sondiaateurs (c’est-
a-dire de laformég (¢4, . . ., t,) ou lest; ne contient que des variables et des constructeurs) ;
ou bien sémantiques : confluence locale, etc [45, 54, 86, 111]. Enyeatigs restrictions
sont trés fortes, c’est pourquoi nous n'avons pas voulu sugtte goie.

La seconde catégorie de restriction considére des formes renfaedégserminaison.
Le résultat fondateur de cette approche est celui de Kurihara ethOf@rd en 1990, qui
montre que la terminais@impleest modulaire pour I'union disjointe de systemes de réécri-
ture. La terminaison simple d’un systénReest définie comme la terminaison du systeme
R UTIR oully est 'ensemble des régles de projection

flxy, ... xn) — x;

pour 'ensemble des symbolg¢sde R. Une union de systemd®; U R est ditedisjointesi
Ry et R, nont aucun symbole en commun.
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Ce résultat a été étendu aux unions a constructeurs partagés [G&@8jes systemes
qui sont a branchement fini (un terme donné n’a jamais une infinité detiéds possibles),
ce qui n'est pas une restriction en pratigue puisque les systémes a rfomnibeaegles sont
a branchement fini. Enfin, ce résultat a encore été étendu aux uniossattitposablefs5,
119] : toute régle dont le symbole principal est partagé apparait a I'identigns les deux
systemes.

La notion d’'union composable parait complexe, alors qu’en fait c’esitiamnaturelle
qui intervient quand on construit un systeme de maniere incrémentale (gardjsuccessi-
vement chaque symbole et les régles qui le définissent. C'est poaepmXavier Urbain,
nous avons introduit la notion deodule de réécrituret d’extension :

Définition 2.35 Si Ry est un systéme de réécriture sur une signafidreun module éten-
dantR; estun coupléF,, R,) ou F» est une signature disjointe d& et R, estun ensemble
de régles suiF; U F; telle que pour chaque régle— r de Ry, le symbole de téte deest
dansF5. L'union deR; et Ry est alors un nouveau systéme de réécriturel§ur F» appelé
I'extension d€ Fy, Ry) par (Fa, Re).

On dit que deux modulgds, Ry) et (F3, R3) étendent [y, R;) indépendemmersi
FysNF3 = 0.

On relie alors facilement cette notion naturelle a la notion d’'union composable :

Proposition 2.36 Si (F», Rs) et (F3, R3) sont deux modules étendant indépendemment
(F1, Ry), alors l'union deR; U Ry et Ry U R3 est une union de composables, et réci-
proguement toute union de composables peut-étre vue comme I'ertelesleur partie
commune par deux modules indépendants.

C’est pourquoi a partir de maintenant nous appelamsn hiérarchiqueune union de
composables.

Ces résultats positifs sur la terminaison simple sont évidemment importants, néanmo
la terminaison simple est une notion forte de terminaison, et en pratique iEgsefit de
rencontrer des systémes qui terminent mais pas simplement. Ceci arrive masimment
systématiquement quand on utilise une récursion non structurelle, commepgle

s(x)/s(y) — (x —y)/s(y)

ou le termer — y est sensé étre plus petit geier), ce qui contredit la régle de projection
versy. On obtient ainsi une séquence infinie contredisant la terminaison simple :

5(0)/5(0) — (0 = 5(0))/s(0) —m 5(0)/5(0) — - -

De plus, la technigue des paires de dépendance permet de prouvenitzaison de sys-
temes qui ne terminent pas simplement. Le besoin se fait donc sentir de censidé
notion de terminaison moins forte que la terminaison simple.

Une telle notion a été proposée par Bernhard Gramlich en 1991 [68jerrzinai-
son sous effrondement non-déterminispei a été ensuite appelée, en anglésl|lapse-
Extended terminatiopar Enno Ohlebusch [118]. Nous utilisons I'abréviation termina-
tion CE. La terminaison CE d’un systenfeest définie comme la terminaison du systeme
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R U7 our est le systeme

m(z,y) — @

(x,y) — y

ouw est un symbole n’apparaissant pas d&nd\insi, le systemef(a, b, x) — f(z,x,x)
termine mais ne termine pas CE, par contre on ne connait pas d'autres exexgaeté

des variations de celui-ci, aussi dans les cas pratiques, la terminaisost €&tisfaisante.
Comme pour la terminaison simple, il a été montré que la terminaison CE est une notion
modulaire pour les unions disjointes [68, 119], a constructeurs par@d@mnchement

fini [68], et pour les unions hiérarchiques [89].

Les preuves de ces résultats sont toutes relativement complexes (Hulzines de
pages avec tous les détails), et ont tous été établis avant I'invention dwe ctés paires
de dépendance. Or Xavier Urbain a remarqué que les idées utiliséesedgmeuves sont
proches du critére de dépendance, en particulier I'idée de consisi@rarsystéme est sup-
posé non terminant, un contre-exemple minimal ou I'on ne réduit pas de temmbéwdo
des sous-termes est non fortement normalisable. Ceci a permis, end20@bposer une
nouvelle preuve du résultat de modularité de la terminaison CE pour les uminas-
chiques [142, 143, 144], a la fois beaucoup plus courte et plus d&garec de plus un
souci d’en extraire une méthode nouvelle de preuve automatique de tewniriagémen-
tale. Cette méthode a été implantée dans CiIME, avec un grand succes, aysiame de
plus de 400 regles, proposé par T. Arts pour encoder des prgcessununicants (avec
I'outil ©-CRL [69]), est prouvé terminant automatiquement par CiME en une fracli&o
seconde.

Mieux encore, avec Xavier Urbain j'ai pu obtenir pour la premiére fosrésultats de
modularité pour la terminaison AC : les anciennes preuves de KuriharausthOétaient
tellement complexes que leur extension au cas AC était inenvisageable, masnpa
la preuve simple et élégante a pu s'étendre au cas AC sans difficulté mgjedteNos
résultats principaux sont d’'une part un premier résultat théorique :

Proposition 2.37 La terminaison CE modulo AC est modulaire pour I'union hiérarchique
de systémes a branchement fini.

et d’autre part un résultat pour la pratique de la preuve automatique :
Proposition 2.38 Soit (F», Re) et (F3, R3) deux modules étendant indépendemment
(F1,Ry). Si

1. Ry U Ry termine CE modulo AC

2. il existe un ordre faiblement monotoneextensiblg -, -), compatible avec AC, tel
que :
- Ry UR3 C=,
— DP(R3) C-

alors Ry U Ry U R3 termine CE modulo AC.

Claude Marché Mémoire d’Habilitation — Université Paris Xl



30

Preuves de terminaison

ef(z)yly — ef(zylt) Pe(z)lylf — Pe(z[ylt)

(Fvolsle — (flsle )V (glsle) ~(Nsle = ~(flsle)
(FA9sle = (flsle) A (glslf) oliftd —
(f=9lsle — (flsle) = (glslf) lz-slt — =
m ) 3 = S0 so i) figd — g

V(s — V(L (se D) (flsle )l — flsotl

(zlslt)itlt — z[sotl idos — s

T o(x-s) — s (sot)ou — so(tou)
(x-s)ot — (z[tlt) (sot) soid — s
11 - id Ush)-(Tos) — s

FiG. 2.2 — Calcul des séquents modulo, partie 1

Grace a ce résultat, pour montrer la terminaison de I'ensemble connaiskaunied; U R,
il suffit de considérer les paires de dépendanceRB4let les régles d&; et R3 (et surtout
pas celle dev,).

Avant de montrer I'efficacité de ce résultat sur un exemple, signalonsegue&es ont
été depuis reprises et étendues par Giesl [136].

L'exemple suivant est di a Eric Deplagne, qui a proposé un calclséguents
modulo[40, 41]. Il a donné ce systéme en conjecturant sa terminaisonanaipaurvoir la
prouver. Avec CIME, et le critere de terminaison incrémentale modulo AGs agons pu
prouver sa terminaison entierement automatiquement.

Ce systeme est formé de deux parties. La premigredonné sur la figure 2.2, défi-
nit des substitutions explicites pour les quantificateurs, et la seconde, joiarieé sur la
figure 2.3, décrit une congruence sur un calcul de séquent. Lesosssdl _} and {f _}
représentent respectivement les singletons de séquents et les smgletfmrmules. Les
opérations d’'union de ces ensembles sont AC et dénotées respedtiyEme’ et ‘.

Le systemeR; U R, contient 53 regles et deux symboles AC. L'analyse hiérarchique au-
tomatique décompose ce systéme en 19 modules (9 triviaux, c'est-a-dirdems/eonstruc-
teurs mais pas de regle), et c’est cette décomposition modulaire qui persoecks de la
preuve automatique.

2.5 Terminaison pour d’autres paradigmes

A partir de 1999, je me suis intéressé a la preuve de terminaison d’algorithprie ex
més dans d’autres formalismes que la réécriture. Le premier formalismel gique suis
intéressé est celui des programmes logiques. La raison de cet intéigfuede résultats
plus anciens dus en particulier a Enno Ohlebusch, qui montrent qujilossible d'asso-
cier a un programme logique un systéme de réécriture, tel que la terminaisystéme
assure la terminaison du programme logique de départ. Le probleme étais gystiemes
obtenus étaient d’'une forme spécifique, qui s'avérait étre difficileigetnaar les outils de
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(a,{s fAg}ED
{ffAg}ED

at({f fVg}b)

at{f fVg}

{sakF{s fAg}b)}
{sat{s fAg}}
{s(a,{s fVg}) b}
{slf fVg}b}
{s(a{s fHF {5 f10)}
{s(a,{s f}) F{s f}}
sl O D}
{sle f{se 1}
{sat-b}e{s(a,f)F (9,b)}
{satb}e{s(a,f) b}
{satbte{gat (b, f)}
{satv}e{s(a, f) b}
{sab (b, f)}e{sv b}
{saFble{s I b}
{satb}e{sat v}
{saFble{svF v}
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~(Y(=(£)))

at ({f f}b)

v (0 {f f1)

(a, {f fHFD

(a, {s fHFV

(a, {s f1.{sg}) F O

e fh{fgh b

at({f fH{s9}.0)

at (s f1 {9}

{sat-{s f10)}e{sat ({f g},0)}
{sat-{s [} e{sat{fg}}
{s(a,{t f}) - b} o {s(a,{f g}) - b}
‘<{>s{f frb}e{s{f g}t b}

O

O

O

{ga b}
{ga b}
{sa b}
{sak v}
{sv b}
{sV b}
{sat v}
{svF v}

FiG. 2.3 — Calcul des séquents modulo, partie 2

terminaison automatique de I'époque. Or le renouveau apporté par la teettag paires
de dépendances, puis le regain d'intérét pour les ordres par irtegrpng polynomiales
expliqué dans la section 2.3, ont changé la situation : les premiers tests ané moa la
classe des systémes obtenus par transformation des programmes logigaigs bien par
la combinaison du critére des paires de dépendances et les ordretegaréiations poly-
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nomiales. Ce travail a donné lieu a une publication commune avec Ohlebustaneel
Claves de I'Université de Bielefeld, Allemagne [122]. Une raison inform#dlece succés
est que les systémes obtenus par cette transformation comportent les syddiolis mu-
tuellement récursivement, et d’autre part avec une arité relative memder

Apres avoir traité le cas des programmes logiques, je me suis intéressélabores
tion avec José Meseguer (Université de I'lllinois & Urbana-Champai@#)Uaux pro-
grammes dit€quationnels avec contraintes d’appartenanfi@malisme sous-jacent au
systeme Maude [30]. Ce travail s’est poursuivi avec d'autres asdiggtrangers : Salva-
dor Lucas (Université de Valence, Espagne) et Francisco Duraivdtsité de Malaga,
Espagne) et a conduit a plusieurs résultats successifs [53, 99].

Le point commun entre les programmes logiques et les programmes Maudpast le
sage intermédiaire par la réécriture ditenditionnelle ou I'application d’'une instance de
regle est soumise a une condition a vérifier sur cette instance. Quelgasssale terminai-
son étaient connus pour cette variante de la réécriture, notamment disbiugah [121].
Pour traiter en particulier les programmes Maude de la section 2.5.3 qui dtSalvador
Lucas et José Meseguer [99] nous avons étendu ces critéres de Ege avec stratégie
d’'application ditecontext-sensitivela réécriture n’est pas permise sous certains contexte,
comme par exemple avec

if(true,z,y) — =
if(false,z,y) — y

on interdit de réécrire dans le 2éme et le 3éme argumenf,duour modéliser le compor-
tement habituel des programmes.

2.5.1 Terminaison de la réécriture conditionnelle

Une régle de réécriture conditionnelle est une régle de la forme
l—r|si=t,...,8p =1ty

ou less; — t; sont appelées les conditions de la regle. On abrége cette notafien erj ¢
ou ¢ est la condition de la régle. Une telle régle est de type :

1. siVar(r)uVar(c) C Var(l);

2. siVar(r) Cc Var(l);

3. siVar(r) c Var(l) UVar(c);

4. sinon

Un n-CTRS est un ensemble de regles de type inférieur ou égalanterprétation des
conditions peut se faire de plusieurs fagons, nous considéronsTd®S @itsorientés ou
I'égalité des conditions est interprétée comme la réduction elle-méme. On natdesor
regles sous la forme

l—r|s1—ti,...,8n =ty
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(Reflexivité) P
t _>1 t/ t/ ¥ t”
(Transitivité) t —*t"
Us —>1 u;
(Congruence)  f(u,... U . ) —> f(ur,... ... up)

oufeFetl <i<ar(f)

s10 =" tio ... spo—="1t,
(Remplacement) to =1t
ou t—t|sg—t1- s, —th €ER

FiG. 2.4 — Régles d'inférence pour la réécriture conditionnelle

Un 3-CTRS est dit déterministe si
i—1
Var(s;) € Var(l) U | Var(t;)
j=1

Cette condition assure que I'application d’'une régle n’introduit jamais diablas non
instanciées, ce qui correspond a la fagcon naturelle de calculer. Cette € regle sera la
forme la plus générale que I'on autorisera en pratique.

La relation de réduction par un CTRS orien&est définie inductivement comme
I'union des relationgz,, définies parzy = () et

Roypi1={lo—=ro|(l—r|s1—t1,...,50 = t,) € Ry €tsio =5 tio}

La difficulté principale vient de cette définition qui n’est pas opérationngdteur décider
Si un terme se réécrit en un pas, il faut tester les conditions de la réegjej demande de
tester si less; se réduisent en un nombre quelconque de pas en.lem interpréteur de
CTRS pourra donc se mettre a boucler sans appliquer une seule reglsjmme&ment en
cherchant a tester les conditions. C’est le cas par exemple pour la régle

a—bla—c

Pour pallier ce probléme, nous avons introduit une notion différente ddrtaison : la
terminationopérationnelle L'idée est de définir la relation de réduction de maniére axio-
matique, par les régles de la figure 2.4.

La terminaison opérationnelle est alors définie comme le fait que I'on ne psigmp
gendrer d'arbres infinis de dérivations.
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U; —>1 u;
(u-Congruence)  f(ui, ..., Ui, ... Uy) =" f(u, ..., ..., u,)
oufeF,1<i<ar(f)etie u(f)

FiG. 2.5 — Régle de congruence pour la réécriture context-sensitive

Terminaison par transformation

Ohlebusch a proposé une transformation, qui construit un systéemeéa#éuse incon-
ditionnel a partir d’'un systéme conditionnel : chaque régle conditionheller | c avecn
conditions dans est transformée em+ 1 régles inconditionnelles par I'opératdurdéfini
par induction sun par :

Ul—r) = {l—r}
Ul—r|s—tc) = {l—-uls,Z)}UU(u(t,Z) —r]c)

ouu est un nouveau symbole 8t= Var(l) N (Var(t) U Var(c) U Var(r))
La propriété essentielle de cette transformation est la suivante.

Proposition 2.39 (Ohlebusch [120])Pour tout CTRS déterminist&, si U(R) termine
alors R termine.

En fait, Ohlebusch prouve plus précisément que le CHRStquasi-decreasingune
propriété qu'il n'est pas utile de définir ici, mais qui est plus forte que laiteison. Nous
avons montré [99] que la terminaison opérationnelle d’'un CTRS était encfainadente
a la propriété de quasi-decreasingness. Cela semble dire que 'onmgageé, mais en
fait 'avantage de I'approche axiomatique est que I'on peut facilemesmigdr de régles
d’inférence pour définir la relation de réduction. C’est ainsi que ravagis considéré les
stratégies context-sensitive : a chaque symbotie la signature on associe un ensemble
p(f) d’entiers entre 1 et l'arité d¢, qui indique quelles sont les positions ou I'on a le
droit de réécrire soug. Ainsi, sur I'exemple du f précédent, on poserdif) = {1}, pour
indiquer que I'on ne peut réduire que le premier argument. La sémantitjpetesément
définie en changeant la régle de congruence de la figure 2.4 par laledigiéigure 2.5.

En accompagnement de cette définition, on introduit une variante de |laomaasion
de Ohlebusch : a up-CTRS R on associe um-TRS U, (R) de la méme fagon que pour
la transformation de Ohlebusch, en conservant les m@gspour les symboleg déja
présents dang®, et en ajoutani(u) = {1} pour les symboles introduits. Nous avons
alors obtenu le résultat suivant :

Proposition 2.40 (Duran, Lucas, Marché, Meseguer, Urbain [53])Pour tout u-CTRS
déterministeR, si U, (R) termine alorsk termine opérationnellement.
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2.5.2 Terminaison des programmes logiques

La terminaison d’'un programme logique doit toujours étre considérée selarode
donné de ce programme.

Définition 2.41 Un modepour un programme logique est la donnée, pour chaque prédicat
p de ce programme, d’arité, d’'une fonction de{1,...,n} dans{in,out} (paramétres
d’entrée, resp. de sortie). Pour simplifier, on ngi, ) pour signifier que les’ sont les
entrées et les sorties.

Un programme logique estien modéour un mode donné si pour chague clause

p(th 5n+l) - pl(slvtl)v ce. 7pn(8n7tn)

on a pour touti € [1,n + 1]

i—1
Var(s;) € | Var(t))
=0

Autrement dit, chaque variable apparaissant en entrée d'un prédicatrps d'une clause
apparait comme variable d’entrée de la téte de clause ou de sortie d’un anardg avant
dans le corps.

L'exemple ultra-classique de programme logique est celui de la concatédatlistes :

app([], X, X).
app([X|Y],U,[X|Z]) - app(Y,U,Z).
Pour ce programme, les modes (i,i,0), (i,i,i) mais aussi (0,0,i) sont accepthblesode

(i,0,0) ne I'est pas.

Définition 2.42 On dit qu’un programme logique bien modé termine si pour toute requéte
bien modée, I'exécution de Prolog sur une telle requéte s’arréte en timps

Notre but est maintenant de déterminer un critére de terminaison pouroggammes
bien modés. On procéde en transformant le programme logique bien modé @hRS
orienté déterministe de la facon suivante (idée de transformation originale€omea Gan-
zinger [64]). A chaque atomé = p(5, ) on associe la régle de réécriture

p<A) = pm(g) - pout(7§>

A chaque clause
C=A:- Bi,...,Bn

on associe la régle conditionnelle
p(C) = p(A) | p(B1),. -, p(Bm)

Proposition 2.43 (Ohlebusch [121])Si le programme de départ est bien modé, alors le
systéme de réécriture conditionnel obtenu est déterministe. Si le syshbdeme termine,
alors le programme logique de départ termine.
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Sur I'exemple de la concaténation des listes avec le mode (i,i,0), on obtient :

appin(nil, X) —  appout(X)
appin(cons(X,Y),U) — appou(cons(X,Z)) | appin(Y,U) — appou(Z)

Le TRS obtenu par transformation U est alors

appin (TLZZ, X) — appout(X)
appin(cons(X,Y),U) — ulappin(Y,U),X)
u(appout(Z)v X) - appout(COHS(X, Z))

dont la preuve de terminaison est aisée.

Avec Ohlebusch et Claves, jai mis en ceuvre ce procédé dans un p@tappelé
TALP [122], qui effectue la transformation et ensuite passe le TRS olitem prouveur de
terminaison comme CiME. Avec CIME comme prouveur final, nous avons pu qogela
combinaison du critére des paires de dépendances et des ordreegmaétations polyno-
miales était particulierement efficace. Cela est probablement d( au fdaégjtransforma-
tions produisent des symboles avec beaucoup d’arguments, mais aviecrdes peu pro-
fond. La technique obtenue a été reconnue comme trés efficace partragps techniques
purement adaptée a Prolog, en particulier parce que ces derniéresdeetna I'utilisateur
d’'indiquer des mesures (de®rmesdans le vocabulaire des prologuistes) manuellement,
alors qu'avec TALP et CIME les preuves se font automatiquement : igagisolveur de
contraintes polynomiales qui s'occupe de « trouver » les normes adgéquate

2.5.3 Terminaison des programmes équationnels avec conirges d’apparte-
nance

Le systéme Maude [30, 109] est un environnement de spécificationpgeprmation
et de preuve développé conjointement par le SRI et I'Université de I'lli@oUrbana-
Champaign. Le formalisme dans lequel ont écrit les spécifications et Igsapmes est
celui des programmes équationnels avec contraintes d'appartenalime f&t abstraction
du sucre syntaxique, on y définit des régles de réécriture de la forme

l—=rler,... o
et des regles d’appartenance de la forme
t:s|ecry. . cn

ou ¢ est un terme et est unesorte L'ensemble des sortes est un ensemble fini de noms
introduits par I'utilisateur.

Dans les deux formes de régles, les conditigrsont elles-mémes de la formg — ¢;
ou bient; : s;. Ce formalisme permet d’encoder un typage dynamique, avec sous-sbrte
surcharge d’opérateurs. Voici un exemple représentatif de prograsumies listes infinies
paresseuses :
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fnmod OvConsGS i s

sorts Nat NatList NatlList

subsort NatList < NatlList
(finite lists: subset of lazy lists)

op O : -> Nat

op s : Nat -> Nat

op zeros : -> NatlList zeros is [0,0,0,...]

op nil : -> NatlList

op cons : Nat NatlList -> NatlList [strat (1 0)]
(no reduction on 2nd argument)

op cons : Nat NatList -> NatList [strat (1 0)]
(overloading)

op take : Nat NatlList -> NatList
(take(njz_1,z_2,...])=[z_1,...,2_n])

op length : NatList -> Nat

vars M N : Nat

var |IL : NatlList

var L : NatlList

eq zeros = cons(0, zeros)

eq take(0, IL) = nil

eq take(s(M, cons(N, IL)) = cons(N, take(M 1L))

eq length(nil) =0

eq length(cons(N, L)) = s(length(L))

endfm

La déclaration de sous-sorte (les listes finies forment une sous-selstde quelconques)
est formellement vu comme la régle d’appartenance

l: NatlList|l: NatList
Les déclarations de profil de nil et cons sont vues comme

nil : NatList
cons(xz,y) : Natllist|z: Nat,y: NatlList
cons(xz,y) : Natlist | x: Nat,y: NatList

et donc la surcharge revient simplement a donner deux régles diappace pour
cons(z,y).

La sémantique d'un programme avec appartenance est donnée pajldéssde la fi-
gure 2.6. Elles définissent simultanément les relatiedsde reécriture en un pas;* de
réécriture en un nombre quelconque de paslation d’appartenance directe:gelation
d’appartenance indirecte. La distinction entre les deux relations d'ap@arces se fait lors
de l'interprétation des conditions d’appartenance¢; @st une condition d’appartenance
t; : s;, l'interprétation dec;o dans les regles (Remplacement) et (Appartenanceyest
en général, sauf giest réduit a une variable auquel cas ciest: s. La raison de ce choix
est d’empecher d’appliquer la subject-reduction sur des variables.
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C10 ... Cpo
(Remplacement) to -1 t'o
ot t—t|cp-rcn€R
c10 ... CphOo
(Appartenance) to:: s
ou t:s|cp--cp€R
t:s
(Appartenance2) t:s
t -ty u:Ss
(Subject reduction) t:s

FiG. 2.6 — Régles d'inférence pour la réécriture avec appartenance

Notre problématique est donc : comment peut-on veérifier la terminaisontmpéralle
d’un programme avec appartenance ? Nous avons proposé [53anasftmation qui a par-
tir d'un programme avec appartenance produii@TRS, telle que si le-CTRS obtenu
termine opérationnellement, alors le programme original aussi.

Ce résultat a été implanté dans un outil MTIIODO) satellite de Maude (les transfor-
mations sont en fait codées en Maude !) et qui fait appel aux outilseddU-TERM [98]
et CIME [32]. Les résultats expérimentaux ne sont pour l'instant pasatégaisant car il y
a des exemples naturels dont la terminaison n’arrive pas a étre établgesdlomes encore
au stade de I'étude de ces échecs, afin de comprendre ou se trosJanitéions.

2.6 Conclusions et perspectives

Les avancées obtenues a partir de 1997 sur les techniques de putuvatigue de
terminaison ont permis des progres considérables pour les outils implagsaettniques.
Ainsi, de nombreux outils de ce type ont vu le jour durant cette période.

Cette prolifération d'outils m'a incité a organiser une compétition d’outils
de terminaison. La premiére édition a eu lieu en mars 2004, et la deuxiéme
édition, co-organisée avec Hans Zantema, a eu lieu en mars 2005. Las rés
tats de ces compétitions peuvent étre consulté sur le Web : les transpawénts q
présentent les résultats sont aux adressdag p://www. lri.fr/~marche/
term nati on- conpetition/ 2004/ sl i des-1j un2004. ps et htt p:
[Tww. I ri.fr/~marche/term nation-comnpetition/ 2005/ TC. ppt.

Les résultats complets sont aux adressestp://ww.lri.fr/~marche/
term nation- conpetition/ 2004/ et http://ww.lri.fr/~marche/
term nati on- conpetition/2005/.

La prochaine compétition est prévu pour avril 2006. Les résultats tsgrésentés lors
du workshop sur la terminaison, affilié a la fédération de conférencef®2Bli6 a Seattle
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en aodt 2006, en méme temps que d’autres compétitions d’outils automatiques.ide p
(CASC, SMT).

Cette compétition joue maintenant un réle moteur pour motiver I'exploration de nou
velles techniques, les problémes résistants aux outils devenant de f#éfidedinsi, un des
problémes de la base de données est devenu I'un des problémes devarliste des pro-
blemes ouverts en réécritung(t p: / / ww. | sv. ens- cachan. fr/rtal oop/ [48],
probléme numéro 104), et est maintenant résolu par Hofbauer and Waldnésultat non
encore publié).

Il est remarquable que les avancées obtenues depuis 1997 ont peumia premiére
fois de prouver par ordinateur la terminaison de systémes que |'on ni¢ gasgrouver a
la main, comme le montrent les exemples de la section 2.4

Mes contributions sur la preuve de terminaison pour d’autres formalisnesddé que
la réécriture [122, 53, 99] montrent que les méthodes par traductioniabigs, méme s'il
reste encore clairement du travail dans cette direction.

Dans le chapitre 4, je présenterai des perspectives de travauxheeatee sur la termi-
naison.
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Chapitre 3

Preuve de programmes
iImperatifs

Ce chapitre aborde le second de mes deux principaux axes de rexhdacphreuve
mécanisée de propriétés fonctionnelles de programmes impératifs.

3.1 Contexte

3.1.1 Historique

L'article de Alan Turing de 1949, mentionné dans l'introduction ainsi qui@but du
chapitre sur la terminaison [140], n’a pas pour objet essentiel la poaigrminaison mais
surtout la preuve qu’une certaine « routine » (c’est le vocabulaireetlarticle) calcule
bien ce que I'on attend. Le principe utilisé dans cet article est fondateisquil s’agit
d’annoter chaque point du programme par une formule logique qui exprivag@ropriété
satisfaite par les valeurs des variables en ce point. On reconnaitra clailerpencipe qui
sera repris ensuite par Floyd en 1967 [62] et Hoare en 1969 [71].

La logigue de Floyd-Hoare est une axiomatique portant sur des jugemenésfdrme
spéciale (diteriplet de Hoarg { P} i {Q} qui est une assertion portant sur une instruction
et des formules logiqueB et Q portant sur les variables dgaffirmant que dans un état ou
les variables vérifienP, siI'on exécute alors on obtient un état ou les variables vérifi@nt
La formuleP est alors appeléaré-conditiondes et est appelée gaost-conditionMalgré
son ancienneté et la simplicité de son principe, la logique de Hoare estengourd’hui
a la base de nombreuses méthodes de preuves sur des programmes sngéiagfaux
extensions qui lui ont été faites [5, 37].

La logique de Hoare est bien sir adaptée a la preuve de programmestifspdias
pas du tout & la preuve de programmes fonctionnels. Pour les programmeésrinels, le
formalisme qui se montre particulierement adapté est la théorie des typeS &5, 77]
en particulier les formalismes de lamba-calcul typé d’ordre supérieur tygpes dépen-
dants, car ceux-ci permettent de formuler la spécification d’'un prograsams son type :
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la formule
VX, P(X)—3Y,Q(X,Y)

exprime le type d’un programme qui a pour données d’entréérifiant la pré-conditiorP,
ayantY comme données de sortie vérifiant la post-condiorvec un langage de types
d’'une telle expressivité, la preuve qu’un programme vérifie une telldfgdion est équi-
valent a prouver qu'il a le type ci-dessus : c’est le fameux isomorphisnteudry-Howard,
qui identifie les types et les spécifications d’'une part, et les termes eblgaprmes d’'autre
part.

Le systeme Coq, basé sur une théorie des types apfaléal des constructions in-
ductives[112], se montre ainsi bien adapté a la preuve de programmes fonctiolnels
existe méme un mécanisme d’extraction [97], qui a partir d’'une preuveedarmule du
type ci-dessus extrait un programme Caml ou Haskell, correct par gotistr. Afin de
traiter en Coq des programmes de nature impérative, une méthode basée suerpréta-
tion fonctionnelle des programmes impératifs a été proposée en 1999 paclastophe
Fillidtre [56]. Depuis, cette approche a donné lieu a un nouvel outil appelé [58],
gui permet de prouver des programmes impératifs écrits dans un langegégsiement
adapté a la preuve de programme, qui génére des obligations de piauvelés dont la
validité entraine la correction du programme) et qui autorise d'utiliser &irssiCoq que
d’autres prouveurs, aussi bien des prouveurs interactifs (P¥Bells/HOL) que automa-
tiques (Simplify, etc.).

3.1.2 Situation en 2001

En 2001, je me suis intégré au projet européen IST VerifiCard, dont Kias taches
était la preuve de programmes Java en utilisant Coq. L'objectif était d’'utitigechnologie
WHY comme outil, et donc d'utiliser le langage deW/comme langage intermédiaire pour
la preuve de programmes Java. Puis a partir de 2003, nous avons égdlenallé sur les
programmes C.

3.1.3 Résultats obtenus

Les points suivants ont été abordés :
— Principe d'utilisation de I'approche Why pour des programmes avectstascde
données complexes (tableaux, pointeurs, objets. . .);
— Modéles de la mémoire adaptés a la preuve de programme.
— Preuve de propriétés fonctionnelles de programmes directement suldesaorce
JavaouC
— Etudes de cas
Dans la suite de ce chapitre, nous allons décrire en détail la méthodologie(¥¥c-
tion 3.2), puis comment on l'utilise pour des langages réels en génértib(s8c3), puis
spécifiqguement sur les programmesAl (section 3.4) et C (section 3.5), enfin nous pré-
sentons des études de cas (section 3.6). Les problémes ouverts gtlesfeturs seront
présentés dans la section 3.7 ainsi que dans le chapitre de conclugenspettives.
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3.2 Laméthode Why

3.2.1 Présentation de la méthode Why

La méthode Why, proposée par Jean-Christophe Filliatre [57], peuvé&e&eomme
établissant un pont entre I'approche logique de Hoare pour les pnogga impératifs et
I'approche théorie des types/isomorphisme de Curry-Howard pour teggmmes fonc-
tionnels. L'idée de base de la méthode Why est issue directement du résefitatonnu
de I'équivalence d’expressivité entre les formalismes impératifs et fomeie. Un pro-
gramme impératif travaillant sur des variablgs. . . , v,,, utilisant les valeurs initiales d’'une
partie R (commeread9 de ces variables, et affectant une palie(fcommewrites) de ces
variables, peut étre codé par un programme fonctionnel ayatmme données d’entrée
et W comme données de sortie. Bien sir, en génRrat W ne sont pas disjoints, et une
variablev a la fois dansRk et dansWW sera a la fois une entrég,, et une sortiev,,; du
programme fonctionnel équivalent.

Remarque technique : en fait pour effectuer cette traduction fonctionihédiet prendre
comme données d’entrée du programme fonctionnel toutes les variahlé$” : considé-
rons par exemple le programme

if x>0theny :=x +1lelsez:=2z+ 2
onaR = {z,z} etW = {y, z}, et la traduction fonctionnelle est

fun (x_in, y_in, z_in) ->
if x_in>0then (x_in+ 1, z in) else (y_in, z_in + 2)

ou 'on voit que I'on ne pourrait pas retourner les valeurs de sortieotiple (yout, Zout )
dans le cas ou;, < 0 si l'on avait pasy;, comme donnée d’entrée. Ce phénomeéne peut
se comprendre d’'une autre maniére : les programmes fonctionnels ptactcgmais de «
variable » dont la « valeur initiale » n’est pas encore définie, et dors Esuprogrammes
impératifs ayant toutes leurs variables initialisées peuvent étre traduitsgnaprmes fonc-
tionnels. Dans la suite, 'ensemhbizdes variables accédées contiendra donc toujdars

La méthode Wiy se propose alors de faire des preuves de programmes impératifs non
pas avec des régles de déduction a la Hoare, mais en prouvant ceétpsogur leurs pro-
grammes fonctionnels équivalents avec une méthode basée sur la théaypeke Cela
demande bien sir d’étendre la traduction de programmes a la traducticogdampmes an-
notés, c’'est-a-dire de traduire les triplets de Hoare, et c’est la que Htitiisd’'un langage
comme le calcul des constructions, qui utilise le méme langage pour exprimanies du
calcul et les assertions logiques, prend tout son sens : un §iPlet {Q} avec les variables
accédéeg et les variables affectéég sera traduit en un programme dont le type est

VR, P(R) — 3W,Q(R, W)

c’est-a-dire un programme fonctionnel ayant comme arguments les varidle et une
preuve deP(R), qui retourne les valeurl/ des variables affectées et une preuve de
Q(R,W). Les technigues pour construire de tels programmes avec preuvegresilb

le coeur méme de I'approcheW, et est décrite dans [56, 57].
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3.2.2 Les conséquences d’'un point de vue « utilisateur»

En résumé, la méthode MY est une méthode de preuves de programmes impératifs, qui
utilise une approche radicalement différente de la logique de Hoare esdembreuses
extensions, car elle procéde par traduction vers un programme forettienntilise les
méthodes pour ceux-ci. Cela a des conséquences visibles dans I'utildatiette méthode.

Une premiere conséquence concerne la terminaison des programmegiduee Ide
Hoare classique ne fait que de la correction dite partielle, elle ne prouvesjmarminai-
son, par exemple des bouclshkile. Au contraire, la traduction fonctionnelle d’'une boucle
while est une fonction récursive, et les méthodes de preuves sur deamprogs fonction-
nels peuvent et méme parfois requiérent une preuve de terminaisotbediecarsion. Ainsi,

Ia ou une boucle est généralement annotée par un invariant en logitleads avec Why
une boucle sera et méme devra aussi étre annotée pariamt, une mesure qui décroit
lors de chaque exécution du corps de la boucle.

Une deuxiéme conséquence concerne l'utilisation de variablesadikifaires ou fan-
tdbmeg(ghosten anglais), pour pouvoir faire référence aux valeurs des varipbes a des
« anciens » points de programme. Avec la méthoder\Wlu fait de la traduction fonction-
nelle qui est derriere, qui représente les valeurs successives duiable du programme
impératif par une séquence de noms affectés de facon unique, leslemrakxiliaires
peuvent étre avantageusement remplacées par une synitue! désignant la valeur de
au point de programme référencé parel. En particulier les constructions qui permettent,
dans un triplet de HoaréP} i {Q} de faire référence dang@ aux valeurs des variables
avant I'exécution de, n’ont pas besoin d’étre interprétées de maniére ad-hoc mais simple-
ment traduite par la référence au bon nom dans la traduction fonctionGedkt.pourquoi
les construction$ ol d et\ var At Label de JML que I'on verra en section 3.4.1 seront
traitées de maniére trés simple et naturelle avec I'approche \&lors qu’elles nécessitent
des interprétations complexes avec une approche classique a la Hoare.

D’une maniére générale, un certain nombre d’extension de la logique ate Igoi ont
été proposées sont traitées directement par la méthoede W

— Les effets de bord dans les expressions.

— L'appel de sous-programmes.

— Les exceptions.

Par contre, les limitations communes entre I'approche Why et I'approchaquasa la
Hoare sont

— On a toujours un ensembile fini fixé de variables, et il n'y ggasias possible entre

elles. Ceci est a la fois une limitation et une hypothése nécessaire a laticorre
méme des approches. Par exemple la pseudo procédure PASCAL
incr2(inout x:int,inout y:int);

begin

X:=x+1, vy .=y +1

end

{ x =\old(x) + 1 and y =\old(y) + 1}
a une post-condition qui n'est pas valide si I'on s’autorise a I'appelec &a méme
variable pourr ety.
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— Les entiers des programmes sont des entiers relatifs mathématiques; & don-

débordement des opérations sur les entiers doit étre traité autrement.

— Il n’y a pas de structures de données complexes, la encore celdrddia@é autre-

ment.

Ces trois limitations devront donc étre levées si I'on souhaite traiter desapnoges
écrits dans des langages comme C ou Java, avec des entiers borisésiadeses des don-
nées complexes a base d'enregistrements, de tableaux, de pointebjstsd’qui plus est
pouvant avoir du partage donc des alias de pointeurs.

3.2.3 Utilisation concrete de WAY

La levée des limitations précédentes peut étre effectuée non pas enrmdasaxten-
sions a la méthode Why, mais en utilisant de maniére appropriée la possibilitéalbara
sur des types abstraits, dont la réalisation est définie dans la logiqudfeEnvVeéHy a
une approche modulaire, dans le sens ou de méme gu'il accepte desnpmoeg en para-
meétre avec uniquement leurs spécifications, il accepte des types abstidés prédicats et
fonctions logiques abstraites sur ces types. Autrement dit, les types déatoocomplexes
doivent étre modélisés.

L'utilisation de WHY pour traiter des programmes impératifs dans des langages comme
C ou Ava se décompose alors en quatre étapes.

1. Déterminer une représentation des structures de données comghkestes;dire dans
le cas de C etaVa, du tas mémoire, par un ensemble fihde variables Wy.

2. Définir un calcul qui pour chaque instruction du langage sourcerditte les va-
riablesV qui sont accédées et celles qui sont affectées. Cette étape estnsdibfe
pour traduire les spécifications des sous-programmes et spécifications W

3. Construire un schéma de traduction des constructions du langage sounoté en
des programmes Wy annotés.

4. Produire une modélisation logique des types abstraits représentamtitgsres de
données, pour servir d’axiomatique pour les preuves des obligatigmedees.

3.2.4 Exemple d’'un programme avec un tableau : le drapeau hahdais

C’est un exemple que j'ai concu pour le cours de DEA Programmation, 18&muea
Preuves et Langages en 2003-2004. Il n'a été publié nulle part ailldus’agit d’'un
exemple célébre : un programme de tri linéaire d’'un tableau quand celei-comtient
que trois valeurs possibles (comme les couleurs du drapeau hollandéig!Rijkstra [50].
Nous montrons maintenant comment spécifier et coder cet algorithme-en pis com-
ment on le prouve.

La premiére étape consiste a introduire la notion de couleur. Pour celatyoaduih un
type abstraitol or, muni de trois constantes :

parameter BLUE, WHI TE, RED : col or

puis on souhaite spécifier que ces trois couleurs sont les seules pas=seiE’'on exprime
en logique du premier ordre par un prédicat muni d’'un axiome approprié :
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|l ogic iscolor : color -> prop
axiomcolor_elim:
forall c:color. iscolor(c) -> c=BLUE or c=VWH TE or c=RED

Il s’agit la d’'une fagon de coder en logique du premier ordre un typdod@ée fini.

Le langage logique de W¥ inclut un prédicat d’égalité, aussi sans rien déclarer de plus,
nous avons le droit d’exprimer I'égalité de deux couleurs. Par contienssouhaite, dans
le corps du programme, faire un test d’égalité, il nous é@dlarerla fonction associée, ce
qui se fait de la maniére suivante :

paraneter eq_color : cl:color -> c2:color ->
{} bool {if result then cl=c2 else cl<>c2 }

Cette clause signifie que I'on déclare un nouveau sous-prograagmeol or , qui prend
en argument deux couleuwrsetcs, qui n'a pas de pré-conditiof ( } ), retourne un booléen,
et la valeur retournée esul t) vérifie la post-condition i f result then cl=c2
el se cl<>c2 signifiant que le booléen calculé représente bien I'égalité au sens logique
de c; et cy, autrement dit ce sous-programme est bien un test d'égalité. Il s’agitfa d
programme WY déclaré mais non réalisé, donc cette déclaration est de méme nature qu’un
axiome : on suppose que I'on est capable de tester I'égalité de deuxio{dayarticulier
cela implique la décidabilité de I'égalité des couleurs).

L'étape suivante consiste a introduire une axiomatisation des tableaux.quetéoutil
WHY propose dans sa « bibliothéque standard » une telle axiomatisation, maisopreur n
propos nous définissons une autre variante. Pour traiter les tabledogigue de Hoare,
la méthode classique consiste a les représenter dans la logique comme desfable
tionnels c.-a-d. ol la mise a jour d’une case de tableau retourne un nouveaautakiteus
reprenons cette méme idée pour notre modélisation BN Mt donc nous introduisons un
type abstraitol or ar r ay muni des opérations logiques suivantes :

(* longueur d'un tableau *)
logic length : colorarray -> int

(* acc(t,i) represente {[i] *)
logic acc : colorarray, int -> color

(* mise a jour t[i] := ¢ *)
| ogi c update : colorarray, int, color -> colorarray

Ces déclarations doivent étre accompagnées d’axiomes exprimanopegf@s attendues
de ces opérations : ceux-ci sont enuméres sur la figure 3.1.

Afin d'utiliser les opérations des tableaux dans les programmieg,W nous faut dé-
clarer les fonctions Wy suivantes :

(* calcul de la longueur d'un tableau *)
paraneter length_ : t:colorarray ->
{} int { result = length(t) }
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(* les longueurs de tableaux sont positives ou nulles *)
axiomlength_pos: forall t:colorarray. 0 <= length(t)

(* une mise a jour d'un tableau ne change pas sa longueur *)
axi om | engt h_up:
forall t:colorarray.
forall i:int. forall v:color.
| engt h(update(t,i,v)) = length (t)

(* axiomes spécifiant le résultat de l'accés a une case de

* tableau aprés une mise a jour : le premier axiome traite

* le cas ol on accede a la case fraichement mise a jour et
* |le deuxiéme axiome traite les autres cas
*)
axi om acc_up_eq :

forall t:colorarray.

forall i:int. forall v:color.

acc(update(t,i,v),i) =v

axi om acc_up_neq :
forall t:colorarray.
forall i:int. forall j:int. forall v:color.
i <>j -> acc(update(t,i,v),j) = acc(t,j)

FiG. 3.1 — Une axiomatique WYy des tableaux fonctionnels

(* accés a une case d'un tableau *)
parameter acc_ : t:colorarray ->i:int ->
{ 0 <= i < length(t) } col or { result=acc(t,i) }
(* mise a jour d'une case d'un tableau *)
par anmeter update_ :
t:colorarray ref ->i:int -> v:color ->

{ 0 <= i < length(t) }
unit reads t wites t
{ t = update(t@,i,v) }

La fonction WHY | engt h_ déclare I'existence d’'un programme qui calcule la longueur
d'untableau, la fonctioacc__ retourne effectivement une case donnée d’un tableau, sous la
précondition que I'indice donné est bien dans les bornes du tableanfiretsous la méme
précondition, la fonctiompdat e_ modifie une case de tableau par effet de bord : la post-
condition exprime que la nouvelle valeur tlest le résultat de la mise a jour fonctionnelle

Claude Marché Mémoire d’Habilitation — Université Paris Xl



48 Preuve de programmes impératifs

let swap = fun (t : colorarray ref) (i:int) (j:int) ->
{ 0 <= i < length(t) and 0 <= | < length(t) }

let ti = (acc_ 't i) in
let tj = (acc_ !t j) in
begi n

(update_t i tj);
(update_ t j ti)

end

{ length(t) = length(t@) and
acc(t,i) = acc(t@,j) and
acc(t,)) = acc(t@,i) and
forall kint. i <> k and j <> k ->
acc(t,k) = acc(t@,k) }

FIG. 3.2 — Code WY de la fonctionswap

de I'ancienne valeur (on rappelle que la notati@ndénote la valeur deavant I'exécution
de la fonction.

Les trois programmes Wy déclarés ci-dessus pour les tableaux sont trés représentatifs
de la démarche que I'on utilise pour traiter les types de données compl&stdadeur
intérét.

Nous sommes maintenant préts a procéder a la spécification et la vérificatimo-d
grammes WY travaillant sur des tableaux. On commence par écrire un petit programme qui
échange deux éléments d'un tableau. Celui-ci est donné sur la figulea32é-condition
exprime simplement que les deux indidest j sont bien dans les bornes du tableau. La
post-condition exprime quatre points :

1. lalongueur du tableau en paramétre est inchangée ;

2. la nouvelle valeur de t[i] est I'ancienne valeur de t[j]

3. la nouvelle valeur de t[j] est I'ancienne valeur de t[i]

4. toutes les cases d'indice différents de i et j ont une valeur incleangé

Vérifier que le corps du programmedt ti ... end) satisfait cette spécification est
trés simple.

Pour écrire le programme de tri de Dijkstra, nous introduisons un nouywesalicat
nonochr ome :

(* monochrome(t,i,j,c) exprime que tous les éléments du
* tableau t entre les indices i et | (i inclus et
* | non-inclus) sont de la couleur c

*)
predi cate nonochrome(t: colorarray, i:int, j:int, c:color) =
forall k:int. i <= k <j -> acc(t,k)=c
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let flag = fun (t : colorarray ref) ->
{ forall kiint. 0 <= k < length(t) -> iscolor(acc(t,k)) }

begi n
let b =ref 0 in
let i =ref 0 in

let r =ref (length_!t) in
while !'i < !r do
{ invariant
(forall kiint. 0 <= k < length(t) ->
iscolor(acc(t,k)))
and 0 <= b and b <= i and i <= r and r <= length(t)
and monochrome(t, 0, b, BLUE)
and monochrome(t, b, i, WHITE)
and monochrome(t, r, length(t), RED)
variant r - i }
let ¢ = (acc_ !t 'i) in
if (eqg_color c BLUE)

t hen
begin (swap t !'b ti); b:=!b +1; i :=1!i + 1 end
el se
if (eqg_color ¢ WH TE)
theni :=1i + 1
el se
beginr :=1r - 1; (swap t !r !i) end
done
end

{ exists r:int. exists b:int.
monochrome(t, 0, b, BLUE)
and monochrome(t, b, r, WHITE)
and monochrome(t, r, length(t), RED) }

Fic. 3.3 — Code Wiy de la fonctiorf | ag

Nous pouvons alors coder et spécifier le programme de Dijkstraren M est celui donné
sur la figure 3.3. La pré-condition exprime que les éléments du tablesant bien des
couleurs. La post-condition exprime que le tableau forme bien un drap#andais : une
zone bleue (de 0 &— 1), suivie d’'une zone blanche (dexr — 1), suivie enfin d'une zone
rouge (der a la fin du tableau).

Notons que les onze obligations de preuves engendrées pour ceproguxmmes
(swap et fl ag) sont prouvées entierement automatiquement par le prouveur Simplify.
D’autre part, une preuve manuelle eo@se fait facilement, avec 116 lignes de tactiques
en tout. En conclusion, ce programme classique du drapeau hollangaéseetatif de la
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facon dont on peut traiter les programmes sur des structures de daromplexes, est un
programme facile a prouver formellement avec la technologier W

3.3 Programmes Java et C : généralités

L'approche précédente pour les tableaux simples peut étre étenduée stiaucture
de données complexes, ce qui permet de traiter des « vrais » langages ciava ou
C : pour ceux-ci, la structure de la mémoire est modélisée avec les opéraiiimses
abstraites et des axiomes. L'outil Krakatoa [105, 103] suit ce prineigegrmet de traduire
automatiqguement un programme Java en un programme Why avec une telle niodélisa
Loutil CADUCEUS[61, 59] fait de méme avec les programmes C.

3.3.1 Propriétés typigues recherchées

Il'y a deux classes de propriétés qu'il faut chercher a prouveprémiére est 'absence
d’erreur a I'exécution : pas de division par zéro, absence deétéréfiation de pointeurs
non alloués, pas d'accés en dehors des tableaux. Note dans le eagdeds « erreurs »
ne provoquent pas l'arrét du programme mais lévent des exceptioan guincipe peuvent
étre capturé par le programme. Or ces cas sont rarissimes, et doneodi@napproche on
cherchera vraiment a prouver que les exceptions ne sont jamais levées.

La deuxiéme classe est celle des post-conditions ajoutées explicitemenppagriem-
meur.

3.3.2 Modélisation fine du tas mémoire

Historiguement, la modélisation des structures avec pointeurs, avec alsisigssest
marquée par une approche proposée par Burstall [24] : les chanspsickire peuvent étre
vus chacun comme un tableau indexé par les adresses. Grace a cete isiiestatique-
ment que si un champ d’une structure est modifié, les autres champs delésgiructures
sont inchangés, et par contre les alias sont parfaitement modélisésidéetsera reprise
par de nombreux auteurs, et nous feront de méme pour les programvaes GaUn article
marquant sur ce sujet est celui de Bornat[22] en 2000, ou il reprettel idée pour prouver
formellement des programmes manipulant des listes chainées et des gbmptel suite
on parlera de modéle a la Burstall-Bornat.

3.4 Preuves de programmesAVvA

3.4.1 Programmes AvA annotés en JML

Le langage JML Java Modeling Languageest un langage pour spécifier le comporte-
ment des classes et des interfaces Java. La conception de ce lasgagefort collabo-
ratif, dirigé par I'équipe de Gary Leavens de I'Université d’Etat dew4o La page Web de
JML http://ww. cs. i astate. edu/ ~| eavens/ JM./ i ndex. sht m donne les
détails des différents partenaires.
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Ce langage est destiné a étre utilisé par des outils ayant différents objeotijgctif
principal est celui de la vérification des assertions introduites a I'exécutette tdche est
assurée par I'outil IMLRACr(intime assertion checker

Plusieurs équipes dans le monde ont souhaité utiliser IML comme langagecdieap
tion pour une approche de preuve de programme : le groupe SOS de Nij(BzsgeJacobs,
Erik Poll) aux Pays-bas [79] développe l'outil LOOP, qui utilise PVS commuaiyeur ;
I'outil Jack [23] developpé par GemPlus puis maintenu par le projet BvdeeBINRIA
Sophia; l'outil Jive [110] de Arnd Poetzsch-Heffter a Kaiserlautdensystéme KeY [4]
developpé par des équipes de recherche a Karlsruhe et Koblentteemagne ainsi qu'a
Gothenburg en Suéde.

Nous avons souhaité poursuivre le méme but, la preuve de programmeniaiés en
JML, avec un outil Krakatoa, qui procéde en générant un programinyedglivalent, selon
I'approche décrite a la section 3.2.3. Il n’est pas question ici de ddaonsiles détails, par
ailleurs donnés dans les articles publiés [105, 104], mais de donnelités jpgportants.

Les figures 3.4 et 3.5 illustrent I'utilisation de JML sur I'exemple du drapeailaAdais
de la section précédente. Sur cet exemple, les obligations de preuvésaloes automa-
tiguement avec le prouveur Simplify. La preuve manuelle avec Coq est du mére
de complexité que la preuve du programmei¥Wde la section précédente. On peut donc
dire que notre interprétation M¥ des programmesaJya n’introduit pas de complexité
supplémentaire : c’est la 'avantage du plongemenshéllow embeddingar rapport au
plongement profondeep embeddingui consisterait a encoder les programmes comme une
structure de données concrete.

3.4.2 Modele WHY des objets AvA

Notre modéle des objetswA [104] utilise la représentation de Burstall-Bornat pour
les variables d'instances : chaque champ non statique des classedieornene variable
Why de typenenory, qui est une table indexée par les adresses. Nous avons étendu ce
modele pour gérer les tableaux. Pour connaitre dynamiquement la cladszoge objet et
les tailles de chaque tableau, une table supplémeiathirec est introduite pour associer a
chaque adresse la classe de I'objet qui s’y trouve ou bien la taille du tadpléa’y trouve.
La modélisation de la mémoire est schématiquement représentée sur la figure 3.6

Le point important de ce modeéle est que la mémoire est découpée en zdassalas
d’adresses ne sont possibles qu’a l'intérieur d’'une zone et paszories.

Les opérations d’'accés et de mise a jour de la mémoire peuvent alorsiétratigées :
un ensemble d’axiomes satisfaits par ces opérations est décritien W

3.4.3 Traduction de JAvA/IJML vers W HY

L'intérét d'utiliser WHY comme langage intermédiaire est de bien séparer les probléemes
d’interprétations du flot de contr6le de celui des données. La repetésm des données a
été choisie ci-dessus, et pour le flot de contréle, nous utilisons la bohdede WHY pour
interpréter les boucles while, for et do de Java, et nous utilisons le méeadisxception de
WHY pour interpréter les exceptions Java, mais aussi le break, le continuetirie Les
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public class Flag {

public static final

int BLUE = 1, WHTE = 2, RED = 3;

/@ private nornmal _behavi or
@ ensures \result <==>
@ (i == BLUE || i == WHTE || i == RED);

@/

private static /~@pure @/ boolean isColor(int i) {
return BLUE <= i && i <= RED;

}
public int t[];

/@ public invariant

@ t !'=null &k (\forall int Kk;
@ 0 <=k & k < t.length; isColor(t[k]));

@/

/@ private normal _behavi or

@ requires 0 <=
@ ensures \resul
@ (\forall
@/

private /~@pure @/

i && i <=j && ] <=t.length ;
t <==>
int k; i <=k & k <j; t[k] == c);

bool ean i sMbnochrone(int i, int j, int c) {

/«@Il oop_invariant k >= i &&

(\Morall int I; i <=1 && | <k ==> t[l]==c);
decreases j - Kk;
* [
for (int k =1i; k <j; k++t){
if (t[k] !'=1c) {return false;}

}

return true;

FiG. 3.4 — Le drapeau Hollandais de Dijkstra en Java, partie 1
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/@ private nornal _behavi or

@ requires 0 <=i & i <t.length & 0 <= && j < t.length;

@ nodifiable t[i],t[j];
@ ensures

@ tfi] ==\old(t[j]) && t[j] == \old(t[i]);

@/
private void swap(int i, int j) {
int z =t[i];
tfi] =t[j];
tljl =z
}

/@ publ i ¢ normal behavi or
@ nodifiable t[*];
@ ensures

@ (\Vexists int b,r; isMnochrone(0, b, BLUE) &&

@ i sMonochronme(b, r, WH TE) &&
@ i sMonochrome(r,t.length, RED));
@/
public void flag() {
int b =0;
int i = 0;
int r =t.length;

/@1 oop_i nvari ant
@ (\forall int k; 0 <=k & k < t.length;

i sColor (t[k])) &&

@ O0<=Db & b<=i &&i <=1 && r <=t.length &&

@ isMonochrone(0, b, BLUE) &&
@ isMnochrone(b,i, WH TE) &&
@ isMonochrone(r,t.|ength, RED);
@decreases r - i;
@/
while (i <r) {
switch (t[i]) {
case BLUE: swap(b++, i++); break;
case WH TE: i ++; break;
case RED: swap(--r, i); break;

}

FiG. 3.5 — Le drapeau Hollandais de Dijkstra en Java, partie 2

Claude Marché
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al | oc i e intA obj A
al Cl
as Cy
o | it HENEN
ayq C3[3]
]

as [ int][2]

FiGc. 3.6 — Modéle a la Burstall-Bornat du tas Java

schémas de traduction sont décrits dans [105]. La jonction entre la ti@ddc contrble
et celui des données se fait quand on traduit les opérations d’acdésmdse a jour d’'un
champ d’objet : on traduit. f en

let tmp =& in { tmp # null } (acc f tmp) {}

ouf est la variable WAy associée d, eté est, récursivement, la traductioneld_a fonction

WHY acc est la fonction d’acces a un champ, trés similaire a celle utilisé sur I'exemple du
drapeau hollandais. C’est en introduisant la précondition dans le sateétreduction que

I'on force la génération d’une obligation de preuve assurant que kotkénéférence pas le
pointeurnul | .

3.4.4 Correction de la méthode

Une question importante est évidemment celle de la correction de cette appooch-
ment peut-on garantir 'adéquation de la sémantiquerde &t celle du programme traduit
en WHY ? En fait on ne peut pas garantir cette adéquation, et méme de toute fagon no
ne prétendons pas supporter toutes les constructions Java. Noumslpnstsimplement que
sur le fragment considéré, les schémas de traduction sont suffisanimplesspour étre
compris et admis comme corrects. C'est |a méme un avantage de la méthodd passa
WHY : on peut se concentrer sur I'essentiel, a savoir décrire la sémantiqliedelans
WHY, et laisser Wiy s’occuper du probleme de la génération d’obligations de preuve.

Une autre source possible d’incorrection dans notre approche eisinfatique utili-
sée pour décrire les opérations sur la mémoire : nous devons nousragseicelle-ci est
cohérente. Ceci a été fait en en produisant un modéle Coq calculat®ie $ans axiome.

3.4.5 Problemes des invariants de classe et de I'héritage

Nous concluons cette partie sur les programmes En mentionnant le point le plus
important qui n'est pas actuellement supporté par Krakatoa.

La sémantique des invariants de classes en JML, comme indiqué dans le dodeme
référence est : « a I'appel et au retour d’'une méthode, tous les int&ade tous les objets
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accessiblesont supposés valides ». Cette sémantique est difficile a mettre en ceuvre car
I'ensemble des objets accessibles n’est pas calculable statiguemenkeipgrepour une
structure chainée, un arbre, un graphe, le nombre d’objets accesddigend de chaque
exécution. Une solution possible consiste a exprimer I'ensemble des oljessintes sous
forme d'une formule, de facon analogue a notre facon d'exprimer lhsdee mémoires
spécifiées comme inchangées dans une classignable Cette solution n'a pas été mise
en ceuvre par peur d’'une trop grande complexité d’utilisation lors desgseu

De maniére tres pragmatique, I'implantation actuelle de Krakatoa limite simplement
I'ensemble des objets supposés satisfaire leur invariant a I'appel oget@wr d’une mé-
thode : on ne prend en compte que les objets qui sont directement pasadedaenéthode.
Ainsi sur 'exemple

class A {
B x;
static m(A a,B b[]) {

}
}

Krakatoa considére que I'objatdoit satisfaire I'invariant de la clasgge mais n’exige rien
sura. X, niles éléments de tabledlli ] , qui pourtant selon la sémantique de JML doivent
aussi satisfaire I'invariant de la clasBe

Ce manque de respect de la sémantique de JML implique une incorrectioaldda
vis-a-vis de cette sémantique : ainsi le programme

class A {

int x; [/l invariant x !'= O;
}
class B {

Ai;

void m) {

this.i.x = 0;

}

}

est considéré comme correct par Krakatoa, alors qu'il ne I'est pars lsesémantique JML.
Néanmoins il faut remarquer que Krakatoa est correct vis-a-vis ¢eogme sémantique
qui réclame la validité des invariants uniqguement des objets directementeneanrgde

méthode. Mais bien sir cela pose des problémes de complétude, ainsirEnproeg

class A {
int x; // invariant x 1= 0;

}

class B {
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int m(At[]) {
return 100 / t[0].x;
}

}

ne peut pas étre prouve exempt de division par zéro, puisque les é&émeéme sont pas
supposés vérifier leur invariant.

Un probléme plus subtil avec les invariants de classe est leur interactiolif@mtage.
Considérons le programme

abstract class A {
/@ normal_behavior
@ assignable \nothing;
@ ensures \result '= O;
@/
abstract int nml();

}
class C{
static int n2(A a) {
return 100/ a. m();
}
}

on peut prouver que la méthod® ne peut pas faire de division par zéro, grace a la post-
condition de la méthodeil. Mais si I'on étend la classk par

class B extends A {
int x; /@ invariant 0 < Xx;

int ml() { return x; }

int mB() {
X = X-1;
int z = Cn2(this);
X = X+1;
return z;

}

alors, grace a l'invariant, on peut effectivement prouver que la méthdespecte son
contrat : elle retourne un entier non nul; mais par contre I'appdd &isque de provoquer
une division par zéro. Lorsque I'on a traité la méthodk on réclame que son paramétre
a vérifie l'invariant de la classé, mais pas de la clasd® Autrement dit, en présence
d’héritage la vérification modulaire n’est plus possible, on a besoin dgrspie les objets
vérifient I'invariant de leur classe dynamique, et pas seulement delémsecstatique.
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Une solution a ces problémes avec la sémantique des invariants de clggspesée
par Barnett, DeLine, Fahndrich, Leino et Schulte [14]. lls proposerhangement radical
dans la sémantique des invariants : les objets doivent pouvoir momentanéalenteur
invariant, de fagon contrdlée par I'ajout d’annotations explicites. Cetiplesse permet
de recouvrer une approche correcte dans tous les cas, avecVémient de réclamer un
travail supplémentaire d’annotations de la part de I'utilisateur.

Cette solution est malheureusement incompatible avec la sémantique actuelle.de JML
La décision d’adopter cette approche pour Krakatoa, et donc daeidé@veompatible avec
JML, est encore en cours d’étude.

3.5 Programmes C

Dans cette section, nous nous intéressons spécifiquement a ce gelineptes pro-
grammes C. L'aspect central qui n'apparait pas en Java est |'arithrét@pointeurs.

Contrairement au cas de Java, les outils de preuve formelle existantsitgunttdarec-
tement les programmes C sont tres rares (on peut citer I'outil non publieaCdu CEA
Saclay), et il n'y a pas d’équivalent de JML comme langage commun aifispéon. Nous
avons di concevoir notre propre langage, tout en nous inspiraMide J

Avant d’entrer dans le détail de la modélisation de I'arithmétique de pointeous, al-
lons traiter deux exemples. Ce sont des exemples que j'ai congu pouktlliastnéthode, ils
n'ont été publiés nulle part, mais présentés a la journée QSL (Qualité ¢€ Sarkogiciel)
a Nancy, le 10 février 2005 ¢t p: // qsl . 1 ori a. fr/ Ext er ne/ 10022005. php)

3.5.1 Exemple : memcpy et strcpy

Le premier exemple est celui de la fonctisant py consistant a recopier une zone de
mémoire d’'une longueur donnée. Le code source annoté de cette foastidanné sur la
figure 3.7. La clausensur es est la précondition, elle affirme que les cases®-a 1
sont allouées pour les tableaux, puis que ceux-ci onadessses de bagshfférentes. Ceci
signifie intuitivement que ce sont des pointeurs sur deux zones mémoirageslavec
deux appels distincts a une fonction de typd | oc. Ceci sera détaillé a la section 3.5.2.
La clauseensuresest la post-condition, qui exprime que les cases du taldesu sont
devenues égales aux casesde.

Pour la vérification de la fonctiomentpy, CADUCEUS produit des obligations de
preuve qui expriment que :

— le code darentpy ne contient pas de déréférenciation de pointeur non alloué : en

I'occurrence il s'agit de montrer que l'affectatiolest [i ] = src[i] estvalide;

— la post-condition deentpy est établie.

Ces obligations sont prouvées entiérement par le prouvewr LSV, et en Coq elles
sont prouvées en seulement 8 lignes of tactiques, ce qui est trésuteemant dit, ce code
C se prouve tres facilement.

Le deuxieme exemple est celui de la fonctgtr cpy pour copier des chaines de ca-
ractéres C, qui sont des tableaux de caractéres terminés par 0. & paadcette fonction
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typedef int size_t;

/*@ requires
@ \valid_range(src,0,n-1) &&
@  \valid_range(dest,0,n-1) &&
@ \base_addr(src) != \base_ addr(dest)

@ ensures
@ \forall int k; 0 <= k < n => dest[k] == srclk]
@/
char *nencpy(char *dest, const char *src, size_ t n)
int i =n;

/[ *@ invariant
@ i <= n &&
@ \forall int k; i <= k < n => dest[k] == src[k]
@ variant i * [

while (i-- > 0) dest[i] = src[i];

return dest;

FiG. 3.7 — Code C annoté de la fonctioent py

particulierement concis, que I'on trouve par exemple dans le livre ré&eérsur le C de
Kernighan et Ritchie [82], est :

void strcpy(char *dest, const char =*src) {
while (*dest++ = xsrc++);

}

Les difficultés posées par ce programme, par rapport a celaedepy, sont :

— l'utilisation de I'arithmétique de pointeur;

— l'absence de borne explicite pour la boucle, qui est nécessairapsurer aussi bien

la terminaison de la fonction que I'absence de déréférenciation de poimtalide.

La spécification informelle dst r cpy, que I'on trouve dans le manuel UNIX, dit que :

— le pointeursr ¢ pointe sur un tableau de caractéres terminé par 0 ;

— le pointeurdest pointe sur une zone mémoire avec suffisamment d’espace alloué.

Il nous faut donc spécifier ceci formellement, dans le langage d’atimndade QDU -
CEUS. Pour exprimer que le tableau ¢ est terminé proprement par un zéro, on introduit
le prédicat suivant :

/@ predicate is_c_string(char *grc, int n) {
@ n >= 0 && \validrange(src,0,n) && src[n] == 0 &&
@ (\forall int i; 0 <= i < n => src[i] = 0) }
@/
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/*@ requires
@ \baseaddr(src) !'= \baseaddr(dest) &&
@ (\exists int n;

@ is_c_string(src,n) && \validrange(dest,0,n))

@ ensures

@ \forall int n ; is_c_string(src,n) =>

@ \forall int k; 0 <= k <= n => destk] == src[k]
@/

void strcpy(char xdest, const char =*src)

FiG. 3.8 — Spécification de la fonctiast r cpy

void strcpy(char xdest, const char =*src) {
[ *@ invariant
\old(dest) <= dest && \old(src) <= src &&
dest - \old(dest) == src - \old(src) &&
(\forall char *p; \old(dest) <= p < dest =>
*p == =(\old(src) + (p-\old(dest)))) &&
(\forall int n ; is_c_string(\old(src),n) =>
dest <= \old(dest)+n && src <= \old(src) + n)
@ loop_assigns dest]  *]
@/
while (*dest++ = xsrc++);

PO ®

}

FiG. 3.9 — Code annoté de la fonctist r cpy

qui exprime quesr ¢ est une chaine de caractére C bien formée de tailleutes les cases
entre0 etn sont allouées, la cagevaut O et les autres ne sont pas nulles.

On peut alors spécifier la foncticst r cpy de la fagon donnée sur la figure 3.8. La
différence avearentpy est qu'ici on suppose l'existence d'untel quesr c soit une
chaine de tailler.

La preuve destrcpy passe naturellement par I'écriture d'un invariant de boucle
adapté. L'obtention d'un invariant suffisant ne vient pas naturellensenfait il nous a
fallu plusieurs itérations avecADUCEUS et le prouveur ©Q pour arriver a un invariant
suffisant, qui est donné sur la figure 3.9.

La vérification du code annoté d¢ r cpy avec le prouveur MPLIFY a été faite seule-
ment partiellement :

— invariant de boucle initialement vrai : prouvé;

— validité des déréférenciationsr ¢ etxdest : prouvée;

— préservation de l'invariant de boucle : non prouvée;
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al | oc f1 I intP i nt PP
ai | N.a.

az | 5 L[] L[ 1] L[] L[]
as 1

ag [na.| [ N B B

«1T0 [0 [T0 [T

FiG. 3.10 — Représentation a la Burstall-Bornat du tas mémoire de C

— post-condition établie : non prouvée.

Avec le prouveur Coq, par contre, tout a été prouvé. Cela a nécessitélemmes a
propos du prédicdts_c_st ri ng (pour dire que si une chaine est a la fois de tailkt de
taille m, alorsn = m, et pour dire que si I'on change une case d’'une chaine detadlie
reste une chaine de tailtg, et au final 303 lignes de tactiques. La réalisation de ces preuves
nécessite une bonne compréhension de la modélisation de la mémoire et deéagtie
de pointeurs.

3.5.2 Modélisation de I'arithmétique de pointeur

Le modele de Burstall-Bornat est étendu pour supporter les tableauxedd aCith-
métique de pointeur en général. En effet, les tableaux de C sont du gatagigue pour
I'arithmétique de pointeurt:[ i ] est une abréviation de(t +i ) .

Un bloc mémoire de C est vu selon ce schéma :

p p+i=shift(p,i)
—offset(p) — | !
base_addr (p) | | ] || |

«—————Dblock_length(alloc, p) ——

Chague champ de structure est une table d’association, qui a chagaseagissocie non
pas une cellule mémoire comme dans le cas du modéle Burstall-Bornat initial aiirde n
modéele pour Java, mais un bloc mémoire. Ceci est schématisé sur la figure 3.10

Les pointeurs sont vus comme des couples (adresse de base, detaaigenatisation
au premier ordre est ainsi :

| ogi c base _addr: pointer -> addr
| ogic offset: pointer -> int

axi om pointer_pair_1 :
forall pl:pointer. forall p2:pointer.
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(base_addr (pl) = base_addr(p2) and
of fset(pl) = offset(p2)) -> pl = p2

axi om pointer_pair_2 :
forall pl:pointer. forall p2:pointer.
pl = p2 -> (base_addr(pl) = base_addr(p2)
and offset(pl) = offset(p2))

La validité de la déréférenciation de pointeur correspond a deux choses

— l'adresse de base de ce pointeur correspond a un bloc alloué

— la taille de ce bloc est suffisante pour que I'offset de ce pointeur saittarieur de

ce bloc.

Pour exprimer cela, on introduit une variable Why supplémentaire repiedgda table
d’allocation courante : a chaque adresse de base on associe la tailledlldlg a cette
adresse, ou bien 0 pour signifier qu’elle n'est pas allouée. Le typeuegiq cette table est
notéal | oc_t abl e. L'axiomatisation du premier ordre est alors :

|l ogic block length: alloc_table, pointer -> int

axi om base_addr bl ock |l ength :
forall a:alloc_table. forall pl:pointer.
forall p2:pointer.
base_addr(pl) = base_addr(p2) ->
bl ock_I ength(a, pl) = bl ock_| ength(a, p2)

predicate valid(a:alloc_table, p:pointer) =
0 <= offset(p) < block _Iength(a,p)

Des prédicats de validité supplémentaires s’introduisent facilement, commejcetx-
prime la validité d’un intervalle d’indices :

predi cate valid range(a:alloc_table, p:pointer,
izint, j:int) =
0 <= offset(p)+i <= offset(p)+ < block_ |Iength(a,p)

L'addition d’'un pointeur et d’'un entier est ensuite introduite, avec le nogiglee
shi ft pour bien la distinguer de I'addition des entiers.

logic shift: pointer, int -> pointer

axiomoffset_shift : forall p:pointer. forall i:int.
of fset(shift(p,i)) = offset(p)+i

axiomshift _zero : forall p:pointer. shift(p,0) =p

axiomshift_shift . forall p:pointer. forall i:int.

Claude Marché Mémoire d’Habilitation — Université Paris Xl



62 Preuve de programmes impératifs

forall j:int. shift(shift(p,i),j) = shift(p,i+)

axi om base_addr_shift : forall p:pointer. forall i:int.
base_addr(shift(p,i)) = base_addr(p)

axi om bl ock_length_shift : forall a:alloc_table.
forall p:pointer. forall i:int.
bl ock_l ength(a,shift(p,i)) = block_|length(a, p)

En plus de I'addition d’'un pointeur et d’'un entier, I'arithmétique permet laédifiice
de pointeurs : le résultat est un entier ; et les comparaisons de poirdenssles deux cas,
le résultat n’est défini que pour des pointeurs pointant sur le méme bloc.

| ogi c sub_pointer: pointer, pointer -> int
axi om sub_poi nt er _def
forall pl:pointer. forall p2:pointer.
base_addr (pl) = base_addr(p2) ->
sub_poi nter(pl, p2) = offset(pl)-offset(p2)

predi cate |t_pointer(pl: pointer,p2:pointer) =
base_addr(pl) = base_addr(p2)
and of fset(pl) < offset(p2)

et de facon analoguee_poi nt er, gt _poi nt er etge_poi nter.

Cette théorie de I'arithmétique de pointeurs est originale, et en particulisrmavons
pas du tout a notre disposition de technique automatique ou au moins systérdatigite
sonner avec. Sur les exemples que nous avons traités, les preuveg eer@andent une
application manuelle des axiomes précédents, et beaucoup d’'étapésritang manuelles.
Avec I'outil automatique Simplify, nous avons di étre trés attentifs avec lesnasiaon-
nés, car parfois il suffit de donner un nouvel axiome, redondaet ks précédents, dans
I'idée d'aider le prouveur, pour qu’en fait I'outil se mette a boucler indéfent.

Une question restée ouverte est donc comment s’y prendre pourmeissystémati-
guement sur cette théorie. Et aussi d'un point de vue théorique, gsteceette théorie est
décidable ? La réponse a cette question n’est certainement pas simpéetieuipr parce
gue cette théorie contient I'arithmétique linéaire sur les entiers.

3.5.3 Invariants de structure

Dans notre approche actuelle des programmes C, il est possible deupdsgariant
sur chaque variable globale, indépendemment les unes des autresurillyesoin évident
d’attacher un invariant a un type, en particulier de structure, devansétisfait par chaque
variable de ce type. Pour faire cela, on se heurte aux mémes problémgsuyudes inva-
riants de classe de Java, détaillés a la section 3.4.5. Ceci est actuelleroeatsed'étude.
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3.6 Etudes de cas

J'ai eu I'occasion de mettre en ceuvre les outils Krakatoa et Caducedsssétudes de
cas de taille conséquente. L'objet de cette section est de présentenelibelles.

De maniére générale, il faut noter que les exemples traités sont d’'undecitdpelle
gue la preuve entierement automatique, par un outil comme Simplify, n’a jamait.dtes
preuves de cette section ont toujours été faites a I'aide de Coq.

3.6.1 Programmes JavaCard

Les programmes JavaCard sont, au niveau du source, trés presiaedrammes Java.
C’est pourquoi notre outil Krakatoa peut s'utiliser sur les deux. lldea différences plus
importantes au niveau de la machine virtuelle. Une différence importantepasrdans la
mesure ou cela influe sur les programmes sources, est I'absence de @dldimension 2
ou plus. Cela permet un typage dynamique grandement simplifié dans la J&tNdque le
langage des types n’est plus récursif. Cette limitation est contournéesgaolgrammeurs
JavaCard en simulant un tableau de dimension 2 par un tableau de dimensdyped
Object[], et en castant ses éléments vers un tableau. Autrement diteclastgrammeur
qui introduit les opérations de typage dynamique nécessaires. Po@uleepce genre de
choses nécessite de rendre explicite ce codage par des invariantssge cla

Une autre différence importante est I'API, spécifique a JavaCardl @'nécessité pour
I'outil K RAKATOA de permettre le choix de la bibliothéque de packages a importer : il faut
préciser que I'on désire utiliser cette API, et il faut aussi fournir wereion annotée en JML
de cette API. Une telle version était proposée par le groupe LOOP, gusearwons utilisée
mais en la modifiant pour I'adapter a nos besoins (les annotations n’étaenbmplétes
de toute facon).

La premiére étude de cas que jai traité était une applette JavaCard @eopas la
société Schlumberger (maintenant Axalto) dans le cadre du projet VedfiEa fait, au
cours cette étude de cas, l'outil Krakatoa a été développé et amélioré das$outil
WHY) pour résoudre des problemes d’efficacité de I'outil. Quant a I'étudeedime, elle
a été poursuivie en méme temps avec d’'autres outils en collaboration avedaBabs
(Loop) et Nicole Rauch (ESC/Java et Jive) et nous avons réussier tine bonne partie de
'applette et méme trouvé quelques problémes de correction. Les détaildésuits dans
un rapport [26] et un article de conférence [80].

J'ai encadré un stage d’un étudiant, Vikrant Chaudhary, sur une é@ude de cas : une
applette JavaCard proposée comme challenge académique par TrustedNoag avons
sur cet exemple étudié des propriétés de haut-niveau, sur la vérifidaaaroits d’acces,
en traduisant des machines a états vers JML. Nous avons lors de cettédétutifié aussi
des problémes dans I'applette.
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3.6.2 Pointeurs et aliasing

The Schorr-Waite algorithm is the first moutain
that any formalism for pointer aliasing should
climb.

— RICHARD BORNAT ([22], page 121)

Notre approche est adaptée aux programmes qui comportent des apjantiaurs.
Pour démontrer la validité de cette affirmation, et conformément a I'affirmatidessus,
nous avons souhaité refaire les exemples représentatifs traités pard_draat. Ainsi,
la fonction C de renversement en place d’'une liste chainées était domméecexemple
dans mon article avec Jean-Christophe Filliatre en 2004 [61]. La preubalgorithme de
parcours de graphe de Schorr et Waite, qui requiert une preugedoet difficile, a fait
I'objet d’'un article avec Thierry Hubert en 2005 [75]. Enfin, la prewu fusion de deux
listes triées a été traité par Julien Roussel, dont jai encadré le stage deabedw de
'EPITA en 2005.

Julien Roussel a également tenté de prouver des versions Java demes aigo-
rithmes, mais il s’est heurté a des manques au niveau du langage JML ndumtion
\ ol d n'est pas autorisée dans les invariants de boucle (ce manque a été signkié
mailing-list de JML et on peut espérer qu'’il sera comblé dans un proghary, et lesva-
riables de spécificatiofc.-a-d. dont la portée couvre a la fois la pré et la post-condition) ne
sont pas supportées par les outils JML, bien que décrites dans le mamaétigtnce.

3.6.3 Autres Algorithmes

D’autres preuves d'algorithmes ont été étudiés : recherche du plut dmmin de
Dijkstra (stage de Cyril Roux en 2005) et I'algorithme d’Ukkonen (stag&tolas Gue-
not en 2005). Ces preuves n'ont pas été terminées, bien qu'aucujuenalair n'ait été
identifié, il s’agit Ia seulement d’'un manque de temps. Il faut noter queesuexemples, ce
qui est compliqué est la modélisation logique qui doit étre construite rienaurespécifier
leur comportement attendu des programmes considérés. La complexitéalgaréhmes
est apparement trop grande pour que de jeunes stagiaires (Liceviestet 1 en I'occur-
rence) arrivent au bout dans le temps impatrti.

3.6.4 Programmes C embarqués

Caduceus est actuellement en cours d’expérimentation sur des progs&manigques :
a Axalto et a Dassault aviation.

3.7 Conclusions et perspectives

La méthodologie Why de Jean-Christophe Filliatre, basé sur une interpnétaitpdes
programmes impératifs, permet une grande souplesse. D'une parfpanidVhy d’autres
prouveurs que Coq peuvent étre utilisés pour établir la validité des obligat®preuve.
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D’autre part, la méthode de génération des obligations sépare clairenopritest du res-
sort du flot de contréle (conditionnelles, boucles, exceptions) et iceegdépend que des
données. Cette séparation des taches a permis en un temps tres réduitalempdéice des
outils pour les programmes Java et C, car il suffit dans chacun deg casstruire un mo-
dele des données complexes de ces langages sous forme de varididéesginodifiables
de Why, et d’opérations logiques sur ces variables.

Grace a cette approche, avec Jean-Christophe Filliatre, Christine PaXtwvier Ur-
bain, nous avons pu trés rapidement proposer des outils intéressamdusgiels. Mon
objectif scientifique général est maintenant d’intégrer a notre apptestapports d’autres
techniques de preuves de programme reconnues, en particulier lesesrstgtiques avan-
cées de code. Je détaillerai des perspectives de recherche @rechap
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Chapitre 4

Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre de conclusions, je présente quelques perspeetiveshérche, sur
chacun de mes deux grands axes de recherche, avant de discotarsitiérations plus
générales.

4.1 Perspectives sur les preuves de terminaison

Si les avancées effectuées depuis 1997 ont fait beaucoup megles outils, comme
cela est attesté par les taux de succes obtenus lors de la compétition sur |aisemiih
reste des classes de problémes restant hors de portée.

D’abord, comme expliqué a la section 2.5.3 dans le cas du systéme Maudmiteater
son pour d'autres paradigmes par transformation vers la réécritigiepals encore satisfai-
sante. Or il y aintérét important & doter un systéme comme Maude d’un outihcieaéson.
L'analyse des exemples qui échouent montrent des pistes de regherch

— Lamodularité des programmes Maude n’est pas préservée par lésrratons, ce
qui rend ardu la preuve de terminaison du programme transformé. @ete onc
un aspect négatif de cette transformation, une variante de cette transbormest
donc a trouver.

— Les sortes des programmes Maude sont parfois essentielles powtirgaréermi-
naison. Or la transformation vers la réécriture arrive dans un monde péndg y
perd donc des informations structurelles. Pour la terminaison de la rééatitudre
supérieur, si l'utilisation de systéme de types est largement étudiée [Jdig]la
terminaison de systemes de réécriture du premier ordre multi-sortés ogatéds;
n’'est pas le cas.

La compétition d'outils de terminaison peut jouer un réle moteur dans la résold¢ion
ces problémes. En effet, les exemples transformés produisent degrdééatés a tous les
outils, et on peut espérer que la mise en commun des efforts produirapldement des
avancées.

Ensuite, la compétition de terminaison révele d'autres lacunes des techatquekes.
Le succés ou I'échec peut varier énormément en fonction des stratéijidses par un
outil, on retrouve la un phénomene similaire & ce que I'on connait par exeroptelgs
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preuves de théoréme du premier ordre de la compétition CASC. Les probitnudmix
de stratégie sont encore trop souvent vus comme des problémes teshniguee étude
théorigue peut parfois rendre obsolétes du jour au lendemain.

Une perspective importante pour la preuve automatique de terminaison &stéliaag
tion de traces vérifiables. En effet, on sait que les outils, du fait méme denfalexité des
algorithmes gu’ils mettent en ceuvre, contiennent des erreurs de progtiamifj@ peux
citer pas moins de quatre de ces outils dont un bug a été révélé & un momeniou a
autre, en produisant parfois une réponse positive sur un systéeme ¢griminait pas). Le
projet CoLoR bttp://color.loria.fr/) pourla production de traces vérifiables
en Coq [70], ainsi que le travail de DEA de Thierry Hubert que jaisehé [74] apporte
déja des avancées en ce sens, mais on est encore loin de I'objectifajudsxiger pour
chaque outil un langage commun d’expression des traces. Cette problésrddigproduc-
tion de trace existe aussi depuis longtemps pour les preuves de théoagetedes avan-
cées lentes [115] (voir par exemple la thése de Pierre Corbineau [8§ g partiellement
encadrée) donc il est probable que la génération de trace de preueerdnaison reste
longtemps un défi.

Enfin, la preuve de terminaison de programmes fonctionnels est encemetrabor-
dée. Cela aurait des applications pour des programmes CAML, mais asgsiajrammes
Coq et des programmes Why. Une méthode par transformation vers |auegest encore
une fois envisageable, par exemple j'ai modestement contribué a la cedifida la librai-
rie Set de Caml [60] en trouvant, a I'aide d’une transformation manuelle &M&IE, une
preuve de terminaison de la fonction de comparaison des ensembles,jtpadieuliere-
ment ardue.

4.2 Perspectives sur la preuve de programmes impératifs

La méthode d'utilisation de I'outil Why que nous avons mise en ceuvre pouelavgr
de programmes Java et C offre une souplesse qui permettra a I'avexypedmenter rapi-
dement de nouvelles techniques.

Une premiére piste que nous allons explorer dans un proche aveni@siic support
de I'arithmétique entiere et flottante des ordinateurs. En effet, un dexhegs actuels a nos
outils Krakatoa et Caduceus est que les entiers des programmes sqméiéecomme des
entiers mathématiques, non bornés, et de méme les flottants sont interpmi@s des réels
mathématiques. La solution que nous prévoyons utilise la souplesse dethpphHY :
en effet, il suffit lors de la traduction vers MY de traduire les opérations par des fonctions
WHY spécialisées. A titre d’exemple, si 'on souhaite vérifier qu’un programmelss
entiers 32 bits ne fait jamais de dépassement de capacité, on pourraettadidition avec
la fonction WHY :

par anet er bounded_add : x:int -> y:int ->
{ -27"31 <= x+y <2731 } int { result = x+y }

signifiant que le résultat est égal a I'addition mathématique, sous la pigoarglie celui
est dans les bonnes bornes. Ainsi, non seulement nous pouvonspidsment ajouter le
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support de ces arithmétiques bornées, mais nous pouvons aussillatdsateur choisir,

par exemple par le biais d'une option de configuration des outils, s'il deséiiéer ou
non que il N’y a pas de dépassement de capacité, ou méme s'’il autoriggksdment de
capacité et souhaite travailler mod@f&. Pour le cas des flottants, nous avons eu le renfort
récent de Sylvie Boldo qui a développé une formalisation des flottants, I&EiEBEaquelle
nous allons nous baser (voir aussi le projet MRER p: / / www. nmpfr. org/).

Cette souplesse permettre de mettre en ceuvre rapidement d’'autres estepaion
exemple la variante d'interprétation des invariants de classe proposéeétitans3.4.5.
Je suis également en train d'étudier, avec Sylvain Boulmé du LSR/IMAG aoBle, une
version de cette technique pour les invariants des structures C. AvetyTHigbert, étu-
diant en thése sous ma direction, nous étudions actuellement une modélis&ide fa
mémoire, qui procede a une analyse statique sur le programme sourcigrialtie sépa-
ration optimale des pointeurs, de maniéere a produire une représentatiquedietgelle de
la figure 3.10, mais avec le plus grand nombre de variablas différentes.

Le travail d’analyse statique précité est motivé par une étude de cas weEnBassault
Aviation, sur le code C embarqué de contréle-commande d’un avion.li/smde sépara-
tion en question est un besoin identifié lors de cette étude. Mais ce n'elet padl : il y
a de nombreux besoin d’'ajouts d’analyses statiques pour permettreediineg automati-
guement des propriétés des programmes sources. En ce sens, rmeshectevront a plus
ou moins long terme se combiner avec les techniques d’analyse statique epdatation
abstraite qui ont fait le succés d’outils comme Polyspace, Caveat [25$mée [18].

Pour linstant nous n'avons pas beaucoup travaillé sur 'automatisatidgteblisse-
ment des obligations de preuves, mais nous souhaitons progressesenscen faisant
coopérer les prouveurs. C’est le sens de la thése de Pierre Carhiéeamment soutenue,
gue j'ai co-encadré.

Un défi important pour I'avenir est de fournir des méthodes pour évitdedeir anno-
ter le code, mais plutbt d’engendrer les annotations de code a partiraificsi®ns de haut
niveau qui aurait été écrite en amont du processus de développewier )dors de la spé-
cification globale. Cela peut étre des spécifications a I'aide de machinds paitaxemple,
du type de celles de la notation UML ou des machines abstraites a la Gurévjch [2

4.3 Etalongterme?

Un groupe d’éminents chercheurs en informatique ont proposé umbleeée défis
pour le 21eme siéecle. Le « grand challenge ébt(p: / / www. f rmet . i nf o/ gc6/,
http://vstte.ethz.ch/content. htm ) concerne la vérification des systemes
critiques. C’est bien dans cette direction que mes recherches ironeaifatony Hoare a
écrit une proposition, appeléeVerifying compiler qui a pour objectif d'intégrer systémati-
guement la vérification de propriétés au processus méme de la compilatiqgerdgramme
source. C’est un objectif évidemment trés ambitieux, mais je suis enclin a grgréon
peut arriver a faire beaucoup de choses en ce sens.

Au moins deux raisons m'amene a croire que ce défi pourra étre réuabbid; il faut
bien se rendre compte que des langages comme Objective Caml offrergrdég a leur
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typage s0r, beaucoup plus de vérification a la compilation que ce qui sdé faisa une
trentaine d’année : parmi les premiers langages offrant un typagstetis le langage CLU
développé au MIT en 1974, et le langage Caml développé a I'INRIA &5.1Baut-il rap-
peler qu’un programme Caml compilé sans erreur ngdaifisd’erreur de segmentation
a I'exécution ? C’est évidemment le paradigme de programmation de OCaméumep
cela. Mais malheureusement les applications, en particulier les systemesestitigstent
encore trés souvent programmes en C en Java. Et justement, la deuxsanejtee je vou-
lais invoquer est I'essor des outils comme ESC/Java [49, 2] ou Spec&agemt opérer
de nombreuses vérifications automatiques de correction des prograresgEstivement
en Java et en C#. On peut signaler aussi le fait que le code sourcedelhaine version
du systeme d’exploitation Windows de Microsoft, est systématiguement passéutil
d’analyse statigue maison. Les auteurs de ces outils ont souhaité jusésénpproposer
des méthodes entierement automatiques, ce qui n'est pas notre cascpensons qu'il est
bien de pouvoir « passer en manuel » quand la complexité de la propriétdialéeage.
Mais de méme que nous cherchons a introduire plus d’automatisation damenwess, ces
outils commencent a s’ouvrir a la preuve interactive : par exemple, la toutedeversion
de ESC/Java2 posséde une sortie pour PVS.

Des grands projets en cours confirment I'activité dans le domaine de laepoe
programme, on peut citer par exemple le projet Verisbftt(p: / / www. veri soft.
de/ i ndex_en. ht m ) etle projet Concertht t p: / / www sop.inria.fr/l eme/
concert/) de compilateurs certifiés [20].

Les outils existants sont a mon avis maintenant suffisamment matures pour coenmen
a étre pratiqué dans I'enseignement, mais c’'est encore trés rarementlg@ard’hui. On
pourrait espérer qu’au moins un outil comme ESC/Java soit maintenantugrakams les
cours de Java. (Il faut signaler de tout de méme que, & ma connaiskaakatoa a été
utilisé a I'Université d’Evry, et Caduceus a I'Université de Valencienne

Il est clair qu'il ne faut pas se limiter a traiter le Java et le C. Les langagesiM
C++ sont des candidats ou il y a un intérét a développer des techniguedrification
automatiques ou semi-automatiques.

Un défi trés important est celui du support des programmes concurkéfrse si des
travaux anciens (Lamport, 1977 [93]) ont été produits, ce n'est §oermment que des
méthodes plus appliquées sont étudiées, avec en particulier le mécanisrassdee-
guaranteebien adapté pour raisonner composants par composants.

La vérification formelle de programmes est donc promise a un bel essatretap-
proche par traduction fonctionnelle, originale par rapport aux autees permet d’espérer
y contribuer de maniere significative.
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