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Jeux sous forme extensive

Définition: un jeu extensif a information parfaite

(N ,H ,P .U ;)

* N joueurset  (a; ;) joueur | et action
* H ensemble de séquences d’actions des joueurs

* P (play) fonction de H vers un joueur
e Utilités U ;: H — Nat (Entiers Naturels)

J



Stratégies et Equilibres

Définition: une stratéegie du joueur i dans

(N,H ,P U;)
S: H — { dij j }
définie pour tout htel que P(h) =i

Définition: (S ) est un équilibre de Nash dans
(N ,H P U;)

st V1,57 Ui (S#)=U;i(Si)



Jeux sous forme extensive

Forme stratégique:

C |D
AE |a C
AF (b |c
BE |cC C
BF |C C




Jeux sous forme extensive

Forme stratégique reduite:

C (D
AE |a C
AF (b |c
B |d |d




Exemple

Deux équilibres:

(A,D) gain (2,1)

(B,C) gain (1,2)
0,0 2,1

Comment caracteriser (A,D) ?



Equilibre de sous-jeu parfait

Définition : un sous-jeu limit¢ahdujeu ' = (N ,H ,P U ;)
est T (h)=(N,HTh,PTh,U;Th) ou:
*H|h est I’ensemble des séquences h’ telles que (h,h’) est dans H.

Definition : Un équilibre de sous-jeu parfaitest S i
si. Vi, wh,wSide I'thy U;i(S¢Th)>U;(S:)

Exemple: dans le sous-jeu C n’est
pas optimal pour II. N
Un seul équilibre en sous-jeu parfait.

0,0 2,1



Existence d’un équilibre de sous-jeu parfait

Lemme : S est un équilibre de sous-jeu parfait dans
'=(N ,H ,P U;)
si. Vi,vh,vS;de T (h
ou S;#S;{au point h uniquement
U.:(S+Th)>U,(S;)

One deviation property: considerer le point le plus profond dans
I’arbre. Si on peut changer de strategie et obtenir un meilleur gain,
alors la strategie initiale n’est pas optimale.



Existence d’un équilibre de sous-jeu parfait

Lemme : tout jeu sous forme extensive admet un equilibre de
sous-jeu parfait dans T '=(N ,H ,P ,U ;)

Backwards induction: considérer le point le plus profond dans
I’arbre. Déterminer la situation optimale pour chacun des joueurs.




Exemple: Jeu Nord-Est (Gale)

T'=(N,H,P U;)

Entrée: nm

Etat du jeu:
(il1j1)’(i21j2)"'( ik1jk) I

Gain: 1 ou -1 si le joueur
choisit (1,1) et perd.

("))



Stratégie gagnante de Nord-Est

Le jeu est fini O(n.m).

Soit I soit 11 gagne.

Supposons que Il gagne. Si | joue
(n,m), Il joue sa stratégie gagnante O
et la premiere action est (i,j). Alors
| gagne en jouant (i,J) directement,
contradiction.

Stratéegie gagnante de I inconnue.




Dilemme des prisonniers:

Jeux repetes

C D
C (3,3) {(0,4)
D (4,0) [(1,1)

CC

CD

DC

DD

3,3

0,4 40

1,1



Jeux repetes

Définition: un jeu répété a information parfaite (A ,H U ;)
» A matrice du jeu simple, N joueurs et
(ai j) Joueur | et action J

» H ensemble de séquences finies de vecteurs " a L] )
. d, k
e Utilitéss: U i: H — N L ag,

Somme des utilites du jeu simple.



Stratégies et Equilibres

Definition: une stratégie du joueuridans (A ,H U ;)

S:H—){ai,j}

définie pour tout he H
Definition: (S ) est un equilibre de Nash dans
(A,H U ;)

S Vi,Si U i(S#)=2U ;i (Si)



Existence d’un équilibre

Lemme: DansleD.P. S~ est un équilibre de sous-jeu

parfait dans (A,H U ;)
sl chaque joueur joue un N.E

Backwards induction.

A partir des feuilles, on définit les stratégies.



Dilemme modifié des prisonniers:

Dilemme répéete

c |p |E
C [(3,3) |(0,4) |(0,0)
D |(4,0) [(1,1) |(0,0)
E 1(0,0) [(0,0) |(1/2,1/2)

3,3 0,4

Equilibre ?

0,0

0,0 1/2,1/2



Dilemme répéte modifié

Représentation extensive:

Lemme: pour un horizon T, il existe un
equilibre de sous-jeu parfait (C,C) sauf
pour les 3 dernieres étapes (D,D).

Si I’autre joueur ne joue pas cette stratéegie,
on joue E 33 04 00 00 1/2,1/2

H1: (C,C), (D,D), (D,D), (D,D) > Gain=6
Non-coopération:
H2: (C,D), (E,E), (E,E), (E,E) > Gain=5.5

Gain moyen= 3(T-3)+3/T=3 —6/T



Rationalité limitée

Définition: un joueur a rationalité limitée pour

(N ,H ,P .U ;)

est un automate:

S ensemble des états
e SO I’état initial

e A actions
*0:S.A—> S



Tit for Tat

C
O, — QD
W) o

C

Interpreétation: on commence dans I’état C et on dupligue la
décision de I’autre joueur a I’instant précedent.

Lemme: TfT est optimal si I’adversaire a au plus N-1 états
pour un horizon N.

Si I’adversaire dévie et joue k fois D - Gain: 4+ 1(k-1)+0.d
Ou d=0 si on est a la fin.



Tit for Tat
Optimalitée: Au milieu du jeu:
Cooperation - 3k+3
Non-coopération - 3+k

Si k=1, 1l vaut mieux trahir (D).

Si I’automate a N-1 états, on boucle avant d’atteindre
I’horizon N. Donc on applique C.



Dilemme borné du prisonnier

Lemme: Pour un horizon N, si les joueurs ont un automate
de taille 2 N -1 alors le seul equilibre est (D) itere.

Lemme: Pour un horizon N, si les joueurs ont un automate
de taille 2 ¢-N alors il existe un équilibre approx.

(C) itéré, de gain 3 — &



Jeux extensif a information incomplete

H est partiellement connu.

Deéfinition: Un jeu extensif a information incomplete est tel que
(N ,H P ,U;)

*N joueurs

*H est une séquence d’actions et

d’informations

P et Ui sont comme précedemmment.

Exemple: C ou D n’est pas connu
de I. Les nceuds sont dans le
méme ensemble d’information. 4 b




Jeux extensif a information incomplete

Perfect recall: tout I’historique est
connu.

Imperfect recall: une partie seulement
de I’historique est connue.




Cas classiques

Probleme: comment traverser un graphe?

eDéterministe

*Probabiliste

*Non-déterministe

Information complete ou incomplete




Cas classiques

Probleme: comment traverser un graphe a information
Incomplete?

eDéterministe

eProbabiliste
Non-déterministe
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Modeles d’erreurs

Fiabilité: un sous graphe aléatoire est tiré au départ, chaque
aréte avec probabilite p.

Fiabilite dynamique: en chague sommet on enleve des arétes
avec probabilité qui déepend du sommet.

Incertitude de déplacement: en chagque sommet on dévie
selonunlol  &s(e,i).
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