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Programmation lineaire et dualite

1. Simplex

2. Principe de Dualite

3. Dual et Primal.

4, Theéoreme du Minimax
5. Faisabilité et impossibilité
6. Complémentarite

7. Interprétation économique

8. Simplex revise




Introduction au Simplex

Résolution d’un systeme linéaire de
maximisation:

Max ct.x

A.x<b

X(, X5, .. Xn=0

|ntroduction de variables d’écart
eSolution initiale

e|teration pour augmenter la valeur de la
solution.

eTerminaison



Exemple d’itération

Max 5x +4X,+3X;
2% 3%+ %<5
A% +X%,+2%<11
3% +4X,+2%;,<8
Xy %0, %320

X, =9 —2X —3%X, —X;
X=11-4X% —X, —2X%;
Xs =8 —3% —4X,—2X%;
Z = 5% +4X%+3X%;




Itérations possibles

X, =9 —2X —3%X, —X;
X=11-4X% —X, —2X%;
Xs =8 —3% —4X,—2X%;
Z = 5% +4X%+3X%;

% =0,%=0,%=0,%,=5,%=11,%=8,z=0
Augmentons X =1,% =2,% =3

Les contraintes sont : X <5/2<8/3<11/4

Nouvelle solution:

X =512 ,%,=0,%=0,X,=0,%=1,X,=1/2,2=25/2



Nouveau systeme

X =D2  —3X2—X3/2—X4/2

X =11-4% —X, —2X3

Xs =8 =3% —4X, —2X3

Z = 5x +4X,  +3X%
Substituons X

X =D/2 —3Xo/ 2—Xa [ 2—X4[2
X5 =11 —4(5/2—3X%,/2—X5/2—X,/2) —X%, —2X,
Xs =8 —3(5/2-3X%,/2—X3/2—X,/2) —4X,  —2Xs
2 = 5(5/2-3%,/2—X;/2—%,12) +4%,  +3X;

X =512 —3X,/2 —X3/2—X,/2
X =1 45X, +2X,

Xs=1/2 +X/2 —X3/2+3X,/2
7 =2512—1X%,/2+X3/2-5%,/2



Itération 2

Augmentons X3

Les contraintes sont: X <1<5

X =512 ,%,=0,%=1 ,X,=0,%=1,%=0,z=13

Nouveau systeme:

X3 =1 +X, +3%X,—2%;
X, =2 —2X;—2X, +Xg
X =1 +5X, +2X%,
Z2=13 3%, —X;—X%;

La valeur z ne peut plus étre augmentee: optimum.



Methode générale

Mise sous forme normale.

Itération:
*Choix d’un pivot qui augmente la solution.
sDétection de I’optimum ou d’infaisabilite

Problemes possibles:
«Solution non bornée
|nfaisabilité
*Cycles
eSolution Initiale




Difficultés du Simplex

e|nitialisation : peut-on toujours trouver
une solution initiale?

e|teration : peut-on toujours itérer?

eTerminaison : les itérations terminent-
elles toujours?



«Contrainte sur n variables : hyperplan
de dimension n

eDimension 2 : droites

*Dimension 3 : plans

I \

\
2> % >0
2> X, >0
—% X, >—1
Max 2x+X%




| \ >

X1 rentre X5 sort



X =1 +X, — X
X3 =1L —X, +Xg
Xg =2 —X%
Z=  2+3%—2X%s
A\

X2 rentre X3 sort



X, =L —X3 + X%

X =2 —Xg

X, =1 +X5 —X

2= 5-3X3tXs
\

X5 rentre X4 sort



X =2 —X

X =1 +X —X
= 6-2%-X%

Optimum



Difficultés d’itération

e|tération : peut-on toujours itérer?
Solution non bornée
e|tération degeneree
*Cycle

eSolution non bornée:

Xo=+2X; —X4 —3%
=/  —=3X—4X

Z =5+X =X, —X%
X3  entre dans la base : seule borne est

Xs=>—5/2

Solution z arbitraire !



Itération dégenereée

X, =1 —2X3
X =3—2% +4X,—0X5
Xe=2 +X% —3%,—4X;
Z = 2% —X 18X

X3 entre dans la base. Seule contrainte est:
X, <1/2

X, sortde la base (au choix). On obtient:

X = —2X% +4X, +3X,
Xe = +X —3X +2X%
Z =4 42X —X; —4X,




Itération dégenereée

Xs = —2%+4X%;-

Xs = +X —3%;-

_2)(4

Z =4 +2% —X, —4X,

X =%=X,=0 et X=X=0,%=1/2,

Solution degenérée car  X;=

X6 :O

Equation 2 impose: % =0

X, = 2%, +3X4/2—X:/2

Xs = —Xo +1X/2—%:/2

Z =4 4+3%, —X

—X

=4



Itération dégenereée

X =%=X,=0 et %=X=0,%=1/2, z=4

Solution identique a la précéedente!
L’itération est dégénéree.

Remarque: I’itération suivante est aussi
degenereée et la suivante est optimale.



Cycles

X5 =—0.5% +5.5%,+2.5%; —9X%,
Xs =—0.5% +1.5%,+0.5%; —X,
X=1 —%

z=10x -57x, —9x; —24x,
X entreet x; sort.

X =11x, +5% —18X, —2X%
Xs= —4X, —2%; +8X; +X%
X;=1-11X, —5%; +18X, +2%

Z = 53X, +41%;—204%,—20x%;

X, entre et X; sort.

X, =—0.5%; +2X, +0.25%; —0.25X;
X =—0.5%; +4X, +0.75x%; —2.75X%;
X;=14+0.5%; —4X, —0.75%—13.25X;
Z =14.5%;—98x,—6.75%—13.25X;

X; entre et x sort.



Cycles

X3 = 8X, +1.5%—5.5%; —2%
X, =—2%,—0.5%+2.5% +X
X=1 —%
Z =18x, +15%; —93%; —29%,
X, entre et x, sort.

X, =—0.25%+1.25X%;+0.5% —0.5x%,

X;= —0.5% +4.5% +2% —-4X%

X7:1 _Xl

Zz = 10.5%; —70.5%,—20% —9x%,
X; entre et x; sort.

Xs= O +4% -8X, —2X%
X, = —Xs —0.5% +1.5%,+0.5%;
X,=1 —X%

7 =24%;+22% —93X, —21X%;

Xs entre et x, sort.



Cycles

Xs =—0.5% +5.5%,+2.5%; —9X%,
Xs =—0.5% +1.5%,+0.5%; —X,
X=1 —%

z=10x -57x, —9x; —24x,

Dictionnaire identique au ler!

Chaque itération est degeneree.



Initialisation

Max X —X,+Xs
2X — X+ 2% <4
2% —3X+X3<—5
— X +X—2%;<—1
Xq , X5, %320

Solution faisable, Dictionnaire faisable?
Probleme auxiliaire:

Max —X,

2% —Xo+2X3—X, <4
2% —3Xo+X3—Xo<—H
— X +Xo—2X3— X <—1

X0, Xq , X, %30

X, =4 —2X% +X, —2%5+X%,
Xs=—5—2% +3X, — X3 +X,
Xs=—1+X —X, +2X%+X%,

T —Xo



Initialisation

X, =4 —2X% +X, —2%3+X%,
Xs=—5—2% +3X, — X3 +X,
Xs=—1+X —X, +2X%+X%,
W = —X

Infaisable: _
Pivot : X, entreet x; (Min ) sort.

Xo =D +2X —3X, +X3 +Xs
X4 :9 _2X2 _X3 +X5
Xs =4 +3% —AXo+3X+ X5
W=—5-2X, +3X, —X3 —X;

Faisable: X, entre et X; sort.



Initialisation

X, =1 +0.75%+0.75X%;+0.25%—0.25x;
Xo =2 —0.25% —1.25%;+0.25%:+0. 75X%;
X, =1 —1.5% —2.5% +0.5% +0.5x;

W=—240.25% +1.25%—0.25%—0. 75X

Pivot : X, entre et X, sort.

X3=1.6—0.2% +0.2%+0.6X—0.8X,
X,=2.2+0.6% +0.4%+0.2%—0.6X,
X =3 —X% X6 +2%

W = —X0
Optimum :  x=0, %=2.2, X%3=1.6, X,=3.
Dictionnaire d’origine:
X3 =1.6 —0.2% +0.2X%:+0.6X;
X, =2.2 +0.6% +0.4%:+0.2X;
X =3 X —%

Z=0.6+0.2x%—0.2%+0.4x;



Initialisation genérale

Etape 1 : X entre et une autre variablesort.
Etape genérale : simplex

Terminaison:
e X, N'est pas dans la base et w=0. Faisable

e X, est dans la base et w=0. Infaisable



eLe point (0,0,...0) n’est pas dans le
polytope.

*Trouver un autre point en ajoutant -x0
pour étre sur de trouver une solution.

I \

\
2> % >l
2> X, >0
—¥% X, >—1
Max 2x+X%




Contraintes sont:

X <2

—x <—1
X —X, <l
X, <2



Ecrire les contraintes avec x0

\
N ,
X —Xp<2
—X —X%<—1
X X %<l

X, —X<2



Ecrire les contraintes avec x0

X3 =2 —% + X,
X=X  +X
X5 =1 =X +X, +X%
X =2 X +X
7 = —Xo



Dictionnaire infaisable: x0 entre et
x4 sort (b minimum)

N \ >
Xo=l-X  +X
X=3-2% +X,
Xs=2—2% +Xo+ X,
Xe=3 —X — XX
Z = —1+X—X%



Dictionnaire : x1 rentre et x0 sort

N

\

X=l-X +X

X=1+2% =X Optimum

X5 = 2% +Xo—X4 X0=0 donc faisable
X6=2 +X% —X;

Z = —X0



Dictionnaire global

N

\

X =1 +X,
X3 =1 —X4
X5 = +X =%
Xe=2 —X;

7 = 2+X,+2X,



Simplex a deux phases

Phase 1 :resolution du probleme auxiliaire.
Phase 2 : résolution du probleme original.

Théoreme fondamental.

Pour chaque probleme LP:

Soit le probleme est infaisable

Soit le probleme n’est pas borné

Soit le probleme a une solution optimale



Simplex révisé

Représentation compacte d’un dictionnaire.

Max 19x +13X,+12X%;+17X,
3% 2% +X; +2X, <225
X +X, +X +X, <117
4y,  +3%, +3%; +4x, <420
X, Xo, X3, X4 20

Forme Matricielle:

321210 0
11110 10
[4334()01]



Bases de la Dualité

Max 4% +X, +bX;+3X,

X, =X =X +3X%, <1
5% +X +3%+8%,<55
—X 2% +3%—DX, <3
X, X, Xg X, 20

Estimation de z > a
z>5 avec (0,0,1,0)
z>22 avec (3,0,2,0)

Estimation de z <b ?
Quel est le temoin?




Dualité: z<b

Max 4% +X, +bX;+3X,

X, =X =X +3X%, <1
5% +X +3%+8%,<55
—X 2% +3%—DX, <3
X, X, Xg X, 20

Montrons que z <275/3

2nd contrainte . 5/3
25/3% +5/3%,+5x;+40/3x%,<275/3

AX, +Xo+5X+3X, <25/3% +5/3X%,+5%,+40/3%,<275/3
Donc z <275/3



Dualité

Max 4% +X, +bX;+3X,
X X X 3%, <1
BX  +X +3%+8%,<b5
=X 2% +3%—DX, <3
X, X, X3, X, 20
2nd contrainte +3éme contrainte

Ax; +3%,+06X3+3%,<58

Donc z <58

Meéthode systématique.




Dualité : méthode

Max 4%, +X,+5X%;+3X,

Vi . X =X =X +3X%, <1

Yo . OX X, +3X%3+8X,<HS

Vs . —X+2X%+3%—5X, <3
X, X, X3, Xq =0

(V1 +5Yo—Y3) X H(=Y1 +Yo+2Y3) Xo (=YL +3Y,+3Ys) X+
(3Y1+8Y,—5Ys3).X4=(y; +55Y,+3Ys)

Conditions pour que le membre gauche >
AX +Xo+DX+3X,

Vi 9y, —Y; >4
—y; +Y,+2y; 21
-V, +3Y,+3Y; =5
3y, +8Y,—DY; >3



Dualité

A% +X+5X;+3X, <2<y, 455y, +3Y;

On obtient donc le systeme dual:

Min vy, +55y, +3Y;
Y1 +oy, —y; >4
—Y +Y, +2y; 21
-V +3Y,+3Y; =5
3Vi +38Yy,—5Yy; >3



Remarques générales

Probleme Primal de Maximisation donne un
probleme Dual de minimisation.

A% +Xo+5X;+3X, <2<y, 455y, +3Y;

er']zl ijjézrj-]zl (Z:il di Y, )XjS
Zinll (er‘:l A, jX] )yi gziril R

A I’optimum:

Zr;:l ,Xi=Y ., b Y



Théoreme de dualité

Préliminaires: relations entre variables d’écart
et variables duales

Max 4x,  +X,+5X;+3X,
X=1=X +X, +X3 —3X,
Xs=D55-5% —X, —3%;—8X,
Xo=3+% —2X—3%;+5X,

X3 rentre et x7 sort

Xo=14+% /3  —2/3%, +5/3x, —1/3X%;

Xs=2—213% +1/3%, —4/3x, —1/3X%;

X=02—0%  +X% 13X, +X%
Max 5+17/3% —7/3X, +34/3%,—5/3x;



Théoreme de dualité

Itération 2:

Xo=14+% /3 —2/3%, +5/3%, —1/3X%;

X=2—213% —2/3%, —4/3%, —1/3X%;

X=02—0%  +X 13X, +X%
Max 5+17/3% —7/3X, +34/3%,—5/3x;

x4 rentre et x5 sort. Apres plusieurs itérations:

X,=14-2% —4X; 5% —3X;
X,=0—%, X3 —2% —X;
Xs=145% +9%; +21x%+11X,
Max 29—x —2%; —11% —06X;



Préliminaires au théoreme
de dualité

X,=14-2% —4X; —5% —3X;
X,=5-X% X3 —2% —X
Xs=149X%  +9%; +21%+11X,
Max 29—x —2%; —11% —0X;

Variables d’écart:
X5, X6, X7 liees aux variables duales

v1,vy2,vy3

La solutionz=29 ........ -11x5 +0.x6 —6.X7
donne la solution optimale du dual:

y1l=11, y2=0, y3=61!!!



Primal

N
S

Max 2% +X,
X <2
X —X% <l
X, <2




Max 2% +X%,
X <2
X —X% <l
X, <2

X; =2 —X%

Xy =2 —X%

X =1 —X+X%
7= 2%+X%




Probleme de minimisation

\
Min 2y,+Y,+2V;

Yit+Yo >2
=Y, +Yy; >1



Min 2y,+Y,+2V;

Yi +Yo >2
—Y> +Ys >1
Max -2y, —Y,—2Y;
Y1 —Y> <-2
Yo —Ys <1
Max -y,
Vi =Y —Yo <=2

Yo —Ys—Yo<—1



Max -y,
Vi =Y, —Yo <2
Yo —¥Ys—Yo<—1
Max -Yo
Va=—2+Y1 +Yo+Yo
Ys=1 =Y, +Yst+Y;
y0 entre et y4 sort
Max -2 +Yi+Y,—Va
Yo=2—Y1 —Y2 +Y4
Ys=1—Y1 —2YotYs +VYa



Solution du Dual

-YitYo—Ya
Y

Max -2 -
Yo=2—Y1 —Y> -
Vs=1—Y1 —2Y,-

y1 entre et y5 sort

Y3 Y

Max -1 —2Y,+Y;+Y,—Vs

Vi =12y, +Ys
Yo=1 +Y, —Vs

y3 entre et y0 sort

Max —

Va=l+Y,—
Yi=2—Y,—

+Ya—Ys
Y5

Yo

Yot Ys
Yot Ys




Max -V,

Ya=1+Y,—Yo+Ys
Y1=2—Yo—YotVYa

y0=0 solution initiale

Max -2y, —Y,—2Y;

Ys=1 +Y, TYs
=2 —Y, TYa
Max -6 —y,—2Y,—2Ys
Ys=14Y; Y5
Yi=2-Y, TYa

Minimum=6



Comparaison des solutions:
dual et primal

Max 2X+X%
X <2
X —X% <l
X, <2
Dernier X0 = — X
Systéme X =£Z —X
primal X =1 +X3 =Xy
= 0—2%—X,
| 1= 6 -Y,~2y,—2Ys
syseme | YAV Ys
oLkl Y1=2-Y, Y




X =2 —X

X =1 +X —X
= 6-2%—X%

Optimum



Comparaison des solutions:
dual et primal

X, =2 — X

X]_ — _X3

X =L +X —%
= 0—2%—X%,

Coefficients des variables d’écart dans z donne
I’optimum du dual:

-2x3 2 yl=2
x4 2> y2=1 (y2ety3sontinverses..)
0.x5 —=>y3=0
Dernier = -0 —y2—2y4—2y5
Systeme .
dual y3—1+ Y2 +Ys

Y1 =2 —Y> Y




Demonstration Minimax

Considérons la derniere ligne du dernier
systeme du primal:

n+m

2=1+) . GX
* 4 *
:ijl Cj-X]
Posons:

Vi=—Ci,, pour I=L...m

Veérifions que y* satisfait :

Zr;:l iR = eril b yr



Demonstration Minimax

Les variables d’écart sont définies comme:
Xni=0) —Z?Zl 8 ;X i=l..m
DS G

Vi=—Ci,n pour 1=1...m
Z?zlcj.szzwrz::l CeXe =) 0 ViXous
DCXETEY L G D yi*-(h DI ,—.x,—)
D CX=E = Y (wZL a5yiK

Comparant les coefficients LN,
de X - _Zi=1 Yt

n m
Et on conclut: Z.:l Cj-Xj = Zi:1 byi

J



Contraintes saturées du dual (m=3)
et variables nulles du primal (n=2)

Xs=X;=0 X=2,%5=2, Xs=1

yl :21 Y§:1 y y§:O y yZ:O, §=O

Min 2y,+VY,+2Y,
X=2 YitYo >2
Xs=2 —Y2+Ys 21

Soit xi=0 soit contrainte duale est saturée



Contraintes saturées du primal (n=2)
et variables nulles du dual (m=3)

Xs=X;=0 X=2,X5=2, %=1

yl :2 ) Y§:1 y y§:O y yZ:O, §=O

Max 2x+X,
=2 X <2
y3=0 X —X% <l
y5=1 X, <2

Soit yi=0 soit contrainte primale est saturee

Théoreme : Ces deux conditions caractérisent
une solution x*,y* optimum.



Interprétation économique

Exemple de fabrication de produits
en quantitée x1, x2, x3.

Chaque produit utilise des composants
el,e2,e3,e4 et contribue a un profit
ci ($ par unité de xi)

Contraintes du primal : AX<Db

Contraintes du dual A’y >c
yj =$ par unité de composant €j

Miny.b :colt minimum des composants



Simplex réviseé

Représentation compacte d’un dictionnaire.

Max 19% +13X%,+12X%;+17X%,
3% 2% X +2X%, <225
X +X, +X +X, <117
4y,  +3%, +3%; +4x, <420
X, Xo, X, X4 20

Forme Matricielle:

3212100 /xl\
-11110 10 .
43340 01 2
(925 7
b=| 117 = %
420 Xs
Xo
c=(19 1312 17 0 0 0) X




Simplex réviseé

Base : x1, X3, X7:
[3 1oj 2 210
A= 1 10 A=/ 1 1 0 1
431 3 400

Variables:

) (%
q
XB: X3 XN: X4
X Xs
\""/
\ %6 /

AgXg=D—Ay Xy



Simplex réviseé

Base : x1, X3, X7:

AgXg=

0—Ay Xy

Xs=RAg0—As A Xy
Z:CB(Aélb—A§1A\| XN )‘FCN XN
Z:CB(Alglb)"’(CN —As'A )XN

Xg=B-1—B-1A Xy
H 7=C5(Bb JH{cy—B 1A\




Simplex réviseé

Déterminer le pivot:

Xg=B-1—B-1A Xy
H Z=CB(B‘1b)+(CN —Cz;B1A, )xN

Calculer : (CN —CgB1A, )
En 2 étapes:

y=CgB~* ou yB=cCg
(CN —YA\ )

Exemple: {3 10)

(Vi y> ¥2) 1101912 0)
431,




Simplex réviseé

Solution:
310
(vi v» y5] 1101912 0)
431,

(V2 v> y5)H35850)

(cv—csBAH-2.51.5 -3.5 -8.5)

Donc x4 entre dans la base. Pour trouver la
variable qui sort:

X;=15..-0.9%, X,=15...—0.5t




Simplex réviseé

Technique systématique:
t est la variable entrante et a est la colonne
entrante.

Xg= B_lb_ B_lAN XN
Xg=X5—1.d
B.d=a
310) /(2 0.5
1101&@) ¢{8g
431) \4 -

Trouver le plus grand t tel que:

Xs—t.d >0
t=30 et x7 quitte la base.



Simplex réviseé

Mise a jour de xb:
5=Xs—t.d
[54\ (54-15) ( 39j
’é:

63 H 6315 - 48
15) (1515) | 0

Nouvelle solution:

312
B=111 5==
434




Algorithme du simplex révisé

Etape 1:Résoudre  Y.B=Cg

Etape 2: Choisir une colonne entrante. Colonne a
tel que y.a<Cy

Etape 3: résoudre  B.d=a

Etape 4: trouver le plus grand t tel que Xz—t.d>0
colonne entrante

Etape 5: mettre ajour X5 €t B
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