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Résumé

Ce rapport présente les premiers résultats expérimentaux
sur la génération aléatoire uniforme de chemins dans de trés
grands graphes qui modélisent des systémes concurrents,
comme elle a été présentée dans [5]. L’approche se base sur
des techniques de comptage et de tirage aléatoire uniforme
dans des structures combinatoires et sur le fait que dans
des systemes construits a partir de composants concurrents,
il est possible de combiner astucieusement des tirages uni-
formes dans les composants pour approcher, avec une trés
bonne approximation, un tirage uniforme dans le systeéme
global. Ce rapport décrit les implémentations des méthodes
proposées dans [5], analyse les résultats d’une suite de tests
de performance, et généralise le cas ou les composants concur-
rents se synchronisent a plusieurs symboles et plusieurs oc-
currences de synchronisations.

MotsClefs

génération uniforme, modeles concurrents, modeles modu-
laires, model-checking, test basé sur des modeles.

1. INTRODUCTION

Les marches aléatoires sont couramment utilisées en simula-
tion de logiciel, test structurel, test basé sur des modeles, et
plus récemment en model checking. En général, les marches
aléatoires classiques (choix au hasard du prochain noeud
parmi les successeurs) ne permettent pas de garantir une
bonne couverture du graphe sous-jacent.

Dans [4, 11], Denise, Gaudel et Gouraud montrent comment
utiliser des méthodes de dénombrement et de tirage uni-
forme dans des structures combinatoires pour tirer des che-
mins soit uniformément, soit biaisés par un critere de couver-
ture donné. L’outil AuGuSTe [10] était une premiere appli-
cation de cette approche pour faire du test statistique struc-
turel ; des expériences sur des programmes C ont été menées
avec des graphes de contrdle allant jusqu’a 100 noeuds.

Pour traiter des modeles encore plus grands, comme ceux
modélisés par des systémes concurrents, Denise, Gaudel,
Gouraud, Lassaigne et Peyronnet ont eu I'idée de raisonner
sur les modeéles concurrents, plus petits, qui composent le
tres grand modele. Dans [5], ils estiment le nombre de che-
mins (de longueur fixée) sans construire le modele global,
mais en utilisant des techniques issues de ’analyse com-
binatoire [6, 12]. Les résultats permettent de faire de la

génération uniforme de chemins dans des graphes tres grands,
avec une trés bonne approximation.

Dans ce rapport, nous commencerons par un rappel sur le
test et les marches aléatoires, avant d’explorer les limites de
la méthode utilisée dans AuGuSTe pour le tirage uniforme
de chemins dans un seul graphe.

Dans la section 3, nous décrirons notre implémentation et
nous analyserons les résultats expérimentaux sur des graphes
de taille moyenne : jusqu’a 18746 noeuds pour des chemins
de longueur 2000.

Puis, la section 4 présentera I'implémentation du tirage uni-
forme approché dans de tres grands graphes qui sont le pro-
duit asynchrone de modeles concurrents et de taille moyenne
comme ceux considérés a la section 3. Des chemins de lon-
gueur 8000 ont été obtenus sur des modeles contenant 4.10%*
états.

Ensuite, la section 5 mettra en pratique les résultats précédents
pour faire du tirage uniforme dans un systeéme de modeles
concurrents avec la présence de synchronisations. Les résultats
expérimentaux sont limités & une seule synchronisation par
modele. Des chemins de longueur 500 ont été obtenus sur
des modeles de taille équivalente & ceux utilisés dans le cas
asynchrone.

Enfin, nous étudierons le cas général ol les modeles se syn-
chronisent sur différents symboles et avec plusieurs occur-
rences de ces symboles par module & la section 6. Le cas
de la synchronisation partielle, ou certains modules évoluent
indépendamment pendant que d’autres se synchronisent, est
le cas qui pose le plus de difficultés; un début de solution
est proposé a la section 7.

2. CONTEXTE

Cette section est consacrée a la définition des termes qui se-
ront largement utilisés tout au long de ce rapport. Le lecteur
habitué au test de logiciel, au model-checking et aux notions
de marches aléatoires et de parcours dans un graphe est in-
vité a se rendre directement a la section suivante.

2.1 Le test de logiciel



Le test de logiciel est un procédé visant a vérifier si le com-

portement d’un systeme est conforme aux spécifications établies

par ses concepteurs. La norme IEEE 829 définit le test comme
tel :

Le test est un processus manuel ou automatique, qui vise
a établir qu’un systéme vérifie les propriétés exigées par sa
spécification, ou a détecter des différences entre les résultats
engendrés par le systéme et ceux qui sont attendus par la
spécification.

On notera au passage que le test n’essaye pas de prouver
la correction du systéme, qui est un probleme indécidable,
mais uniquement de détecter des anomalies. Ainsi, Edsger
Dijkstra disait : “Le test de programmes peut étre utilisé pour
détecter la présence de bogues, mais jamais leur absence.”

Le test est une méthode dynamique d’évaluation d’un systeme,

par opposition aux méthodes statiques qui ne nécessitent pas
I’exécution du logiciel. En effet, le test consiste a lancer une
version exécutable du code du futur systeéme, puis observer
et évaluer les résultats. Si c’est un modele préliminaire qui
est exécuté (un prototype, un modele de conception enri-
chi pour étre exécutable, ou une spécification formelle) alors
on parle de simulation au lieu de test qui est réservé a
I’évaluation du systeme final.

Les activités du test peuvent étre regroupées en 4 étapes :
1. la sélection des tests,
2. la soumission des tests sélectionnés,
3. décider du succes ou de ’échec des tests soumis,
4. évaluer la qualité des tests effectués.

Ces activités posent de nombreux problémes. La sélection
d’un jeu de tests doit choisir judicieusement un sous-ensemble

fini des entrées possibles du systeéme ; ce choix est généralement

N

dépendant d’un critére de sélection a atteindre. Ensuite,
I’étape de soumission des tests nécessite souvent 1’utilisa-
tion ou le développement d’un environnement de test et
la simulation des modules manquants par ’ajout de mo-
dules fictifs. Une fois exécuté, décider si un test a échoué ou
non fait intervenir un oracle qui peut étre tres compliqué a
construire : I'oracle est parfois plus complexe que le logiciel
sous test ! Enfin ’étape d’évaluation de la qualité du jeu de
test est primordiale pour décider de 'arrét du test. En plus
des nombreux problémes que posent ces étapes séparément,
il est nécessaire de les aborder ensemble car cela n’aurait
guere de sens de sélectionner un test qu’on ne pourrait pas
mettre en oeuvre ou dont le résultat est inconnu.

2.1.1 Sélection des tests

Cette étape clef, comme nous venons de le voir, est celle qui
nous intéresse particulierement car les méthodes développées
dans ce rapport pourront servir a améliorer cette sélection.

De nombreuses solutions ont déja été proposées pour la

sélection des tests. On ne cherche pas a donner une énumération

exhaustive mais seulement une classification habituelle qui
consiste a distinguer les méthodes basées sur :

1. le domaine d’entrée du programme,

2. la structure du programme,

3. des spécifications plus ou moins formelles du programmes,

4. les modeles de fautes.

Certaines méthodes sont mixtes, c¢’est-a-dire qu’elles relevent
de plusieurs catégories, et d’autres sont difficilement clas-
sables.

2.1.1.1 Sélection basée sur le domaine d’entrée

Le domaine d’entrée d’un programme est en général infini,
ou trop large pour envisager un test exhaustif. Il existe deux
grandes approches pour se ramener & un jeu de tests fini :
le test aléatoire et le test par partition.

Le test aléatoire consiste a définir une distribution de pro-
babilité sur ’ensemble des entrées et a effectuer des tirages
aléatoires avec cette distribution. Malheureusement, 1'utili-
sation d’une distribution uniforme, bien que simple & mettre
en oeuvre, est généralement décevante car il s’avere que
dans la plupart des cas un gros sous-ensemble du domaine
correspond au cas normal d’exécution du programme et
seul un petit nombre d’entrées conduit a des cas particu-
liers d’exécution du programme qui ne sont donc pas cou-
verts en utilisant une distribution uniforme. Une distribu-
tion basée sur un profil d’usage [15, chap. 5] permet au moins
de détecter les erreurs qui ont le plus de chances de se pro-
duire lorsque le systéme sera en opération. Mais la difficulté
se situe dans la création d’un profil d’usage qui soit suf-
fisamment fidele au client futur; ce qui n’est pas possible
pour tous les systemes.

Le test par partition consiste a décomposer le domaine d’entrée
en un nombre fini de partitions sous ’hypothese que toutes
les valeurs d’une partition conduisent au méme verdict. Il

suffit alors de sélectionner une valeur par partition. La décomposition

peut se faire directement en fonction du type de données :
pour des entiers on choisi une valeur négative, zéro et une
valeur positive, ou étre guidé par le domaine d’application,
la spécification ou le programme. On rajoute souvent, en
plus d’une valeur par partition, des valeurs aux limites de
chaque partition.

2.1.1.2 Sélection basée sur la structure

C’est certainement le domaine en test qui a été le plus étudié.
Ces techniques de sélection, appelées tests structurels, se
basent sur une représentation graphique du programme : la
plus connue étant le graphe de controle. Il s’agit d’un graphe
dont :
— chaque sommet désigne soit un bloc élémentaire de pro-
gramme, soit un prédicat d’une instruction conditionnelle
ou d’une boucle,
— chaque arc indique un enchalnement possible entre deux
sommets.
Un bloc élémentaire contient une suite d’instructions indis-
sociables : si on exécute la premiere instruction d’un bloc
élémentaire alors les suivantes seront forcément exécutées.

La figure 1 représente le graphe de controle de 'algorithme
1.

Ainsi, chaque exécution du programme correspond & un che-
min dans le graphe de controle. La réciproque est généralement
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Figure 1 : Le graphe de contrdle de D’algorithme

d’Euclide.

fausse car il existe parfois des chemins infaisables, c¢’est-a-
dire qu’il est impossible d’obtenir une exécution du pro-
gramme qui passe par ce chemin.

Les criteres de test structurel les plus classiques sont :

— la couverture des instructions : on est passé au moins une
fois dans chaque bloc élémentaire apres ’exécution du jeu
de tests,

— la couverture des enchainements : passer au moins une
fois par chaque arc du graphe,

— la couverture de tous les chemins, qui est généralement
impossible (si il y a une boucle dans le programme) ou
trop cotiteuse et on se rameéne donc & un critére plus faible
comme la couverture de tous les chemins qui passe au
maximum 4 fois dans chaque boucle.

Par exemple le chemin {F, Bl, P1, B2, B3,S} permet de

couvrir a la fois toutes les instructions et tous les enchainements.

Pour couvrir tous les chemins qui passent au plus 1 fois dans

chaque boucle, il faut aussi rajouter le chemin {F, B1, P1, B3, S}

au jeu de tests. Et pour le critere tous les chemins qui passent

au plus 2 fois dans chaque boucle, on aura 3 chemins : les 2
précédents plus le chemin {E, B1, P1, B2, B2, B3, S}.

Pour obtenir un test a partir d’un chemin il faut d’abord
construire le prédicat associé au chemin grace a une analyse
statique qui s’appelle 1’évaluation symbolique. On obtient
alors un cas de test. Il faut ensuite résoudre ce cas de test a
I’aide d’un solveur de contraintes afin de déterminer quelles
entrées du programme permettent d’exécuter ce chemin. Sa-
voir si un chemin est satisfiable ou non est un probleme
indécidable dans le cas général. Et se ramener aux cas par-
ticuliers décidables écarterait la plupart des langages de pro-
grammation. Néanmoins, des progres récents dans les outils
de résolution de contraintes (techniques de randomisation et
utilisations d’heuristiques) ont permis d’améliorer la situa-
tion en pratique, en réduisant les cas ou le solveur ne trouve
pas de solution & un prédicat satisfiable.

2.1.1.3 Sélection basée sur une spécification

On test un programme non seulement pour chercher les
fautes qu’il contient mais aussi pour vérifier que le pro-
gramme possede toutes les fonctionnalités qu’il est censé
remplir. De plus, quand on achete ou sous-traite un logiciel,
on n’a pas forcément acces a sa structure interne; lorsque
le testeur ne peut observer la structure interne, il fait du
test boite noire. Pour toutes ces raisons, 'utilisation de la
spécification pour construire le jeu de tests est indispensable.
Ce type de test s’appelle du test fonctionnel.

Les méthodes de sélection sont dépendantes du format sous
lequel est disponible la spécification. Dans les années 70,
les spécifications étaient écrites en langages naturels et des
tables de correspondance entre les entrées et les sorties at-
tendues étaient manuellement extraites a partir de ces des-
criptions. Puis, 'idée d’utiliser des langages plus formels
pour décrire ces spécifications sous forme d’automates a
émergé. Sous l'influence de ce qui se faisait dans le domaine
des circuits logiques, des tests ont été générés a partir de
machines & états finis (FSM) [14]. Et, aprés I'apparition de
langages de spécification formelle mieux adaptés au logiciel
(LOTOS permet de décrire des protocoles de communica-
tions & l'aide de systémes de transitions étiquetées (LTS)
[2]), de nombreuses méthodes de test fonctionnel ont été
proposées.

2.1.1.4 Sélection basée sur les modeles de fautes

Le test par mutation a été défini a l'origine comme une
méthode de sélection de tests. Mais il s’est avéré tres utile
pour évaluer Defficacité des jeux de tests.

Le test par mutation consiste a créer des mutants du pro-
gramme en lui rajoutant des fautes : chaque mutant est iden-
tique au programme a une différence pres, par exemple en
remplagant un < par un < dans une condition de boucle.
On obtient alors un ensemble de mutants contenant chacun
une faute.

On évalue ensuite la qualité d’un jeu de test en mesurant le
pourcentage de mutants qu’il détecte. Ce type d’évaluation
est treés utilisé pour comparer 'efficacité des méthodes de
test.



2.2 Le model-checking

Le model-checking consiste a vérifier si un modele donné sa-
tisfait une certaine formule. Le modele est représenté par un
automate ou un systéme de transitions et il décrit les futurs
comportements du systeme a développer. Le model-checking

peut étre utilisé en aval du test pour des vérifications préliminaires

ou comme outil : soit de test fonctionnel pour générer des

tests & partir du modele, soit de test structurel (on parle
alors de software model-checking).

La formule est décrite dans une logique temporelle (LTL ou
CTL). Ce qui permet d’exprimer des propriétés d’atteignabi-
lité (absence de blocage), stireté (non occurrence de certains
événements), vivacité ou encore équité.

Il existe des implémentations libres et tres puissantes qui
permettent de vérifier ou de réfuter automatiquement ces
propriétés sur des modeles de trés grande taille. On peut
maintenant traiter des systémes de plusieurs millions d’états
alors qu’on en était a 50000 états il y a seulement quelques
années. Néanmoins, lorsqu’on traite des logiciels complexes,
les modeles restent souvent trop grands malgré I'utilisation
de simplifications et d’abstractions.

2.3 Le probleme de I’explosion combinatoire

Dans la plupart des problemes réels, les disciplines qui se

basent sur un modele du systéme (model-checking, test struc-
turel, test fonctionnel) sont confrontées & une explosion com-

binatoire du nombre d’états de ces modeles. 11 devient tres

difficile d’explorer le graphe sous-jacent au modele de maniere
exhaustive.

Il existe deux approches orthogonales pour pallier cette ex-
plosion combinatoire : réduire la taille du modele a 'aide
d’hypotheses d’abstractions, et ne pas parcourir tout le graphe
en utilisant par exemple des marches aléatoires.

2.4 Les marches aléatoires

Les marches aléatoires sont couramment utilisées car elles
ne nécessitent qu’une connaissance locale du graphe : uni-
quement 1’état courant et I’ensemble de ses successeurs. Ce
qui permet l’exploration de graphe gigantesque sans aucun
soucis. L’algorithme classique de marches aléatoires est le
suivant :

1. prendre en entrées un graphe et une longueur n,

2. générer un chemin aléatoire w de longueur n : w =
(s0,...,5n) tel qu’a chaque étape, on a choisi s;4+1 uni-
formément parmi les successeurs de s;,

3. soumettre w a l'implémentation qui est évaluée afin
d’essayer de détecter une anomalie.

L’inconvénient majeur de cette approche est que nous ne
connaissons pas la distribution de probabilité induite sur les
chemins du modele, car elle dépend de la topologie du graphe
sous-jacent. Par exemple, on voit que si nous effectuons une
marche aléatoire sur le graphe de la figure 2, alors le chemin
{a,c, f} a 4 fois plus de chances d’apparaitre que le chemin

{b,e,7}. En effet :

P({a,c, f})

P({bvev.]}) =

1
2
1
8

Figure 2 : Exemple d’un graphe représentant un
modele a 7 états, dont 2 chemins de longueur 3 sont
représentés en vert et en rouge : {a,c, f} et {b,e,j}.

2.5 Objectifs et limites du stage

Ce rapport se focalise sur le tirage uniforme de chemins dans
de tres grands modeles.

On considere des LTS finis définis comme tel : Un LTS est
une structure M = (5,7, s0,X,F) ou S est un ensemble
d’états, sp est I'état initial, T C S x X x S est une rela-
tion de transitions, X est un ensemble d’actions et F* C S
désigne I’ensemble des états finaux. Le lecteur souhaitant
approfondir ses connaissances dans le domaine des systéemes
de transitions pourra se référer a ’ouvrage d’Arnold [1].

On note |M| la taille de M (i.e., son nombre d’états). Avec
cette définition, nos LTS peuvent étre non-déterministes :
un état peut avoir plusieurs transitions sortantes étiquetées
par la méme action et allant vers des états différents. On
considere souvent tous les états d’un LTS comme des états
terminaux, ici nous voulons aussi modéliser les programmes
ou seuls certains états sont finaux : I’ensemble F' permet de
définir ces deux cas.

Une séquence d’états est appelée un chemin et une trace est
la séquence des actions empruntées par un chemin.

Finalement, un LTS n’est rien d’autre qu’un graphe avec une
sémantique particuliere et dans la suite de ce rapport nous
confondrons allégrement le LTS avec son graphe sous-jacent.
Ainsi, nous utiliserons régulierement le graphe sous-jacent
au modele et une action sera alors un symbole qui étiquette
une transition de ce graphe.

Comme vu a la section 2.1.1.2, plusieurs criteres de test
peuvent étre considérés. Nous nous intéresserons ici a la cou-
verture de tous les chemins de longueur n. En fait, grace a
une petite astuce qui consiste a rajouter une transition fic-
tive sur I’état initial, ce critére permet aussi de couvrir tous
les chemins de longueur inférieure ou égale & n [4].

En pratique, les modeles sont souvent trop grands pour pou-
voir étre étudiés dans leur globalité. C’est pourquoi nous



cherchons a guider la marche aléatoire en biaisant le choix
des successeurs de maniére a garantir ’équiprobabilité des
chemins de longueur n du modele. Ainsi nous gardons les
avantages des marches aléatoire, a savoir pouvoir explorer
des graphes gigantesques, tout en conservant la garantie
d’avoir une couverture uniforme de tous les chemins.

Seul le chemin de longueur n généré par la marche aléatoire
nous intéresse, ce qui fait qu’en réalité nous ne raisonnons
pas en terme de marche aléatoire mais plutét en terme de
tirage d’un chemin parmi tous les chemins de longueur n.

Les sections 3 a 5 expliquent les implémentations que j’ai
réalisées des solutions proposées dans [5] puis nous verrons
un nouvel algorithme qui généralise ces solutions lorsque les
modeles concurrents se synchronisent sur plusieurs actions.

3. TIRAGE EXACT DANS UN MODELE

Dans cette section, 'objectif est d’explorer les limites de la
méthode utilisée dans AuGuSTe pour le tirage uniforme de
chemins dans un seul graphe. J’ai créé, dans ce but, une
routine permettant de générer des chemins uniformément &
partir du graphe d’un modéle au format BCG (Binary Coded
Graphs [9]), qui est un format de représentation de graphes
développé par I’équipe VASY & 'INRIA Rhone-Alpes dans
le cadre de la boite a outils pour la modélisation de systémes
distribués et de protocoles de communication (CADP [8]).
Il s’agit de tirer des chemins de longueur fixée parmi tous
les chemins de méme longueur du graphe d’un modele.

3.1 Principe

Avant de simuler une marche aléatoire uniforme sur les che-
mins d’une longueur fixée : n, il est nécessaire de connaitre
le nombre de chemins d’une longueur inférieure ou égale a
n partant de chacun des sommets du graphe. En construi-
sant la table 1, on peut ensuite générer uniformément des
chemins de longueur 3. Ainsi, tous les chemins de longueur
3 ont une probabilité de é :

o s4(2) _ s6(1) _ s7(0)
PAbed) = TE) % @ < s6)
2 1
= g X 5 x 1
1
5

ol sX(n) représente le nombre de chemins de longueur n
partant de ’état sX.

Ces tables de comptage sont calculées a ’aide de la relation
de récurrence suivante :

sX(0)=1 sisX € F
sX(0)=0 sinon
sX(n)= > sY(n—-1)

s—sY

Pour calculer ces tables de comptage et générer des che-
mins de longueur n, j’ai utilisé le logiciel de calcul formel
MuPAD [3] avec la bibliotheque MuPAD-Combinat [18].

Table 1 : Nombre de chemins de longueur inférieure
ou égale a 3 partant d’un sommet précis du modéle
de la figure 2.

sl
s2
s3
s4
sH
s6
s7

el e e K==
O NN OYW

ON NN - =N
NN NN

Cette bibliotheque permet de générer un programme C ef-
fectuant des tirages uniformes parmi les chemins de taille n
que contient une structure combinatoire.

La premiere étape de mon travail a consisté a extraire la
structure combinatoire associée a la description du modele
au format BCG. Par exemple, la structure combinatoire
associée au modele de la figure 2 est représentée dans la
table 2. Un programme C++ a été écrit afin d’obtenir un
script MuPAD contenant la structure combinatoire associée
au modele. Ce script génere un programme C effectuant des
tirages uniformes parmi les chemins de taille n que contient
la structure combinatoire.

Table 2 : Structure combinatoire du modele de la
figure 2.

{sl = e+as2+bs4
s2 = e+cs3
s3 = e+ f.sl
s4 = e+d.sb+e.s6
sb = €+ g.s5+1.s7
s6 = e+ h.s6+j.s7
ST = €}

Une fois compilé, le programme prend en parameétres la lon-
gueur des chemins a générer et le nombre de chemins sou-
haités. Si on indique 0 pour le nombre de chemins & générer,
alors le programme renvoie le nombre de chemins de la lon-
gueur fixée que contient la structure combinatoire.

3.2 Mesures et résultats

Les mesures ont été réalisées sur le serveur de I’équipe ass-
pro (Intel 2.8GHz avec 1GB de mémoire vive). Les graphes
au format BCG proviennent de la base de modeles VLTS
(Very Large Transition Systems [7]). Ces modeles sont des
cas correspondants a des systemes industriels réels.

La table 3 mesure le temps mis par le script MuPAD-Combinat
pour générer les programmes C permettant d’effectuer des
tirages uniformes de chemins. Le temps d’exécution est au
pire quadratique en la taille du modele (il est linéaire pour



les graphes qui ont un degré sortant borné), mais elle n’a be-
soin d’étre effectuée qu’une seule fois avant de tirer plusieurs
chemins.

Table 3 : Temps mis par le script MuPAD pour
générer le programme C de tirage uniforme.

# états | # transitions | MuPAD — C
vasy_0_1 289 1224 2s
cwi-1.2 1952 2387 32s
vasy-1-4 1183 4464 20s
cwi_3.14 3996 14552 85s
vasy-5-9 5486 9676 10m
vasy_8_24 8879 24411 43m
vasy_-8_38 8921 38424 17m
vasy_10_56 | 10849 56156 34m
vasy-18_73 | 18746 73043 4h

Le programme C généré peut tirer des chemins de longueurs
différentes. 11 doit donc construire la table de comptage (du
nombre de chemins de longueur i pour tout 0 < i < n par-
tant de chaque état) avant de tirer un ou plusieurs chemins.
La complexité arithmétique pour construire cette table de
comptage est O(n x |G|) ou |G| est la taille du graphe [6].
La table 4 montre les temps de construction de ces tables
de comptage. Le symbole oo signifie qu’il n’y avait pas assez
de mémoire pour la table.

Table 4 : Temps mis pour construire la table de
comptage. Note : il n’y a aucun chemin de longueur
supérieure a 61 dans le modéle cwi_3_14, d’ou la
construction rapide de ses tables.

200 | 1000 | 2000 | 3000 | 5000 | 8000
vasy-0-1 0.1s | 0.3s 0.9s 1.5s 3.7s 8.8s
cwi 1.2 0.2s | 1.5s 3.58 5.8s | 11.2s | 21.5s
vasy-1_4 0.2s | 1.1s 2.8s 5.1s | 11.9s 00
cwi-3_14 0.2s | 0.8s 1.4s 2.1s 3.5s 5.5s
vasy-5-9 0.3s | 4.9s | 12.2s | 22.0s
vasy_-8_24 1.0s | 9.0s | 22.0s 00
vasy-8_38 | 0.6s | 4.4s | 11.4s | 22.9s
vasy-10_56 | 3.2s | 22.5s o'} 00
vasy-18_73 | 2.7s | 20.0s | 50.2s 00

2128|888
818|888

Enfin, une fois la table de comptage créée, la génération de
plusieurs chemins de longueur n peut s’effectuer en O(n)
opérations arithmétiques. La table 5 mesure le temps mis
pour générer 100 chemins de longueur n (n variant entre 200
et 8000) sans prendre en compte le temps de prétraitement
pour la construction des tables de comptage. En sachant
que le programme C commence par construire les tables de
comptage avant de générer des chemins de longueur n, le
nombre affiché dans le tableau est le résultat de 'opération
suivante : 7'(100) —7'(0) ot 7'(100) désigne le temps mis pour
générer 100 chemins de longueur n (avec la construction
des tables de comptage), et T'(0) le temps pour compter
le nombre de chemins de longueur n (c’est-a-dire juste la
construction des tables de comptage).

Ces tables montrent 'efficacité de notre approche : I’étape de
prétraitement peut étre assez lente - 4h pour le plus grand

Table 5 : Temps mis pour générer 100 chemins.

200 | 1000 | 2000 | 3000 | 5000 | 8000
vasy-0_1 0.0s | 0.9s | 2.9s | 6.3s | 15.9s | 40.1s
cwi_1_2 0.1s | 0.6s | 1.6s 3.1s 7.5s | 16.0s
vasy-1_4 0.1s | 1.0s | 3.2s | 6.7s | 18.2s 00

cwi_3_14 0.0s | 0.0s | 0.0s | 0.0s 0.0s 0.1s

vasy-5_9 0.0s | 0.9s | 24s | 5.2s o0 00
vasy-8_24 0.2s | 0.8s | 2.4s o0 o0 00
vasy-8-38 0.1s | 1.6s | 5.58 | 10.8s 00 00
vasy-10_56 | 0.0s | 1.3s 00 00 00 00
vasy-18_73 | 0.2s | 0.9s | 3.3s o0 o0 00

modele testé qui avait 18746 états - mais elle n’est faite
qu’une seule fois, et I’étape de génération est extrémement
rapide. Ce qui permet de générer beaucoup de chemins et
ainsi de réaliser une exploration intensive du graphe. Ce-
pendant, ces tables montrent aussi les limites de cette ap-
proche : il est nécessaire de garder en mémoire des tables
de comptages d’une taille importante. Et méme si beaucoup
de mémoire était disponible, le temps de génération étant
linéaire en la taille du graphe, gérer des graphes vraiment
trés grands resterait illusoire.

4. TIRAGE APPROCHE DANS DES MODELES

CONCURRENTS ASYNCHRONES

Dans la section précédente, on tirait uniformément des che-
mins dans des graphes de taille moyenne. Dans cette section,
on consideére des graphes beaucoup plus grands, qui sont le
résultat de la composition asynchrone de r modules (M,

. My). A chaque module correspond un graphe de taille
moyenne. La composition asynchrone est le produit de r
modeles. Un chemin dans le modele global est le mélange de
chemins tirés dans chacun des r modeles. J’ai implémenté
la solution proposée dans [5] dans le but de manipuler des
graphes tres grands qui correspondent a des systemes concur-
rents. L’idée principale est d’éviter de construire le modele
global en combinant astucieusement des tirages uniformes
de chemins locaux a chaque module pour obtenir une tres
bonne approximation d’un tirage uniforme de chemins dans
le systeme global.

Le cas de la composition asynchrone est une premiere étape :
l'algorithme présenté dans cette section sera utile pour la
composition synchrone.

4.1 Principe

La génération uniforme a partir de la composition asyn-
chrone de » modules peut se résumer en 4 étapes succes-
sives :

1. fixer la longueur n d’un chemin,

2. choisir les longueurs (ni,...,n,) des chemins, qui se-
ront tirés dans chacun des » modules, avec une proba-
bilité appropriée,

3. pour chaque module M;, tirer un chemin de longueur
n; en utilisant lalgorithme vu a la section 3),



4. mélanger les r chemins pour obtenir un chemin de lon-
gueur n.

C’est l'item 2 qui est I’étape la plus compliquée (on verra un
algorithme trivial pour mélanger r chemins en garantissant
l'uniformité).

Le r-uplet (n1,...,n,) tel que n1 + -+ + n, = n, doit étre
choisi avec la probabilité :

(o ™ o)) = 1o (nr)
I(n)

ot [;(k) est le nombre de chemins de longueur k dans le mo-
dule M; et I(n) est le nombre de chemins de longueur n dans
le modele global. Le probléme étant que I(n) est trop coliteux
a calculer car il nécessite le modele global. Néanmoins, il
est possible de l'estimer en utilisant un théoréme dans [0]
qui permet, sous certaines conditions qui sont généralement
vérifiées en pratique, d’approximer le nombre de chemins
de longueur n par : [(n) ~ Cw™ avec C et w qui sont des
constantes calculées a partir de la fonction génératrice as-
sociée au modele global (nous verrons comment obtenir ces
valeurs un peu plus loin dans cette section). Ces constantes
sont trop cotiteuses a calculer directement sur le modele glo-
bal, cependant, en utilisant celles correspondantes aux 7 mo-
dules (i.e., w1, ..., wr et C1, ..., Cr) plus le fait que le modele
global soit le résultat de la composition de ces r modules,
on obtient 'approximation suivante :

I(n) ~ (C1. ..Cr)(wl +otwe)”

P(ni,...,n.,) =

Cette fois ci, I'approximation obtenue permet de calculer
l(n) sans construire le modele global. La probabilité du 7-
uplet (n1,...,n,) devient :

O L

P e, Np) ~
(nh ,n) ((Ul"‘"""wr)n

Nous allons maintenant détailler les différentes étapes de
lalgorithme de génération uniforme de chemins dans un
systeme concurrent asynchrone depuis le calcul des w; jus-
qu’au mélange des r chemins.

4.1.1 Calcul des w;

Un programme en MuPAD-Combinat a été réalisé afin de
calculer le w d’un module a partir de sa description au for-
mat beg. Cette valeur correspond a l'inverse du pole réel de
plus petite valeur absolue du dénominateur de la fonction
génératrice associée au module. C’est-a-dire que pour obte-
nir w il faut tout d’abord trouver la fonction génératrice, qui
est la solution & un systeme linéaire défini a partir du graphe
du module. Une fois cette fonction génératrice trouvée, qui
est forcément une fonction rationnelle car le systéme est
linéaire, il faut chercher les racines du dénominateur de cette
fonction. Enfin, w est égale & 'inverse de la racine réelle de
plus petite valeur absolue.

4.1.1.1 Construction et résolution d’un systeme linéaire

Le graphe (au format beg) représentant le module est utilisé
pour établir un systeme linéaire avec autant d’équations que

a

Figure 3 : Le module M; génére des traces apparte-
nant au langage (a|ba) * (¢|b)

de noeuds dans le graphe. Par exemple, le systéme corres-
pondant au module M; (figure 3) est :

{ $a(2) =142 54(2) + 2 - 5p(2)
sp(2) =14 2 - sa(2)

Deux approches différentes peuvent étre ensuite utilisées

pour résoudre ce systéme linéaire [19, chap. 2]

— les méthodes directes qui résolvent I’équation A-x = b en
O(m?) ot m désigne I'ordre de la matrice A (décomposition
LU, élimination de Gauss, élimination de Gauss-Jordan).
L’algorithme de Strassen permet de résoudre la méme
équation en O(m?7%) et celui de Coppersmith et Wino-
grad en O(m?3%) mais les constantes cachées sont prohi-
bitives,

— les méthodes dites itératives, qui dans le cas ou A est une
matrice creuse peuvent résoudre 1’équation en O(m?) (cf.
lalgorithme du gradient biconjugué) & condition d’avoir
une bonne représentation de la matrice (qui est dépendante
des motifs des valeurs non nulles. Par exemple, une ma-
trice tribande).

Pour l'instant, c’est la fonction linsolve de MuPAD (dans

le package numeric) qui est utilisée en mode Symbolic (elle

effectue une élimination de Gauss avec un pivot partiel).

Mais les matrices que nous avons en pratique sont des ma-
trices creuses (car le degré sortant de chaque noeud est sou-
vent borné par une constante tres inférieure au nombre de
noeud). Il serait probablement plus efficace d’utiliser une des
méthodes dites itératives.

4.1.1.2 Extraction de w

La solution au systeme linéaire précédent est une fonction
rationnelle :

Par exemple, pour Mi, on obtient la fonction f; suivante :

1+2
(S g

Il nous faut ensuite un algorithme pour extraire les racines
du polynéme D(z). L’algorithme de Laguerre est une méthode
itérative qui permet de trouver numériquement les racines
d’un polynéme. Cet algorithme a une convergence cubique,
ce qui fait qu’il est plus performant que ’algorithme de New-
ton qui lui a une convergence quadratique.

En pratique, nous utilisons la fonction polyroots de MuPAD
(toujours dans le package numeric) qui trouve toutes les



racines d’'un polynoéme en utilisant la méthode itérative de
Laguerre.

Ensuite, comme seule la racine réelle qui a la plus petite
valeur absolue nous intéresse, on la récupere :
Ivil <lvi|l Vi#i

Vi tg

Si on suppose que le graphe représentant le modele est apériodique
et fortement connexe (ce qui est généralement vérifié en pra-
tique [5]), alors cette racine réelle est unique et son inverse

est égal a :

En gardant I’exemple de M, on obtiendrait w; ~ 0.618

4.1.2 Tirage d’un r-uplet (n1,...,n,)

Un autre programme C++ a été réalisé pour effectuer le
tirage d’un r-uplet (ni,...,n,) tel que ni + -+ + n,
n, correspondant aux longueurs des chemins qui devront
étre générés dans chacun des r modules, & partir du r-uplet
(wl,...,wr).

Le langage C++ a été choisi pour cette tache, car il existe
une bibliotheque de générateurs de nombres aléatoires uni-
formes et performants écrite dans ce langage : BOOST.RANDOM

[16].

Le mt19937 est le générateur que j’ai retenu, car c’est celui
qui est conseillé par BooST.RANDOM. Il s’agit d’un générateur
de Mersenne Twister (une congruence linéaire avec le twis-
ter, qui est une équation supplémentaire permettant de rendre
plus aléatoire la séquence de nombres). Il a un cycle de
219937 _1 et permet de générer plus de 6 millions de nombres
par seconde. Le mt19937 est donc rapide tout en ayant
une qualité acceptable (voir [16] pour une comparaison des
performances et des qualités des différents générateurs de
BOOST.RANDOM).

L’algorithme consiste a reproduire n fois le tirage d'un n;
avec probabilité :
W
P(n) = <.

j=1%i

Ainsi, le r-uplet (ni,...
lité de :

,nyr) obtenu aura bien une probabi-

n L S
(m nr)wl Wr

(W1+"'+wr)n

P(ni,...,n.)

4.1.3 Tirage uniforme de chemins de longueur n;
dans les modules M;

On utilise pour cela les versions compilées des programmes
C, décrit a la section 3, permettant de générer uniformément
des chemins de longueur fixée dans un modele. On a donc un
programme par module, et le programme correspondant au
module M; est utilisé pour générer un chemin w; de longueur
Nng.

Table 6 : Description pour chaque test de la taille
du modeéle global ainsi que le nombre de modules
qui le composent. En sachant qu’ici seul le modele
vasy_0_1 a été utilisé comme module.

nom # états | # modules
test 2 8107 2
test 3 2.4-107 3
test 4 7.10° 4
test 5 2.10™2 5
test 6 | 5.8-10™% 6
test 7 | 1.7-1077 7
test 10 | 4-10%* 10

Table 7 : Temps mis pour le prétraitement (toutes
les opérations qui sont faites une seule fois avant de
générer un ou plusieurs chemins).

200 1000 | 2000 | 3000 | 5000 | 8000
test 2 33.5s | 34.3s | 34.6s | 35.3s | 36.5s | 39.4s
test 3 50.9s | 51.3s | 51.4s | 52.1s | 53.0s | 55.3s
test 4 68.1s | 68.0s | 68.7s | 69.3s | 69.9s | 71.7s
test 5 85.3s | 85.2s | 85.2s | 86.8s | 86.8s | 88.6s
test 6 94.1s | 98.3s | 98.3s | 99.4s | 1m40 | 1m40
test 7 1m54 | 1mb56 | 1m54 | 1mb6 | 1mb57 | 1mb7
test 10 | 2m36 | 2m36 | 2m36 | 2m36 | 2m37 | 2m39

4.1.4 Mélange des r chemins

Enfin, un programme C++ & été réalisé pour mélanger uni-
formément les r chemins : wy,...,w,. Ce programme prend
en entrée r chemins et renvoie un chemin w de longueur
n (car la somme des tailles des r chemins est égale & n).
L’algorithme est le suivant :

1. w=e€mn;=|w| Vie[l.r],n=>3"_n
2. choisir 7 avec la probabilité :
. N,
P(i) = —,
(i)=""
3. w = w+ f(w;), avec f(w;) qui extrait la premiere lettre
de Wi,
4. n=n—1letn;=n; —1
5. répéter les 3 opérations précédentes n fois. Le résultat
est w.
4.2 Mesures et résultats

La table 6 décrit les différents modeles qui ont été utilisés
pour la génération de chemins dans des systémes concurrents
asynchrones.

Ensuite, la table 7 résume le temps global mis pour la phase
de prétraitement, c’est-a-dire toutes les étapes qui peuvent
étre effectuées une seule fois, avant de générer un ou plu-
sieurs chemins.

Enfin, le tableau 8 montre le temps que prend la génération
de 100 chemins, sans compter les étapes de prétraitement.



Table 8 : Temps mis pour générer 100 chemins sans
compter D’étape de prétraitement. Cette valeur a
été obtenue en mesurant le temps mis pour générer
101 chemins, et en lui retranchant le temps pour la
génération d’un chemin

200 | 1000 | 2000 | 3000 | 5000 | 8000
test 2 0.4s | 0.9s | 2.4s | 4.3s | 10.2s | 23.5s
test 3 0.3s | 0.8s | 2.3s 3.3s 7.7s | 12.9s
test 4 0.0s | 1.1s | 1.6s | 2.8s 6.2s | 13.8s
test 5 0.6s | 0.2s 1.9s 1.8s 5.5 | 12.3s
test 6 0.0s | 0.6s 1.6s 1.9s 5.1s | 12.0s
test 7 0.6s | 0.0s | 2.9s 2.7s 5.4s | 10.7s
test 10 | 0.3s | 0.3s | 1.3s | 2.8s | 4.6s 9.7s

Ces valeurs prouvent que la génération est rapide méme
lorsque le modéle a plus de 10?4 états, car seule compte
la taille des modules qui le composent (ici 289 états). On re-
marquera aussi que le temps de génération diminue lorsque
le nombre de modules qui composent le modéle augmente.
Ceci s’explique par le fait que plus il y a de modules, moins la
longueur des chemins a tirer dans chaque module est grande.

Finalement, ces expériences prouvent que la génération de
chemins a partir des modules qui composent le modele per-
met d’explorer uniformément des modeles de tres grande
taille.

Dans le cadre de ce stage, les expériences qui ont été menées
et qui sont présentées dans les tables 6 a 8 n’ont pas révélées
les limites, en termes de taille des modeles et de longueur
des chemins, de notre implémentation du tirage uniforme
dans des systemes asynchrones.

5. TIRAGE APPROCHE AVEC SYNCHRO-
NISATION

Dans la section précédente, tous les modules évoluaient de
maniere indépendante. En pratique, cette hypothese est ra-
rement vérifiée car les modules doivent souvent en attendre
d’autres avant de pouvoir emprunter une transition; ces
transitions spéciales sont appelées des transitions synchro-
nisées. Nous allons maintenant supposer que chaque module
comporte exactement une transition synchronisée, étiquetée
a. Ainsi, dans le systeme global, tous les modules doivent
prendre la transition a en méme temps. Ce cas a déja été
traité dans [5]. Cette section explique le fonctionnement de
l'algorithme que j’ai implémenté, puis nous analyserons les
tests de performances. Le cas plus général ou plusieurs tran-
sitions synchronisées sont présentes dans chaque module sera
étudié dans la section suivante. Mais pour un souci de clarté,
nous préférons expliquer d’abord le fonctionnement avec une
seule synchronisation.

5.1 Principe

Soit « le symbole de synchronisation, p, (resp. so) I'état
précédant (resp. suivant) la transition o d’'un module, et w

un chemin du modele global. Si w contient m synchronisa-
tions, alors w = wp a w1 - -« wy, et le symbole a n’est
présent dans aucun des w;. Ainsi, on peut utiliser 'algo-
rithme de la section 4 pour tirer les m + 1 sous chemins
wj, & condition de les tirer dans des sous langages des mo-
dules M;. En effet, wo doit commencer aux états initiaux de
chacun des modules, finir aux pa, et bien str ne jamais em-
prunter une transition «. w lui par contre doit commencer
aux So et finir aussi aux po. Au final, il faut considérer 4
langages par module :

T; : Détat initial et les états finaux sont ceux de M;,

B; : Détat initial est celui de M;, et I’état final est pa,

E; : Détat initial est s, et les états finaux sont ceux de
Mi,

C; : Détat initial est s, et I’état final est pq.

Bi, C;, E; et T; ne contiennent aucune transition synchro-

nisée.

Donc chaque module doit étre décomposé en 4 sous mo-
dules. La figure 4 montre un exemple de module avec ses 4

décompositions.
? -

T

Figure 4 : Un module M; qui contient une transi-
tion synchronisé, étiquetée a, et ses quatre modules
asynchrones associés.
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Finalement, si on calcule I(n) (resp. I(n,m)), le nombre de
chemins de longueur n (resp. qui contiennent m synchroni-
sations), alors on obtient l’algorithme suivant de génération
d’un chemin de longueur n :

1. choisir m avec probabilité :

l(n,m)
P — b
(m) = = DR
2. choisir les longueurs (%o, . . ., im) des chemins wo, . . . , Wm

avec une probabilité appropriée,

3. générer chaque chemin wy de longueur i, dans les
sous modules correspondants en utilisant ’algorithme
de génération uniforme de chemins dans des systémes
asynchrones qui a été vu a la section 4.

Le chemin final est w = wo @ w1 «... @ Wiy

11 reste encore a trouver une méthode pour calculer efficace-
ment les I(n) et I[(n,m). En sachant que :

n) = Z l(n,m),



il suffit de savoir calculer I{(n,m) pour tout 0 < m < n.
Ensuite nous verrons quelle probabilité utiliser pour choisir
convenablement les longueurs (g, .. ., %m).

5.1.1 Calcul de I(n,m)

Soit b(n) (resp. bi(n), c(n), ci(n), e(n), ei(n), t(n), t;(n))
le nombre de chemins de longueur n dans B (resp. B;, C,
Ci, E, E;, T, T;). Alors si l(n,m, {0, im) désigne le nombre
de chemins de longueur n contenant m synchronisations et
avec wo (resp. wm ) qui est de longueur ig (resp. im), on a :

t(n)

2

igt+im=n—m

sim =0,

l(n,m) = l(n,m,i0,4m) sinon.

et pour tout m > 0 :

l(n,m,i0,im) = b(i0)e(im) c(i1) ... c(tm—1)

>

i1ty 1=

n—m-—ig—1im

Comme lorsqu’on cherchait & calculer [(n) & la section 4, les
valeurs b(n), ¢(n), e(n) et t(n) font intervenir le modele glo-
bal mais elles peuvent étre estimées a partir des constantes
w; et C; calculées dans les différents sous modules. Ainsi, en
considérant :

ti(n) ~ Cti(wea)"s
bi(n) ~ Cui (wr,i)",
ei(n) ~ Cei (wei)",
ci(n) ~ Cei (wei)™.

On obtient les approximations suivantes :

t(n) ~Ci1...Crpr(wen + - +wer)”, (1a)
b(n) ~Cyi...Cor(wb1+ -+ wpr)”, (1b)
e(n) ~Cet...Cop(wea+ -+ wer)”, (1c)
c(n) ~Cen...Cor(wen + -+ wer)"™ (1d)

Par conséquent, pour tout m > 0 :
l(n,m,i0,im) ~
(Cp1...Cy)(Cono..Cor)™ N (Con...Cor)
(Wo1 + -+ W)™
(We,t + -+ F we,) 7T

(we,l +--+ we,r)im
n—2—14 —im
m — 2
()

Le calcul de I(n, m, o, i) nécessite O(n(m+ 1)) opérations
arithmétiques.

La preuve de la formule (2) est donnée a ’appendice A.
Calculer tous les I(n,m, io, im) pour toutes les valeurs de m

telles que 0 < m < n et toutes les paires (i, im) telles que
0 < ip+im < n—m demande O(n® xrn+n?xn?) = O(rn*)

10

opérations arithmétiques (& condition de garder en mémoire
une table de tous les coefficients binomiaux (;j) pour 0 <
k<net0<p<k, afin d’éviter de recalculer plusieurs fois
le méme coefficient)

5.1.2  Choix des longueurs (io, . .., im)

Une fois que le nombre de synchronisations - m - est décidé
et dans le cas ol il est supérieur & 0 (sinon on retombe sur
le cas asynchrone et il suffit d’appliquer 'algorithme de la
section 4), il reste & déterminer les longueurs (ig, . . . ,%m ) des
chemins a tirer (wo, . .., wm) telles que o+ - - +im = n—m.

On commence par choisir ig et i,, avec la probabilité :

L. l(n,m, 0, im
P(ZO,Zm): ( l(TL ’I'(I’)l) )

Ce qui nécessite au pire O(n?) opérations arithmétiques.

Puis on tire un (m—1)-uplet (i1,...,im—1) avec probabilité :

_ c(i1) ... c(im=1)
Yo clkr) . elkm-1)

avec K qui représente ’ensemble des k; tels que :

P(is, ..

yim—1)

k1+"'+km71:n_m_i0_im

En se servant de la formule (1d), cette probabilité se réduit
en :

1

P(iy, ... (3)

7im_1) ~

La preuve de la formule (3) est donné & I’appendice B. Un
algorithme assez simple permet de choisir (i1,...,im) avec
cette probabilité :

1. choisir m — 2 nombres distincts (j1,...,Jm—2) tous

compris entre 0 et n — 2 — 49 — i, inclus,
2. les ranger par ordre croissant : j1 < jo < -+ < Jm—2,
3. 91 = J1, %2 = J2 — J1, -+, tm—2 = Jm-2 — Jm—1 €t
im—l :n72710 7’L‘m7jm—2-

La complexité de cet algorithme est en O(n x m).

Au final, le pré-traitement pour choisir m demande O(rn4)
opérations arithmétiques afin de calculer tous les [(n,m) et
I[(n). Ensuite, le choix de m nécessite au pire O(n) opérations
arithmétiques. Puis le choix des longueurs requiert au pire
O(n?) opérations arithmétiques.

La génération uniforme de chemins dans un systéme concur-
rent avec une seule transition synchronisée par module est
quadratique en la longueur n du chemin a générer et elle est
linéaire (en temps et en mémoire) en la taille du plus grand
module.

5.2 Mesures et résultats

Les modeles des systémes asynchrones (cf. table 6) ont été
réutilisés ici, en ré-étiquetant une transition dans chaque
module par I’étiquette de synchronisation .



La table 9 montre les temps de prétraitement et la table 10
nous dévoile le temps nécessaire pour générer 100 chemins.
Le symbole co signifie qu’il n’y avait pas assez de mémoire
pour calculer tous les [(n,m) et I(n).

Table 9 : Temps mis pour ’étape de prétraitement

100 200 300 400 500 600
test 2 3m10 3m25 4m12 5mb5 9m06 9
test 3 4m45 5m02 5mb4 Tm46 | 11mll | oo
test 4 6m19 6m39 Tm34 9m34 | 13ml3 | oo
test 5 Tmbd1 8m16 9ml15 | 11m23 | 15ml18 | oo
test 6 9m24 9m50 | 10mb56 | 13ml12 | 17Tm21 | oo
test 7 11mO00 | 11m27 | 12m35 | 15m03 | 19m24 | oo
test 10 | 12m28 | 12m31 | 12m33 | 12m32 | 20m26 | oo

Table 10 : Temps mis pour générer 100 chemins, sans
compter la phase de prétraitement

100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 600
test 2 1.9s | 2.1s | 4.3s | 4.7s | 4.4s | o0
test 3 09s | 1.2s | 1.2s | 2.6s | 3.8s | o
test 4 1.5s | 1.5s | 0.9s | 3.2s | 2.5s | o©
test 5 3.0s | 0.4s | 0.9s | 3.1s | 2.Bbs | oo
test 6 4.1s | 0.7s | 0.9s | 3.8s | 2.Bbs | o0
test 7 3.7s | 29s | 1.9s | 1.6s | 2.4s | oo
test 10 | 4.6s | 0.6s | 0.8s | 1.Bbs | 2.28 | o

Ces expériences démontrent la faisabilité du tirage de che-
mins dans des tres grands modeles, et cela méme en présence
de synchronisation entre les modules concurrents qui décrivent
le modele global. Le cas ou il y a plusieurs synchronisa-
tions étiquetées par différents symboles est plus complexe
mais un algorithme est expliqué a la section suivante (a
défaut d’avoir des tests de performance qui sont en cours
de réalisation).

6. SYNCHRONISATIONS MULTIPLES

Les sections précédentes expliquaient les résultats de la par-
tie pratique de mon stage qui consistait & implémenter les so-

lutions proposées dans [5]. Dans cette section, nous généralisons

lalgorithme de la section 5 en autorisant plusieurs synchro-
nisations étiquetées par différents symboles. La seule hy-
pothese restante est que tous les modules possédent au moins
une occurrence de chaque étiquette de synchronisation. Si-
non nous serions en présence de synchronisation partielle ce
qui, comme nous le verrons a la section 7, nous complique-
rait encore la tache. On commencera par expliquer le cas ou
chaque module contient plusieurs transitions étiquetées par
le méme symbole de synchronisation, avant de traiter le cas
avec différentes étiquettes de synchronisation.

6.1 Chaque module contient plusieurs transi-
tions synchronisées

Soit o I’étiquette de synchronisation. Sans perte de généralité,
nous supposerons que chaque module possede k transitions
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étiquetées o (dans le but de simplifier les notations et les
calculs de complexité). Par exemple, la figure 5 montre un
module avec deux transitions étiquetées par a. Chaque état
précédant une transition o est nommé p.; avec un indice &
pour distinguer les occurrences de transitions a. De méme,
Sa; désigne I’état suivant une transition a. Les différentes
occurrences de ’étiquette o dans un module ne sont pas
différenciées dans une trace, cependant il est nécessaire de
les distinguer pour savoir dans quels sous modules doivent
étre tirés les chemins qui précedent et suivent une étiquette
a. En effet, si un chemin précédant une étiquette « se ter-
mine sur I’état po, du module représenté sur la figure 5, alors
il faut que le chemin qui suit cette étiquette v commence,

dans ce module, par 'état sq, .

20 Q

Figure 5 : un module M; contenant deux transitions
synchronisées a, qui sont ici distinguées en a1 et as.

Placons nous a la i-eme synchronisation d’un chemin w :
w=...wi—1 € w;....Cette étiquette a représente en réalité
r étiquettes o (une par module). Or il existe k transitions
« par module. Donc il y a k" possibilités pour cette i-eme
synchronisation. C’est 'unique différence avec le probleme
de la section 5. Nous allons maintenant décrire I'algorithme
qui prend en compte ces k transitions synchronisées par mo-
dule.

Soit G; le graphe sous-jacent au module M;, on note G le
graphe G, sans les transitions étiquetées a.

Les langages suivants sont construits a partir de G, et se
distinguent uniquement par leurs états initiaux et finaux :

T% : Détat initial et les états finaux sont ceux de M;,

B;— : Détat initial est celui de M;, et I’état final est Pa,
(Vj € [L,K]),
Ej @ Tétat initial est sq;, et les états finaux sont ceux de
M; (V5 € [1,k]),
i vz C . 5z .
L o [ l(]e)tat initial est sq,, et I'état final est Doy (vg,7" €
1,k

La figure 6 donne un exemple de sous module représentant
I'un de ces langages.

On a, par module, (k + 1)? langages différents & considérer.
Cependant, seules k + 1 tables de comptage (du nombre
de chemins de longueur n) doivent étre construites, car une
table calcule tous les chemins de longueur inférieure ou égale
& n pour tous les sommets. Le langage E¢ aura ainsi la méme
table de comptage que le langage E%. Malgré tout, dans
I’état actuel du programme C, généré par MuPAD pour ef-
fectuer le tirage de chemins, on ne peut pas choisir le sommet
de départ. La fonction dans MuPAD qui crée ce programme
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Figure 6 : Le sous module correspondant au langage
L} ; du module décrit par la figure 5

C est en cours de réécriture afin de se passer de MuPAD,
reconstruire les tables par une formule triviale de récurrence
(cf. formule (3.1)), et tirer des chemins en faisant une marche
aléatoire de longueur n guidée par ces tables).

Maintenant, posons A, € [1..k]"*™ la matrice définie telle
que a;,; = Am(i,7) correspond a loccurrence de transition «
dans le module M; qui est utilisée & la j-éme synchronisation
d’un chemin contenant m synchronisations. Cette matrice
permet de définir précisément quelles transitions synchro-
nisées sont utilisées dans un chemin comportant m occur-
rences d'a

Par exemple, supposons que nous ayons un systeme composé
de deux modules concurrents M1 et M2 qui sont tous les
deux identiques au module décrit a la figure 5. Soit w un
chemin de longueur 10 comportant 3 synchronisations : w =

wo o w1 @ w2 « ws. Une des 64 matrices Az possibles est :
2 1 1
1 2 1

Ce qui signifie que : wp est le mélange d’un chemin de M1
allant de s a pa, et d’'un chemin de M2 allant de s & pa, .
w; est le mélange d’un chemin de M1 allant de sq, a pa, €t
d’un chemin de M2 allant de so; & Pa,. w2 est le mélange
d’un chemin de M1 allant de so; & pa, et d'un chemin de
M2 allant de sa, & Da,. Et enfin ws est le mélange d’un
chemin allant de so, & n’importe quel état de M1 et d'un
chemin allant de so, a n'importe quel état de M2.

Si on calcule I(n) (resp. I(n, Am)), le nombre de chemins
de longueur n (resp. qui passent par les m synchronisations
définies par A.,), alors on retombe sur un algorithme, qua-
siment identique a celui défini a la section 5, qui permet la
génération d’un chemin de longueur n : la seule différence
étant de choisir une matrice A,, au lieu d’'un nombre m,
avec la probabilité :

l(n, Am)

P =)

Il reste & trouver une maniere efficace de calculer les I(n, A;,)
et I(n).

6.2 Calcul des i(n, A,,)
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Soit w un chemin de longueur n qui passe par les synchroni-
sations définies par A, alors w = wo.A1.W1 . . . G Wm, OU
a; est la j-eme colonne de A,,. De plus, en considérant I(n)
(resp. t(n)7 tl(n)> bj(n)’ b;(?’l), €j (TL), 6;' (n)7 lj,j/(n)a l;,]’(n))
le nombre de mots de longueur n dans L* (resp. T, T", B, _;,

B ,Eo .,E. . La a ,,Ua a ) On a alors :
i,j d ij I i3
D SR
m= OAmE[l kT Xm
ou
t(n) sim =0,
l(n, Am) = > l(n, Am,I) sinon.

Qo+ tim=n—m
s Zm) :

l(n, Am,I) = bl(’io).l1,2(i1) .

et pour m > 0 et I = (io, ...

lm—l,m(im—l).em(im)

En supposant que tous les T, les B;-7 les E;, et les L;-,j,
respectent les conditions d’apériodicité et de forte connexité

[6], on a alors :
£y ~ i)
bj(n) ~ Ci; (why)"
e;(n) ~ Cjz',e (w;,e)nv
L (n) ~ Ciy (W)™
ol C 5 et w 3 désignent respectivement la constante C' et

la Valeur w calculees dans le sous module Lﬁ“ iy
RILTE

Les valeurs qui font intervenir le modele global peuvent étre
approximées par :

tn) ~ Cf...Cllwi+ - +w))"
bj(n) ~ Cpy...Cpi(wp;+- +wp,)",
ej(n) ~ Cjoo.Cfo(wjet - +wi)"
Lg(n) ~ Ciyrn Gl i)+ 4w )"

On peut ainsi approximer [(n, A, ) & partir uniquement des
r modules :

l(nvAm)N(Cl},l---Cbl H 011)U+1 . vv+1)
v=1

(Cone - Crne)

{(wb,l +"'+Wg,1)i0 (4)
g+ tim=n—m
m—1

( 11;,v+1 + -+ w':‘,'u+1)iv

v=1

("

(wm e + - +w:n,e)im}

Le calcul de I(n, A, ) nécessite O(n’r) opérations arithmétiques.
La preuve de la formule (4), ainsi que le calcul du nombre

d’opérations nécessaires pour calculer tous les I(n, Ap,) et
I(n) est disponible en appendice C.



6.3 L’algorithme de génération uniforme

Maintenant, on peut définir un algorithme pour la génération
de chemins de longueur n.

1. En utilisant la formule (4), calculer I(n, A.,) pour toutes
les valeurs possibles de A,,. Ce qui requiert, au pire,
O(n®rk™ ™) opérations arithmétiques.

2. Choisir une séquence A,, de transitions a avec proba-
bilité :

l(n, A

Pr(Any) = An)

I(n)

Calculer ces probabilités demande O(k"*™) opérations
arithmétiques.

3. Si m = 0, alors générer uniformément un chemin de
longueur n dans le langage T' en utilisant le méme al-
gorithme que dans la section 4.

4. Sim > 0, alors choisir les longueurs des mots wo, . . . , Wm,
en prenant un (m + 1)-uplet I = (io, ..., 4m) avec pro-
babilité :

l(n,Am,I)
Pr(l)= ——"—~+
0= A

Puis générer les w; de longueur i; en effectuant un
mélange des r chemins tirés dans les r langages appro-
priés.

Au final, le pré-traitement pour choisir A,, demande O(n?rk™*™)

opérations arithmétiques afin de calculer tous les I(n, Apm)
et I(n). Ensuite, le choix de A,, nécessite au pire O(k"*")
opérations arithmétiques. Puis le choix des longueurs re-
quiert au pire O(n?) opérations arithmétiques.

6.4 Plusieurs étiquettes de synchronisation par
module

Avec une seule étiquette de synchronisation, nous avons déja
distingué les différentes transitions synchronisées. Il est pos-
sible d’utiliser le méme algorithme pour le cas plus général
ou il existe plusieurs étiquettes de synchronisation et ceci
en ne modifiant pratiquement rien. Prenons ’exemple d’un
systeme constitué de plusieurs exemplaires du module décrit
a la figure 7; ce systéme contient 2 étiquettes de synchro-
nisation : « et 8. Soit w un chemin dans ce systéme com-
portant m synchronisations que nous noterons par un meta-
symbole o : w = wo 0 w1 0 ... Wm. Chaque symbole o peut
représenter n’importe quel symbole de synchronisation (ici,
a ou (). Il suffit de tester toutes les combinaisons possibles
en prenant soin a chaque fois de choisir dans chaque module
une transition parmi celles étiquetées par le bon symbole
de synchronisation. Dans le cas de la figure 7, I’ensemble
des matrices A,, & considérer est inclus strictement dans
[1..5]"*™, car il est impossible de faire une transition « dans
un module en méme temps qu’un autre module exécute une
transition 3.

La construction des matrices A, est majorée par O(nrk"*™)
opérations arithmétiques, ou k désigne le nombre de tran-
sitions synchronisées sans distinction des étiquettes de syn-
chronisation.

20 e
Figure 7 : Un module comportant 5 transitions syn-

chronisées étiquetées par 2 symboles de synchroni-
sation : « et (3.

6.5 Conclusion pour les synchronisations mul-
tiples

On vient de voir que la génération uniforme de chemins
dans un systéme concurrent avec plusieurs transitions syn-
chronisées par module est exponentielle en la longueur n du
chemin & générer. Mais I’exponentielle dépend uniquement
du nombre de transitions synchronisées alors que dans 1’al-
gorithme de la section 3 on était exponentielle en la taille
du plus grand module. Le gain est relatif au ratio entre le
nombre de transitions synchronisées et le nombre total de
transitions : plus ce ratio est petit, plus cet algorithme est
performant par rapport a tirer uniformément a partir du
modele global. Ce qui signifie que si le nombre de tran-
sitions synchronisées présentes dans un module est borné
par une valeur k << |M]|, alors cet algorithme rend pos-
sible I’exploration de trés grands modeles qui sont décrits
par des modules concurrents avec peu de synchronisations,
communes & tous les modules. Les tests de performance de
cet algorithme sont en cours de réalisation.

7. PROBLEME DE LA SYNCHRONISATION
PARTIELLE

La section précédente a montré la faisabilité de la génération
uniforme de chemins a partir des modules concurrents décrivant
un systeme global dans le cas ot les modules se donnent tous
rendez-vous a certains moments. Il reste un cas qui n’a pas
été traité et qui est celui de la synchronisation partielle.

Le probleme de la synchronisation partielle (par opposi-
tion & la synchronisation commune a tous les modules) sur-
vient dés qu’au moins un module ne contient pas de transi-
tion étiquetée par I'un des symboles de synchronisation. Par
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Figure 8 : Trois modules concurrents Mi, M2 et Ms
comportant des transitions synchronisées a et/ou 3.

exemple le module M, (cf. figure 8) n’a aucune transition
étiquetée (. Dans ce cas, la décomposition d’un chemin de
longueur n contenant m synchronisations en m + 1 chemins
est problématique. Prenons par exemple un chemin conte-
nant une synchronisation « suivi d’une synchronisation ( :
w = wo.c.wi.B.wsz. Le sous chemin wg est le résultat d’un
mélange des chemins wg, wg, w§ tirés respectivement dans
My, My et Ms. w(lJ commence & ’état initial de M; et finit
sur un état précédant une transition étiquetée o ; w2 com-
mence a ’état initial de Ms et finit sur un état précédant
une transition «. Mais w3 commence & Détat initial de Ms
et peut finir n’importe ot (car M3 ne contient aucune tran-
sition ). C’est & dire que w} devra commencer depuis I’état
ol s’est arrété wi, qui peut étre n’importe quel état de Ms.

7.1 Solution naive pour le cas général

Soit M; un module ne contenant pas l'une des étiquettes
de synchronisation parmi I’ensemble des étiquettes de ses
transitions. Soit « cette étiquette. Si on cherche a construire
un chemin de longueur n contenant & un moment le symbole
o w = w.f... . wj.awjy1y.... Pour le mot wj, il faut
considérer tous les chemins finissant sur n’importe quel état
de M;. Si M; contient |M;| états, il faut donc considérer
|M;|? langages différents pour M;, car chaque état peut étre
origine ou extrémité d’un sous chemin de w.

Dés qu’un module ne se synchronise pas sur une étiquette de
synchronisation, chacun de ses états peut devenir un état fi-
nal ou initial ; on utilise le méme algorithme que pour le cas
général de synchronisation communes a tous les modules.
Bien entendu, on se retrouve avec une explosion combina-
toire du nombre de langages a considérer.

7.2 Solution élégante pour une seule étiquette
de synchronisation

Si il n’y a qu’une seule étiquette de synchronisation, alors
on peut gérer la synchronisation partielle plus efficacement
qu’avec la solution naive de la sous-section précédente. On
commence par tirer un chemin synchronisé w’ avec tous les
modules qui possédent au moins une occurrence de transi-
tion synchronisée en utilisant ’algorithme de la section 6.3.
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Puis on tire un chemin w” dans les modules qui n’ont au-
cune transition synchronisée en se servant de ’algorithme de
la section 4. Enfin, w est le résultat du mélange de w’ avec
w” en utilisant I’algorithme décrit & la section 4.1.4. Au
final, w aura bien été tiré uniformément dans un systeme
contenant a la fois des modules synchronisés et des modules

asynchrones.

8. CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ce rapport dévoile les premiers résultats expérimentaux sur
les marches aléatoires globalement uniformes dans de tres
grands systémes qui sont décrits par un ensemble de compo-
sants concurrents et plus petits. On parle de marche aléatoire
globalement uniforme lorsqu’a chaque étape de la marche,
le choix du successeur est biaisé de maniére a ce que tous
les chemins, d’une certaine longueur dans le modele global,
aient la méme probabilité d’apparaitre.

La section 3 montre que la méthode naive (qui consiste
a compter le nombre de chemins de longueur choisie qui
partent de chaque successeur, et a ajuster en conséquence
les probabilités de choisir ces successeurs) est réalisable uni-
quement pour des modele de taille moyenne : jusqu’a environ
10% états selon nos expériences.

Pour des systemes plus grands, les expériences des sections
4 et 5 démontrent qu’en effectuant des tirages uniformes
locaux a chaque module et en estimant le nombre de chemins
du modele global, il est possible d’explorer uniformément des
modeles tres grands, qui sont décrits par un ensemble de
modeles concurrents et plus petits : la barre symbolique des
10%° états [13] a été largement franchie puisque des chemins
ont été tirés sur un modele ayant 4.10%* états. la complexité
reste limitée a la taille du plus grand des composants. Ces
résultats ont été publiés dans un workshop international [17].

La section 6 décrit un nouvel algorithme pour généraliser
le tirage uniforme en présence de synchronisation au cas ou
plusieurs transitions étiquetées par différents symboles de
synchronisations sont présentes. Son implémentation est en
cours de réalisation.

Enfin, la section 7 aborde le probléme de la synchronisation
partielle qui reste un probléme ouvert actuellement.

Cette méthode peut étre utile pour le test aléatoire (struc-
turel ou fonctionnel), le model-checking, ou encore la simu-
lation de protocoles lorsqu’ils font intervenir de nombreuses
entités distribuées, ce qui est souvent le cas en pratique.
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APPENDICES

A. APPROXIMATION DE L(N, M, Io, Iu)

Cette appendice prouve comment obtenir I’approximation
de l(n,m, 10, im ) donnée a la formule (2). Nous rappelons que
l(n,m,i0,%m) représente le nombre de chemins de longueur
n qui contiennent m synchronisation et dont le sous chemin
wo qui va de I’état initial a 1’état précédant la transition
synchronisé est de longueur i et le sous chemin w,, est de
longueur i,,. Ainsi, pour tout m > 0, la valeur exacte de

l(n,m,io,im) est :

it 1=

n—m-—ig—1im

l(n,m,i0,im) = b(i0)e(im) c(ir) ... c(im—1)

Et en se servant des approximations (1), on obtient :

l(n,m,i0,im) ~ b(i0)e(im)

> (Ceq...Cep)™

i1+t 1=

n—m-—ig—1im

1 i e,
(w(;,1+"'+wc,7')21+ +im—1

~ b(io)e(im)(Cept ... Ce)™

>

i1+t iy 1=
n—m-—1ig—1im

~ b(i0)e(im)(Cen ... Co)™ "

(wc,l + -+ wc,r)nimimizm g 1
i1t iy, 1=

n—m-—ig—1im

(Wc,l +--+ wc,r)n_m_io_im

()

Or, compter le nombre de manieére d’avoir i1 + -+ + i =n

peut se faire tres facilement si on utilise la représentation

unaire pour tous les ¢;. Dans ce cas, on a kK — 1 symboles

‘+’ et n symboles ‘—’ et donc le nombre de combinaisons
. . (nt+k—1

possibles est : ( 1 )

On a alors :

>

L (n— 20 —im
. - N m — 2
i1t tim 1=

n—m-—ig—1im

Ce qui nous donne bien la formule (2).



B. APPROXIMATION DE P(11,...,Ix-1)

(41, ... ,4m—1) correspond aux longueurs respectives des che-
mins w1, ..., WwWmn—1 qui sont le résultat des mélanges de che-
mins tirés dans le langage centrale de chaque module. la
probabilité exacte de ce (m — 1)-uplet est :

c(i1) ... c(im=1)

TS clkr) . c(km1)

Pli1, ..., im—1)

avec P qui représente :

k1+"'+k7n71:n_m_i()_inL

En utilisant la formule (3), on arrive & :

(Wea 4+ we,) M0 TIm
S p Wet o e )0
1
>pl
Comme expliqué & 'appendice A, le nombre de possibilités
de choisir £ nombres tels que leur somme est égale a n est :

P(i1, .. im—1) ~ (

(nszl) Ainsi on obtient bien la formule (3) :
. . 1
P(ir, ... im—1) ~ e
( m—2 )

C. APPROXIMATION DE L(N, Ax)

La difficulté de la formule (4) est le produit de termes dans
la somme qui ne peut se simplifier contrairement au cas avec
une seule synchronisation. Nous avons donc besoin de trou-
ver une méthode pour calculer efficacement :

i1 12 ik
E a'ay’ ... a

Q14 tig=n

Une premiére idée consiste a transformer cette somme en une
relation de récurrence tel que le n-éme terme soit le résultat
de cette somme. Soit Px(n) cette relation de récurrence :

P.(0) =1

k k
(% aj)Petn—1) + 3 a7
j=1 j=1

Pk(n) = 2

On a bien :

Py(n) = E aitay ... a;f
i1+ tig=n

Il reste encore a trouver une formule close & cette relation
de récurrence en espérant qu’elle soit suffisamment élégante
pour étre calculée rapidement. En utilisant une méthode

dans [12, chap. 2], je suis arrivé & trouver la formule close
suivante :
(a+ ot a) () =2+t al)
k( ) on+1 ; (al ++ak)z

Malheureusement, elle est aussi cotiteuse que la relation de

récurrence. Nous nous servirons donc de la relation de récurrence

suivante pour calculer la formule (4). Ce qui nous donne une
complexité arithmétique en O(n?).
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