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Devoir maison 1
A rendre avant le mercredi 7 mars 10h30 & Francine Hordesseaux ou a votre chargée de TD

Ce devoir est une révision pour le partiel et doit pouvoir étre réalisé en moins de 2 heures.

Exercice 1 Logique propositionnelle
Soit la formule M = (=P V -Q) = (P = Q) = —-P

1. Donner la table de vérité de M.
2. Construire une preuve en déduction naturelle de la formule M.

Correction :
1. Table de vérité de (-PV -Q) = (P = Q) = —P) :

P|Q|-PV-Q|P=Q|(P=Q)=-P|M

3% F 1% F 1%

V| F v F 1% 1%

F|V % 1% v v

F|F 1% 1% v 1%

2. Preuve de M : on note I' = {-PV -Q,P = Q, P}.
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Exercice 2 Logique des prédicats

On considére les formules suivantes :

- Yy, 3z, P(z,y) = 3z, Yy, P(x,y)

~ dx,Vy, P(z,y) = Yy, 3z, P(x,y)
Ces formules sont-elles vraies? Sont-elles prouvables? Si oui, construire la preuve, sinon, expliquer
pourquoi la preuve est impossible.

Correction : Seule la formule 3x,Yy, P(x,y) = Yy, 3z, P(x,y) est vraie. On peut donner un contre-

exemple pour la formule Yy, 3z, P(x,y) = Jz,Vy, P(z,y) en prenant x,y € Z et P(x,y) “©f g <y :

pour tout y € Z, il existe x € Z tel que x <y, mais il nexiste pas x € Z tel que x < y pour tout y € Z.



Preuve de 3xVyP(z,y) = VYy3dzP(x,y).

h
32y P(x, y), YyP(z,y) F YyP(z,y) ¥

JaVyP(z,y),VyP(z,y) - P(z,y)
JzVyP(z,y) - JaVyP(x,y) yp JxVyP(z,y),VyP(x,y) - JzP(z,y) I
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F JxVyP(x,y) = Vy3zP(x,y) =

Exercice 3 Ensembles

Soient A et B deux ensembles quelconques. On appelle différence symétrique de A et B ’ensemble
AAB=(A\B)U(B\A). Montrer que AA B=(AUB)\ (ANB).
Correction : Montrons que A A B=(AUB)\ (AN B).

re€AAB& e (A\B)U(B\A)
s re(A\B)Vxe (B\A)
S (x€eAN-(xeB))V(xre BA-(z e A))
& (reAVvezeB)A(~(xr e A)V-(z e B))
S (rxeAVveeB)AN-(zx € ANz € B)
& (re AUB)A-(x € ANB)
s rxe(AUB)\ (ANB)

Donc A A B=(AUB)\ (AN B).

Exercice 4 Fonctions
Soient X un ensemble et A et B deux sous-ensembles de X et f une application de X dans X.

1. Rappeler les définitions de f(A), I'image de A par f et de f~!(A), I'image inverse de A par f.
2. Montrer que si A C B alors f(A) C f(B).
3. Donner un exemple de fonction f pour laquelle on a f(A) C f(B) mais pas A C B.
4. Donner une condition sur f pour que la propriété “si f(A) C f(B) alors A C B” soit vérifiée.
5. Montrer que si A est non vide alors f(A) est non vide.
6. Donner un exemple de fonction f pour laquelle A est non-vide mais f~1(A) est vide.
7. A quelle condition sur f peut-on garantir que f~!(A) est non-vide lorsque A est non-vide ?
Prouver ce résultat.
Correction :

1. flA)={ye X [Tz € A f(z) =y}
fHA) ={ze X | f(x) € A}

2. Montrons f(A) C f(B). Soity € f(A), par définition de f(A), il existe x € A tel que y = f(x),
comme AC B, on ax € B et doncy € f(B).

3. Soit un ensemble X contenant deux éléments {a;b} et f une fonction telle que f(a) = f(b) = a.
On a f({a}) = f({b}) = {a} mais on n'a pas {a} C {b}.

4. Si f est injective et f(A) C f(B) alors AC B. Soit v € A, on a f(z) € f(A) donc f(z) € f(B)
car f(A) C f(B). Comme f(x) € f(B), il existe 2’ € B tel que f(x) = f(a') et comme f est
injective, on a x = 2’, et donc x € B.



5. Si A est non vide, soit x € A, on a f(x) € f(A) donc f(A) est non vide.

6. Soit un ensemble X contenant deux éléments {a;b} et f une fonction telle que f(a) = f(b) = a.
On a f~H{b}) =0 et {b} # 0.

7. Si f est surjective alors f~1(A) est non-vide dés que A est non vide. En effet si A est non vide,
soit y € A, comme f est surjective, il eviste v € X tel que f(x) = y et donc x € f~1(A) et

f7H(A) #0.



