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Introduction

Exemples de calculs sur vecteurs et matrices
— Produit scalaire

— Produit « externe »

— Produit matrice-vecteur

— Produit de matrices

Décomposition de domaines

— 1 dimension : lignes ou colonnes

— 2 dimensions

Réduire le ratio communications/calculs

Minimiser I’occupation mémoire
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Produit scalaire

e Le produit scalaire de deux vecteurs § n
x[n] et y[n] est Xy= Z %Y
« Parallélisation o

X4 Y1 X Yol 4 XaYs + X, Y X5 + XoYd 4 % Y7 + X Yy

e

* Produit scalaire local + réduction
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Produit vecteur-vecteur transposé (« outer product »)

« Le produit externe x.yT de deux « T
vecteurs x[n] et y[n] est une L || X XYe XY
matrice [n][n] dont I’entrée (i,j) (| Y| = XY XY XVs
est xyy; X3 |1 Ys XY XY XY

e Exemple

e Temps calcul série
- T,=nt, (%Y XY, XYs XY, XYs XYs %Yo XY |

XY XY XY X¥a X¥s X¥s XYr XY
XY XYo XYs XYe X¥s XYs  XsY7 XY
XY XYoo XY XYa XYs XYoo XYro XY

 Stratégies de parallélisation
avec p processeurs

— Décomposition 1 dimension XY XsYs XeVs XeVa Xe¥s XsVs XY XsVe
« Lignes ou colonnes XYi XeY2 XYs XeYa X¥s XeYs XY XY
— Décomposition 2 dimensions XYoo XYe X¥s XVa Xp¥s XYoo X¥r XV
« Sous blocs XY %Yz XeYs %Yo XVs XeVs X¥r XeYs |
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Produit « externe » : décomposition 1D

XY XY, XYs XY, XY XYe XY, XY
XZ yl X2 yZ XZ y3 XZ y4 X2 y5 X2 y6 XZ y7 XZ y8
X3 yl X3 yZ X3 y3 X3 yA X3 y5 X3 y6 XS y7 XS ys
XA yl XA y2 XA y3 XA y4 XA y5 XA y6 X4 y7 X4 y8
XY XY XYs XYs XY XY XYr XY
XsY1 XeYa Xe¥a XeYa Xe¥s XeYe XeY7 XoYs
XY %Yy XYs XY X¥s XYoo XpY7 XiY
LX%Yr XY XYs Xg¥a X¥s Xe¥s Xe¥r XY
Décomposition 1D par ligne
— n/p lignes de n éléments
— Six ety sont stockés dans le processeur 0
« Diffusion des n éléments de y aux (p-1) autres processeurs
* Envoi de n/p éléments de x & chacun des (p-1) autres processeurs
— Chaque processeur calcule n?/p produits

¢ Décomposition 1 D par colonnes
— ldem (permutation du rdle des lignes et colonnes)

PO

P1

P2

P3
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Produit « externe

» : décomposition 2D

XYi XY, XYs o XYa| XYs XYs XY; XY
XY XYs XVs XYa| XYs XYe X¥r XY
XY XY, XYz XYa| Xa¥s XY XYr XV
X4 yl X4 y2 X4 y3 X4 y4 X4 y5 X4 y6 XA y7 X4 y8
XY XY, XY3 XYy |XsYs XYs XY7 XY
XsY1 Xs¥Y2 Xs¥s Xe¥a |Xs¥Ys XeYe Xs¥7 XsYs
X7 yl X7 yz X7 y3 X7 y4 X7 y5 X7 yG X7 y7 X7 yB
L %Y1 %Yo Xg¥s Xg¥a [XsYs Xs¥s Xe¥7r  XgYs|l|

e Décomposition en blocs de n/p'/2 par n/pY2 éléments.
e Topologie virtuelle de p2 lignes et p*2 colonnes
« Sixety sont stockés dans le processeur 0

e Chaque processeur calcule n?/p produits

Polytech4 - Option
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P2

P3

pY2 diffusions de n/p¥/2 éléments de x a tous les processeurs de chaque ligne de processeurs
pY2 diffusions de n/pY/2 éléments de y a tous les processeurs de chaque colonnes de processeurs

Produit matrice-vecteur

» Soit le produit matrice vecteur y = A x ou A est une matrice (n,n) et x et
y sont des vecteurs de n éléments

n
» Les éléments du vecteur y sont donnés par =Ya x
Yi = Ay
j=1
- B + + + + + + +
1 2732 273 2724 275 276 277
Y1 A X A% ApXy  AnX,  ApX  AnXs  a,X
yz a21 Xl a22 X2 a'23 X3 a24 y4 a‘25 XS a‘26 X6 a27 X7
Ys Xy ApXp  AgXy  AyX, WXy Ye Ay Xy
y4 a41)(1 a42 X2 a43 X3 a44 X4 a45 XS a46 X6 a47 X7
y5 a51)(1 a‘52 X2 a53 X3 a54 X4 aSS X5 a56 XG a57 X7
y6 a61)(1 a'62 X2 a63 X3 a64 X4 a65 X5 8'66 X6 a67 y7
y7 a71X1 a'72 XZ a73 X3 a74 X4 a75 XS a76 X6 a77 X7
L Ys a L X 8gpXy  gaXy Xy AgsXs  BgeXg g Xg
Polytech4 - Option D. Etiemble
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8% |
aZB X8
IS
a48 X8
85Xy
368 X8
a78 X8

BggXg
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Produit matrice-vecteur — Décomposition 1D ligne

a11X1 a:lZXZ aiZXS a12X4 aiZXS a12X6 a12)(7 a12X8
a21X1 a22X2 a23x3 a24y4 a25X5 aZGXG a27)(7 aZBX‘B
Xy Xy ApXy AyX, X Y X, X
a'4].)(]. a’42x2 a43x3 a'44x4 a’45X6 a46X6 a'47)(7 a‘48X8
a51X1 aSZXZ a53X3 a54x4 aSSXS aSGXG a‘57)(7 aSSXB
aelxl aGZXZ a63x3 a64)(4 aGSXS aﬁﬁxﬁ aﬁ7X7 aﬁsxﬁ
a71X1 a72)(2 a73)(3 a74X4 a75)(‘3 a76)(6 a77X7 a78)(8
80X 8pXo 8Xs Xy BgeXs BgeXe Xy 8ggXs |
Décomposition 1D par ligne
— n/p lignes de n éléments
— Si x et A sont stockés dans le processeur 0
« Diffusion des n éléments de x aux (p-1) autres processeurs
« Envoi de n/p lignes de n éléments de A a chacun des (p-1) autres processeurs
— Chaque processeur calcule n/p produits scalaires sur le vecteur entier

— Les composantes du vecteur y sont locales a chaque processeur
— Le processeur 0 regoit n/p composantes de chacun des (p-1) autres processeurs

Polytech4 - Option D. Etiemble 9
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Produit matrice-vecteur — Décomposition 1D colonne

X Xy | BpXy BpXy | ApXs  ApXs| X ApX
Xy Xy | BpgXy  ByYy | 8xXs  BxpXs| Xy X
a31X1 a32 XZ a33 X3 a34 X4 a35XS a36 yG a37 X7 a38 X8
a41 Xl a42 X2 a43 X3 a44 X4 a45 XS a46 XG a47 X7 a48 X8
85X 85Xy | BesXy  BeaXy | 8gsXs  BgeXs| Xy BegXy
Xy 8% | BXs BeuXy | 8esXs FgeXs| FirX7  BegXs
a71 Xl a72 X2 a73 X3 a74 X4 a75 XS a76 Xﬁ a77 X7 a78 XS
| a81X1 a82x2 a83x3 884)(4 a85XS aSSXG a87 X7 a88X8 i

Décomposition 1D par colonne
— n/p colonnes de n éléments
— Six et Asont stockés dans le processeur 0
« Envoi des n/p éléments de x aux (p-1) autres processeurs
« Envoi de n/p colonnes de n éléments de A a chacun des (p-1) autres processeurs

— Chaque processeur calcule un vecteur colonne (calcul saxpy/daxpy sur n/p
colonnes)

— Réduction des vecteurs colonne de chaque processeur dans le processeurs 0

Polytech4 - Option D. Etiemble 10
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Produit matrice-vecteur : décomposition 2 D

I a:llel a'lZ X2 a12 X3 alZ X4 alZ X5 a'lZ XG alZ X7 a12 XB ]
alel a22 XZ a23 X3 a24 y4 a25 X5 a?G XG a27 X7 aZS XS
a31 Xl a32 X2 a33 X3 a34 X4 a35 X5 a36 yB a37 X7 a38 XS
a41X1 a42 XZ a43 X3 a44 X4 a45 X5 a46 X6 a47 X7 a4B XB
aSlxl aSZ X2 a53 X3 a54 X4 a55 XS aSS XG a57 X7 a58 X8
a61 Xl a'62 X2 a'63 X3 a'64 X4 a65 X5 a66 XG a67 X7 a68 XB
a71)(1 a72 XZ a73 X3 a74 X4 a75 XS a76 XG a77 X7 a78 X8

_a'Slxi aSZ X2 a83 X3 384 X4 aﬂSXS aﬁﬁ XG a87 X7 aSSXS ]

Décomposition 2D
— n/pY2 lignes/colonnes de n/p*2 éléments
— Six et Asont stockés dans le processeur 0
» n/pY2diffusions de n/pY2 éléments de x le long de chaque colonne de n/pY2 processeurs
» Envoi de n%/p éléments de A a chacun des (p-1) autres processeurs
— Chaque processeur calcule n/pY/2 composantes de vecteur colonne (soit par produit
scalaire, soit par saxpy/daxpy)

— Réduction des vecteurs colonne de chaque ligne de processeurs et envoi au

processeur 0
Polytech4 - Option
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Multiplication matrice-matrice

* Produit C=A.B ou A, B, C sont des matrices n x n

» Le produit de matrices peut étre vu comme Cj =2 b
. . k=1
— n? produits scalaires
— Lasomme de n produits externes
— N produits matrice-vecteur
» On peut développer des algorithmes spécifiques
COO C01 COZ BOO BOl
Co Cu Cu|=|As A1 A, |[x|Byg]| By Produits scalaires /
Czo 021 sz Bzo B Produits externes
COO COl COZ A)O A.)l A\]Z BOO Bol BOZ
Co Cu Cui=||As A: A,|x|Byp| By |Bp Produit matrice-vecteur
CZO CZl CZZ AZO Az1 AZZ BZO BZl BZZ
Polytech4 - Option D. Etiemble 12
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Produit matrice-matrice : algorithme 1D par colonnes

*  Forme saxpy/daxpy par bloc C A B
e Le processus k a les données A(: k),
B(:,k) et C(:,k)
¢ Onexécute le produit de matrices dans
’ordre j, k, i
— Pourj=lan
CC 1)=CC )+ ACK)xB(K, j) ,
K ¢ Algorithme

* Un processus a les données C et B dont -
il a besoin, mais doit accéder a toute la
matrice A

Polytech4 - Option D. Etiemble
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Chaque processus calcule la partie pour
laquelle il a les données (avec m =
myid)

C(:;,m)=C(:,m)+ A(:,m)*B(m, m)
Copier A(:,m) dans tampon S
Pour i=1a p-1{

« Envoyer S au processus (m+i) mod p

« Recevoir S du processus (m-i) mod p

C(;,m)=C(:,m)+S*B[(m—i)mod p,m]

}

13

Produit matrices : algorithme 1D par colonnes (2)

» Exemple avec 9 processeurs

COO COl COZ I%O Aﬂl AUZ BOO Bﬂl BOZ
ClO Cll C12 = AiO All A12 x BlO Bll BIZ
CZO C21 C22 AZO A21 A22 BZO BZl BZZ

Co AyBoo+ ApiBio + ApBiy  AyBoy
Cio Cu Cp|={AoBo+ AiBi+AsBy  AgBy A
C,, AsoBooft AnuBio + AiBay  AyBoi

A\)lBll + A]Z BZl A.)O BOZ + A31B12 + '%2 BZZ ]
ABurt AsBy AoBy, +AB, +1A,B,

ApBut AuBy AyBy, + Ay By, +ALB,, |

Calcul local

AJO A\)l A\)Z BOO Bll BZZ A)O BOO A)l Bll
AiO Ail A12 x BOO Bll BQZ = AiO BOO Ail Bll
AZO A21 A22 BOO Bll BZZ AZO BOO AZlBll

Polytech4 - Option D. Etiemble
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A\)Z BZZ
A12 BZZ
AZZ BZZ

14
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Produit de matrices : algorithme 1D par colonne (3)

i=1 PO recoit A(:,2), P1 recoit A(:,0) et P2 regoit A(:,1)

I A}l AOZ A}O Bl() BZl BOZ I AOl Bl() A)Z BZl A}O BOZ
All AlZ AlD X BlO BZl BOZ = Ail BID AiZ BZI AlO BOZ
L AZl AZZ A’ZO BlO BZl BOZ L AZl BID AZZ BZl A’ZO BOZ
i=2 PO recoit A(:,1), P1 recoit A(:,2) et P2 regoit A(:,0)
[ AJZ Aﬂﬂ A)l BZU Bﬂl BlZ ) AJZ BZU A)O BOl Aﬂl BlZ
AlZ AlO All X BZO BOl BlZ = A12 BZO AlO BOl All BlZ
L Azz A2c A21 Bzc Bm BlZ i Azz Bzc Azo Bm A21 B1z

=1

i=2

+A,B,,
+A;,By

+A,B,

Co Co Cp AvBoo + PoiBio[HAnBao| |AwoBosf+ AuiBii 1 AuBa | AvoBoo|HAuByy
Co Cu Cp|=| AoBu+AuBioHALBy. | [AgBo [t AiBy HABY | AgBy [+ A;B,
Cp Cu Cyp AsoBoo + Po1Bio| A Bao| [AxoBost AviBii HA%Ba | AwBoo|HAuBy
Local Local
Polytech4 - Option D. Etiemble
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Local
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Produit de matrices : algorithme de Cannon

« Algorithme 2D par blocs sur p = s?
processeurs

— Produit scalaire utilisé pour la boucle
interne

— Boucle interne réécrite

C(i, ) =C, j)+ 2 Ali,k)xB(k, )

C(i, j)=C(i, j)+ 3 Afi, (i + j + kymod(s)] x B[ (i + j+ k) mod(s), j]

« Algorithme
— Phase 1

« Pouri=0as-1, décalage circulaire de la ligne i de la matrice A de i positions a gauche
* Pouri=0as-1, décalage circulaire de la colonne j de la matrice B de j positions vers le haut

— Phase 2
e Pourk=0as-1, faire {
— Pour i=0 as-1 et pour j=0 a s-1, C(i,j)=C(i,j)+A(i,j)*B(i.j)

— Décalage circulaire d’une position a gauche de chaque ligne de A

— Décalage circulaire d’une position vers le haut de chaque colonne de B}

« Pour chague bloc A(i,j)*B(i,j), produit de matrices local

Polytech4 - Option
Parallélisme - 2014
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Algorithme de Cannon (2)

» Exemple avec 9 processeurs. Les matrices C, A et B sont décomposées
en blocs' COO COl COZ A\)D All A]Z BDD BOl BOZ
Co Cu Cui=|Ay A, A,|x|By B, B,
CZO C21 C22 AZO A21 A22 BZO BZl BZZ
Co Cu Cp AwBoo + AuBio + AuBay  AwBoy + AuBu + ApBy AwBo + AuBi + AyBy,
Cll} Cll ClZ = AlO BOO + AilBlo + A12 BZO A&O BOl + AilBll + AiZ BZl AiO BOZ + AA BlZ + AiZ BZZ
CZO CZl c22 AZO BOO + A?lBlo + A22 BZO AZO Bl)l + A?lBll + A22 BZl AZO BOZ + A21 BlZ + A22 BZZ

Ao A A Ay Aw A

Ao A A=A A AL e estions

L Azo Az1 Azz L Azz Azo A21 ] vers la gauche

BOO BOl BOZ BOO Bu BZZ Décalage circulaire

B1o Bu B1z = B10 Bn Boz de la colonne j de j positions
le haut

BZO B21 Bzz Bzo Bm B12 ver

Polytech4 - Option D. Etiemble 17
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Algorithme de Cannon (3)

Etape 2 : k=0
[ A]O %1 AhZ i BOO Bll BZZ A]O BOO A\]l Bll AOZ BZZ
Ar A Ag | { By B Boz:l =| AiBiy  ABy  AgBp :l
L AZZ AZO A21 J B20 BOl BlZ A22 B20 AZO BOl A21 BlZ
I Ao A A 1 A A Ao Décalage circulaire
A A, A=A A A des lignes i de 1 position
A Ao Ayl Ay A, A, vers la gauche
[ Bo Bu By ] By Bxn Bp , . X
By By By |= { B Bu By } (Ii):sczcizgarfe!;cjuﬁf position
L By Bu By By By B, vers le haut

Partie du calcul effectué

COO COl COZ + Aan + Abz BZO A}oBm + ‘ ;18 i + %2 BZl AJOBOZ + AJlBlz + ‘ ;ZBZ;
ClO Cll ClZ = AiO BOO ++ AiZ BZO AiO BO] + Ail Bll +|A12 BZl| |A10 BOZ |+ Ail BlZ + AiZ BZZ
CZO C21 C22 A20 BOO + AZlBlo AZO BOl + A21 Bll + A22 B21 AZO BOZ + AZl BlZ + A22 BZZ

Polytech4 - Option D. Etiemble 18
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Algorithme de Cannon (4)

Etape 2 : k=1

[ AUl AOZ %O i Bl\') BZl BOZ A)l BlO AJZ BZl A)O BOZ
AiZ AlO All X BZO BOl BlZ = AiZ BZD AlO BOl All BlZ

L AZO AZl AZZ h BOO Bll BZZ AZO BOO AZlBll A22 BZZ

(A, An Ayl A, A, Ay Décalage circulaire

des lignes i de 1 position

Aiz Am An = Am An A12 vers la gauche

By By By By Bn B Décalage circulaire

B B =B B des colonnes j de 1 position
20 01 BlZ 00 Bll 22 vers le haut

BDO Bll BZZ B BlO BZl BOZ

Partie du calcul effectué

Co Co Co| [AoBo + +ApBsy  AwBort AuBi Ay qu F oBoz [t AuBro + ApBy
Co Cu Cp =] AoBu +AiBow HAB [AcBul+ AuBy+A,B,  AgBy, +HALBL [+ ALB,,
CZO Czl 0227 + Alelo + AZZ BZO AZO BO] ++ AZZ BZl AZO BUZ + AZ] Blz +A

Polytech4 - Option D. Etiemble 19
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Algorithme de Cannon (5)

Etape 2 : k=2
I %2 A)Q Aﬂl i BZQ BDI BlZ A]Z BZQ A]O BUI Aﬂl BlZ
AlD All A12 x BOD Bll BZZ = AlO BDO A.l Bll A12 BZZ
L A21 A22 %0 J BlO le BOZ Azl BlO &Z BZl AZO B02
(A Ae AL [Ae Ar Ay (Ii)éc;’:l_lage C_iLCU|13ifE i Matrice A originale
es lignes i de 1 position
Ao Ar A=A Al A vers la gauche
LA A Aol [An A Ay

Bo Bu By By Bu By Décalage circulaire . -
B, B, B,|=|B, B, B, des colonnes j de 1 position Matrice B originale
vers le haut
L BIO Bz1 Boz | Bzo Bz1 Bzz

Partie du calcul effectué

COO 01 COZ AJO BOO + AJ] BlO %Ba l 0E01 + A)lBll + %2 BZl AJO BOZ ++ A)Z BZZ ]

C
ClO Cll ClZ = + AilBlo + AiZ BZO AiO BO] +‘ Ail B11|+ A12 BZl AiO BOZ + Ail BlZ +
C

CZO 21 C22 AZO BUO ++ AZZ BZO AZO BOl + A21 Bll + ?2 BZl l 20 BO2 + AZl BlZ + A22 BZZ J

Polytech4 - Option D. Etiemble 20
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Produits de matrices : algorithme de Fox et al

Algorithme 2D par blocs sur p = s?
processeurs

— Produit scalaire utilisé pour la boucle . . . .
e P Cli, ) =Cli, )+ AlLK)x Bk, ])
k

Algorithme
— Pour k=0 a s-1, faire {
« Le processus dans la ligne i contenant A[i, (i+k) mod s] diffuse A[i, (i+k) mod s] a tous les
autres processus de la méme ligne i

¢ Les processus dans la ligne i recoivent A[i, (i+k) mod s] dans une matrice locale T
e Pouri=0as-1etpourj=0as-1, C(i,j)=C(i,j)+T(i,j)*B(i,j)
« Décalage circulaire d’une position vers le haut de chaque colonne de B}

Pour chaque bloc A(i,j)*B(i,j), produit de matrices local

Polytech4 - Option D. Etiemble 21
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Algorithme de Fox (2)

CDO COl COZ AUO A)l A)Z BOO BOl BOZ

Exemple avec9processeurs. Co, C, Col=|A, A, A,|x|B, B, B,

Les matrices C, A et B sont Cw Cu Con| | Ao A As| |By By B,
décomposées en blocs.

k=0 T

Ao A A As Ao Ao

Ao Ar A=A AL A

Ao A Ay Ao Pn Ay

A)O A)O AJO BOO BOl BOZ A}O BOO A\)O BOl A}O BOZ
All Ail Ail X BlO Bll BlZ = Ail BlO AllBll Ail BIZ
AZZ AZZ AZZ BZO BZl BZZ A?Z BZO AZZ BZl AZZ BZZ

BlO Bll BlZ = BQO BZl BZZ

{ BOU BOl BZZ BlO Bll BlZ

BZO BZl BZZ BOO BUl BOZ

Co
C

10

Co Cu ABy+ ABy + AuBy + A,B, + AuBy, + AuBy,
Cll C12 = AiO BOO AiZ BZO AiO BOl AllBll A12 BZl AiO BOZ + 1812 A12 BZZ

CZO C21 CZZ AZO BOO + AZIBIO + AzoBo1 + A21B11 +k ?2 le AZOBOZ + A21B1z + I ?2 BZZ |
Polytech4 - Option D. Etiemble 22
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Algorithme de Fox (3)

e k=1
Ay Ay A A A Ay
Ac A A2 A A A
Ay Ay Ay Ay Py Ay
Ay Ay As| [Be By B, AuBy  AuBy ABy
A, Ay A X|: o Ba By |=| ABy ABy ABy
LA Ao Ap] [Bow By Bp ApBo  AwBy  AxBp

B00 BOl BOZ
BlO Bll BlZ

B.
B,
By By By {Bzo B Bzz]

ProBro AuBry  AoBy AvBoy AuBr +AuBot AB.. |
=| AgBo + AuBio +[ABy | AgBy +ALB, + ’Ku By | AoBp +AB, + Ez B, |
l AsoBoo+ AuiBio + AuBay | AxpBur|+ AuBii + AyByr |ABr tt AyByy + ABy, |

1
O 0
5’ s
e W2 le)
R
00

gl
5

Polytech4 - Option D. Etiemble 23
Parallélisme - 2014

Algorithme de Fox (4)
o k=2 - -
Ao Aw A Ay Ay Ay
Ac Ar A=A A Ao
A A Al A A A
'%2 A)Z A)Z BZO BZ]. BZZ A)Z BZO A)Z BZl A)O BZZ
AiO AiO A&O X BOO BOl BOZ = AiO BOO A&O BOl AO BOZ
L AZl AZl A21 _ BlO Bll BlZ AZl BlO AZl Bll AZl BlZ
BZO BZl BZZ BlO Bll BlZ
Bw Buw Bp|=|Bx By By
B BlO Bll BlZ i Boo Bm Boz
COO COl COZ A}O BOO + A)l BlO + ZBZO A}O BOl + A)l Bll * A}Z BZl A)O BOZ + A)l BlZ + A)Z BZZ
ClO Cll ClZ = AiO BOO AilBIO + AiZ BZO AiO BOf‘ + Ail Bll + AiZ BZl AO BOZ + Ail BlZ + A12 BZZ
CZO CZl CZZ 0 =00 + A22 BZO 0 =01 + AZZ BZI 0 =02 + AZZ BZZ
Polytech4 - Option D. Etiemble 24
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Dense matrices

Direct Methods:
Gaussian Elimination — seq. time complexity O(n3)
LU-Decomposition — seq. time complexity O(n3)

Sparse matrices (With good convergence properties)

Iterative Methods:
Jacobi iteration
Gauss-Seidel relaxation (not good for parallelization)
Red-Black ordering
Multigrid

Polytech4 - Option D. Etiemble 25
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S I A b all a12 alB bl
» Solve Ax =
a21 a‘22 a‘23 b2 Forward
. a a a b Elimination
* Consists of two phases: S
—Forward elimination U =
—Back substitution fa, a, as|b]
. . O a'22 a23 b2
* Forward Elimination 0 0 a.lb
L 33 3 |
reduces Ax = b to an upper —
triangular system Tx = b’ U —
. . _ b; _ b; —a'23x3 Back_ .
o Back substitution can then Xs = 2 X, = B N [Stbstitution
solve Tx=b" for x & 22 —
X = b1 _a13X3 _a12X2
=
all _
26
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- Forward Elimination I

Xp - X, + X3 =6 X, - X, + X3 =6
“G/D) 3% +AXy T 2% = 9 ) 0 +7%, - X; = 9
@y Pt X txg =T @M 0 +3% - X =-5

Xp = Xo + X3 =6

‘ 0 7% -X3 =-9

0 0 -(4I7)x,=-(8/7)

Solve using BACK SUBSTITUTION: X3=2 X,=-1  x;=3

Polytech4 - Option
Parallélisme - 2014

Column

Row

Row i
EIJ','
= Step through
Row 4
Cleare
T to zero ~ —a;
Already a.=a.+a.l—— (=0
- ji ji ii
cleared -~ a;
to zero Column s
Polytech4 - Option D. Etiemble

Parallélisme - 2014
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M
U
L
-
I
P
L
E 4%,
R
s
(214) 2
(ait) gy,
-(8/4) Xo

Polytech4 - Option
Parallélisme - 2014

29

+6X;, +2X, - 2Xg
+5X,  —2X;
-3x; -5, +4x,

D. Etiemble

40

4x,

wImMm—rov—-H4rcz

-(3/-3)

-(6/-3)

Polytech4 - Option
Parallélisme - 2014

30

+6X; 2%, —2Xg

—3X;  t4X, —1Xxg

+3X; —3X,  +2Xg

6X, —6X, +7Xg
D. Etiemble

24
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M 4X, +6x,  +2X, —-2X3 = 8
U
L _
|
P —
1x +1x = 9
L 2 3
|
E L 2% +5X3 = 24
R
Polytech4 - Option D. Etiemble

Parallélisme - 2014

4X, +6x,  +2X, —-2X3 = 8
-3x;  H4X, =1x; = 0

1x, +1x; = 9

3X3 = 6

Polytech4 - Option D. Etiemble
Parallélisme - 2014 32
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. Operation count in Forward Elimination I

T
4 L2221 [ ]
TOTAL # of Operations for FORWARD ELIMINATION :
2n% +2(n-1)? +..+2%(2)* +2*(1)* =2 i?
i=1

9 n(n+1)(2n+1)
6

Polytech4 - Option D. Etiemble — 8
Parallélisme - 2014 O(n%)

Back Substitution
(* Pseudocode *)

fori «~n-1downto1do

[* calculate x; */
x[i]«<b[i]l/a[i,i]

[* substitute in the equations above */
for j«0Otoi—1do
bljl<bljl-x[i]lxalji]
endfor
endfor

Time Complexity? > 0o(n?)

Polytech4 - Option D. Etiemble
Parallélisme - 2014 34
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If a;; is zero or close to zero, we will not be able to compute
the quantity -a;;/a;;

Procedure must be modified into so-called partial pivoting
by swapping the it row with the row below it that has the
largest absolute element in the it column of any of the rows
below the it row (if there is one).

(Reordering equations will not affect the system.)

Polytech4 - Option D. Etiemble 35
Parallélisme - 2014

Without partial pivoting:

for (i=0;i<n-1;i++) /* for each row, except last */
for (j =i+1; j<n; j++){ [* step thro subsequent rows */
m = a[j][il/a[il[il; /* Compute multiplier */

for (k=i; k<n; k++)  /*last n-i-1 elements of row j */

a[j][k] = a[j][k] - a[i][k] * m;

b[j] =b[j] - b[i] * m; /* modify right side */
}
The time complexity: Teeq = O(N)
Polytech4 - Option D. Etiemble 36

Parallélisme - 2014
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tyo Ty 0,n-1
Given an upper triangular system of equations 0
D _ tll tl,n—l
D=1ty thana
0 0o - tn—l,n—l

If pivoting is used then
D =ty ty;... t1na(-1)P  where p is the number of times the rows are pivoted

Singular systems

¢ When two equations are identical, we would loose one degree of freedom
n-1 equations for n unknowns =» infinitely many solutions

« This is difficult to find out for large sets of equations.

The fact that the determinant of a singular system is zero can be used and tested

after the elimination stage.
Polytech4 - Option D. Etiemble 37
Parallélisme - 2014

Column
=
Row L
[ n—i+1elements
[ -~ (including b [1])
I_ - /.-
Row i
s T 1
Broadcast
ith row
Already p
cleared —1
to zero
Polytech4 - Option D. Etiemble 38

Parallélisme - 2014
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Communication
(n-1) broadcasts performed sequentially - it broadcast contains (n-i) elements.
Total Time: T, =O(n? (How ?)

Computation
After row i is broadcast, each processor P; will compute its multiplier, and operate
upon n-j+2 elements of its row. Ignoring the computation of the multiplier, there are
(n-j+2) multiplications and (n-j+2) subtractions.
Total Time: T, = O(n?)

Therefore, Tpar = O(n?)

Efficiency will be relatively low because all the processors before the
processor holding row i do not participate in the computation again.

Polytech4 - Option D. Etiemble 39
Parallélisme - 2014

Row

0
Po

n/p
P

2n/p
P2

3nip
F3

Poor processor allocation!
Processors do not participate in corngLtJ_tatbif)n after their last row is processe‘g.
. Etiemble

Polytech4 - Option
Parallélisme - 2014
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An alternative which equalizes the processor workload

Row
. 0
:.f
|,"
/ n'p
)
/
AN
Py L N
\ < 2n)‘pj,\ =
\
\ 3n/]

Polytech4 - Option D. Etiemble 41
Parallélisme - 2014

Iterative methods provide an alternative to the elimination methods.

ail a12 a13 a11 0 0
Ax=D A a a d B4 =
a31 a32 a33 0 0 a33

[D+(A-D)]x=b = Dx=b-(A-D)x = x=D7'[b—(A-D)x]

X e, bl [0 &, as|x
> 6 1A 0 Ay a0 A il

il 0 0 1/a b, e = O s old

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
Xk _ b1 —apX; " —a5Xg Xk _ bz —axu X —axpX; Xk _ b3 —ay X —apX;
1= 2 = 3 =

a'11 a'22 a33

Choose an initial guess (i.e. all zeros) and Iterate until the equality is satisfied.
No guarantee for convergence!  Each iteration takes O(n?) time!

2/17/2014
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e The Gauss-Seidel method is a commonly used iterative method.

« Itis same as Jacobi technique except with one important difference:

A newly computed x value (say x,) is substituted in the subsequent
equations (equations k+1, k+2, ..., n) in the same iteration.

Example: Consider the 3x3 system below:

e _ b1 —a, Xgld —a, Xgld « First, choose initial guesses for the x’s.
L a, « Asimple way to obtain initial guesses is to
1 » assume that they are all zero.
new (o]
Xgew — b2 —anX, —8xX » Compute new X, using the previous iteration
e values.
e b3 —ayX 1new —a,X gew » New X, is substituted in the equations to

3 = calculate x, and X,
83

{X }old <~ {X }new

* The process is repeated for X,, X3, ...

« Iterations are repeated until the convergence criterion is satisfied:

S
e g

. » For all i, where j and j-1 are
the current and previous iterations.

« As any other iterative method, the Gauss-Seidel method has problems:
— It may not converge or it converges very slowly.

« If the coefficient matrix A is Diagonally Dominant Gauss-Seidel is
guaranteed to converge.

Diagonally Dominant =

« Note that this is not a necessary condition, i.e. the system may still have a
chance to converge even if A is not diagonally dominant.

| TihEeompexity:  Each iteraBidiietites O(n?)
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