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RésuméLe but initial du stage était d'étendre l'algèbre de �ltrage de CDue pour per-mettre la apture �en profondeur� de portions de douments xml. L'intégration dehemins XPath aux motifs était une des diretions envisagées. En essayant d'éta-blir une sémantique laire pour es hemins, l'idée nous est venue de les exprimerpar un petit alul de ombinateurs très simples. Ces ombinateurs se sont révélésêtre d'un grand intérêt puisque permettant d'exprimer une apture en profondeur,mais aussi d'uni�er et d'exprimer plusieurs autres traits de CDue : �ltrage par mo-tifs, itérateurs polymorphes sur les listes et les arbres,. . . . Notre travail s'est donreentré sur e alul de ombinateurs. Nous en présentons dans e rapport les fon-dements théoriques, y établissons une disipline de typage préis et sûr et donnonsun algorithme d'inférene de types orret et omplet vis à vis de ette disiplinede typage.
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Chapitre 1Introdution1.1 État de l'art et motivationsLa manipulation de données semi-struturées a pris es dernières années unessor nouveau, ave l'arrivée du standard xml. xml est un format de doumentsouvert, spéi�é par le w3 (f. [1℄ et [2℄). Il est maintenant largement répandu etutilisé omme format d'éhange ommun de nombreuses appliations et protooles.Informellement, un doument xml, représente des données sous la forme d'un arbred'arité non �xée. Un exemple bien onnu de doument xml est donné à la �gure1.1.Les opérations que l'on souhaite e�etuer sur de tels douments sont :� en assurer la validité ;� en extraire des données ;� les transformer en d'autres douments xml.Le format xml en lui-même ne permet pas de donner une sémantique aux dou-ments, les seules ontraintes qu'il impose étant des ontraintes de bon parenthésagedes balises (aussi appelées tag) ainsi que des ontraintes sur le jeu de aratèresutilisés. L'ordre, la disposition et la signi�ation des balises n'est pas propre audoument. Il existe ependant plusieurs outils pour spéi�er le ontenu d'un dou-ment xml, les plus onnus étant les dtd (Doument Type De�nition) et xmlshema(elui-i, plus rihe que les dtd permet d'imposer des ontraintes de ardinalitéssur les éléments d'un doument, d'en �xer l'ordre, . . . ). De même, pour l'extrationde données et la transformation de douments, il existe des spéi�ations parmislesquelles xpath, XQuery ou xslt (f [3℄, [4℄ et [5℄). Il existe plusieurs implémenta-tions de es spéi�ations du W3C (Galax, libxslt,. . . ). Ces spéi�ations étant trèsrihes, les implémentations existantes sont soit ine�aes en pratique, soit optimi-sées pour des sous-ensembles des spéi�ations.<ontats><person><name>Kim Nguyen</name><email>kn�di.ens.fr</email></person><person><name>Giuseppe Castagna</name><phone>0144322082</phone></person></ontats>Fig. 1.1 � Un doument xml stokant un arnet d'adresses1



Une approhe novatrie est elle qui a onsisté à utiliser les résultats de la théoriedes langages a�n de réer un langage de manipulation de douments. Celà fut leas de XDue puis de CDue (f. [6℄ et [7℄ respetivement). Dans es langages, lesdouments sont naturellement des valeurs de première lasse et les ontraintes sures douments ne sont tout simplement que leur type. De même l'extration et latransformation de douments s'érivent simplement omme des fontions dans eslangages. Le système de type de es langages est don l'un des points lés pour unemanipulation e�ae. En e�et :� Un système de type rihe permet d'exprimer aisement des douments om-plexes� Un typage statique permet de typer les programmes à la ompilation et donde garantir que tous les douments engendrés par es programmes sont valides.Le typage statique permet en outre d'éviter les nombreux tests dynamiquesqui sont ourants dans les autres approhes� L'inférene de type, lorsqu'elle est réalisable, est une aide préieuse pour leprogrammeur qui lui permet de déteter très t�t les erreurs� Au moment de l'exéution, des informations déterminées au moment du ty-page peuvent être réutilisées à des �ns d'optimisation.1.2 Le langage CDue
CDue est un langage adapté à la manipulation de douments xml. Certainesde ses aratéristiques seront expliquées en détail au hapitre 2, ependant on peutd'ores et déjà noter que CDue :� Possède une algèbre de type rihe : types de bases, type �èhe, enregistrementset produits, types reursifs, ombinaisons booléennes de types.� Une relation de sous-typage ensembliste (sous-typage sémantique).� Un polymorphisme ad-ho par le biais de fontions surhargées.� Un opérateur de pattern-mathing très préis permettant une extration e�-ae des données.De plus, il utilise un shéma de ompilation très performant, utilisant des infor-mations de typage à des �ns d'optimisations.Malgré toute la rihesse de e système de type, il existe des types d'opérationsourantes pour le traitement de douments xml que l'on ne peut exprimer préi-sément en CDue 1. Les douments xml étant des arbres n − aires, les diversesopérations que l'on veut e�etuer (regroupant l'extration d'éléments, la transfor-mation d'arbres,. . . ) sont naturellement des itérateurs d'arbres. Ce sont, par nature,des opérateurs polymorphes (on peut penser à map par exemple, mais e n'est pasle seul). Cependant, la nature de e polymorphisme est assez di�érente de elleplus onnue du polymorphisme à la ml. En e�et, les olletions en CDue (arbres,listes,. . . ) sont hétérogènes, e que ne permet pas d'exprimer le système de type deml. De plus, on souhaite que le typage de es opérations soit extrèmement préis2,ar elà est nééssaire si l'on souhaite omposer des transformations.1.3 But du stage et travail réaliséLe but de notre stage a été de faire ohabiter ette notion de polymorphismebien partiulière ave un typage préis. La solution que nous avons retenue à étéde dé�nir un petit alul de ombinateurs, assez rihe pour permettre d'exprimer1On entend ii opérations pour lesquelles on n'arrive pas à avoir un typage préis. CDue étantévidemment un langage Turing-omplet, on peut y exprimer lesdites opérations et les typer. . . Toutle problème réside dans la préision du type obtenu.2Nous expliiterons plus loin ette notion de préision.2



es opérateurs polymorphes mais ependant non Turing-omplet. En e�et, ertainesrestritions sur le pouvoir expressif de ses opérateurs sont nééssaires pour garantirla terminaison de ertains algorithmes (inférene de type en partiulier).Après un bref rappel sur ertains aspets essentiels de CDue nééssaire à laomprénsion de notre travail, nous présentons e alul de ombinateurs, appelés�ltres.
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Chapitre 2Cadre de travail2.1 Rappels sur le langage CDueDans le adre de e rapport, on se plae dans une version réduite du langage
CDue, assez rihe toutefois pour y faire apparaître les problèmes dérits prééde-ment. La présentation de CDue faite ii est très rapide et l'on se réferrera à [8℄ et[9℄ pour une présentation plus formelle du langage.2.1.1 Système de types et sous-typage sémantiqueTypesLes types en CDue sont les termes los et �nis engendrés par :

T = α | C | µα.C
C = A | C ∧ C | C ∨ C | ¬C
A = T → T | T × T | b | Any | Empty

b représente un ensemble de types de base (Int, Bool,. . . ).De manière un peu plus formelle, les types sont dé�nis par une fontion d'in-terprétation ensembliste J_K : I →P(D), où I est l'ensemble des types et D undomaine (qu'on ne préise pas ii). J_K est dé�ni par :
Jt1 ∧ t2K = Jt1K ∩ Jt2K
Jt1 ∨ t2K = Jt1K ∪ Jt2K
Jt1 × t2K = Jt1K× Jt2K
J¬tK = D r JtK
JAnyK = D

JEmptyK = ∅
. . .La dé�nition exate est donnée très préisément dans [9℄, l'interprétation dutype �èhe en partiulier est non-triviale.Sous-typageAprès ette présentation ensembliste des types, la relation de sous-typage devientalors évidente :

t ≤ s si et seulement si JtK ⊆ JsKLe fait que le sous-typage soit dé�ni omme l'inlusion ensembliste donne gra-tuitement des propriétes sur le sous-typage (la transitivité en partiulier, qui estnéessaire à la préservation du typage). 4



Types de bases et exemplesDans la suite, nous illustrerons nos propos par plusieurs exemples. Ces derniersfont intervenir plusieurs types de base, nous en donnons ii un apperçu :� les types bien onnus Int, String, Bool, . . .� les tags : `Nil, `A, `Foo, . . .� Les valeurs (à l'exeption des fontions) sont aussi des types : 1 est le typede l'entier 1 et 1 ≤ Int. De même, Bool ≡ `True ∨ `False et on a don que`True ≤ Bool et `False ≤ Bool2.1.2 Opérateur de pattern-mathing
CDue est muni d'un opérateur de pattern-mathing très puissant, possédantun typage très préis et de l'inférene de type. Nous nous bornons ii à donner uneintuition de son fontionnement et les notions essentielles en terme de typage qui ysont assoiées.MotifUn motif (pattern) est un terme in�ni engendré par la grammaire suivante :

p ::= x capture
| t contrainte de type
| p&p conjonction
| p|p alternative
| (p, p) produit
| (x := c) constanteoù x ∈ V l'ensemble des variables et c ∈ C l'ensemble des onstantes. On onsidèrel'ensemble P des motifs bien formés omme l'ensemble des produtions de la gram-maire i-dessus qui véri�ent en plus ertaines onditions de bonne formation quenous ne détaillons pas ii (régularité, onditions sur les variables apturées. . . ).On note v/p le �ltrage d'une valeur par un motif. v/p est une substitution desvariables de aptures de p vers les valeurs, ou de manière équivalente, un ensemblede ouples (variable,valeur). L'appliation v/p peut éhouer (par exemple, si onapplique un motif produit à une valeur qui n'est pas un ouple, ou si une ontraintede type n'est pas satisfaite). On note t/p le �ltrage d'un type par un motif : 'estune substitution des variables de aptures de p vers les types.Type des motifsLe type *p+ d'un motif p est exatement l'ensemble des valeurs v telles que v/pn'éhoue pas. Ce type est inféré lors du typage des motifs et permet de deteter :� les motifs super�us (qui ne seront jamais utilisées)� les motifs inomplets (le motif peut éhouer sur ertaines valeurs).ExemplesLes motifs sont utilisés en CDue ave la onstrution math with rappelantelle d'Oaml. Exemple :math x with| Int -> x+1| (y&Int,x&Int) -> y+z| String -> to_int(x)+1 5



Pour haque motif p à gauhe, on alule x/p et s'il n'y a pas d'éhe, on alulel'expression de droite dans l'environnement augmenté de x/p. Notons que si x n'estpas d'un type t, tel que t ≤ Int ∨ (Int × Int) ∨ String, alors il se produit une erreurde typage.2.2 NotationsDans la suite, nous utilisons les notations suivantes que nous rappelons sansredé�nir formellement :� nous noterons Γ les environnements de typage, i.e. des substitutions des va-riables vers les types.� de même nous notons γ les environnements d'évaluation, i.e. des substitutionsdes variables vers les valeurs.� v : t : la valeur v a le type t� γ : Γ pour dire que pour tout (x, v) dans γ, il existe t tel que (x, t) appartientà Γ et v : t.� ⊑ est le pré-ordre sous-terme.� nous utilisons l'ordre sous-terme strit < induit par ⊑ sur des termes in�nis(réguliers) en le dé�nissant omme : f < g si : f ⊑ g et g ⊑/ f
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Chapitre 3Les �ltres3.1 PrésentationRappelons que notre but est de pouvoir dé�nir des opérateurs polymorphes avetypage préis. Prenons l'exemple simple de l'opérateur fst qui renvoie la premièreomposante d'un ouple. Pour que et opérateur soit le plus générique possible, il estnéessaire de lui donner le type Any×Any→ Any. Celà n'est pas satisfaisant ar onobtient alors que fst(1,2) est de type Any : il y a une perte d'information au niveaudu typage. Une approhe � frontale � onsite à faire apparaitre le polymorphismeau niveau du système de types CDue, en l'étendant vers un système de types avepolymorphisme impliite (à la ml) ou expliite (système f), tout en onservant larelation de sous-typage. Cette extension a déjà été onsidéré dans [10℄ et plusieursproblèmes apparaissent, notamment la non-déidabilité de la relation de sous-typage([11℄).L'approhe que nous hoisissons est di�érente et permet de laisser inhangéle système de types de CDue. Nous dé�nissons un petit alul de ombinateurs,appelés �ltres1. Ces derniers ne sont pas onsidérés omme des valeurs de premièrelasse, mais plut�t omme des �maros� ou �template�. Ils ne sont don pas typéslors de leur délaration mais lors de leur appliation. Il permettent don d'érire unode générique tout en onservant un typage préis (la préision venant du fait quele type exat des arguments est onnu au moment du typage). Par exemple, il estpossible de dé�nir fst omme un �ltre, et l'on a alors que :� fst n'est pas une valeur du langage� fst(1,2) est bien de type 1 (on se souvient que 1 est le type de la valeur 1,et est sous-type de Int)Cette approhe avait déjà été retenue pour CDue de manière limitée. En e�et, ilexiste dans le langage des opérateurs primitifs, qui ne sont pas de première lasse, etdisposant de règles de typage spéi�ques : � (onat), map, transform, xtransform.Cette solution a ependant des limites, ar il n'est pas onevable de devoir ajouterau langage de manière primitive un nouvel opérateur ainsi que les règles de typageassoiées, à haque fois que le besoin s'en fait sentir. Notre solution permet d'uni�ere proédé en laissant à l'utilisateur la possibilité de dé�nir ses propres opérateurs.Cette approhe � méta-programmation � ne doit ependant pas faire perdre devue que l'on dé�nit pour es �ltres une disipline de typage et qu'ils possèdent despropriétés bien préises. Ce ne sont don pas de simples � maros syntaxiques �.Nous pouvons maintenant dé�nir formellement es �ltres, en donner la séman-tique puis traiter du typage des �ltres et des propriétés de es derniers.1Le nom n'est pas très original et déjà abondant dans la littérature, il n'est don pas dé�nitif. . .7



3.2 Dé�nitionsDé�nition 1 (Filtres). Un �ltre est un terme (possiblement in�ni) régulier dé�nipar la grammaire suivante :
f ::= e expression

| p→ f pattern, p ∈ P
| f ; f séquence
| (f, f) paire
| f | f unionDé�nition 2 (Variables apturées par un �ltre). On dé�nit V ar(f) l'ensembledes variables apturées par le �ltre f omme :

V ar(e) = ∅
V ar(f1; f2) = V ar(f1) ∪ V ar(f2)
V ar(f1|f2) = V ar(f1) ∪ V ar(f2)
V ar((f1, f2)) = V ar(f1) ∪ V ar(f2)
V ar(p→ f) = V ar(p) ∪ V ar(f)Dé�nition 3 (Portée des variables apturées). On dé�ni FreeV ar(f), l'en-semble des variables libres d'un �ltre f :

FreeV ar(e) est dé�ni pour les expressions que l'on onsidère.
FreeV ar(f1; f2) = FreeV ar(f1) ∪ FreeV ar(f2)
FreeV ar(f1|f2) = FreeV ar(f1) ∪ FreeV ar(f2)
FreeV ar((f1, f2)) = FreeV ar(f1) ∪ FreeV ar(f2)
FreeV ar(p→ f) = FreeV ar(f) \ V ar(p)Un �ltre f doit véri�er les propriétés suivantes :Variables : f est los, i.e. FreeV ar(f) = ∅.Régularité : le nombre de sous-termes distints de f est �ni.Déonstrution : sur haque branhe in�nie de f il y a un nombre in�ni d'o-urenes du onstruteur (_,_).et tout sous-terme f ′ de f véri�e :Composition limitée : si f ′ est de la forme f1; f2, alors f ′ n'est pas un sous-terme de f2.Capture de variables : si f ′ est de la forme p→ f ′′ alors :

V ar(p) ∩ V ar(f ′′) = ∅Remarque : es ritères de bonne formation garantissent la terminaison de l'éva-luation et du typage d'un �ltre (on donne des ontre-exemples en setion 3.4.1).Notation : nous notons F l'ensemble des �ltres ainsi dé�nis.3.3 ÉvaluationNous présentons ii là sémantique dynamique des �ltres et démontrons la ter-minaison de l'évaluation de es derniers.Dé�nition 4 (Sémantique dynamique des �ltres). L'appliation d'un �ltre fà une valeur v dans un environnement γ est donné par le jugement :
γ ⊢e f(v) ; r où r est soit une valeur, soit Ω.8



La sémantique dynamique des �ltres est donnée par les règles d'inférene suivantes :
γ ⊢e e(v) ; r

avec r = eval(γ, e) (e-expr)
γ ⊢e f1(v1) ; r1 γ ⊢e f2(v2) ; r2

γ ⊢e (f1, f2)((v1, v2)) ; (r1, r2)
si r1 6= Ω et r2 6= Ω (e-prod-ok)

γ ⊢e f1(v1) ; r1 γ ⊢e f2(v2) ; r2

γ ⊢e (f1, f2)((v1, v2)) ; Ω
si r1 = Ω ou r2 = Ω (e-prod-err1)

γ ⊢e (f1, f2)(v) ; Ω
si v ≡/ (v1, v2) (e-prod-err2)

γ ∪ v/p ⊢e f(v) ; r
γ ⊢e (p→ f)(v) ; r

si v/p 6= Ω (e-patt-ok)
γ ⊢e (p→ f)(v) ; Ω

si v/p = Ω (e-patt-err)
γ ⊢e f1(v) ; r1 γ ⊢e f2(r1) ; r2

γ ⊢e (f1; f2)(v) ; r2
si r1 6= Ω (e-omp-ok)

γ ⊢e f1(v1) ; Ω
γ ⊢e (f1; f2)(v) ; Ω

(e-omp-err)
γ ⊢e f1(v) ; r1

γ ⊢e (f1|f2)(v) ; r1
si r1 6= Ω (e-union1)

γ ⊢e f1(v) ; Ω γ ⊢e f2(v) ; r2

γ ⊢e (f1|f2)(v) ; r2
(e-union2)

Ω représente une erreur à l'évaluation. Notons que la règle (e-expr), fait inter-venir l'évaluation des expressions. Nous supposons que leur évaluation est détermi-niste.Nous montrons maintenant que le �ltrage d'une valeur termine à la onditionque tout les �ltres expression ontenu dans le �ltre appliqué terminent. Notre butest en e�et de montrer que la non-terminaison de l'évaluation d'un �ltre est liée uni-quement aux expressions qu'il ontient et non pas à la struture du �ltre lui-même.De manière pratique, elà signi�e que la non-terminaison du �ltre est entièrementontrolée par le programmeur.Dé�nition 5. On dé�nit la fontion c : F → N ∪ {∞} omme la profondeur dupremier onstruteur (_,_) dans f . (c(f) =∞ si (_,_) n'apparait pas dans f).Théorème 1 (Terminaison du �ltrage). Soit v une valeur du langage et f un�ltre bien formé dont tous les sous-termes expression terminent. L'évaluation de
f(v) termine.Preuve (Terminaison du �ltrage) :On raisonne par indution sur le triplet (f, v, c(f)) muni de l'ordre (<

, <, <N)lex. L'idée de la preuve est de montrer qu'à haque étape derédution :� soit l'on évalue un sous-terme strit de f . Le nombre de sous-termedistints d'un arbre régulier étant �ni, l'évaluation termine (rappelonsque l'ordre sous-terme strit est un ordre bien fondé pour les arbresréguliers).� soit l'on déompose une paire en ses deux omposantes (les valeursétant des termes �nis, l'évaluation termine).9



� soit l'on se rapprohe stritement d'un �ltre (f1, f2) qui forera soit àdéstruturer la valeur évaluée, soit éhouera si la valeur n'est pas unouple.Par as sur les règles d'évaluation :(e-eval) : par hypothèse, toutes les expressions du �ltre terminent.(e-prod-ok) : ii, la mesure déroit stritement en v ar on déstru-ture une la paire (v1, v2) (et bien évidement, f1 ⊑ (f1, f2) et
f2 ⊑ (f1, f2), don la première omposante n'augmente pas). Parhypothèse d'indution, les deux premisses terminent, don l'éva-luation termine.(e-prod-err1) : identique au préédent.(e-prod-err2) : ii l'évaluation se termine diretement par Ω (pas deprémisse).(e-patt-ok) : Ii, soit f ontient un onstruteur (_,_), auquel as ona c(f) < c(p → f), soit il n'en ontient pas et il est don �ni (arun �ltre in�ni ontient une in�nité de onstruteurs (_,_)), donl'évaluation termine.(e-patt-err) : l'évaluation termine diretement ave Ω(e-omp-ok) : pour la deuxième prémisse, f2 est un sous-terme stritde f1; f2 (par dé�nition). L'évaluation de f2(r1) termine par hypo-thèse d'indution.Pour la première prémisse :� Soit le �ltre f1 ontient un onstruteur (_,_). Dans e as, latroisième omposante diminue stritement : c(f1) < c(f1; f2).� Soit le �ltre f1 ne ontient pas de onstruteur (_,_), il est donforément �ni (ar un �ltre in�ni ontient une in�nité d'ou-renes du onstruteur (_,_)). L'évaluation d'un �ltre �ni ter-mine (ar à haque étape d'évaluation on est réduit à un sous-terme strit).(e-omp-err) identique à la première prémisse de (e-omp-ok)(e-union1) identique à la première prémisse de (e-omp-ok)(e-union2) identique à la première prémisse de (e-omp-ok)

23.4 ExemplesAvant de présenter le typage des �ltres, nous illustrons leur omportement pardes exemples, et montrons omment plusieurs opérateurs de CDue peuvent être vusomme des �ltres. Dans es exemples, nous notons les �ltres réursifs par des termesde la forme µX.f . Cette notation est réutilisée dans la suite pour l'algorithme detypage et une dé�nition préise est donnée à la setion 3.5.2.3.4.1 Filtres malformésCes quelques ontre-exemples illustrent la nééité des onditions de bonne for-mation que l'on a imposées aux �ltres.
10



Condition du (_,_)On voit que si l'on n'impose pas la ondition qu'il y ait une in�nité d'ou-renes de (_,_) sur une branhe in�nie alors on peut érire des �ltres trivialementdivergents :
illformed ≡ µX.(X |X)Condition du ;Si l'on ne fore pas le membre droit d'un ; à être un sous-terme strit du �ltre,alors l'évaluation ne termine pas :

loop ≡ µX.((x→ x, x→ x); X).Il y a bien une in�nité d'ourenes du onstruteur (_,_) mais loop( (v1, v2)) netermine pas. Il applique l'identité à v1 et à v2, reonstruit le ouple (v1, v2) et serappelle réursivement. . .3.4.2 Filtres et motifsLes �ltres pouvant ontenir des motifs, on peut exprimer la onstrution math . . . withde CDue par un �ltre : math v with
p1 → e1...
|pn → enest équivalent à l'expression : (p1 → e1| . . . |pn → en)(v)3.4.3 Filtres et listesLes listes en CDueLes listes en CDue suivent le modèle des listes � à la Lisp �, i.e. une paire(élément, suite) ou une liste vide, dénotée par une onstante spéiale `Nil. Le typedes listes d'entiers est don : µα.(`Nil∨ (Int×α)), que l'on note plus simplement [Int* ℄. De même, une liste hétérogène plus omplexe de type :

µα.(((Int ∨ Bool)× α) ∨ (µβ.(String× β) ∨ (String× `Nil)))sera notée [ (Int|Bool)* String+ ℄. Nous montrons maintenant que les �ltres per-mettent de dé�nir et typer préisément les opérations lassiques sur les listes.Premier élementSoit le �ltre : head ≡ (x,Any)→ xCe �ltre renvoie le premier élement d'une liste (plus exatement la premièreomposante d'un ouple. . . ).
11



Reste d'une liste tail ≡ (Any, x)→ xLe symétrique du préédent. On remarque que le typage garantit que es opé-rateurs sont appliqués à des listes de taille non-nulle. En e�et, si le type d'entréeontient `Nil, alors le typage de l'appliation du �ltre à une valeur pouvant être`Nil éhoue.Conaténation de deux listes� ≡ (x, y)→ (x; µX.(`Nil→ y|(z → z, X)))Le �ltre apture les deux arguments grâe au motif (x, y) puis applique un �ltreréursif (X) sur la première liste (x ). Ce �ltre réursif ne fait qu'itérer la liste jusqu'àarriver à `Nil, qu'il remplae alors par la deuxième liste (y).Applatissement d'une liste de listesflatten ≡ µX.(`Nil→ `Nil|(z → z, X); @)Ce �ltre montre que l'on peut réutiliser des �ltres déja dé�nis. Pour applatirune liste de listes, on itère jusqu'à trouver `Nil, puis on remonte en onaténant leslistes. Notons que omme pour la onaténation d'une liste, les types sont entière-ment préservés : si on a l de type [[Int* Bool Char℄ [Any+℄ [Bool℄ [Bool* (String|Int)℄℄alors le type de flatten(l) est : [ Int* Bool Char Any+ Bool+ (String|Int) ℄Map map ≡ (f, l)→ (l; µX.(`Nil→ `Nil|(z → f(z), X)))Ii, on apture dans f une fontion et l'on itère la liste l en appliquant f tour àtour à haque élément. Considérons l'exmple de la fontion f (surhargée) de type
Int → Bool; String → Bool; Char → Int. La �gure 3.1 donne le type de sortie de
map(f,l) en fontion du type de ltype de l type de map(f,l)[ Int* ℄ [ Bool* ℄[ String Int* ℄ [ Bool+ ℄[ String* Int* ℄ [ Bool* ℄[ String* Bool Int* ℄ [ Bool* Int Bool ℄[ (String|Int|Char)* ℄ [ (Bool|Int)* ℄Fig. 3.1 � Types d'entrée et de sortie de map3.4.4 Filtres et arbresNous donnons maintenant des exmples plus omplexes faisant intervenir desarbres xml. On utilise l'enodage en arbre binaire : un arbre est un ouple dont lapremière omposante est le tag et la deuxième est soit une liste d'arbres soit unedonnée. 12



TransformationVoii un premier �ltre simple sur les arbres qui transforme tous les tags `A entag `B : trans_ab ≡ µX.((‘A→ ‘B|z → z, µY.(`Nil→ `Nil|(X, Y )))Ce �ltre peut être appliqué à tout arbre ontenant un tag `A. Le type de sortie estexatement le type d'entrée dans le quel les `A sont remplaés par des `B. Ave unefontion, à la plae d'un �ltre, le type de sortie aurait vu les tags autres que `Aremplaés par Any.ExtrationLe �ltre suivant renvoit une séquene ontenant le premier sous-arbre (i.e. leplus à gauhe) de l'arbre de départ dont le tag est `A, il renvoie la séquene vide`Nil si un tel sous-arbre n'existe pas :extrat ≡ µ X.(
(`A, x) → [x]| (z → z, µY (`Nil → `Nil| (X,z → z));(x,Any)→ x| (z → z, Y );(Any, x)→ x)

)
)Ce �ltre peut être appliqué à tout arbre et il renverra un sous-arbre si un tag `Aest présent dans e dernier. Il est interressant de noter que si l'on supprime les deuxlignes `Nil→ `Nil, alors le typage de l'appliation éhouera si le tag `A n'apparaîtpas dans le type.Transformation généraliséeOn donne ii l'expression générale d'un itérateur d'arbre. Si f1, . . . , fn sont n�ltres transformant des arbres, alors le �ltre :transform ≡ µ X.(

f1| . . . |fn| (z → z, µY (`Nil → `Nil| (X,z → z))| (z → z, Y )
)

)applique f1| . . . |fn à haque noeud de l'arbre, transformant eux qui orrespondentet laissant les autres inhangés.Vers des hemins XpathIl est possible d'ajouter du sure syntaxique aux �ltres pour avoir des expressionsressemblant aux hemins XPath2. Le sous-ensemble des hemins XPath qui nousinteresse est l'ensemble des produtions �nies non-vides de la grammaire :
C ::= ǫ | /tag C | //tag C2le but initial du stage était d'apporter un moyen de faire du �ltrage en profondeur ave unesyntaxe à la XPath, notre approhe s'est don révélée valide. . .13



Leur interprétation est la suivante : /<A> renvoie le noeud ourrant si le tag est<A> et //<A> renvoie tous les noeuds dont le tag est <A>. On peut bien sur omposerles hemins de manière à avoir : /<B>//<A>/<C>. Ce hemin véri�e que l'arbre àbien un tag <B> et renvoie tous les sous-arbres <C> dont le père est <A>. Le butest d'exprimer des transformations du style hemin → e, qui transforme tous lessous-arbres dénotés par le hemin donné ave l'expression e. On remarque que :/<A>→ e est équivalent au �ltre (<A>, x) → e et //<A>→ e est exatement le �ltretransform donné dans l'exemple préédent, où f1 vaut (<A>, x)→ e. On peut ainsiréursivement transformer tout hemin en une imbriation de �ltres.3.5 TypageNous présentons maintenant le typage des �ltres. Le typage du �ltre doit per-mettre de déterminer de manière statique les hoses suivantes :� Sûreté du typage : on souhaite bien sûr que le type des valeurs aeptés par le�ltre soit soit un sous-ensemble de l'ensemble des valeurs qui ne provoquentpas d'erreur d'évaluation.� type des valeurs renvoyées par le �ltre : on souhaite qu'il soit le plus préispossible.� Les informations réupérées lors du typages doivent pouvoir être réutiliséesde manière à optimiser la ompilation du �ltre (omme elà est fait pour laompilation du pattern-mathing).Dé�nition 6 (Type aeptable par un �ltre). On assoie à tout �ltre f le type
*f+ des avaleurs aeptables par f :

*e+ ≡ Any

*(f1, f2)+ ≡ *f1 +× * f2+
*f1|f2+ ≡ *f1 + ∨ * f2+
*p→ f+ ≡ *p + ∧ * f+
*f1; f2+ ≡ *f1+La ondition que le type d'une valeur �ltrée par f soit sous-type de *f+ est uneondition néessaire mais non su�sante :
∀v /∈ *f+, f(v) ; ΩCelà est dû à l'opérateur de omposition, f1; f2. Une ondition su�sante seraitque le type de sortie de f1 soit sous-type de *f2+. Il nous faut don déterminer letype de sortie d'un �ltre pour pouvoir garantir la sûreté de la règle de omposition.Nous proposons dans un premier temps un système de types sous forme derègles d'inférene dans lequel nous montrons l'existene d'un tel type ainsi que lapréservation du typage. Nous présenterons ensuite un algorithme pour e�etivementaluler le type s.3.5.1 Jugement de typageSoit le jugement Γ ⊢ f(t) = s signi�ant qu'un �ltre appliqué à une valeur detype t renvoie une valeur de type s. On appelle F le système de dédution assoié,dé�nit par l'ensemble de règles de la �gure 3.2. Nous hoisissons de onsidérer lesdérivations omme étant possiblement in�nies.Notons en premier lieu que haque règle exige dans ses prémisses que le typefourni en entrée soit ompatible ave le type du �ltre onsidéré. On peut aussiremarquer que : 14



type(Γ, e) = s
Γ ⊢ e(t) = s

(t-expr)
t ≤ *f1 +× * f2+
t ≃

∨
(ti

1
,ti

2
)∈π(t)(t

i
1 × ti2)

Γ ⊢ f1(t
i
1) = si

1 Γ ⊢ f2(t
i
2) = si

2

Γ ⊢ (f1, f2)(t) =
∨

i

(si
1 × si

2)
(t-prod)

Γ ∪ t/p ⊢ f(t) = s t ≤ *p + ∧ * f+
Γ ⊢ (p→ f)(t) = s

(t-patt)
t ≤ *f1 + ∨ * f2+
t1 = t ∧ *f1+
t2 = t ∧ ¬ * f1+

Γ ⊢ f1(t1) = s1 Γ ⊢ f2(t2) = s2

Γ ⊢ (f1|f2)(t) =
∨

{i|ti 6=Empty} si

(t-union)
Γ ⊢ f1(t) = s1 Γ ⊢ f2(s1) = s2 t ≤ *f1 + s1 ≤ *f2+

Γ ⊢ (f1; f2)(t) = s2
(t-omp)Fig. 3.2 � Système de dédution F du type d'un �ltreRégularité : es dérivations parourrent le �ltre donné (qui est régulier). De plus,la ondition de bonne formation sur les �ltres de la forme p→ f implique quele nombre de variables apturées le long d'une branhe in�nie est �ni. Ona don la garantie que Γ ne grandit pas in�niment le long des dérivations.Notons �nalement qu'on ne peut appliquer qu'au plus une règle à haqueétape, la dérivation pour un jugement donné (si elle existe) est don unique.Les dérivations de typage sont don régulières.(t-expr) : type est la fontion de typage des expressions. Elle est mutuellementréursive ave la fontion de typage des �ltres. Les mêmes remarques que pourl'évaluation du �ltre (e-expr) s'appliquent ii.(t-prod) : On note que le type le plus générique pour une ombinaison booléennede types produits est une réunion �nie de types produits. Il faut ependantfaire très attention ar n'importe quelle déomposition �nie ne onvient pas.Nous hoisissons ii la déomposition en produits maximaux. Nous justi�onssoigneusement e hoix dans la setion suivante. Il assure la stabilité des �ltrespar rapport à la relation de sous-typage qui permet elle même de montrer laomplétude de l'alogorithme d'inférene de type. Pour l'instant disons justequ'il existe une fontion π qui à toute ombinaison booléene de produit ar-tésiens assoie la déomposition que nous avons hoisie.(t-patt) : il faut s'assurer que le alul de t/p est possible. On pourrait roire quela ondition t ≤ *p+ est su�sante mais ça n'est pas le as. En e�et, les �ltressont réursifs. On peut don être ammené à utiliser le type de sortie d'un �ltrelors de son propre alul. L'exemple suivant illustre elà :

f = (x→ x, f); (x, (y, z))→ ((y, x), z)Si on appelle s le type de sortie de f , alors, on voit que le motif (y, z) essaye dedéonstruire le type s qui n'est pas enore onnu. Ce �ltre, quoi que bien formén'est don pas typable. Ce problème de pouvoir e�etivement aluler t/p,'est à dire d'étendre le �ltrage par motif aux types, n'est pas abordé ii. Le15



formalisme exat est laissé pour des travaux futurs. Notons toutefois que desonsidérations pratiques montrent que t/p est alulable (la méthode onsisted'une part à �marquer� les types pour s'assurer que l'on ne déstruture pasun type en ours de dé�nition � omme dans l'exemple préédent � et d'autrepar à onserver un environnement pour les types et les motifs réursifs).Typage des produits artésiensLe typage des types produits est le point déliat de e système de type. Ene�et toute déomposition en réunion �nie de produits artésiens n'est pas stablepar rapport à la relation de sous-typage. Illustrons ei ave un exemple faisantintervenir les types interval d'entiers de CDue. Le type 0�4 est le type des entiersde 0 à 4 (et 'est un sous-type de Int)3.Considérons les �ltres suivant :
f1 = 0�4→ `A|5�8→ `B
f2 = 0�3→ `C|0�7→ `D

f = (f1, f2)et les types :
t = (0�4× 0�3) ∨ (5�8× 0�7)

s = 4�6× 1�2On a bien que s ≤ t (le �retangle� s est bien inlu dans la �surfae� t mais s està heval entre les deux retangles formant t). Le système de type (si l'on supposeque t est déomposé de ette manière) nous permet de determiner :
∅ ⊢ f(t) = `A× `C ∨ `B× `DCependant, on a aussi :

∅ ⊢ f(s) = (`A ∨ `B)× (`C ∨ `D)On a don s ≤ t mais f(s) � f(t). Il nous faut don hoisir une déompositionqui permette d'obtenir la stabilité du sous-typage. Nous hoisissons pour elà ladéomposition en produit maximaux. Cette déomposition (que l'on note π) esttelle que : si t ≃
∨

(ti
1
,ti

2
)∈π(t)

(ti1 × ti2)alors ∀s tel que s ≤ t,
s ≃

∨

(sj

1
,s

j

2
)∈π(s)

(sj
1 × sj

2) et ∀j, ∃i, tel que (sj
1 × sj

2),≤ (ti1 × ti2)Préservation du typageMontrons maintenant la préservation du typage :Théorème 2 (Préservation du typage). Soient f , Γ, t et s tels que :
Γ ⊢ f(t) = salors :

∀γ : Γ et v : t on a γ ⊢e f(v) ; v′ et v′ : s3Ce type est exprimable omme la ombinaison booléenne 0∨ 1∨ 2∨ 3∨ 4, mais nous préféronsgarder la syntaxe CDue par souis de onision et de larté.16



Preuve (Préservation du typage) :Supposons :
Γ ⊢ f(t) = s (⋆)Soit γ : Γ. Nous savons par le théorème 1 que l'évaluation d'un �ltretermine toujours. Nous pouvons don raisonner par indution sur la dé-rivation du jugement γ ⊢e f(v) ; v′ qui est �nie :� Cas de base :(e-expr) : par (⋆), nous savons que le �ltre est bien typé, don que letype de l'expression e est s. L'évalutaion de l'expression e donnedon bien une valeur v′ qui est de type s (ar on a la préservationdu typage pour les expressions CDue standard).(e-patt-err) ne peut être appliquée dans e as là. En e�et,si le �ltreest de la forme p→ f , alors la dérivation de typage se termine parune règle (t-patt). Les premisses de ette dernière sont véri�éesdon la règle (e-patt-err) ne s'applique pas.(e-prod-err2) de même que préédement, le �ltre f ≡ (f1, f2) estsupposé bien typé don v est forément un ouple. Cette règle nes'applique don pas ii.le résultat de l'évaluation est don bien une valeur v′ de type s.� Cas indutif :(e-prod-ok) : f ≡ (f1, f2) et v ≡ (v1, v2). Remarquons que, parhypothèse, (v1, v2) est de type t ≃

∨
(ti

1
,ti

2
,)∈π(t)(t

i
1 × ti2). Il existedon i, tel que v1 : ti1 et v2 : ti2. Par (⋆), on obtient Γ ⊢ f1(t

i
1) =

si
1, et par hypothèse de réurrene, γ ⊢e f1(v1) ; v′1 ave v′1 : si

1.Il en va de même pour γ ⊢e f2(v2) ; v′2 ave v′2 : si
2. Ainsi,

v′ ≡ (v′1, v
′
2) : si

1 × si
2. Nous pouvons remarquer �nalement que

si
1 × si

2 ≤
∨

i(s
i
1 × si

2), don v′ ≡ (v′1, v
′
2) :

∨
i(s

i
1 × si

2)(e-prod-err1) : l'hypothèse (⋆) assure que si f ≡ (f1, f2) alors larègle (e-prod-ok) est appliable, don (e-prod-err1) ne l'estpas. (leurs onditions étant mutuellement exlusives).(e-patt-ok) : ii enore, par (⋆), Γ∪t/p ⊢ f(t) = s, et, par hypothèsed'indution : γ ∪ v/p ⊢e f(v) ; v′ et v′ : s don γ ⊢e (p →
f)(v) ; v′ et v′ : s(e-omp-ok) : par (⋆), Γ ⊢ f1(t) = s1, don, par hypothèse d'indu-tion, γ ⊢e f1(v) ; v′ et v′ : s1. D'autre par, Γ ⊢ f2(s1) = s2,don par hypothèse d'indution, γ ⊢e f2(v

′) ; v′′ et v′′ : s2.Ainsi, γ ⊢e (f1; f2)(v) ; v′′ et v′′ : s2.(e-omp-err) : e as ne se produit jamais. En e�et, si f ≡ (f1; f2)alors (⋆) assure que l'on peut appliquer la règle (e-omp-ok).(e-union1) et (e-union2) : es deux règles ne peuvent pas être disso-iées. En e�et, nous savons que v : t1∨t2. Mais v étant une valeur,nous pouvons ra�ner en disant que soit v : t1, soit v : t2 r t1.Si v : t1 alors, la règle (e-union1) s'applique et γ ⊢e f1(v) ; v′ave v′ : s1 (et en partiulier, v′ 6= Ω). Sinon la règle (e-union2)s'applique. En e�et, si v : t2 r t1, alors v /∈ *t1+ (par dé�nition),don γ ⊢e f1(v) ; Ω, et d'autre part, v : t2 don γ ⊢e f2(v) ; v′ave v′ : s2 (par hypothèse d'indution). Don soit v′ : s1, soit
v′ : s2. Comme, s1 ≤ s1 ∨ s2 et s2 ≤ s1 ∨ s2, nous avons bien,
v′ : s1 ∨ s2 ≡ s
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Stabilité des �ltres par rapport à la relation de sous-typageLemme 1. Soient s, t et u des types tels que : s ≤ t. Alors on a :� s ∧ u ≤ t ∧ u� s ∨ u ≤ t ∨ uPreuve :Résultat immédiat par l'interprétation ensembliste de ≤. 2Lemme 2 (Stabilité du �ltrage). Les �ltres sont stables par rapport à la relationde sous-typage ≤ :
∀f ∈ F, ∀t, s t.q. s ≤ t, et ∀ Γ t.q. Γ ⊢ f(s) = s′ et Γ ⊢ f(t) = t′, on a : s′ ≤ t′Preuve :Soit s ≤ t, nous voulons montrer que s′ ≤ t′, ou, de manière équivalente

∀γ : Γ et v : s, γ ⊢e f(v) ; v′, on a v′ ∈ Jf(t)KCette présentation peut sembler plus lourde, mais elle sert juste à faireapparaitre la valeur v qui était impliite. Nous pouvons don réutilliserle triplet (f, v, c(f)) équipé de l'ordre (<, <, <N)lex, déjà vu lors de laterminaison de l'évaluation et raisonner par indution :� e : on sait que type(Γ,e)= t′ mais on a aussi que type(Γ,e)= s′don ii, s′ = t′ d'où s′ ≤ t′.� (f1, f2) : remarquons qu'on a s ≤ t, et
t ≃

∨
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)∈π(t)

(ti1 × ti2)don :
s ≃

∨

(sj
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,s
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)∈π(s)

(sj
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2)par dé�nition de notre déomposition, nous savons que pour tout j,ilexiste i tel que : sj
1 × sj

2 ≤ ti1 × ti2, ave s1 ≤ ti1 et s2 ≤ ti2. On peutappliquer l'hypothèse d'indution sur f1, sj
1 et ti1 (resp. sur f2, sj

2 et
ti2) et on obtient bien que f1(s

j
1) ≤ f1(t

i
1) (resp. f2(s

j
2) ≤ f2(t

i
2)). Ils'en suit que f(s) ≤ f1(t)� f1|f2 : par le lemme 1, et là règle de typage (union) :

s ∧ *f1+ ≤ t ∧ *f1+
s ∧ ¬ * f1+ ≤ t ∧ ¬ * f1+don par hypothèse d'indution :

f1(s ∧ *f1+) ≤ f1(t ∧ *f1+)
f2(s ∧ ¬ * f1+) ≤ f2(t ∧ ¬ * f1+)d'où :

f1(s ∧ *f1+) ∨ f2(s ∧ ¬ * f1+) ≤ f1(t ∧ *f1+) ∨ f2(t ∧ ¬ * f1+)� p→ f ′ : on applique diretement l'hypothèse d'indution, d'où f ′(s) ≤
f ′(t), et don f(s) ≤ f(t)� f1; f2 : Soit f1(s) = s1 et f1(t) = t1. Par hypothèse d'indution,
s1 ≤ t1. D'où, f2(s1) ≤ f2(t1), don f(s) ≤ f(t).
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3.5.2 Algorithme de typagePrésentationNous présentons maintenant un algorithme pour aluler e�etivement le typed'un �ltre. Nous faisons quelques modi�ations d'ordre purement syntaxiques quiallègent la présentation de l'algorithme, les résultats montrés préédement restenttoujours valables.Dans un premier temps, plut�t que de onsidérer les �ltres omme des arbresréguliers possiblement in�nis, on hoisit d'exprimer expliitement la réursion :Dé�nition 7 (Filtres ave variable de réursion).
f ::= e expression

| p→ f pattern, p ∈ P
| f ; f séquence
| (f, f) paire
| f | f union
| X variable
| µX.f récursionCette représentation est plus prohe d'une implémentation mahine, mais ellereste équivalente à la préédente4, si l'on impose les bonnes onditions sur les va-riables de réursions. Ces restritions sont :� un �ltre doit être los.� une variable de réursion ne peut pas être séparée de son lieur par un ;.� une variable de réursion est forément séparée de son lieur par au moins unonstruteur (_,_).� une variable de réursion ne peut pas être séparée de son lieur par un p→ . . .si V ar(p) 6= ∅La �gure 3.3 présente l'algorithme sous forme d'un ensemble de règles d'infé-renes FA , qui ressemble au système F donné à la setion préédente mais avedes règles supplémentaires pour traiter les as réursifs. Le jugement est maintenantde la forme :

Γ, ∆ ⊢A f(t) = soù Γ est l'environnement assoiant les variable de apture des motifs à leur type et
∆ elui assoiant les variables de réursion des �ltres à leur type. Plus préisément,les éléments de ∆ sont les triplets (X : t, α) où X est une variable de réursion de�ltre, t un type d'entrée et α une variable de type.Ce système est très prohe du système de type F . En fait, l'intêret de e systèmeest de �aher� la réursion dans les dérivations régulières, évitant ainsi la gestion dela substitution dans les preuves de préservation du typage et dans elle de stabilité.Nous montrons maintenant que l'algorithme termine, et qu'il est orret et om-plet vis à vis du système de type F présenté préédemment.TerminaisonIntéressons nous au traitement de la réursion, ar 'est le point le plus sen-sible5 pour la preuve de terminaison. Remarquons dans un premier temps qu'un�ltre réursif peut être appliqué, au ours de son évaluation, à plusieur types d'en-trée di�érents (on se souvient qu'en CDue, les olletions (listes, arbres,. . . ) sonthétérogènes, il est don normal qu'un itérateur sur es olletions ait ette pro-priété). Nous sommes don fae à un as (restreint) de réursion polymorphe. La4Nous n'avons pas hoisi e formalisme omme dé�nition de base des �ltres ar l'introdutiond'un deuxième environnement et la gestion de la substitution en allourdit la présentation.5Comme on pouvait s'y attendre ! 19



type(Γ, e) = s
Γ, ∆ ⊢A e(t) = s

(a-expr)
t ≤ *f1 +× * f2+
t ≃

∨
(ti

1
,ti

2
)∈π(t)(t

i
1 × ti2)

Γ, ∆ ⊢A f1(t
i
1) = si

1 Γ, ∆ ⊢A f2(t
i
2) = ti2

Γ, ∆ ⊢A (f1, f2)(t) =
∨

i

(si
1 × si

2)
(a-prod)

Γ ∪ t/p, ∆ ⊢A f(t) = s t ≤ *p + ∧ * f+
Γ, ∆ ⊢A (p→ f)(t) = s

(a-patt)
t ≤ *f1 + ∨ * f2+
t1 = t ∧ *f1+
t2 = t ∧ ¬ * f1+

Γ, ∆ ⊢A f1(t1) = s1 Γ, ∆ ⊢A f2(t2) = s2

Γ, ∆ ⊢A (f1|f2)(t) =
∨

{i|ti 6=Empty} si

(a-union)
Γ, ∆ ⊢A f1(t) = s1 Γ, ∆ ⊢A f2(s1) = s2 t ≤ *f1 + s1 ≤ *f2+

Γ, ∆ ⊢A (f1; f2)(t) = s2
(a-omp)

(X : t, α) ∈ ∆
Γ, ∆ ⊢A (µX.f)(t) = α

(a-re1)
(X : t, α) /∈ ∆ Γ, ∆ ∪ {(X : t, α)} ⊢A (f [X ← µX.f ])(t) = s

Γ, ∆ ⊢A (µX.f)(t) = µα.s
(a-re2)

(α est une variable fraîhe)Fig. 3.3 � Système algorithmique FArègle (re-2) re�ète bien e omportement. La règle (re-1) onstitue le as debase et permet d'arêter le typage d'un �ltre réursif si le type auquel on l'appliquea déjà été visité. L'argument lé pour prouver la terminaison de l'algorithme appa-rait don lairement : il nous faut nous assurer qu'un �ltre (réursif) n'est appliquéqu'a un nombre �ni de types di�érents, en d'autres termes que la règle (re-2)n'est appliquée qu'un nombre �ni de fois.Dé�nition 8 (Type visité). Soient f un �ltre, t et s des types et Γ et ∆ desenvironnements. On dit que le type t′ est visité lors du typage de f(t) par l'algo-rithme s'il existe : Γ′, ∆′, f ′ et s′ tels que : Γ′, ∆′ ⊢A f ′(t′) = s′ apparait dans ladérivation du jugement Γ, ∆ ⊢A f(t) = s.Lemme 3. Le nombre de onstruteurs ; dans un �ltre est �ni.Preuve :Les �ltres étant des arbres réguliers, ils ont un nombre �ni de sous-termesdistints. Soit f un �ltre. On sait par dé�nition que pour haque sous-terme f ′ de f tel que f ′ ≡ f1; f2, alors f ′ n'est pas un sous-terme de f2.
f2 est don un sous-terme distint de f ′,don de f . Chaque ; est donassoié à un sous-terme distint de f qui sont en nombre �ni. 2Lemme 4. Le nombre de types distints visités par l'algorithme de typage est �ni.
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Preuve :Remarquons premièrement qu'un type est un arbre régulier. Il a donun nombre �ni de sous-termes distints. Remarquons aussi que haquerègle de l'algorithme, à l'exeption de la règle (a-omp) applique sespremisses à des sous-termes du type d'entrée. La règle (a-omp) quandà elle applique sa deuxième premisse sur le type de sortie de la première,don sur un type possiblement nouveau. Cependant, nous savons par lelemme 3 que le nombre de onstruteurs ; dans un �ltre bien formé est�ni. Cette règle est don appliquée un nombre �ni de fois. L'algorithmevisite don un nombre �ni de types distints. 2Corollaire. La règle (re-2) est appliquée un nombre �ni de fois.Théorème 3 (Terminaison de l'algorithme FA ). L'algorithme de typage des�ltres termine.Preuve :On sait que pour un �ltre donné f et un type donné t, la règle (re-2) est appliquée un nombre �ni de fois lors du typage. Appelons n enombre. Une indution sur le ouple (n, f) ave l'ordre (<N, <)lex prouvele théorème. 2Notons que dans notre approhe, un même �ltre peut être typé plusieurs fois(en nombre �ni). Une autre approhe est elle proposée dans [12℄. H.Hosoya ydérit les regular expression �lters6, omme des expressions régulières permettantd'appliquer des transformations aux parties d'un arbre xml �mathées� par lesexpressions régulières. Le hoix qui y est fait pour le typage est de ne typer lesexpressions qu'une seule fois, en prenant omme type l'union de tous les typespossibles en entrée. Il y a don un typage moins préis que dans notre as. Si l'onappliquait la même politique aux �ltres alors le �ltre suivant :
µX.(`Nil→ `Nil|(x→ x, X))appliqué à la séquene [ Int Bool String ℄ renverrait le type :[ (Int|Bool|String) (Int|Bool|String) (Int|Bool|String)℄qui est moins préis. C'est ependant une façon simple d'assurer la terminaison del'inférene de type et sa orretion.Corretion du système algorithmiqueLe système algorithmique FA est orret vis à vis du système de type F :Théorème 4 (Corretion du système algorithmique FA ).

∀ Γ, ∆, f, t, s tels que Γ, ∆ ⊢A f(t) = s, on a Γ ⊢ f(t) = sPreuve :Nous raisonnons par indution sur la dérivation du jugement Γ, ∆ ⊢A

f(t) = s (dérivation qui est �nie, par le théorème 3). Par as sur ladernière règle appliquée lors de la dérivation :(a-expr) : si f ≡ e et Γ, ∆ ⊢A e(t) = s, alors type(Γ,e) = s et don
Γ ⊢ e(t) = s6C'est de là que vient le nom de nos ombinateurs. . .21



(a-prod) : Γ, ∆ ⊢A (f1, f2)(
∨

i∈{1,...,n} ti1 × ti2) = s où :
t ≃

∨
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)∈π(t)
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s ≃

∨
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1 × si

2)Pour tout i, on a par hypothèse d'indution que Γ, ∆ ⊢A f1(t
i
1) =

si
1, don Γ ⊢ f1(t

i
1) = si

1, de même pour f2. Ainsi, par appliationde la règle (t-prod) on obtient �nalement : Γ ⊢ (f1, f2)(t) = s.(a-patt) : on a Γ, ∆ ⊢A (p → f)(t) = s. Par hypothèse d'indution,
Γ∪t/p, ∆ ⊢A f(t) = s est orret et t ≤ *p+, don Γ∪t/p ⊢ f(t) = sest dérivable, don Γ ⊢ (p → f)(t) = s (par appliation de (t-patt)).(a-union) Γ, ∆ ⊢A (f1|f2)(t) = s1 ∨ s2. La ondition t ≤ *f1 + ∨ * f2+est don véri�ée ainsi que Γ, ∆ ⊢A f1(t ∧ *f1+) = s1 et Γ, ∆ ⊢A

f2(t ∧ ¬ * f1+) = s2. Par hypothèse d'indution, on a don Γ ⊢
f1(t ∧ *f1+) = s1 et Γ ⊢ f2(t ∧ ¬ * f1+) = s2, et par la règle (t-union), Γ ⊢ (f1|f2)(t) = s1 ∨ s2(a-omp) On a : Γ, ∆ ⊢A (f1; f2)(t) = s2, don aussi Γ, ∆ ⊢A f1(t) =
s1 et Γ, ∆ ⊢A f2(s1) = s2 ave t ≤ *f1+ et s1 ≤ *f2+. Par hypo-thèse d'indution, es prémisses sont orretes d'où : Γ ⊢ f1(t) = s1et Γ ⊢ f2(s1) = s2 et ainsi, Γ ⊢ (f1; f2)(t) = s2(a-re1) Cette règle ne peut pas être la dernière règle appliquée, arelle néessite que (X : t, α) ∈ ∆, il y a don une appliation de larègle (a-re-2) plus bas dans la dérivation.(a-re2) Rappelons qu'il n'y a pas de di�érene entre un �ltre avevariables de réursion et un �ltre vu omme un arbre régulier etde même pour les types. Pour éviter la onfusion, on note f̄ l'arbrerégulier assoié au terme µX.f , et de même, s̄ le type vu ommeun arbre régulier assoié au type µα.s On a : Γ, ∆ ⊢A (µX.f)(t) =
µα.s, don Γ, ∆ ∪ {(X : t, α)} ⊢A (f [X ← µX.f ])(t) = s. Notonsque s ontient α qui représente le type de µX.f(t), soit µα.s. Onpeut don en déduire par hypothèse d'indution que Γ ⊢ f̄(t) = s̄.

2Complétude du système algorithmiqueLe système algorithmique FA est omplet vis à vis du système de type F :Théorème 5 (Complétude du système algorithmique FA (non-prouvé)).
∀ Γ, f, t, s tels que Γ ⊢ f(t) = s, on a Γ, ∅ ⊢A f(t) = sDonner une preuve formelle de e théorème est un peu ardu à ause des dériva-tions régulières. Nous les avions introduite pour ne pas avoir à gérer expliitementla réursion et la substitution dans les preuves de préservation du typage et destabilité. Ce formalisme n'est ependant pas le plus approprié pour la preuve deomplétude, que l'on voudrait faire naturellement par indution sur la dérivationdu jugement Γ ⊢ f(t) = s. De manière informelle, on voit bien que les règle de

F et FA orrespondent deux à deux et que les règles (a-re1) et (a-re2) nesont qu'une représentation des dérivations régulières sous forme de dérivation �nie.22



Une autre approhe est atuellement envisagée quand au formalisme des �ltres pourpouvoir méler es deux aspets de représentation �nie et absene de substitution.On onsidère le �ltre omme un automate. Nous n'utilisons pas e formalisme danse rapport mais il sera le sujet d'un travail futur.Cependant, il est important d'ajouter que ne pas avoir la omplétude de l'algo-rithme n'est pas génant. En e�et, nous savons déjà que l'algorithme est orret vis àvis du système de type, don si t est le type donné par le système et tA elui donnépar l'algorithme (ils sont tous deux uniques) alors nous avons tA ≤ t (tout type derenvoyé par l'algorithme est un type dérivable par le système de type). La omplé-tude nous assure l'égalité. Si nous n'avions pas la omplétude, nous aurions aluléun type stritement plus petit et don plus préis, e qui serait même mieux. C'estdon par souis d'exhaustivité que nous ennonçons le théorème de omplétude.
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Chapitre 4Conlusion4.1 Résumé du travail e�etuéNous avons proposé une algèbre de �ltrage pour CDue, étendant elle déjàexistante basée sur les motifs. L'approhe retenue s'est révélé s'intégrer parfaitementau modèle théorique de CDue. En e�et, nous pouvons exprimer de manière uni�éetous les opérateurs primitifs du langages (qui ont un rapport ave le �ltrage), telsque le �ltrage par motif, les itérateurs de séquenes ou d'arbres, et de plus ajoutonsla notion de �ltrage en profondeur, assoiée à un typage très préis. Le point fortde notre travail onsiste en l'obtention d'un algorithme de typage préis, tout enassurant la terminaison de e dernier, sa orretion et sa omplétude vis à vis d'unsystème de type dont on a montré la sûreté.Un reprohe que l'on peut ependant faire à notre approhe est de néessiter laonnaissane du orps du �ltre pour pouvoir le typer, elà le rend don di�ilementompatible ave un système de modules ave interfaes et ompilation séparée.
CDue ne possédant pas pour l'instant tel système de module, elà n'est pas génant,mais l'étude d'avoir un tel système tout en onervant les �ltres reste un problèmeinteressant.4.2 ProlongementsLes bases théoriques des �ltres étant posées, nous pouvons maintenant nousonsarer à leur implantation e�ae et leur intégration au sein du langage CDue.Le hoix des automates d'arbres omme ible de ompilation semble judiieux etles travaux déjà réalisé dans le adre de la ompilation e�ae du �ltrage par motifpourra être réutilisé.Au niveau théorique, une étude préise du pouvoir expressif de es ombinateursreste aussi à faire. Les extensions de notre aluls sont multiples, on pense parexemple à de la apture en profondeur ave des ontraintes de ardinalité. On peutaussi penser utiliser les �ltres omme langage ible pour la ompilation de langagesde requêtes de plus haut niveau (Cql par exemple, est une tentative d'intégrerdes requête sql à CDue). Une troisième diretion envisageable est d'étudier lespropriétés des �ltres dans le but de pouvoir implémenter un traitement en streaming(ou à la volée) des douments xml. Les douments xml étant de plus en plusimportant en terme d'espae de stokage, un hargement partiel des �hiers est unatout non négligeable pour le traîtement e�ae des données. Les �ltres pourraientêtre un point de départ prometteur pou ette étude, ar ils forment un langageréduit et ependant assez expressif pour exprimer de nombreuses transformationsde douments. 24
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