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1 Automates de Biichi et langages w-réguliers

1. Donner un automate de Blchi acceptant les mots de la forme (ba)*(ab)“ sur I'alphabet {a, b}

Réponse: Une astuce est de donner 'automate de mots reconnaissant : (ba)*(ab)* et de s'assurer
gu'une infinité de boucle dans les états acceptants reconnaissent bien le bon suffixe infini.

Un run infini d'un mot de (ba)*(ab)* passera infiniment souvent par gs.

2. Donner un automate de Buchi non-déterministe sur X = {a, b, ¢} tel que pour tout mot de son lan-
gage, il existe une paire de lettres a, b séparées I'une de 'autre par 4 c.

Réponse: Il est agréable ici d'utiliser un automate non déterministe. On pourra donc l'écrire en

trois partie :

— Une boucle qui consomme arbitrairement des a, b, ¢ sur gp ainsi qu'un choix non déterministe
pour sortir de o en lisant le bon a

— Une partie centrale lisant exactement le motif recherché

— Une boucle « finale » qui accepte n‘importe quel suffixe, c'est a dire (a|b|c)“.

a,b,c

3. Rappeler comment sont construits les langages w-réguliers. Donner une condition nécessaire et suffi-
sante sur un langage L non vide et ne contenant pas e pour que L¥ soit fini. En déduire une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un langage w-régulier soit fini.

Réponse: Les langages réguliers sont construits comme :

— La puissance w d’'un langage régulier de mots finis. Dans ce cas une condition suffisante pour
que le langage w-régulier soit fini est que le langage de mot soit un singleton. En effet, suppo-
sons que A = {a,b}. Alors A“ contient :

{a"b” | n > 0}

qui est infini. Si A = {a}, alors le seul mot est a* On peut cependant relacher Iégérement la
restriction et demander que le langage soit de la forme A* avec A un singleton. En effet, a, aa,
aaa ont tous la méme expansion infinie. Pour que le langage w-régulier soit infini, il faut donc
qu'il contienne au moins deux mots u, v tels que uv # vu.
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— La concaténation AB de deux langages est finie s'ils sont tous les deux finis, donc A doit étre
fini et non vide. Attention cependant, on a aussi un cas ou A peut étre infini et AB fini. En effet
siVu € A,Jw € ¥ telque uw € B, alors |AB| est fini. En effet, Si on considére A = a* et
B = a¥, alors A = {¢,a,aa,aaa, aaaa, ...} est bien infini, mais concaténer ces mots a a“ ne
crée pas de nouveaux mots.

— Pour 'union, la condition nécessaire et suffisante est que les deux langages soient finis.

4. Soit L un langage w-régulier et A un langage régulier (de mots finis). On consideére le langage L’ =
Uweaiw |uw € L}. L' est-il w-régulier?

Réponse: Si on le formule différemment, L’ est 'ensemble de tous les suffixes de mots dans
L dont un préfixe est dans A. Prenons lI'automate de A4 de A (il existe car A est régulier) et
'automate de Buchi Ay, de L. Appliquons la construction du produit « simple » d'automates (sans
tour). Distinguons I'ensemble des états Qurer = {(¢,¢') | ¢ € Fa} C'est a dire 'ensemble des états
contenant un état acceptant de A 4. Considérons un mot w = ww infini de L, dont un préfixe u
est dans A. Considérons un run (infini) de ce mot : (go, ¢;)(¢1, ¢}) - - .. Comme ce mot est reconnu
par A4 le run atteint un état de Qprer. Appelons (g¢y, ¢),) cet état. On remarque que la suite du run
(@n, 43,)(@n+1, q41) - - - reconnait v, qui est exactement un mot de L. Donc un run acceptant (au
sens du Buchi) qui commence en (g, ¢,,) accepte un suffixe infini d'un mot de L dont le préfixe
est dans A. Comme on peut construire un automate pour L/, il est w-régulier. L'automate final est
(Q,%,0,1,F) avec:

— Q=Qua, xQa,

— I={(¢:4) g€ Fa,}

— F={(¢.¢) | d € Fa,}

— 0((q,p),a) ={(d".P') | g € 64,(q.a),p €04, (p,a)}

5. Montrer que le langage singleton contenant le mot infini 101 001000100001 ... 0™1 ... n'est pas re-
connaissable par un automate de Buchi.

Réponse: Considérons le mot w = 1010010001 00001 ... 0"1 .... On constate que le ¢me 1 est
séparé du 1 suivant par i zéros.

Supposons que le langage est w-régulier. Il existe alors un automate de Blchi le reconnaissant.
On va raisonner par cas sur les portions de run d'automate comprise entre le premier passage et
le second passage par un méme état acceptant. Si on considére une tel portion de run :

/ / / !/
-q0,491,---5q9, 90 - - -

avec ¢(, un état acceptant. Considérons la séquence des (k + 1) lettres lues lors de cette portion
de run. On fait un raisonnement par cas sur le nombre de 1 parmi ces lettres :
— S'iln’'y a aucun 1 (que des 0) cela signifie que 'on a:
— Un 1, que I'on suppose étre le i*me du mot, suivi d'un certain nombre z de 0
— puis une suite de 0 de taille (k + 1) (qui passe par notre portion de run)
— puis une suite de 0 de taille y puis un 1 (le (i + 1)¢™¢) du mot.
Onaaussiquei =z + k+ 1+ y (la distance entre les deux 1). Mais dans ce cas, 'automate
reconnait aussi un mot passant deux fois par ce run. Dans un tel mot, le 1 en position i est
séparé du suivant par : = + 2 x (k + 1) + y # i zéros. Ce mot n'est pas dans le langage,
contradiction.
— Slily aun 1 (qu'on suppose le i¢me) dans le run cela signifie que I'on a :

Si 'automate accepte un tel run, alors il accepte aussi un run passant 6 fois par ¢, avant de
poursuivre (3 tours de cette boucle). Il reconnait donc le mot ... 10%10Y 010Y 0*10Y ... Dans
ce mots il y a deux paires de 1 séparés par le méme nombre de zéros, ce qui n'est pas dans le
langage, contradiction.




— S'il'y a plusieurs 1 dans le run, c'est le méme raisonnement que précédemment, si on fait un
tour de plus, on a recréé une deuxiéme paire de 1 avec la méme distance entre eux, ce qui est
impossible.

On a supposé qu'il existait un automate qui reconnaissait uniquement le mot w, et on a a chaque

fois vu que dans un tel automate, d'autre mots étaient forcément accepté. Il n‘existe donc pas

d'automate, le langage contenant uniquement ce mot n'est pas w-régulier.

2 LTL

1. Pour chacune des questions ci-dessous, on donne un ensemble AP. Exprimer la formule demandée
en LTL.

(@) AP = {req, ans} une requéte (req) sera toujours satisfaite (aura une réponseans)

(b) AP = {door,code} A chaque fois que de I'on a fourni le (digi)code, la porte s'ouvre immédiate-
ment apres.

(c) AP = {rouge, orange, vert} Lorsque le feu est vert, il passe au orange, puis au rouge (pas forcé-
ment immédiatement).

Réponse:

(a) Pour toutes les propriété de cette forme, il est utile de considérer une instance, puis ensuite
d'utiliser G pour dire que cela est vrai a tout instant : G(req = Fans).

(b) Version plus contrainte de la précédente : G(code = X'door)

(c) Ici, utiliser F de facon indiscriminée pour dire que orange arrive apres vert n‘est pas judicieux,
car alors on n'interdit pas au feu de passer au rouge entre les deux. On utilise donc i/ :

G(vert U (orange U rouge))

A

G((vert A —orange A —rouge)
V(—wvert A orange A —rouge)
V(—vert A —orange A rouge))

La deuxieme partie de la formule impose qu'on ne peut pas étre dans deux couleurs en
méme temps.

2. ATTENTION dans cette section, la notation w’ ne signifie pas wwwww . .. répété i fois, mais le suf-
fixe de w commencant a la position i. Cette surcharge de notation entre les deux théories (mots et
langages de traces) est un peu malheureuse.

Montrer les équivalences suivantes :
— FFop=Fo

Réponse: Rappelons la définition de F : F¢ = T U ¢. Supposons qu’'un mot w satisfait T U ¢.
C'est un mot tel que i, tel que w’ I- ¢ et pour tout k < i, T (tautologie). Notons que si w' F ¢,
alors w' - TU ¢, car il existe i’ = 0 tel que (w?)? F ¢ (et il n'y pas de k plus petit que 0).

Dans l'autre sens, raisonnement symétrique. Si on supposes FF¢ on peut trouver un suffixe
w' a partir du quel F¢ est vrai puis un préfixe (w')/ a partir du quel ¢ est vrai. Comme il existe
un préfixe (w')? = (w*7) a partir duquel ¢ est vrai, F¢

— Fo=o6VXFo.

Réponse: Montrons que ¢ V X F¢ = F¢. Cela signifie plus précisement que pour tout w tel
que w F ¢V X F¢, alors il existe w’ tel que w’ F F¢. De plus, w’ - F¢ s'il existe i tel que w’ - ¢.
Par disjonction de cas sur w’ F ¢ V X F¢

— Siw F ¢, alors il existe w’ = w et = 0 tel que w’® - ¢, donc w’ F Fo.
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— Siw - XF¢ alors par définition de X w' - F¢. On pose doncw’ = w eti = 1.

Montrons que ¢ V X F¢ < F¢. Cela Supposons qu'il existe w tel que w = F¢. Montrons qu'il

existe w' tel que w’ - ¢ V X F¢. Comme on suppose w - F¢, il existe i tel que w' - ¢. On peut

encore raisonner par cas, cette fois sur i :

— sii=0,alorsuw’ =wk ¢ doncw F ¢V XFo.

— sii > 0,alorsonaw'F ¢. Comme i > 0, alors on a aussi que w' - F¢. Donc par définition
de X,onawt XFo.

— X(pUp) = (XP)U(XY)

Réponse: Montrons X (o)) = (X¢)U(X) Cest a dire que pour tout w = X (¢U), il existe
w' = (XP)U(X). Par définition de X, on a w! - ¢, donc Ji tel que (w!)? - o et pour tout
kE < i, (wh* - ¢. En réarangent les exposants, on a w'*! - 4 et pour tout k < i, w*t! F ¢.
Donc, w' - X'+ et pour tout k < i, w* - X'¢ et ainsi (X ) U(X).

Montrons X (¢pU1)) < (X)) U(X). Cest a dire que pour tout w F (X¢)U(XP), il existe i tel
que w' F (X)) et pour tout k < 4, w* - (X¢). Par définition de X : w't! I ¢ et pour tout
k < i, w*t!  ¢. En réarrangeant les indices : (w')’ - ¢ et pour tout k < 4, (w')* I ¢. Ainsi,
(w') F ¢lap. Et donc w F X (¢Uab).




