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Machine	
  Learning,	
  Unsupervised	
  Learning,	
  
Density	
  EsAmaAon	
  

Machine	
  learning:	
  design	
  algorithm	
  able	
  to	
  learn	
  from	
  training	
  data	
  
Supervised	
  learning:	
  	
  
learning	
  a	
  mapping	
  between	
  input	
  and	
  output	
  (label)	
  

e.g.	
  classificaQon,	
  regression	
  
	
  

Unsupervised	
  learning:	
  	
  
learning	
  without	
  labels,	
  explaining	
  key	
  features	
  of	
  the	
  data	
  

e.g.	
  clustering/community	
  detecQon,	
  dimensionality	
  reducQon,	
  generaAve	
  
models/density	
  esAmaAon	
  



Boltzmann	
  Machines	
  	
  
fundamental	
  ML	
  model	
  borrowing	
  from	
  Physics	
  

GeneraAve	
  model	
  with	
  pairwise	
  interacAons:	
  an	
  Ising	
  model	
  
Set	
  of	
  binary	
  correlated	
  random	
  variables	
  

	
  

Boltzmann	
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Introducing	
  latent	
  variables	
  for	
  representaAonal	
  power	
  
	
  
	
  
Restricted	
  Boltzmann	
  Machine	
  (RBM)	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
RepresentaQon	
  learning	
  from	
  hidden	
  state	
  with	
  Deep	
  BM	
  	
  
	
  

Boltzmann	
  Machines	
  	
  
fundamental	
  ML	
  model	
  borrowing	
  from	
  Physics	
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IteraAve	
  gradient	
  ascent	
  training	
  algorithm	
  	
  

	
   	
  With	
  approximated	
  gradients	
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Maximum	
  likelihood	
  learning	
  has	
  no	
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  form	
  soluAon	
  	
  

RBM	
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Markov	
  Chains	
  
CondiQonal	
  independence	
  

	
  

	
  

Efficient	
  Gibbs	
  sampling	
  by	
  blocks	
  
	
  
ContrasAve-­‐divergence	
  Monte	
  Carlo	
  with	
  non-­‐thermalized	
  samples	
  

	
  

Successful	
  training	
  but	
  …	
  
Gibbs	
  sampling	
  unlikely	
  to	
  be	
  accurate	
  for	
  
complicated	
  real	
  valued	
  landscapes	
  	
  
	
  	
  	
  (more	
  sophisQcated	
  schemes:	
  

	
  parallel	
  tempering,	
  annealed	
  importance	
  sampling	
  ..)	
  

Monte	
  Carlo	
  heurisAcs	
  for	
  RBMs	
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A	
  mean-­‐field	
  framework	
  instead	
  ?	
  

Previous	
  works	
  
	
  On	
  RBMs	
  and	
  DBMs	
  

•  Tieleman	
  et	
  al.	
  (2009):	
  Naive	
  (or	
  Weiss,	
  or	
  fully	
  factorized)	
  mean-­‐field	
  unsaQsfactory	
  
•  Salakhutdinov	
  &	
  Hinton	
  (2009):	
  Using	
  naive	
  mean-­‐field	
  for	
  training	
  would	
  be	
  wrong	
  

	
  

	
  On	
  fully	
  visible	
  Ising	
  
•  Kappen	
  (99):	
  	
  Successful	
  learning	
  with	
  linear	
  response	
  correcQons	
  on	
  fully	
  visible	
  BM	
  
•  Cocco	
  &	
  Monasson	
  (2012):	
  Cluster	
  expansion	
  including	
  higher	
  orders	
  for	
  inverse	
  Ising	
  

problem	
  
•  Ricci-­‐Tersenghi	
  (2012):	
  Comparison	
  of	
  the	
  Bethe	
  approximaQon	
  and	
  other	
  mean-­‐field	
  

methods	
  for	
  inverse	
  Ising	
  problem	
  

Can	
  we	
  use	
  extended	
  mean	
  field	
  methods	
  	
  
to	
  efficiently	
  train	
  latent	
  variables	
  BMs	
  ?	
  



Intractable	
  distribuAon	
  and	
  log-­‐parAAon	
  funcAon	
  =	
  free	
  energy	
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PleUa	
  (82),	
  Georges-­‐Yedidia	
  (99)	
  derivaAon	
  
Legendre	
  transform	
  	
  

	
  

Large	
  temperature	
  expansion	
  up	
  to	
  second	
  order	
  

	
  

Self	
  consistency	
  	
  

	
  

TAP	
  free	
  energy	
  as	
  a	
  funcQon	
  of	
  magneQzaQons	
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  energy	
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p✓(v,h) =
1

Z✓
ev
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Th

TAP	
  free	
  energy	
  on	
  the	
  restricted	
  graph	
  

TAP	
  equaAons	
  

•  magneQzaQons	
  parameters	
  	
  

•  small	
  weights	
  expansion	
  of	
  free	
  energy	
  F	
  

	
  

	
  

•  self	
  consistency	
  relaQons	
  for	
  TAP	
  free	
  energy	
  modes	
  
	
  

	
  

Intractable	
  joint	
  distribuAon	
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We	
  propose	
  to	
  define	
  a	
  TAP	
  machine	
  as:	
  
	
  A	
  biparAte	
  graphical	
  model	
  parametrized	
  by	
  	
  

	
  
	
  Implicitely	
  defining	
  a	
  set	
  of	
  magneAzaAons	
  
	
   	
  Computed	
  as	
  the	
  fixed	
  point	
  of	
  TAP	
  equaQons	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

We	
  define	
  a	
  natural	
  and	
  tractable	
  objecAve	
  for	
  unsupervised	
  learning: 	
  	
  
	
  The	
  TAP	
  log-­‐likelihood	
  

Unsupervised	
  learning	
  with	
  a	
  TAP	
  machine	
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pseudo	
  log-­‐likelihood	
  

Gradient	
  ascent	
  of	
  the	
  TAP	
  likelihood:	
  
a	
  tractable	
  training	
  scheme	
  for	
  TAP	
  machines	
  

Binarized	
  	
  
MNIST	
  	
   pseudo	
  log-­‐likelihood	
   TAP	
  log-­‐likelihood	
  

TAP	
  
NMF	
  
CD	
  

TAP	
  log-­‐likelihood	
  

TAP	
  gradients	
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MagneAzaAons	
  of	
  TAP	
  machines	
  a]er	
  learning	
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  fixed	
  points	
  with	
  trained	
  weights	
  and	
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  for	
  different	
  iniAalizaAons	
  

Now	
  for	
  a	
  naive-­‐MF	
  machine	
  



MagneAzaAons	
  of	
  a	
  TAP	
  machine	
  during	
  learning	
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Class ‘7’ Digits

Epoch	
  1	
  (E.Tramel,	
  M.G.,	
  A.	
  Manoel,	
  F.	
  Caltagirone,	
  F.	
  Krzakala	
  2017)	
  

EvoluAon	
  of	
  magneAzaAons	
  in	
  «	
  phase	
  space	
  »	
  



Epoch	
  5	
  

MagneAzaAons	
  of	
  a	
  TAP	
  machine	
  during	
  learning	
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Impossible d'afficher l'image. Votre ordinateur manque peut-être de mémoire pour ouvrir l'image ou l'image est endommagée. Redémarrez l'ordinateur, puis ouvrez à nouveau le fichier. Si le x rouge est toujours affiché, vous devrez 
peut-être supprimer l'image avant de la réinsérer.
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  2017)	
  

EvoluAon	
  of	
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  in	
  «	
  phase	
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  »	
  



Epoch	
  25	
  

MagneAzaAons	
  of	
  a	
  TAP	
  machine	
  during	
  learning	
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Impossible d'afficher l'image. Votre ordinateur manque peut-être de mémoire pour ouvrir l'image ou l'image est endommagée. Redémarrez l'ordinateur, puis ouvrez à nouveau le fichier. Si le x rouge est toujours affiché, vous devrez 
peut-être supprimer l'image avant de la réinsérer.
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  M.G.,	
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  F.	
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  F.	
  Krzakala	
  2017)	
  

EvoluAon	
  of	
  magneAzaAons	
  in	
  «	
  phase	
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  »	
  



Epoch	
  50	
  

MagneAzaAons	
  of	
  a	
  TAP	
  machine	
  during	
  learning	
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Impossible d'afficher l'image. Votre ordinateur manque peut-être de mémoire pour ouvrir l'image ou l'image est endommagée. Redémarrez l'ordinateur, puis ouvrez à nouveau le fichier. Si le x rouge est toujours affiché, vous devrez 
peut-être supprimer l'image avant de la réinsérer.
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  A.	
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  F.	
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  2017)	
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  in	
  «	
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Epoch	
  100	
  	
  

MagneAzaAons	
  of	
  a	
  TAP	
  machine	
  during	
  learning	
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Impossible d'afficher l'image. Votre ordinateur manque peut-être de mémoire pour ouvrir l'image ou l'image est endommagée. Redémarrez l'ordinateur, puis ouvrez à nouveau le fichier. Si le x rouge est toujours affiché, vous devrez 
peut-être supprimer l'image avant de la réinsérer.
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  2017)	
  

EvoluAon	
  of	
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  in	
  «	
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1	
  –	
  TAP	
  formalism	
  to	
  define	
  TAP	
  machines	
  	
  
•  DeterminisQc	
  model	
  inspired	
  by	
  Boltzmann	
  Machines	
  

•  Endowed	
  with	
  a	
  tractable	
  training	
  algorithm	
  

•  Acheiving	
  similar	
  quality	
  of	
  training	
  than	
  CD	
  

•  Providing	
  new	
  ways	
  of	
  monitoring	
  learning	
  	
  
(TAP	
  likelihood,	
  magneQzaQons)	
  
	
  

2	
  -­‐	
  An	
  applicaAon	
  of	
  TAP	
  machines	
  to	
  Bayesian	
  inference	
  

Mean-­‐Field	
  Framework	
  for	
  Unsupervised	
  Learning	
  	
  



Learning	
  complex	
  structured	
  priors	
  	
  
for	
  compressed	
  sensing	
  (CS)	
  

Bayesian	
  inference	
  problem	
  
	
  
	
  
	
  
Machine	
  learning	
  construcAon	
  of	
  priors	
  for	
  Bayesian	
  inference	
  

•  Learn	
  an	
  RBM	
  from	
  data	
  samples	
  to	
  esQmate	
  underlying	
  P0	
  
•  But	
  for	
  an	
  RBM	
  P0(x)	
  is	
  intractable	
  	
  
•  Resort	
  instead	
  to	
  a	
  MF	
  latent	
  variable	
  model	
  	
  

	
  
Prior	
  learning	
  for	
  compressed	
  sensing	
  

wi ⇠ N (0,�)

M << N

RNRM

RM⇥N

y = Fx+w

P (y|x)x

y

P (x|y) / P (y|x)P0(x)

observable	
  
noisy	
  measurement	
  

observaQon	
  

Learn	
  to	
  locate	
  the	
  non-­‐zero	
  
entries	
  of	
  x	
  with	
  a	
  TAP	
  machine	
  
for	
  the	
  reconstrucQon	
  ?	
  

sparse	
  



Learning	
  the	
  support	
  of	
  MNIST	
  digits	
  for	
  CS	
  
	
  

	
  

	
  	
  Priors	
  tested	
  

(a)  Gauss-­‐Bernouli	
  i.i.d.:	
  

(b)  Gauss-­‐Bernoulli	
  non-­‐i.i.d.:	
  

(c)	
  	
  	
  	
  NMF	
  latent	
  graph.	
  model:	
  

(d)  TAP	
  latent	
  graph.	
  Model:	
  

	
  

Factor	
  graph	
  representaAon	
  of	
  posterior	
  
	
  Fully	
  factorized	
  priors	
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  Rangan	
  et	
  al.	
  2011)	
  
Binarized	
  	
  
MNIST	
  	
   (E.Tramel,	
  A.	
  Drémeau,	
  F.	
  Krzakala	
  J.	
  Stat.	
  Mech	
  2016)	
  

MF	
  latent	
  variable	
  priors	
  
P (x|y) / P (y|x)P0(x)



An	
  efficient	
  way	
  to	
  incorporate	
  ML	
  to	
  CS	
  ?	
  

	
  (a)	
  	
  

(b)	
  

(c)	
  

(d)	
  	
  

(a)	
  	
  

(b)	
  

(c)	
  

(d)	
  	
  

(a)	
  	
  

(b)	
  

(c)	
  

(d)	
  	
  

(a)	
  	
  

(b)	
  

(c)	
  

(d)	
  	
  

Increasing	
  number	
  of	
  measurements	
  M	
  

	
  

	
  

	
  	
  
Priors	
  tested	
  
(a)  Gauss-­‐Bernouli	
  i.i.d.	
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1	
  -­‐	
  TAP	
  formalism	
  to	
  define	
  TAP	
  machines	
  	
  
2	
  -­‐	
  An	
  applicaAon	
  of	
  TAP	
  machines	
  to	
  Bayesian	
  inference	
  

•  Structured	
  prior	
  can	
  be	
  incorporated	
  thanks	
  to	
  MF/TAP	
  
inference	
  on	
  MF/TAP	
  machines.	
  

•  ReconstrucQon	
  is	
  possible	
  from	
  a	
  lot	
  fewer	
  measurements.	
  

3	
  – GeneralizaAon	
  to	
  arbitrary	
  variables	
  and	
  deep	
  networks	
  

Mean-­‐Field	
  Framework	
  for	
  Unsupervised	
  Learning	
  	
  



Log	
  –	
  likelihood	
  	
  
	
  
	
  
	
  
TAP	
  approximaAon	
  using	
  «	
  mean	
  »	
  and	
  «	
  variance	
  »	
  variaAonal	
  parameters	
  

This	
  again	
  recovers	
  Approximate	
  Message	
  Passing	
  algorithm	
  
	
  

	
  
	
  

`(✓|v⇤) = ln p✓(v
⇤) =

X

↵

ln

Z
dh↵P✓h

↵
(h↵)e

P
i Wi↵v⇤

i h↵ +
X

i

lnP✓v
i
(v⇤i )� lnZ✓

Generalized	
  Restricted	
  Boltzmann	
  Machines	
  

Arbitrary	
  conAnuous	
  priors	
  for	
  real	
  valued	
  units	
  

p✓(v,h) =
1

Z✓
ev

TWh
Y

i

P✓v
i
(vi)

Y

↵

P✓h
↵
(h↵)

mv = hvi, cv = hv2i � hvi2

mh = hhi, ch = hh2i � hhi2
FTAP(m

v, cv,mh, ch)

v 2 Rdv

h 2 Rdh

)

i	
  

	
  j	
  

v

h

W

vi

h↵

(E.Tramel,	
  M.G.,	
  A.	
  Manoel,	
  F.	
  Caltagirone,	
  F.	
  Krzakala	
  	
  arxiv.org/abs/1702.032602017)	
  



Training	
  conAnuous	
  TAP	
  machines	
  
	
  
Binary	
  hidden	
  	
  

Truncated	
  
Gaussian	
  visibles	
  

DistribuAons	
  CBCL	
  Faces	
  

	
  hα	
   h 

	
  	
  

v 
	
  	
  

W
α

Learned	
  weights	
   Marginal	
  means	
  Log-­‐likelihood	
  

P0(vi) = N (vi; ✓
v
i ,�

2
i ) 0vi1

P0(h↵) =
e✓

h
↵h↵

1 + e✓h
↵

mv = hvi`TAP(W, ✓h↵, ✓
v
i ,�

2
i |v)



EvoluAon	
  of	
  TAP	
  magneAzaAons	
  in	
  «	
  phase	
  space	
  »	
  
	
  

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Epoch	
  5	
  



EvoluAon	
  of	
  TAP	
  magneAzaAons	
  in	
  «	
  phase	
  space	
  »	
  
	
  

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Epoch	
  100	
  



EvoluAon	
  of	
  TAP	
  magneAzaAons	
  in	
  «	
  phase	
  space	
  »	
  
	
  

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Epoch	
  200	
  



EvoluAon	
  of	
  TAP	
  magneAzaAons	
  in	
  «	
  phase	
  space	
  »	
  
	
  

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Epoch	
  300	
  	
  



Epoch	
  500	
  

EvoluAon	
  of	
  TAP	
  magneAzaAons	
  in	
  «	
  phase	
  space	
  »	
  
	
  

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Isomap Dim. 1

Is
om

ap
D

im
.2

Data Points

Epoch	
  5	
  



Binary	
  model	
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  support	
  only	
  (BRBM)	
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Data	
  dependent	
  terms	
  becomes	
  intractable	
  because	
  of	
  direct	
  interacAons	
  
between	
  hidden	
  units	
  

•  log-­‐likelihood	
  

•  gradients	
  w.r.t.	
  trained	
  parameters	
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Deep	
  Boltzmann	
  machine	
  learning	
  

Usual	
  training	
  algorithm:	
  	
  
-­‐  NMF	
  approximaQon	
  of	
  data	
  dependent	
  terms	
  
-­‐  MCMC	
  approximaQon	
  of	
  second	
  term	
  

The	
  mean	
  field	
  framework	
  suggests	
  instead	
  the	
  consistent	
  scheme	
  
-­‐  TAP	
  approximaQon	
  of	
  data	
  dependent	
  term	
  
-­‐  TAP	
  approximaQon	
  of	
  second	
  term	
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Conclusion	
  &	
  PerspecAves	
  
•  TAP	
  equaAons	
  allow	
  for	
  new	
  unsupervised	
  learning	
  with	
  latent	
  variables	
  

–  New	
  way	
  of	
  monitoring	
  an	
  unsupervised	
  training	
  
–  New	
  way	
  of	
  using	
  ML	
  for	
  Bayesian	
  inference	
  

•  Mean	
  field	
  framework	
  deals	
  with	
  arbitrary	
  variables	
  and	
  architecture	
  

PERSPECTIVES	
  
•  Bayesian	
  inference	
  problems	
  with	
  very	
  meaning	
  full	
  priors	
  ?	
  
•  Further	
  analyQcal	
  analysis	
  of	
  the	
  TAP	
  machine	
  ?	
  Spectral	
  analysis	
  ?	
  

THANK	
  YOU	
  !	
  


