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Espace des configurations

» A alphabet fini, G un groupe de type fini (nombre fini de
générateurs).
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Sous-décalages

> (AG,G) est un systéme dynamique, le full-shift

» un sous-décalage est un sous-systéme de (AG, (‘5) :
(x c AC 6)
ol I'ensemble de configuration X est fermé et stable par &.

> X est un sous-décalage s'il existe un ensemble de motifs
interdits F tel que

X = {x € AG,| aucun motif de F n’apparait dans x}.
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Sous-décalages de type fini (SFT)
Sous-décalage de type fini (SFT) = on peut choisir |F| < oo
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Sous-décalages de type fini (SFT)
Sous-décalage de type fini (SFT) = on peut choisir |F| < oo
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538 SFT = ensemble de pavages par des tuiles de Wang



Trois grandes questions

» Probléeme du Domino : quels groupes ont probleme du
Domino décidable ?

» Apériodicité : quels groupes possédent un SFT fortement
apériodique ?

> Effectivité : quels groupes admettent un décalage effectif qui
n'est pas sofique?

4/38



Probleme du Domino d'un groupe G

Probleme du Domino : étant donné F fini, le SFT Xr est-il vide?
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Probleme du Domino d'un groupe G

Probleme du Domino : étant donné F fini, le SFT Xr est-il vide?

Le probleme du Domino est décidable pour
» 7, les groupes libres

P les groupes virtuellement libres

Le probleme du Domino est indécidable pour

72 (Berger 1964, Robinson 1971)

les groupes polycycliques non cycliques (Jeandel, 2015)
les groupes de Baumslag-Solitar (A. & Kari, 2013)

les groupes G1 x G, (Jeandel, 2015) (= le groupe de
Grigorchuk)

les groupes de surface (A., Barbieri & Moutot 2019)
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La conjecture du Domino

Conjecture

Le probleme du Domino est décidable pour G ssi G est
virtuellement libre.
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Conjecture

Le probleme du Domino est décidable pour G ssi G est
virtuellement libre.

Pourquoi ?

» On peut exprimer le probléeme du Domino en logique MSO
(Wang, 1961).

» Un groupe est virtuellement libre ssi son graphe de Cayley a
largeur arborescente bornée (Muller & Schupp, 1985).

P Les graphes de largeur arborescente bornée sont exactement
ceux avec MSO décidable (Kuske & Lorhey, 2005).

» Si un groupe n'est pas virtuellement libre, alors il posséde des
grilles de tailles arbitraires comme mineurs (Robertson &
Seymour, 1986).

» Ou sont ces grilles? Comment les coder dans un SFT ?



Apériodicité : définition
Si x € A%, son stabilisateur est
Stab(x) :={g € G| Gg(x) = x}.

Un sous-décalage X est fortement apériodique si toutes ses
configurations ont stabilisateur trivial.
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Apériodicité : définition
Si x € A%, son stabilisateur est
Stab(x) :={g € G| Gg(x) = x}.

Un sous-décalage X est fortement apériodique si toutes ses
configurations ont stabilisateur trivial.

Exemple sur Z? :
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Apériodicité : résultats
Résultats positifs :

» 79 pour d > 2 a un SFT fortement apériodique (Robinson
1971, Kari & Culik 1996)

» les groupes de surface, les groupes hyperboliques (Cohen,
Goodman-Strauss & Rieck 2017)

» les groupes Z2 x¢ H ol H a probleme du mot décidable
(Barbieri & Sablik 2019)
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Apériodicité : résultats
Résultats positifs :

» 79 pour d > 2 a un SFT fortement apériodique (Robinson
1971, Kari & Culik 1996)

» les groupes de surface, les groupes hyperboliques (Cohen,
Goodman-Strauss & Rieck 2017)

» les groupes Z2 x¢ H ol H a probleme du mot décidable
(Barbieri & Sablik 2019)

Obstructions :
» si G a au moins deux bouts, alors il n’a pas de SFT fortement
apériodique (Cohen 2017)
» si G a probléme du mot indécidable alors il n'a pas de SFT
fortement apériodique (Jeandel 2015)

Question

?
Un groupe G possede un SFT fortement apériodique ssi G a un

seul bout et probleme du mot décidable.
8/38



Effectivité : définition
> Un sous-décalage X C AC est sofique s'il existe Y C B¢ SFT

et ¢ : B¢ — AC continue et commutant avec & avec

X = ¢(Y).
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Effectivité : définition

> Un sous-décalage X C AC est sofique s'il existe Y C B¢ SFT
et ¢ : B¢ — AC continue et commutant avec & avec

X = ¢(Y).

» Un sous-décalage X C AC est effectif s'il existe F énuméré
par une machine de Turing avec oracle WP(G) tel que

X = Xg.
Exemple : Le sous-décalage
Xa={x€{0,1}° | #{g € G |xg =1} <1}

est toujours effectif.
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Effectivité : résultats

Groupes avec des effectifs non-sofiques (A., Barbieri & Sablik
2017) :

> ZZ : Xmirroir (FoIhore)
» WP(G) indécidable : X<;
» G moyennable : Xyinic

» G avec au moins deux bouts : Xgimic’
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Effectivité : résultats

Groupes avec des effectifs non-sofiques (A., Barbieri & Sablik
2017) :

> 72 Xnirroir (FoIhore)
» WP(G) indécidable : X<;
» G moyennable : Xyinic

» G avec au moins deux bouts : Xgimic’

Groupes ou tout effectif est sofique (Barbieri & Sablik 20217) :
» G; X Gy avec Gy et Gy non moyennables

Question
Sur quels groupes G tout effectif est sofique ?
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Contributions personnelles



Trois grandes questions

» Probléeme du Domino : quels groupes ont probleme du
Domino décidable ?

» Apériodicité : quels groupes possédent un SFT fortement
apériodique ?

> Effectivité : quels groupes admettent un décalage effectif qui
n'est pas sofique?
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Contributions personnelles

» Probleme du Domino :
> (A. & Kari 2013) : indécidable pour les BS(m, n)
> (A., Barbieri & Moutot 2019) : indécidable pour les groupes
de surface
> (A., Esnay & Sablik 2020) : version avec contrainte
directionnelle indécidable sur Z?
> Apériodicité :
> (A. & Kari 2013) : SFT faiblement apériodique pour les
BS(m, n)
» (A. & Schraudner 2020) : SFT fortement apériodique pour les
BS(1,n)
> Effectivité :
> (A., Barbieri & Sablik 2017) : décalage effectif pas sofique
pour les groupes moyennables, avec au moins deux bouts ou a
probléme du mot indécidable
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> (A. & Kari 2013) : SFT faiblement apériodique pour les
BS(m, n)
»> (A. & Schraudner 2020) : SFT fortement apériodique
pour les BS(1, n)

> Effectivité :
> (A., Barbieri & Sablik 2017) : effectif pas sofique pour les

groupes moyennables, avec ou moins deux bouts ou a
probléme du mot indécidable
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Graphes d'orbites de substitutions



Substitutions
oA A A= {0} A={a,b}

0~ 00 o(a) = aab
o(b) = ba
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Substitutions

o:A— A*

P : Z — 7 surjective croissante
(fonction parent)

w,w' € A%

o(w) =p ' siVi, o(wi) = w"P,l(i)
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o:A— A*

P : Z — 7 surjective croissante
(fonction parent)

w,w' € A%

o(w) =p ' siVi, o(wi) = w"P,l(i)

Mg = (mU) avec mj = \a(a;)\j

A={0} A ={a, b}
0~ 00 o(a) = aab
o(b) = ba
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Substitutions
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o:A— A*

P : Z — 7 surjective croissante
(fonction parent)

w,w' € A%

o(w) =p ' siVi, o(wi) = w"P,l(i)

Mg = (mU) avec mjj = \a(a;)\j
Si o est primitive (m;; > 0) :

s\ v.p.t.g. A> |p| V pvp. # A
»Jv e (RT)" t.q. Myv = Av

A= {0}
0+ 00

A={a, b}
o(a) = aab
o(b) = ba
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Graphe d’orbite
o : A— A* primitive et {(w', P;)},.; une orbite de o

On associe a l'orbite {(w’, P;)},., un graphe dont les sommets
sont Z2 :
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Graphe d’orbite
o : A— A* primitive et {(w', P;)},.; une orbite de o

On associe a l'orbite {(w’, P;)},., un graphe dont les sommets
sont Z2 :

Wwtl - >@-->@--+>0-->0->0-->0->0->0-->0- -~

avec
A T i i
P une aréte pointillée entre wj et Wity ;

P> une aréte étiquetée par k entre wj’-' et son kiéme enfant.
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Graphe d’orbite

®o--->0--->0--->0--->0--->0--->0--->0--->0
a b a a b b b c a
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Graphe d’orbite

®o--->0--->0--->0--->0--->0--->0--->0--->0
a b a a b b b c a

Graphe d’orbite et son dual
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Exemple 1: o(a) = a
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Exemple 1: o(a) = a
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Exemple 2 : o(a) = aa
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Exemple 2 : o(a) = aa

N A N A N A D

- bsda-Feteda-Feda]-~peda--=t4d0-F+ 1 2

Jda-1-=}:

m m m m m m m m m m m m m m m m
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pavage de H, par des pentagones
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Exemple 3 : o(a) = aab, o(b) = ba

18/38



Exemple 3 : o(a) = aab, o(b) = ba

18/38



Exemple 3 : o(a) = aab, o(b) = ba

I Y rl Y ,7 FI ¥ N I Y A )
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R |

pavage de Hy par deux tuiles a et b
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Superposition de graphes d'orbites

~Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Si o et ¢/ sont deux substitutions avec A\, \' > 1, alors on peut
coder un graphe d’orbite de ¢/ comme un SFT sur un graphe
d’orbite de o.
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~Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Si o et ¢/ sont deux substitutions avec A\, \' > 1, alors on peut
coder un SFT sur un graphe d’orbite de ¢/ comme un SFT sur
un graphe d’orbite de o.

combiné avec

Théoreme (Kari 2007)

Le probleme du Domino est indécidable sur les graphes d’orbites de
a > aa.

on obtient

Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Le probleme du Domino est indécidable sur les graphes d’orbites
d'une substitution o avec A > 1.



Application 1 : Probleme du Domino sur les groupes
de surface



Graphe de Cayley et graphe d’orbite (1)

Le graphe de Cayley G = (a, b, ¢, d | [a; b][c; d] = 1) s'obtient en
collant des octogones.
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Graphe de Cayley et graphe d'orbite (I1)

Il'y a en fait une substitution cachée dans le groupe!
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Graphe de Cayley et graphe d’orbite (I1)

Il'y a en fait une substitution cachée dans le groupe!

o(a) = ab°ab®ab®ab’ab*
o(b) = ab’ab’ab’ab’ab’ab*

avec A =174+12v2>1 .

Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Il existe un SFT sur G qui encode les graphes d’orbites de o.
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Probleme du Domino sur les groupes de surface
Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Le probleme du Domino est indécidable sur les graphes d’orbites
d'une substitution o avec A > 1.
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Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Le probleme du Domino est indécidable sur les graphes d’orbites
d'une substitution o avec A > 1.

Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)
Le probleme du Domino est indécidable sur les groupes de surface
de genre g = 2.
P Les groupes de surface de genre g > 2 sont commensurables.
» L’indécidabilité du probléme du Domino est un invariant de
commensurabilité.
Théoreme (A., Barbieri & Moutot 2019)

Le probleme du Domino est indécidable sur les groupes de surface
de genre g > 2.



Application 2 : Probleme du Domino et apériodicité
sur les groupes de Baumslag-Solitar BS(1, n)






Les groupes BS(1, n)

24 /38
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BS(1,n) := (a,t |t tat = a")

un relateur = probléme du mot décidable
moyennable

un seul bout

chaque feuille est un graphe d'orbite de a — aa
deux feuilles fusionnent toujours

forme normale élégante : t'a/t % avec i,k c Netn{j € Z



BS(1, n) plongé dans R?

On peut définir ® : BS(1, n) — R2 injective :

¢:<BS(1,n) — R2 )

tiat=* = (j-nl k—i)
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BS(1, n) plongé dans R?

On peut définir ® : BS(1, n) — R2 injective :

¢:<BS(1,n) — R2 )

tiat=* = (j-nl k—i)

g =tadt % = ®(g)-boite = ®(g) + [0, n~"T¥[x] — 1,0] C R?

L’ensemble des ®-boites d'une méme feuille de BS(1, n) forment
une partition de R?.
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Probleme du Domino pour a +— aa

Théoreme (Kari 2007)

Le probleme du Domino est indécidable sur les graphes d’orbite de
a > aa.

y4 r avecf(x)+£:%+r

n 2

Nombre fini de tuiles pour encoder f rationnelle affine par
morceaux.
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Adaptation sur BS(1,2)

Théoreme (A. & Kari 2013)
Le probleme du Domino est indécidable sur BS(1, 2).

; r avec f(x) 4+ (=822 4+ r
34! y2

Nombre fini de tuiles pour encoder f rationnelle affine par
morceaux.
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Adaptation sur BS(1, n)

Théoreme (A. & Kari 2013)

Le probleme du Domino est indécidable sur BS(1, n).
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n o Yn
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Des graphes d’orbites a BS(1, n)

Technique plus générale pour toute substitution o avec A > 1 :

SFT sur un
graphe d'orbite de o
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Des graphes d’orbites a BS(1, n)

Technique plus générale pour toute substitution o avec A > 1 :

SFT sur un SFT sur
graphe d’orbite de o (A. & Schraudner 2020) BS(1,n)

Applications :

Théoreme (A. & Schraudner 2020)

Le probléeme du Domino est indécidable sur BS(1, n).

Théoreme (A. & Schraudner 2020)
Il existe un SFT fortement apériodique sur BS(1, n).
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|dée de la construction (1)

On replie BS(1, n) dans R?, et on superpose un graphe d’orbite.
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|dée de la construction (1)

On replie BS(1, n) dans R?, et on superpose un graphe d’orbite.
Chaque g € BS(1, n) code le contenu de sa $-boite.

tl(b7j1 a, ’)
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|dée de la construction (II)

30/38

Intuition derriere I'alphabet

Xg = tl('? 5, )

Xg = tg(a, )

®(g)
o

=

a-tuile

xg = bo(a,.)
=
¢
®(g)

|




|dée de la construction (llI)
Regles locales pour dessiner des rectangles :

g
g - tied)
€\
Xg
Xg‘t
g g-a
el e
(b.J) [ (G N
xg = ti(b,j,a,i)
Xg-a :m2(avl’cak)

31/38
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|dée de la construction (llI)

Regles locales pour synchroniser les feuilles :

g-talt! g g-tat!

Xg = ml(a, I) = Xg.ta—1t—1 — m2(baj7 a, I)
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|dée de la construction (1V)

Regles locales pour coder la substitution :

avec 0(a) = a1 ... a4(a)|
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|dée de la construction (V)

Pourquoi ¢ca marche ?
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|dée de la construction (V)

34 /38

Pourquoi ¢ca marche ?
Sens facile : d'un graphe d'orbite vers BS(1,2)

Plus délicat : de BS(1,2) vers un graphe d'orbite
» chaque feuille de BS(1,2) code un graphe d'orbite

» ce sont tous les mémes !



Utilisation future des graphes d'orbites



Extensions HNN

G = (S| R) avec H, K deux sous-groupes deG isomorphes via
a: H— K. L'extension HNN relative a « est

Gua := (S, t | R, tht™1 = a(h) pour tout h € H).

ol t est une nouvelle lettre (pas dans S).
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Extensions HNN

G = (S| R) avec H, K deux sous-groupes deG isomorphes via
a: H— K. L'extension HNN relative a « est

Gua := (S, t | R, tht™1 = a(h) pour tout h € H).
ol t est une nouvelle lettre (pas dans S).

Exemples : G = Z avec
> H=K =2Z avec o = Id
= Gy = 72
» H=nZ, K =7 avec a(n- k) = k pour tout k € Z
= G.q = BS(1,n)
» H=nZ, K=mZ avec a(n- k) = m- k pour tout k € Z
= Gy = BS(m, n)

35/38



Groupes a un relateur
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Groupes a un relateur

G=(R|r)

(Freiheitssatz de Magnus, 1932)
= G =(S',t|r,t  ht = a(h) pour tout h € H)
= (" [ )sa

avec H sous-groupe de (R’ | ') et |¥'| < |r|
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Graphes d'orbites et groupe a un relateur

Travail en cours avec B. Hellouin et J. Esnay :

(S| R)sa = (S, t | R, t71ht = a(s) pour tout h € H)
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Graphes d'orbites et groupe a un relateur

Travail en cours avec B. Hellouin et J. Esnay :

(S| R)sa = (S, t | R, t71ht = a(s) pour tout h € H)

» Indécidabilité du probléme du Domino?

» Existence de SFTs apériodiques?

pour les groupes a un relateur.
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Trois grandes questions :

» Probléme du Domino
> Apériodicité
» Effectivité

38 /38



Conclusion

Trois grandes questions :
> Probléeme du Domino
> Apériodicité
> Effectivité

Interpréter les constructions classiques de théorie combinatoire
des groupes en terme de régles locales pour mieux comprendre
les décalages sur des groupes.

38 /38



	Trois grandes questions
	Graphes d'orbites de substitutions
	Superposition de graphes d'orbites
	Application 1: Problème du Domino sur les groupes de surface
	Application 2: Problème du Domino et apériodicité sur les groupes de Baumslag-Solitar BS(1,n)
	Utilisation future des graphes d'orbites
	Conclusion

