Stage de M2, ENS Lyon 2007/2008

Stabilité de classes de sous-shifts par facteurs et sous-actions

Nathalie AUBRUN
Sous la direction de Mathieu SABLIK

Stage réalisé au CMI
LATP - Marseille



Table des matiéres

Introduction

1 Les sous-shifts :

définitions et outils d’analyse

1.1 Définition topologique . . . . . . . . . L
1.2 Sous-shift défini par exclusion de motifs . . . . . . .. ... oL oo
1.2.1 Deéfinition et exemple . . . . . . . ..
1.2.2  Sous-shiftsde type fini . . . . . . . ...
1.2.3 Cas particuliers de SFT : automates cellulaires et machines de Turing . . . . . . .
1.3 Langage d'un sous-shift . . . . .. .. .. ..
1.3.1 Définitions . . . . . . .. e
1.3.2 Propriétés du langage d’un sous-shift . . . . . ... ... oo 0oL
1.4 Sous-shift défini par substitution . . . . . ... ... L oL oL
1.4.1 Définition et lien avec les SFT . . . . . . . . . .. ..o
1.4.2 Exemple de la substitution s, . . . . . ... ... o Lo
1.4.3 Construction d’espaces de calcul . . . . . .. ... .o oL

2 Sous-shifts, sous-actions et facteurs

2.1 Facteur d'un sous-shift . . . . . . . . . ..o
2.1.1 Définition et exemples . . . . . . . . .. e
2.1.2  Sous-shift sofique . . . . . . .. L

2.2 Sous-action . . . . . ..
2.2.1 Définition . . . . . . ..
2.2.2  Sous-shifts récursivement énumérables . . . . . . . . .. ... ... ... ...

3 Cloture de classes des sous-shifts

3.1 Opérations et clotures . . . . . . . . . . L e e e
3.2 Traduction de résultats en terme de cloture . . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.3 Unordre sur les langages . . . . . . . . . . . L e
3.4 Théoréeme de cloture . . . . . . . . . L e
3.4.1 Inclusion directe . . . . . . . . e e
3.4.2 Inclusion réciproque . . . . . . . ...

Conclusion

15
15
16
16
17
17
17

21



Introduction

Les sous-shifts sont des objets utilisés pour modéliser les systémes dynamiques discrets. Lors de ce
stage je me suis intéressée aux sous-shifts multi-dimensionnels qui sont des objets encore mal compris.

Un systéme dynamique discret (X, F') consiste en un ensemble de configurations X (appelé l'espace
des phases) dont ’évolution au cours du temps est donnée par une fonction F' : X — X. Chaque
configuration initiale zp € X décrit une trajectoire (x,)nen dans lespace, ou x,, = F™(xg) pour tout
n € IN. Pour étudier ces trajectoires, il est pertinent pour simplifier le probléme de discrétiser 1’espace
en se donnant un recouvrement fini de fermés X = J;=; 4;. En notant A I’alphabet fini {A,,..., A,},
on s'intéresse alors & I'ensemble ¥ = {(x,,) € AN/Ixr € X,Vn € N, F"(z) € A; = =z, = A;} qui posséde
les propriétés topologiques intéressantes : c’est un ensemble fermé et stable par le décalage o.

Ces deux propriétés caractérisent complétement ce type d’ensembles, qu'on appelle des sous-shifts.
L’étude de tels systémes a donné naissance & un nouveau domaine : la dynamique symbolique. Par
analogie avec ce qui précéde et qui concerne la dimension 1, en dimension supérieure on parle de sous-shift
multi-dimensionnel pour une partie fermée et stable par décalage de AZd, ou A est un alphabet fini. Les
sous-shifts ont ainsi a 'origine une définition topologique mais il existe d’autres définitions équivalentes
plus combinatoires. Une maniére naturelle de définir un sous-shift est de donner son langage, c’est-a-dire
I'ensemble des motifs qui apparaissent dans ses configurations. Cette définition posséde I'avantage de
donner la liste exhaustive des motifs autorisés; en contrepartie un tel ensemble de mots doit répondre &
certaines exigences (étre prolongeable et stable par sous-motif) ce qui le rend difficile a exploiter. Comme
nous le verrons une autre définition possible, plus utilisable dans la pratique, est celle par exclusion de
motifs. Si F' est un ensemble de motifs le sous-shift associé est :

Xrp={ze€ AZd/Vm € F,m n’apparait pas dans x}

N’importe quel sous-shift peut étre défini de cette maniére ; en imposant a I’ensemble des motifs interdits
F d’étre fini, on se restreint a la classe des sous-shifts de type fini (SF'T).

En dimension 1, la classe des SFT a beaucoup été étudiée et est trés bien comprise, notamment grace
a certains outils de l'informatique théorique. On sait par exemple que le probléme du sous-shift vide
Xp = (07 pour un SFT est décidable [LM95]. De plus les SFT sont exactement les sous-shifts dont le
langage est reconnu par automate local [Bea93]. Ce point de vue appelle d’autres questions, comme
par exemple chercher & caractériser de maniére simple la classe définie par un reconnaisseur de langage
(automate fini, automate a pile, machine de Turing, ...). Dans le cas des automates finis cette classe est
connue,’est la classe des sous-shifts sofiques que ’on obtient par facteur d’'un SFT [LM95].

Dans le cas multi-dimensionnel les choses se compliquent. En dimension 2 un SFT peut étre vu
comme un pavage, et le probléme Xp = (7 devient alors indécidable [Ber66] puis [Rob71]; de plus on
ne sait pas définir ’équivalent des automates finis sur des motifs a plusieurs dimensions. Cependant les
récents travaux d’Hochman [HMO7] et [Hoc07b| ouvrent de nouvelles perspectives en étudiant en plus
des facteurs une nouvelle opération dynamique propre & la dimension supérieure, la sous-action.

Aprés avoir rappelé dans une premiére partie les différentes définitions des sous-shifts et exposé
quelques unes de leurs propriétés, on étudiera en détail dans la deuxiéme partie du rapport ces deux
opérations sur les SFT. A travers des contre-exemples on verra notamment que la classe des SFT n’est
stable par aucune de ces opérations, mais que 1’on peut exhiber des classes stables les contenant : celles
des sofiques pour le facteur et celle des sous-shifts récursivement énumérables (dont ’ensemble des motifs
interdits est un langage récursivement énumérable) pour la sous-action.

Hochman montre [Hoc07b] que tout sous-shift RE de dimension d s’obtient & partir d'un SFT de
dimension d + 2 & l’aide de facteurs et de sous-actions. Derriére ce résultat apparait I'idée de simulation
d’un sous-shift par un autre, dans laquelle la notion de simulation dépend des opérations que ’on autorise.
Car en plus des facteurs et sous-action, il existe d’autres opérations dynamiques tout aussi naturelles :
produit, type fini (intersection avec un SFT), superposition (pour augmenter la dimension) et injection.

La troisiéme partie du rapport est consacrée a I’étude des cloture de certaines classes par ces opéra-
tions. A partir d’un sous-shift initial, on cherche & déterminer les sous-shifts obtenus en appliquant un
nombre fini d’opérations choisies parmi celles citées précédemment. Nous verrons que certains résultats
déja connus s’expriment de maniére simple avec ce formalisme. La cloture permet aussi de définir un



ordre sur les sous-shifts : on note ¥ <,, ¥’ si on peut transformer ¥’ en ¥ en un nombre fini d’opéra-
tions contenues dans op. Comme on le verra, ’ensemble des diagrammes espace-temps générés par un
automate cellulaire est un SFT bi-dimensionnel. Dans ce cas I'utilisation de cette notion de simulation,
pour certaines opérations, correspond a la notion de groupage introduite par [MR99, 01102, The05] pour
I’étude des automates cellulaires.

Le principal résultat de ce rapport établit une correspondance entre ’ordre sur les sous-shifts donné
par les opérations de produit, facteur, sous-action, superposition et type fini et un ordre < sur les langages
défini par les machines de Turing & semi-oracle (version modifiée des machines de Turing a oracle). Plus
précisément, on montre les sous-shifts obtenus pour les opérations précédentes appliquées a un sous-shift
X sont les sous-shifts X,/ tels que £ < L.

1 Les sous-shifts : définitions et outils d’analyse

1.1 Deéfinition topologique

Soit A un alphabet fini. On s’intéresse ici & des coloriages du réseau Z% par I’ensemble A, aussi
appelés configurations. L’ensemble AL des configurations, muni de la topologie produit est compact,
métrisable et totalement discontinu.

On définit le décalage o comme 1’action naturelle de Z? sur I’espace des configurations, otl un vecteur
u € Z4 agit sur AZ* par décalage via le morphisme o, : ALY 5 AZ* défini par :

d
0w ()i = x4, pour tout i € AL

Six e Azd est une configuration et $ C 7% un ensemble de coordonnées, la restriction de = & $ notée
xg est un élément de A% tel que :
Yu €3, (25)y = Tu.

On munit A% de la distance suivante :

d(w,y) = 27 MAnEN/Tpga PY( e}

avec laquelle on définit une topologie équivalente & la topologie produit.
Si § est un sous-ensemble fini de AZ" et m € A%, on appelle cylindre relatif & m I'ensemble :

[m] ={z € AZd/xg =m}.

Les cylindres sous des ouverts-fermés.
. ) i d s e 1 PP
Un sous-shift est un sous-ensemble fermé et stable par le décalage o de A%". 1 s’agit d’une définition
topologique, nous allons voir qu’il en existe d’autres plus combinatoires.

1.2 Sous-shift défini par exclusion de motifs

On donne ici une définition équivalente qui sera celle qu'on utilisera le plus dans la suite. Un sous-
shift peut étre vu comme un ensemble de configurations dans lesquelles n’apparaissent pas certains motifs
interdits. Un cas particulier important est celui des sous-shifts de type fini, lorsque I’ensemble des motifs
interdits est fini.

1.2.1 Définition et exemple

Si $ C Z? est un ensemble fini, on dit que m € A® est un motif et $ est le support du motif m,
noté supp(m). On dit qu’un motif m apparait dans z € AL il existe i € Z9 tel que x4 = m et on
note m C z. De la méme fagon si m et m’ sont deux motifs, on dit que m est un sous-motif de m’ si
supp(m) C supp(m') et Vi € supp(m), m; = m) et on note m C m/.

On aura besoin de la suite de la notion d’inclusion stricte : on dit qu'un ensemble fini I C Z¢ prolonge
un ensemble fini J C Z? dans toutes les directions si Vu € J,Vi € {1,...,d}3u’,u” € I tels que v’ = u+e;
et u”’ = u — e;, ol e; est le 1™ vecteur de la base canonique de Z%. On note m C m’ si m T m/ et que
supp(m’) prolonge supp(m) dans toutes les directions.



Si F' est un ensemble de motifs, on définit le sous-shift associé a F par
Xrp={ze€ AZd/Vm € F,m n’apparait pas dans x}.

En écrivant cette définition a ’aide des cylindres on a :

Se= ) ) o“(md) = () () @ @) =4\ |J U o(mi)

meF yeZd meF yeZd meF yezd

Cette écriture permet de retrouver facilement la définition topologique : la stabilité par le décalage o
apparait clairement, et I’ensemble Xz est fermé comme intersection de fermés.

Exemple Sur I'alphabet A = {D, .}, un exemple d’ensemble de motifs interdits et une configuration

du sous-shift ainsi défini :

n ’ E ’ ﬂ ’ u

Remarque L’ensemble F' n’est pas unique. Dans ’exemple précédent il suffisait d’interdire :

SRy M

pour obtenir le méme sous-shift. Il faudra avoir cette remarque en téte lorsqu’on définira des sous-shifts
avec des propriétés particuliére sur I’ensemble des motifs interdits.

1.2.2 Sous-shifts de type fini

On peut imposer des conditions a l’ensemble des motifs interdits pour définir des classes de sous-
shifts. On dit qu’un sous-shift 3 est de type fini (SFT) s’il existe un ensemble fini de motifs F' tel que
¥ = Xp.

Pour simplifier les raisonnements on remarquera les propriétés suivantes :

— on peut choisir tous les motifs interdits de méme support élémentaire ;

— il est équivalent de se donner un ensemble fini de motifs autorisés ;

— il est équivalent de se donner un ensemble fini de tuiles et un ensemble de régles d’adjacence sur

ces tuiles;

~siX=XpC AZY ot ¥ = Xpr C B%* sont deux SFT de méme dimension, alors Xpy pr C (AXB)Zd

est aussi un SFT.
Cette derniére propriété peut étre vue comme un résultat de stabilité de la classe des SF'T par 'opération
produit. On reviendra sur cette opération dans la troisiéme partie.

Les SEF'T joueront dans la suite un role important. D’abord parce que leur description par exclusion
de motifs est simple, on peut facilement construire des exemples méme en dimension 2. Ensuite ce sont
des objets trés bien compris en dimension 1, on peut donc s’inspirer de résultats déja connus pour essayer
de les étendre a la dimension supérieure.

On verra aussi qu’il permette de faire le lien avec d’autres domaines d’étude, comme celui des auto-
mates cellulaires.



1.2.3 Cas particuliers de SFT : automates cellulaires et machines de Turing

Une machine de Turing est un modéle de calcul que l'on peut facilement simuler avec un SFT de
dimension 2 : une dimension représente 1’espace de travail et la seconde le temps de calcul. De la méme
fagcon un automate cellulaire de dimension d peut étre simulé par un SFT de dimension d + 1.

Automates cellulaires Soit Q un ensemble d’états et V C Z? un ensemble fini (voisinage de la
fonction de transition). Un automate cellulaire est la donnée d’une fonction locale f : oY 5 Qa partir

de laquelle on construit une fonction globale F' : Q%" — Q%" définie par :
va € Q% u € 24, (F(2))u = f(xurv)
On peut représenter un automate cellulaire par ’ensemble fini des régles locales qui le définissent :
R ={(m,y) € Q¥ x Q/f(m) = y}

Le sous-shift ¥ = Xgv,o\r C QL'XN gt 'ensemble des diagrammes espace-temps de l'automate
cellulaire F'.

Remarque Ici on définit un sous-shift non pas sur Z4+! mais sur un demi-espace Z¢ x N puisque le
temps ne s’écoule que dans un sens. Pour définir un automate cellulaire comme un sous-shift sur ’espace
tout entier, on a deux solutions :

— se limiter aux automates surjectifs. Ainsi chaque configuration posséde au moins un antécédent
par F, et le SFT décrit précédemment correspond a ’ensemble des diagrammes espace-temps.
Inconvénient : tous les automates cellulaires ne sont pas surjectifs.

— interdire le méme ensemble de motifs que sur Z¢ x N. On obtient tous les diagrammes espace-temps
des configurations de I’ensemble limite de 'automate : Ap = (), en ¥ "(AZJ), qui est le plus grand
ensemble sur lequel F' est surjective. Inconvénient : on perd tous les diagrammes espace-temps des
configurations qui ne sont pas dans ’ensemble limite.

Question : Quelles propriétés vérifiées par les automates cellulaires le sont aussi par les SFT ?

Machines de Turing Une machine de Turing est un septuplet (Q, %, T, go, 0, F)) ot :

— @ est un ensemble fini d’états; g € @ est 1’état initial

— X et I' sont deux alphabets finis avec ¥ C T’

— ¢ T est le symbole blanc

—0:QxT = Q xT x{+,.,—} est la fonction de transition

— F C @ est 'ensemble des états finaux.
De méme que pour les automates cellulaires, on va coder la machine de Turing par son ensemble de régle.
Par exemple la régle 6(q1, z) = (g2, y, <) sera codée par le motif :

/

(g2, 2) y |z
z (q1,2) | 2

et si gy est un état final, alors la machine arréte son calcul ce que I'on traduit par le motif :

!

(Qfa $)
(va l‘)

Z/

Avec cette construction on n’est pas str que les calculs que I’on simule soient effectivement des calculs
de la machine de Turing, tout simplement parce qu’il peut y avoir plusieurs tétes de lecture en paralléle.
On peut aussi imaginer des configurations qui représente un calcul sur un mot d’entrée infini, ou tout
simplement une configuration qu’il est impossible de faire apparaitre avec un calcul sur une entrée valide.

Pour remédier & ces problémes, il suffit de donner un cadre de calcul & la machine. On peut par
exemple utiliser un second SFT permettant de construire des rectangles, et utiliser 'opération produit
pour le superposer au sous-shift défini par les régles de la machine de Turing. On ajoute ensuite des motifs
interdits pour placer une téte de lecture sur le coin inférieur gauche de chaque rectangle, et interdir les
tétes de lecture sur le reste de la base.



Exemple : Un calcul dans un rectangle 8 x 5 d’une machine de Turing reconnaissant le langage
{a"b™,n € N}.

? ? ?
A a (q2,a) B bbbt
A a a (qr,b) [b|b| 8|4

? A a (q1,a) b bbbt ?
A [(qg,0)| a RREREE
(q0,a0) | @ a b |b|b|f|¢f

? ? ?

Comme on peut le voir sur 'exemple, sans aucune condition sur les rectangles le résultat n’est pas
satisfaisant puisqu’on n’est pas str d’avoir des espaces assez grands pour finir les calculs. On verra dans
la partie 1.2.4 comment construire une partition du plan contenant des rectangles aussi grands qu’on le
souhaite.

1.3 Langage d’un sous-shift

On s’interesse ici aux motifs qui apparaissent dans un sous-shift. On appelle cet ensemble le langage
du sous-shift, et on s’inspire de ce qui est fait en dimension 1 pour le définir en dimension supérieure. Le
langage d’un sous-shift posséde la propriété suivante : son complémentaire est le plus grand (au sens de
Pinclusion) ensemble de mots interdits qui définit le sous-shift.

1.3.1 Définitions

Pour tout n € N, on appelle $¢ = [-n;n]? le support élémentaire de taille n. S’il n’y a pas
d’ambiguité sur la dimension, on notera simplement $,,. Un motif de support $¢ sera appel¢ motif
élémentaire. On appelle £% = U AlEmn? Pensemble de motifs élémentaires de dimension d. Soit ¥ C

neN
AZ" un sous-shift. On appelle £,,(3) I'ensemble des motifs de support $¢ qui apparaissent dans ¥, et
on note L£(X) = U L,(X) le langage de ¥ qui est ’ensemble des motifs élémentaires qui apparaissent

neN
dans .

1.3.2 Propriétés du langage d’un sous-shift

Proposition 1 Soit ¥ un sous-shift de dimension d, alors ¥ = Xy (xye o L(X)¢ est le complémentaire
de L(X) dans £°.

En d’autres termes, le complémentaire du langage d’un sous-shift est le plus grand ensemble de motifs
interdits élémentaires qui le caractérise.

Démonstration

e Siz € ¥ alors, comme £(X) contient tous les motifs élémentaires appaissant dans ¥, tous les motifs
élémentaires de x sont dans £(X) soit 2 € Xz(x)e. On a bien ¥ C X (x)e.

e Réciproquement soit z € X (3)° alors tout motif élémentaire qui apparait dans x est dans £(X).
En particulier pour tout n € N, zg, € £(X) d’ou Iz, € ¥ tel que (z,)|s, = zs,. On a z, — z, et
comme Y est fermé x € X.[J

Voyons & présent comment construire un sous-shift & partir d’'un langage. Soit £ C £ un langage. On

dit que L est stable par sous-mot élémentaire si :

VmeL,sim'c¢Eetm Tm=m'cL.

On dit que L est prolongeable si :
Yme L£,3Im' € L,mEm.

Ces deux propriétés caractérisent les langages qui sont des langages de sous-shifts :



Proposition 2 Soit £ C £%. L est le langage d’un sous-shift si et seulement si L est prolongeable et
stable par sous-mot élémentaire.

Démonstration
e Soit £ = L(X) le langage d’un sous-shift. Si m € £ et m’ C m, alors il existe z € X tel que m C z,
et donc a fortiori m’ C z. Ainsi m’ € L, c’est-a-dire que L est stable par sous-mot élémentaire.
D’autre part si m € L tel que m € L,(¥), il existe # € X tel que z[[_p;,j¢ = m. On pose
m' = z[[_(n41);n41]¢- Alors m C m’ et m’ € L donc L est prolongeable.
e Soit £ C £ un langage prolongeable et stable par sous-mot élémentaire. On considére ¥ = X e ;
montrons que £ = L(X).
~ Sime L(X),alors mC x € Xzc donc m ¢ L¢i.e. m € L. On a bien L(X) C L.
— Sim € L, alors il existe un entier n tel que m € A= Comme le langage L est prolongeable,
il existe m; € Al D)int 117 4 £ ge] que m C m;y. En itérant le procédé, on construit une suite
(mg)gen d’éléments de L telle que m T mq T --- T my C Mgy C ... Notons 2, un élément
de AZ" tel que (7x)ls,,, = mg. Par compacité il existe ¢ une extraction telle que (z4(x))reN
converge ; on appelle x = lim x4y, montrons que x € X. Soit m’ un motif qui apparait dans .
Alors 3k € N tel que m’ C my, donc m’ ¢ L. On a bien z € ¥ donc m est autorisé dans 2
c’est-a-dire £ C £(X).00

1.4 Sous-shift défini par substitution

Dans cette partie on se limite au cas de la dimension 2. Une maniére simple de construire un ensemble
de motifs est de partir des lettres de 'alphabet A (motifs élémentaires les plus simples) et de remplacer
chaque lettre par un motif fixé non linéaire. Une telle transformation s’appelle une substitution et permet
par itération de construire des motifs aussi grands qu’on le souhaite.

1.4.1 Définition et lien avec les SFT

On appelle substitution s un ensemble fini de régles de substitution de la forme :

L1 .- Tkk
a a,T;; € A

T1,1 e T1k

chaque régle étant unique pour une lettre de I’alphabet donnée. C’est donc une fonction s : 4 — A
ot Fy, = [1;k] x [1;k]. On peut étendre naturellement s en une fonction s” : A — Afw< En partant
d'une lettre située en (1,1) € Z? et en appliquant successivement s, sk, s¥" " on obtient une suite de
motifs dans A+ pour i = 0...n. De tels motifs sont appelés des s—motifs. Le sous-shift ¥, défini par

la substitution s est
Ys={ze .AW/ tout motif fini de = apparait dans un s — motif}
On définit so : s — X de la fagon suivante : so(z) est obtenu en appliquant la substitution s a
(

chaque lettre de @ : (800 (7))y = (8(2yr))ur ot u' € 72 et u” € Fy, sont tels que u = ku' +u” (v et u”
sont uniques).



Soo(T)

s(p) s(p)

Proposition 3 [Moz89] x € Xy si et seulement s’il existe y € X5 tel que x = so0(y). Si un tel y est
unique pour tout x, on dit que la substitution s est a dérivation unique.

Un exemple de substitution, utilisé par Hochman dans [HMO07], qui servira dans la suite est le suivant.
On se place sur 'alphabet {o, e}. Pour tout entier n la substitution s, est donnée par :

o o o o o °
° o ° o

o et o
o o o o

ou les motifs sont de taille n x n. On appelle 3, le sous-shift défini par la substitution s,.

Proposition 4 Pour tout entier n, il existe un SFT ¥, et un morphisme lettre & lettre T1, tel que

2, =1,(%,).

Ce résultat est en fait la conséquence d’un théoréme beaucoup plus général dit & Mozes (théoréme
4.5 de [Moz89]) : la conclusion reste vraie pour toute substitution a dérivation unique.

1.4.2 Exemple de la substitution s,

On étudie plus en détails la substitution ss.

o O
o et o —
® O

La simplicité de ce systéme (alphabet avec seulement deux éléments) permet de le décrire totalement :
si w € Yo alors on sait exactement comment sont distribués les o et les e.

Proposition 5 Si w € 3y, on note E(w) = {u € Z*/w,, = o}. Alors & une translation prés on a :

Ew)=E=|J@Z+2"") x (2"Z+2""")
n=1

Démonstration On construit la suite définie par ag = e et ay,as,...,a,,... est la suite de motifs
obtenue en appliquant la substitution sy a ag.

On commence par calculer le nombre de e et de o dans a,; on note ces deux quantités b, et c,
repsectivement. Comme chaque e de a,, donne deux e dans a, 1 et que chaque o de a,, donne un e dans
an+1, o1 a les relations suivantes :

- b, +c, =4"

- anrl = 2bn +cn



n—1
desquelles on déduit b, = Z L
k=0

Revenons a la démonstration du résultat. Il suffit de montrer que {u € Fyn/(an), = ¢} = EN
Fyn, puisque par définition du sous-shift tout motif autorisé apparait dans un s-motif. On raisonne par
récurrence sur n :

— pour n = 1 c’est évident d’aprés la régle de substitution ;

— supposons que {u € Fon /(ap), = o} = ENFan. Ou seront placés les e dans a,11 ? Pour un e donné

on a deux cas possibles :

— soit il provient de la dérivation d’un e en position (2ka+2k_1, 2kb+2k_1) avec 0 < a,b < on—k_1
et 0 < k < n—1dans a,; il est alors situé¢ en (2.(2%a + 2¢71) + 1,2.(2%p + 28-1) + 1) €
((2Z + 1) x (2Z + 1)) N Fynt1 ouen (2.(28a+2F"1) +2,2.(2kp+28-1) +-2) = (4.(2F1a+2F72) +
2,4.(281h + 2572) 1 2) € (4Z +2) x (4Z +2)) N Fynta.

— soit il provient de la dérivation d’un o en position (a,b) dans a, ; il est situé en (2a+1,2b+1) €
(2Z +1) x (2Z 4+ 1)) N Fyn+1.

Dans tous les cas un e de a,41 est situé sur le réseau £ N Fya+1. A nouveau un raisonnement par
n

récurrence permet de montrer que |E N Fynt1| = Z 4k = bn41. Ainsi les e qui apparaissent dans

k=0
an+1 sont situés exactement sur ce réseau, ce qui achéve la récurrence.[]

De la méme fagon on peut montrer que pour la substitution s, avec p premier, ’ensemble E défini
de maniére analogue s’écrit a une translation preés :

oo p—1
E=JU®Z+kp" ") x (" Z+kp"")
n=1k=1

1.4.3 Construction d’espaces de calcul

Dans cette partie on explique comment utiliser les substitutions s, pour construire un pavage non-
périodique qui permettra de résoudre le probléme des espaces de calcul pour machines de Turing. Pour
cette construction on utilisera les sous-shifts Yo et X3.

Si % C A% est un sous-shift, on appelle ©(" le sous-shift défini par :

M = (o € AL /3y € B,Y(i,5) € B, 245y = Yij—i) }

Cela revient a décaler toutes les configurations du sous-shift 3 de la maniére suivante :

Y (1)

On notera que si ¥ est un SFT, alors (") est aussi un SFT (il suffit de décaler les motifs interdits de ¥
pour obtenir ceux de X(M).

Une conséquence de la structure de I’ensemble E est la suivante : on peut toujours trouver, sur une
méme ligne ou une méme colonne dans ¥, ot les symboles ® apparaissent de facon p"-périodique pour
tout entier n.

Autre conséquence : si sur une méme ligne (ou une méme colonne) on a deux symboles e & distance
p™, alors sur une autre ligne (ou une autre colonne) on a deux symboles ® & distance p"*!. Si maintenant



Q)
p

on regarde Y, ', les décalages synchronisent les colonnes de fagon a ce que les o s’alignent comme sur le

dessin :
Dans ¥, :
P Dans 2;“ :
Pl
N pn—l -1
]
o)
o Pl '
pn_l : pn+1_1 ~ : pn+1_1
) (0]
© [} o
[ ] )
[e)
o)
n—1
: pn—l -1 p
~—~ .
pr—1-1 o
° °
[ )

On se place dans 'espace Z° = Ze, @ Zey @ Zes et on construit les SFT Wy et W5 C {o, 0}Z3 définis
par :
Vk € Z,x‘zzx{k} S Zg)

eWy, &
x 2 { Vu € 73,2y = Tures (%)

rEWs & Vj S va\Zx{j}xZ € Zg)
Vu € 73,2y = Ture, (%)

On appelera rectangle toute partie de Z* de la forme {i} * [j;j + ] * [k;k + h]; [ la largeur du
rectangle et h sa hauteur et on dira que le rectangle est situé en (i, j, k).

Propriété 1 Le produit Wy x W3 dessine un découpage de l’espace en rectangles, de sorte que chaque
plan {i} x Z* est pavé par des rectangles de méme taille. De plus si on a un rectangle de taille 2" x 3™
en (i,7,k) € Z3, alors il existe i’ et i’ tel qu'on ait un rectangle de taille 2" % 3™ en (i',j,k) et un
rectangle de taille 2™ x 3™ en (i", 4, k)

1 DY
L ]

Démonstration On se place sur un plan {i} x Z2. Alors il lui correspond une colonne dans 29) et

une colonne dans E:(J). Sur ces colonnes les o sont placés de maniére 2"-périodique et 3™-périodique
respectivement. Les lettres (e, o) de 'alphabet produit forment donc des rectangles de taille 2™ % 3™
grace aux régles (x) et (k).

Regardons a présent un tel rectangle, de taille 2" x 3™ situé en (i, j, k). Alors pour tout 44 = i +
27=1 4+ X271 on a des rectangles de largeur 2" 1. De méme pour tout io = i + 3™ on a des rectangles
de hauteur 3. On cherche donc des entiers A et p tels que

i+M3m =i + 2n—1 + )\2n+1 = ,U,3m — 2n—1(1 +4)\)



ce qui est possible car 3™ et 2" sont premiers entre eux. On peut donc trouver ¢’ tel qu’on ait un rectangle
de taille 271 % 3™ en (7', j, k). Le raisonnement est identique pour i".0J

2 Sous-shifts, sous-actions et facteurs

On s’intéresse a deux opérations sur les sous-shifts : facteur et sous-action. Si ¥ C AZ? est un sous-
shift, on essaie de le transformer en un autre sous-shift soit par des modifications locales I'alphabet de
départ A (prendre un facteur de X) soit en regardant un sous-systéme de ¥ (prendre une sous-action de
¥).

La classe des SFT n’étant stable pour aucune de ces deux actions, on va chercher des classes de
sous-shifts contenant les SFT qui soit stable par facteur d’'une part et par sous-action d’autre part.

2.1 Facteur d’un sous-shift

Soient A et B deux alphabets finis. On se donne ¥ C AL un sous-shift.

2.1.1 Définition et exemples

Un morphisme II : A" BE st une application continue et qui commute avec le décalage o :
Vu € Z% : 0" oIl = [l o o%. D’aprés [Hed69| cela revient a dire qu'il existe V C Z? un voisinage fini
et 7 : AV = B tels que Vo € A% \Vu € 7%, (I1())y = 7(2ugv). Si T C A% et 37 C B2 sont deux
sous-shifts, on dit que X’ est un facteur de ¥ s’il existe un morphisme II tel que X' = II(X).

2.1.2 Sous-shift sofique

Qu’obtient-on en appliquant un facteur & un SF'T ? Comme le montre I’exemple suivant un facteur
de SFT n’est pas un SFT :

Exemple 1 On se place dans {0,1,2}% et on définit ¥ = X1o00,11,02,21}- On définit le facteur I1 par
I1(0) =II(1) = 0 et I1(2) = 2. Alors :

(X)) = {2 € {0,2}%/les blocs de 0 consécutifs sont de longueurs paires}

qui n’est pas un SFT, puisque pour le décrire il faut exclure les blocs de 0 de taille impaires de longueur
arbitrairement grande.

En appliquant des facteurs aux SFT, on obtient une nouvelle classe de sous-shifts : les sous-shifts
sofiques. Comme la composée de deux facteurs reste un facteur, c’est la plus petite classe de sous-shifts
contenant les SF'T et stable par facteur. En dimension 1, on connait une caractérisation des sofiques
qui permet de faire le lien avec la théorie des langages et d’obtenir toute une série d’exemples de tels
sous-shifts.

Théoréme 1 [LM95] En dimension 1, les sous-shifts sofiques sont exactement les sous-shifts donnés
par un ensemble de motifs interdits rationnel.

2.2 Sous-action

Si X est un sous-shift de dimension d, on peut se demander ce qu’on obtient en restreignant 3 & un
réseau de dimension inférieure a d.

2.2.1 Définition

Soit ¢y : AZT Ly pl=kik)? I’application qui & une configuration du réseau associe le cube de coté
2k + 1 centré en Dorigine. Si G est un sous-groupe de Z? engendré par les vecteurs ug,...,ugy € Z%,
on note ®y(z) =y si V(i1,...,i0) € 2%, y;, i, = ¢p(cr*tFaxvw (1)) et on définit B = {y €

(A[_k?k]d)zd//ﬂw € X, ®(x) = y}. Clest 'image du sous-shift ¥ par la projection sur le sous-groupe G
et d’épaisseur k.



Si¥C AL est un sous-shift, une sous-action de X est de la forme EkG avec k € N* et G < Z%.

X C A%

Propriété 2 La classe des SFT n’est pas stable par sous-action.

Démonstration On construit ¥ C {0, 1,2}Z2 un SFT tel que la projection de ¥ sur la droite A
d’équation y = x n’est pas de type fini. Dans cet exemple on veut que le sous-shift qui apparait sur
la droite soit {x € {0,1,2}%/les blocs de 0 consécutifs sont de longueurs paires}, qui n’est pas un SFT
comme on 'a vu précédemment. On décrit un ensemble de motifs autorisés F (le symbole . peut étre 1
ou 2 mais pas 0, le symbole blanc peut étre 0,1 ou 2) :

2710 T. 170
1(0[1] 2(0].| 202
202 (1o ’ 01 ’
01 02

270 0
Jol1]
20 . ’
01 0

C’est I'alternance de 1 et de 2 sur et sous la diagonale de 0 qui permet de maitriser la parité des longueurs

de blocs de 0. On définit F' comme ’ensemble des motifs élémentaires de coté 4 qui ne sont pas dans F'.
Alors en notant ¥ = Xp :

& = {x € {0,1,2}” /les blocs de 0 consécutifs sont de longueurs paires}
]

Propriété 3 La classe des sofiques n’est pas stable par sous-action.

Démonstration On construit un décalage sofique X tel que la projection EOA sur la droite d’équation
y = x n’est pas sofique. On souhaite faire apparaitre sur cette diagonale un langage non rationnel,
par exemple {a"b"/n € N}. On cherche donc ¥’ un SFT et IT un morphisme tels que les seules tuiles
autorisées dans 3 = II(X') contenant a ou b sont celles de la forme 2n x 2n :

b
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Comment construire cet ensemble de motifs 7 On veut des motifs carrés de coté pair, et savoir posi-
tionner le centre du carré (pour distinguer la partie a™ de la partie b™).

On appelle A = {x,4,0,1,2,3,4}. Les symboles * et f serviront & dessiner les diagonales des tuiles;
les 1,2,3,4 a distinguer dans quelle partie de la tuile on se trouve. On construit un jeu de tuiles qui
n’autorise la construction que de carrés de coté pair de la forme :

« 1 ... ... 1 ¢
4 .1 1 .2
D4 2
: ()
4 i * 2
303 2
g 3 3 x
Voici ’ensemble des motifs autorisés :
« 1 1 f
14 o+ 2
Centre des carrés : 44 % 2
£ 3 3 x
* 1 1 1 ¢ x 2 2 4 4 4
Diagonales des carrés : | 4 * 1 4 2 3 x g 3
4 4 x g 2 2 3 3 = g 3 3
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Bords des carrés : |0 x 1 11 1 1 1 1 1 1 1 40
0 4 =« 1 1 1 1 1 1 1 ¢ g 2 0

. méme principe pour les trois autres cotés.

2 2 3 3

. .11
Remplissage des carrés : 11 9 9 3 3

=~
=

Extérieur des carrés : @

Avec ces seuls motifs autorisés, on peut construire des configurations de AZ® avec des 0 partout sauf
en certains endroits ot l'on a des blocs de la forme (%) de tailles arbitraires (et aussi la configuration
faite du motif () étendu a l'infini). On note ¥’ ce SFT.

1l reste & construire un morphisme II convenable, II : (A)ZQ — {0, q, b}Z2. On décrit IT par des régles
locales (le symbole . peut étre remplacé par n’'importe quelle lettre de A) :

Premiére moitié de la diagonale : | . f 3 ou i —a
3

Seconde moitié de la diagonale : | . # 2 ou B
2

IT étant défini par des régles locales il est continu et commute avec o le décalage, c’est bien un
morphisme. On note ¥ = II(¥) qui est donc un décalage sofique. Ainsi £5 = {x € {0,a,b}%/ tous les
blocs formés uniquement de a et de b sont de la forme a™b™}. Comme le langage {a™0",n € N} n’est pas
un langage rationnel, ¥ n’est pas sofique. [J
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Ce contre-exemple fonctionne car on fait apparaitre sur la diagonale un langage qui n’est pas reconnu
par automate fini. Cependant il est reconnu par automate & pile. On peut construire d’autres contre-
exemples plus pertinent dans lesquels le langage obtenu sur la diagonale n’est pas reconnaissable par
automate a pile, par exemple :

L ={z € ({0,a,b,c})%/ tout bloc formé de a,b et ¢ est de la forme a"b"c", n € N}

On commence par former le carré central (zone grisée dans la figure) qui contiendra la partie b du
motif a”b"c"™.

= c
Za
/! Tlc
v b
v
I <« —~ 10
a | | v
N
a =

On fait ensuite partir des signaux des quatre coins de ce carré comme expliqué sur le dessin, de sorte
que les carrés au-dessus et en dessous du précédent, contenant les ¢ et a™ respectivement, auront la
taille voulue.

2.2.2 Sous-shifts récursivement énumérables

Dans cette partie on s’intéresse aux sous-shifts récursivement énumérables qui sont les sous-shifts
dont I’ensemble des motifs interdits est récursivement énumérable. On notera simplement sous-shift RE
dans la suite. Ces sous-shifts ont une complexité suffisante pour étre stable par sous-action, comme le
montre le résultat suivant.

Théoréme 2 La classe des sous-shifts récursivement énumérables est stable par sous-action.

Démonstration du théoréme Soit X C .AZd un sous-shift récursivement énumérable donné par F
un ensemble récursivement énumérable de motifs interdits. Soit G < Z¢ un sous-groupe engendré par
les vecteurs ug,...,uqy € Z%, et k un entier non nul. Le principe de la démonstration est le suivant : &
partir de 'ensemble F' on va construire un ensemble F’ lui aussi RE tel que ¥ = Xr/. L’ensemble F”
sera ’ensemble de tous les motifs interdits, c’est-a-dire le complémentaire du langage de E?.

On note B 'alphabet A[_k‘k]d, de sorte que ¢ C BZ" . Pour montrer le théoréme il suffit de construire
un ensemble F’ possédant les propriétés suivantes : F’ est RE et Z‘E = Xp/. Si m' est un motif de

Bl—nnl* , on peut voir m’ comme un motif de A’ avec I = Ui (i1,0nsiygr ) €[—nin) ¢/ (i1 %uy + -+ +ig *xug)+

[—k; k7 et on note @, ' (m’) est I'ensemble des maniéres de compléter ce motif en un motif élémentaire
de taille quelconque.

On définit F” de la facon suivante : un motif m’ € BI=™m" est dans F” si et seulement si :

12



— il existe n € N tel que tout motif de ®; ' (m’) N $¢ contient un motif de F';
— m’ respecte d’éventuels chevauchements si k est grand devant les || u; || (voir la figure).

Ll

Propriété 4 L’ensemble F’' est RE.

Démonstration 1l est facile de construire une machine de Turing M pe, qui décide si un motif m’ €

Bl=mnl* respecte les chevauchements.
Comme F est RE, il existe une machine de Turing M qui accepte tout motif de F' et boucle sur les

autres entrées. Pour tout entier p € N on construit une machine de Turlng ./\/lmt avec le comportement
suivant : on lui donne en entrée un motif m’ € Bl="" n) ; la machine /\/lmt :
— accepte m’ si quelque soit la fagon de compléter m’ en un motif m € le(m’ )N .A$g, m contient

un mot interdit de X,
— boucle sinon.

Décrivons le fonctionnement de la machine M), On énumeére toutes les facons de compléter m’

1nt
en un motif m € <I>k (m') N A5, 11 y en a un nombre fini, que 'on note my, ..., my. Pour chaque
motif m; complétant m’ de cette maniére, on simule le comportement de M sur chacun des sous-motifs
élémentaires de m; de la maniére suivante :
— On suppose que l'on énumeére tous les sous-motifs elementalres de m; (par exemple par taille
croissante, puis par coordonnées croissantes) : on les appelle m}, ... ,mfv L
— On simule la premiére étape du calcul de M sur my
— On simule la premiére étape du calcul de M sur mg
— On simule la deuxiéme étape du calcul de M sur m,
— On simule la deuxiéme étape du calcul de M sur my
— On simule la premiére étape du calcul de M sur ms
— On simule la troisiéme étape du calcul de M sur m;
— On simule la troisiéme étape du calcul de M sur mg
— On simule la deuxiéme étape du calcul de M sur mg
— On simule la premiére étape du calcul de M sur my

— Dés qu'un des calculs de M sur un des m; termine, on arréte le processus. Sinon on boucle.

1(525 sur le motif m;. La machine ./\/lfm procéde de la maniére

On appelle cette série d’étapes le calcul de M
suivante :
— On simule la premiére étape du calcul de Mgz)t sur mq

— On simule la premiére étape du calcul de Mmt sur ms
— On simule la deuxiéme étape du calcul de /\/l(p ne SUT 1M
— On simule la deuxiéme étape du calcul de M(p )t sur me
— On simule la premiére étape du calcul de ./\/l t sur ms

Si la machine ./\/l t accepte m’, alors tout motif m € A% » complétant m’ contient un motif interdit
dans X donc m/ est dans (£(X5))¢. Mais si M®P)

iny boucle sur m’ cela ne veut pas dire pour autant que
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m' est dans L£(XF). Pour avoir m’ € L(X¥) il faut que toutes les machines ./\/lgz)t bouclent sur m’. La
machine M;,; aura donc le comportement suivant sur une entrée m’ :
d
— M, calcule le plus petit entier p tel que @gl(m’) NA% £ ()

— on simule la premiére étape du calcul de ./\/lgp

) /
ot Sur m

— on simule la premiére étape du calcul de ./\/ll(-ﬁrl) sur m/

— on simule la deuxiéme étape du calcul de Mﬁﬁ)t sur m’

(p+1)

— on simule la deuxiéme étape du calcul de M sur m/

— on simule la premiére étape du calcul de Mgﬁ;ﬂ) sur m/

La machine M;,; s’arréte dés qu’un des calcul des M% s'arréte. Ainsi M,,; s’arréte sur m’ si et
d

seulement si il existe un entier p tel que tous les motifs m € <I>,;1(m’ ) N A% contiennent un motif

interdit.

Pour vérifier qu'un motif m’ est dans F”, il suffit de simuler le comportement de la machine M,,; sur
m/, puis si le motif est accepté par M;,; de simuler M_jc, sur m’. On a ainsi une machine de Turing
qui accepte m’ si m’ € F’ et boucle sinon. L’ensemble F’ est donc récursivement énumeérable. [J

Propriété 5 EE’ = Xpr.

Démonstration
[ ] Zg’ g XF/

Soit y € £&. Alors il existe un z € ¥ tel que pour tout i = (i1, ..., ig) € Z, y; = ¢p(oir*vrtHiaug (g)),

Soit m’ un motif de y. Si par Pabsurde m’ était dans F’ tout motif complétant m’ contiendrait un
motif interdit dans ¥, donc en particulier  contiendrait un motif interdit dans ¥ ce qui voudrait
dire que = ¢ ¥ : contradiction.
y ne contient donc aucun motif de F”, ce qui montre que y € Xp-.

[ ] XF’ g Z(E'

Soit y € Xpr. On a donc y = (y;);cga avec pour tous i € Z% et n € N, Yis| ¢ F'. Pour

tout n € N, on a y;_,,. .1 ¢ I’ ce qui signifie qu’il existe un motif m,, € égl(y[fn;n]df) complétant
Y—nsm)@ €t qui ne contient aucun motif interdit dans . m,, est un motif fini, on le compléte de

—n;n]d’

fagon a avoir un z,, € (AU {ﬁ})Zd, ou f est un symbole qui n’est pas dans A. Ainsi z,, € Ly ol
Zy C (AU {412 est le sous-shift défini avec le méme ensemble de mots interdits que . On a une
suite (z,)nen dans Pespace (AU {ﬁ})Zd qui est compact en tant qu’espace produit, donc on peut
extraire de (z,)nen une suite (Z4(,))nen qui converge vers z € (AU {ﬁ})zd. Par construction des
T, on a méme que x € A% et comme Yy est fermé, on a x € Xy, d’ott x € Xy N A% = %) Comme
& compléte 7, on a bien y; = &y (o1t Fiar*ua (1)) pour tout i = (i1, ..., iq) € Z% . Ceci montre
Xp C ZE’.D

. . . L L al .
On a construit un ensemble récursivement énumérable F’ tel que Xp = E%’, ce qui montre que la classe
des sous-shifts récursivement énumérables est stable par sous-action.[]

Question : Que dire des sous-shifts algébriques et récursifs, qui seraient les sous-shifts dont 1’ensemble
des motifs interdits est soit algébrique (pour la dimension 1 uniquement) soit récursif (en dimension
quelconque) ?

3 Cloture de classes des sous-shifts

Dans cette partie on décrit de nouvelles opérations sur les sous-shifts, et on s’intéresse au probléme
suivant : qu’obtient-on en appliquant certaines de ces opérations & une classe de sous-shifts? A partir
d’un ensemble d’opérations on définit un ordre <., sur les sous-shifts. On cherche & faire correspondre
cet ordre sur les sous-shifts avec un ordre sur les langages =<, de facon a avoir :

XL', Sop XE’ &L jop El
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3.1 Opérations et clotures

On note S I’ensemble des sous-shifts (de toutes dimensions et sur tous les alphabets), S I’ensemble
des sous-shifts de dimension d et S4 1’ensemble des sous-shifts d’alphabet .A.

Soit U un ensemble de sous-shifts. Pour tout d, on note Y% = U N S* et Uy = U N S4. On définit
Cl;i(U) la cloture de la classe U par Popération ¢ comme I'ensemble de tous les sous-shifts obtenus en
appliquant un nombre fini de fois I’opération i aux sous-shifts de U. En particulier pour toute opération
ionald CCli(U).

e Produit (P)

On fait le produit de deux sous-shifts de méme dimension. Cela revient a superposer les configura-
tions. Si ¥ = Xp C A% et Y = X  C BZ* sont deux sous-shifts de dimension d, leur produit est :
EX Y =Xpup C(AX B)Zd. Cette opération permet de faire grossir 'alphabet d’un sous-shift.
Par exemple X x BZ" est le sous-shift inclus dans (A x B)Zd défini par les méme motifs interdits
que .

Facteur (F)

C’est I'opération de facteur déja étudiée en 2.1.1. Si ¥ C AZ" ost un sous-shift sur I’alphabet A on
le transforme par des modifications locales en sous-shift de méme dimension sur un alphabet B.
Injection (I)

C’est en quelque sorte opération complémentaire du facteur. Si ¥ C A%" et 11 : BZ" — A% est
un morphisme injectif, alors le sous-shift X’ tel que II(X') = 3 est une injection de X.
Sous-action (SA)

Cette opération a été définie en 2.2.1. Si ¥ C A% est un sous-shift de dimension d, on s’intéresse
aux sous-shifts de dimension inférieure (ou égale) contenus dans ¥. Ce sont les X avec k € N et
G < 7.

e Superposition (SP)

On augmente la dimension d’un sous-shift en superposant des copies indépendantes. Si > C A%
est un sous-shift et Z¢ ~ G < G @ G’ ~ Z¥*? alors la superposition de ¥ dans G @ G’ selon la

direction G’ est ¢sp(X, G, G') = {z € Az /Yu € G z|g+u € T}

T3
T FL\\\
.

G =z TS cAC =4

e Type fini (TF)
Cette opération consiste a rajouter des conditions de type fini & un sous-shift : si 3 C AL ot

p
Fy,...,F, sont des cylindres de X, on construit ¢rp (X, {F1,...,Fp}) =3N ﬂ ﬂ a“(Fi)>.

1=1yecZa

Si on choisit plusieurs opérations dans la liste ci-dessus, la cloture d’une classe U est I'ensemble des
sous-shifts obtenus en appliquant un nombre fini de ces opérations & un élément de /. On peut ainsi
traduire en terme de cloture certains résultats comme on le verra dans la partie suivante.

Si op est un ensemble d’opérations, on définit un pré-ordre (relation réflexive et transitive) sur les
sous-shifts par :
Y <op X e X E Clop(X)

3.2 Traduction de résultats en terme de cléture

On traduit ici & 'aide de cloture des résultats de stabilité de classes de sous-shifts. On commence par
définir des classes de sous-shift :

— SFT est I'ensemble de tous les SFT (en toute dimension et sur tout alphabet)

— Sofique est 'ensemble de tous les sous-shifts sofiques

— RE est I'ensemble des sous-shifts récursivement énumeérables RE = {Xr/F est RE }
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— FS l'ensemble des full-shifts, qui sont de la forme AZ

A T'aide de ces nouvelles notations on peut écrire de maniére plus concise des résultats déja connus,

notamment ceux concernant la plus petite classe étudiée, celle des SFT :

— les SFT sont stables par produit et superposition : Clp(SFT) = SFT et Clgp(SFT) =SFT

— un SFT est un full-shift auquel on a ajouté des conditions de type fini : Clyp(FS) = SFT

— les sofiques sont images d’un SFT par un facteur : Clp(SFT) = Sofique

— en dimension 1 on sait caractériser les sofiques par leur langage : Clp(SFT) NSS! = {X./L est

rationnel }

Dans la partie 2 on a aussi montré que Clp(Sofique) = Sofique et Clsa(RE) = RE. Ce sont des résultats
de stabilité, et on aimerait obtenir des résultat de simulation : étant données une classe de sous-shifts et
des opérations, quelle classe obtient-on par cloture ?

Dans [Hoc07b] on trouve un résultat de simulation : Clpsa(SFT) = {X/L est RE }. C’est en fait
plus précis qu’une simple cloture, puisque pour obtenir n’importe quel sous-shift RE de dimension d, on
a besoin d’'un SFT de dimension d + 2 et ce pour d quelconque.

Question : Peut-on simuler un sous-shift RE de dimension d par un SE'T de dimension d + 17 Si on
veut reprendre le méme schéma de preuve, il faudrait arriver a contruire des rectangles comme en 1.4.3
mais en utilisant seulement 2 dimensions au lieu de 3.

On s’intéresse maintenant a l'action de ces opérations non plus sur une classe de sous-shifts mais sur
un seul sous-shift, et on cherche & caractériser la cloture de X .. [Hoc07a] montre 'existence d’'un SFT
de dimension 3 X tel que :

Clpsa(¥) ={X;€S"/Lest RE }

c’est-a-dire un SF'T de dimension 3 universel pour la classe des sous-shifts RE de dimension 1, mais avec
comme alphabet un ensemble de Cantor.

3.3 Un ordre sur les langages

Une machine de Turing avec semi-oracle est une machine classique avec en plus un état d’interro-
gation ¢ et un ruban d’oracle. Si £ est un langage, le fonctionnement d’une machine de Turing avec
semi-oracle £ est le suivant : sur une entrée m la machine lit m tout en formant un mot sur le ruban
d’oracle, jusqu’a entrer dans ’état d’interrogation g-. Si le mot inscrit sur le ruban d’oracle est dans £
alors la machine s’arréte, et continue son calcul sinon.

On définit un ordre sur les langages :

L =< £ < 3IM~ une machine de Turing avec semi-oracle £’ telle que dom(M~*) = L

ot dom(M) est le domaine de la machine M c’est-a-dire ’ensemble des mots d’entrée sur lesquels le
calcul de M s’arréte.

Propriété 6 La relation < est une relation de pré-ordre.

Démonstration

— = est réflexive : en effet pour tout langage £ on a £ < L. Il suffit de considérer la machine avec
oracle £ qui interroge directement ’oracle sur le mot d’entrée.

— = est transitive. Suppposons £ =X Lo et L9 =< L3 et montrons que £; = L3. On dispose d’une
machine Mo avec oracle L telle que dom(Ms) = £1 et d’'une machine M3 avec oracle L3 telle
que dom(Ms) = L3. On construit une machine M avec le comportement suivant : sur une entrée
m on simule My sur cette méme entrée, et dés que My veut faire appel a son oracle L5 on simule
Mas. Ainsi M s’arréte sur m si et seulement si m € L1, et c’est bien une machine avec oracle L3.
Donc £1 = £3|:|
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A partir de ce pré-ordre on définit une relation d’équivalence =~ par :

L=xr
~ ! 2
L[ & { C<r
La classe des langages récursivement énumeérables est la plus petite pour ce pré-ordre : on a () =~ £
pour tout langage £ récursivement énumérable.

3.4 Théoréme de cloture

L’ordre sur les langages défini par les machines de Turing & semi-oracle correspond a un ordre sur les
sous-shifts :

Théoréme 3 ClP,F,SA,SP,TF(XL) ={Xp /L 2L}

3.4.1 Inclusion directe

Soit X/ un sous-shift construit a partir de X, et d’un nombre fini d’opérations parmi P,F,SA SP et
TF. Pour montrer que £ < £ on raisonne par induction sur le nombre d’opérations.

Soit X, C AZ" un sous-shift obtenu a partir de X par un nombre fini d’opérations parmi P,F,SA SP
et TF. Par hypothése d’induction, £ est tel que £” < L. On note M” une machine de Turing avec
semi-oracle L telle que dom(M") = L"”. Si X+ est obtenu & partir de X en appliquant une opération
parmi P,F,SA ,SP et TF, montrons que 'on a aussi £ < L. Pour cela on explique rapidement comment
construire une machine M’ avec semi-oracle £ qui s’arréte exactement sur les motifs interdits de £’'.

e Stabilité par produit

Il faut un deuxiéme sous-shift X sur lequel s’applique aussi I’hypothése d’induction. Si m =
(m1, m2) est un motif sur 'alphabet produit, on simule les deux machines M” et M’ (un pas de
calcul chacune a tour de réle) sur les deux projections my et ms du motif m.

e Stabilité par facteur

Si £/ = TI(L"”) ou II est un morphisme : A% 5 B2 et de voisinage V. Si m est un motif sur
I’alphabet B, on simule la machine M" sur chacun des motifs m’ € As*PP(™+V tel que TI(m/) = m
en faisant une étape de calcul sur chaque m’ a tour de role.

e Stabilité par sous-action

Si £ est tel que Xz = (Xzn)H avec k € N et G < Z% on simule M” sur toutes les fagons
de compléter le motif & tour de réle. C’est exactement le méme principe que dans la preuve du
théoréme 2.

e Stabilité par superposition

Soit m un motif de QSSP(AZd, VA Zd/), alors m est la superposition de d’ motifs de A% 11 suffit
de simuler M" sur chacun de ces motifs a tour de role.

e Stabilité par type fini

On commence par vérifier que le motif ne contient pas de motifs interdits du SFT. Si c’est le cas,
on s’arréte sinon on simule M”.

3.4.2 Inclusion réciproque

On se donne £ un langage et £’ un autre langage tel que £ < L. Sans perte de généralité, on peut
supposer que L est de dimension 1. Si ce n’est pas le cas, on s’y raméne de la facon suivante : il existe
une bijection récursive de Z¢ dans Z, donc & tous motif de é'j on peut associer un motif de 8}4. Donc
a un ensemble de motifs interdits dans 5:1 correspond un ensemble de motifs interdits dans 5}4 ce qui
permet de se ramener & la dimension 1.

On montre ici le résultat dans le cas particulier ou £’ est de dimension 1, mais on peut généraliser
la preuve a la dimension d. Il s’agit de construire a l’aide des opérations P,F,SA SP.TF et de X, le
sous-shift X /.

Comme £’ < L il existe une machine de Turing M avec semi-oracle L telle que dom(M¥*) = £'. On
modifie le fonctionnement de cette machine pour que d’une part elle ne prenne en entrée que des motifs
de taille 2", et que d’autre part au moment ot elle entre dans ’état d’interrogation g7 le mot sur le ruban
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d’oracle soit recopié dans ’alphabet A, une copie de A, puis & nouveau dans ’alphabet A une fois que
Poracle a été appelé.
Tout d’abord la liste de tous les sous-shifts qu’on utilisera pour construire X, :
— Le sous-shift de départ X, que l'on écrit dans une copie de A : X, C A% servira a simuler 'oracle.
— On peut coder le fonctionnement de M par un SFT X C (9Z27 ou O est un alphabet contenant
A, Aet B.
— Pour construire les espaces de calcul on utilisera Yo, 33 et X5 défini dans partie 1.4.1; ce sont tous
trois des SFT définis sur l'alphabet {e,0}.

Construction du sous-shift X,/
Pour construire X, on va construire un sous-shift ¥’ € Clp psa sprr(Xz) de dimension 4 sur un
alphabet C qui sera précisé dans la suite. On appelle (eg, s, e3,e4) la base canonique de Z*. Les quatre
dimensions de ¥’ seront utilisées de la fagon suivante :

— on construit le sous-shift X,/ sur Ze;

— grace a Zey + Zes + Zes on construit les rectangles pour simuler M, chaque rectangle étant dans

un plan {i} X Z x Z x {k}
— sur Zey on écrit le sous-shift X qui servira a simuler le langage oracle £

Etape 1 : On remarque tout d’abord qu’on peut transformer X, en X, par un simple morphisme
lettre & lettre. On construit ensuite W = ¢gp (X, Zey, Zey + Zes + Zes) pour placer X, dans un sous-

shift de dim%nsion 4. On ajoute ensuite par produit les lettres de Palphabet C : W = W x C'E" de sorte
que W CCL et W € Clprsp(Xr).

Etape 1bis : On veut que X,/ apparaisse sur Zej. Les calculs pour simuler la machine M prendront
comme mot d’entrée un motif situé sur Ze,. Il faut donc recopier ce qui est sur Ze; sur Zes pour que les
calculs de la machine portent sur ce qui sera le sous-shift X /. On le fait par la condition de type fini :

z* 4
Ve € C™ ,Vu € L™, 2y = Tyter—ey

On veut aussi que sur chaque espace de calcul, le mot d’entrée reste accessible tout au long du calcul de
la machine. On ajoute pour cela la condition :

/e 4
Ve € C™ \Vu € L™, 2y = Tutes

On obtient un sous-shift W’ € Clp p sprr(Xc).

Etape 2 : On ajoute & W’ des espaces de calcul. Pour cela, on construit séparément un SFT Wyeet qui
contiendra des rectangles bien choisis : ,
— on note F; 'ensemble fini de motifs qui assure que Vo € {®,0}2" Vu € Z3, 1, = Ty 1o,

- Was = orr (65 (S8 x S, Zey + Zes, Tes), Fy)

- W3 =¢rr (¢SP(E§T)a Zei + Zes, Zez)J‘E)

- Wrect = W2,5 X W3
On obtient une structure qui ressemble a celle décrite en 1.4.3, sauf que les bases des rectangles contiennent
deux informations : la taille effective de la base, donnée par X5, et la taille de I’entrée donnée par Xs.
De cette maniére, on pourra simuler des calculs de machine de Turing avec une taille de I'entrée de 2™,
une taille du ruban limitée & 5™ et 3P étapes de calculs.
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%l xl

_ Le sous-shift Wi,eet ainsi obtenu est un SFT donc il existe un ensemble fini de motifs Fl..; tel que
Wieet = XF On ajoute cette structure & W' via 'opération Wyeet = ¢rp (W', Freer). On a bien

rect’

Wiyeet € Clppsprr(Xe).

Etape 3 : On fait fonctionner la machine M a l'intérieur des rectangles, pour le moment sans tenir
compte des appels & 'oracle. Pour cela on construit Wit = St X Wreet auquel on ajoute les conditions
de type fini F,,;. qui permettent de placer une seule téte de lecture au coin inférieur gauche de chaque
rectangle et de stopper un calcul lorsqu’on atteint les bords du rectangle. Pour l'instant & chaque appel
a Doracle la machine continue son calcul. Ainsi Wy, = QSTF(WM, Feaie) €Clppsprr(Xe)

Etape 4 : On simule l'oracle. Pour cela on ajoute des conditions de type fini pour s’assurer que
lorsqu’au cours d'un calcul, la machine fait appel a l'oracle en (4,7, k,1) € Z*, le motif m € A" sur
lequel est interrogé 'oracle coincide avec le motif situé sur Zey entre (i, , k, 1) et (i, j, k,{+n). Les motifs
autorisés sont de la forme :

a | . a .
blal” [(@0) |a
—es

Tes

On note ces conditions de type fini Fyrqcie. On a done Way,,..,. = ¢rr(Wat, Foracie) € Clprsprr(Xe).

Etape 5 : On fait en sorte que chaque configuration de X, apparaissant sur Z* soit utilisée pour
les mémes calculs, afin d’éviter les problémes de dépendance entre les calculs. Ceci est fait grace a la
condition de type fini :

Vx € CZ4,Vu e 7 x, = Tuteq+es

Enfin on interdit 'état d’arrét ggo, de la machine M. On note ¥ le sous-shift ainsi obtenu. On a bien

Yellprsprr(Xe).
Le dessin ci-dessous résume le fonctionnement de M sur les rectangles ainsi construits :
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€4

Sur un motif m de taille 2" on simule le fonctionnement de la machine M. Dés que celle-ci fait appel a
l'oracle on compare le mot sur lequel 'oracle est appelé avec celui sur Zey. Si les deux mots coincident
on continue le calcul, sinon on entre dans I’état d’arrét ggop. Si la machine ne peut pas finir le calcul
dans le temps donné par la hauteur du rectangle, on peut toujours trouver un rectangle plus haut qui
calculera sur la méme entrée.

La construction est correcte Montrons que le sous-shift Zozel qu’on obtient en prenant la projection
du sous-shift précédent sur Ze; est bien X/, & un facteur prés qui consiste a ne garder que 'information
correspondant a ’alphabet B.
L] Z?el - XL;/
Soit y € ¥, montrons que x = y|z., € X, . Il suffit pour cela de montrer que tout motif qui apparait
dans  n’est pas dans £’. Soit m un motif qui apparait dans z, alors ¢’est un sous-motif d’un motif
m de x de taille 2". Alors pour tout t € N et s € N, il existe un rectangle de hauteur au moins ¢
et de largeur au moins s avec m comme mot d’entrée. Comme y € 3, les calculs de la machine M
sur chacun de ces rectangles de taille arbitrairement grande n’aboutissent jamais a I’état d’arrét
Gstop, Ce qui signifie que la machine M boucle sur I’entrée /m : on a bien m ¢ L',
[ ] X[,’ g 2?61
Soit & € X/, montrons que ’on peut construire une configuration y € CZ" avec les contraintes :
—yeX
- y\Zel =
Pour avoir y € ¥ il suffit de vérifier que pour tout (4, j, k) € Z3, on peut imposer Y {ayx {yx {kIxZ €
X tout en s’assurant que les calculs de la machine M sur les rectangles ne conduisent pas a 1’état
QStOp'
Regardons un espace de calcul (un rectangle). Alors dans cet espace on calcule sur 'entrée m, un
motif de taille 2" qui apparait dans x. Comme m apparait dans z, m ¢ £’ donc la machine M
boucle sur 'entrée m. Cela signifie qu’a chaque fois que le calcul de M sur m fait appel a 'oracle
sur un motif m’, celui-ci n’est pas dans L. Il existe donc pour tout motif m’ sur lequel on interroge
l'oracle une configuration z € X telle que z|j;/|—1] = m/. Il suffit de compléter y de la maniére
suivante :
— sien (4,7, k) € Z3 le calcul de M fait appel a I'oracle sur un motif m’, alors Yt x i} x{k}xZ = 2
construit précédemment ;
— sinon si le calcul ne fait pas appel a l'oracle, on compléte avec (i}« {j}x {k}xz € Xz quelconque.
Ceci assure que y est bien dans le sous-shift 3, donc z € E?el.
Ceci achéve la démonstration.[J

Question : Est-il possible de construire un sous-shift de dimension 3 seulement ? On ne peut pas se
contenter faire le produit avec le sous-shift X selon la direction Zes, car cela entrainerait des problémes
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de synchronisation, comme le montre I’exemple suivant.

Si X est {a®ba>,a>} C {a,b}Z et que dans un méme plan {i} x Z2 x {I} on fait appel a l'oracle
avec pour mot d’entrée aba en (i, j, k,l) sur un premier rectangle et aba en (i,j + j', k,1) sur un second,
on ne peut pas trouver d’élément du sous-shift X, qui fasse en sorte que la machine continue ses calculs
sur les deux rectangles.

Conclusion et perspectives

L’approche dynamique développée ici a I'aide d’opérations sur les sous-shifts donne de nouveaux
outils pour étudier le cas multi-dimensionnel. L’objectif est de comprendre la structure des pré-ordres
ainsi définis. Pour cela plusieurs pistes sont envisageables.

Une amélioration possible du théoréme 3 serait de diminuer la dimension (ici d43 pour construire un
sous-shift de dimension d) dont on a besoin. Pour affiner le résultat on peut ausi chercher a caractériser
des ordres obtenus en interdisant les opérations qui semblent essentielles au théoréme 3. Qu’obtient-on
& partir d’un sous-shift donné sans 'opération de type fini TF' ? Enfin une question difficile encore non
résolue est celle de 'existence de sous-shifts universels, c’est-a-dire des sous-shifts particuliers qui sont
plus grands, pour un ordre défini les opérations, que toute une classe de sous-shifts. Dans [Hoc07a] il
est montré que de tels sous-shifts existent en dimension 1 pour la classe des sous-shifts récursivement
énumérables, mais qu’il n’en existe pas pour cette méme classe en dimension 2. Cependant ses résultats
concernent des sous-shifts beaucoup plus généraux ayant pour alphabet I’ensemble de Cantor {0, 1}N.
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