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Les pavages, qu'est-ce que c'est?

Recouvrir le plan (ou I'espace) avec des copies de certaines tuiles de base.
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Comment faire de jolis dessins dans les rues de Lyon?
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Comment réaliser des calculs dans un pavage?
? ? T a b (a1 1)
? =
? ? a b (ay:4)
? ? a b #
? - (ab+- a6+ )
? ? a (ab+-£) (ay: )
? ? a (qb+ 1) #
? [ (g0, 1)|(q0, £)
? ? (90, 1) # #
? ? (9o, 1) # #
? [ 0 0 0 0
? ?
? ?
? €L 1 1 1 1 €L
? ? ? ? ? ?
? ? ? ? ? ?
7 ? 2|2 1|2
? ? ? ? ? ?
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Tuiles de Wang (1961)

Dans cet exposé, on se restreint 3 des pavages
@ du plan,

@ par des tuiles carrées portant une couleur par aréte,

ou les tuiles sont placées sommet contre sommet,

@ avec nombre fini de couleurs,

ou deux tuiles voisines portent la méme couleur sur leur aréte commune.
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Tuiles de Wang (1961)

Dans cet exposé, on se restreint 3 des pavages
@ du plan,

@ par des tuiles carrées portant une couleur par aréte,

ou les tuiles sont placées sommet contre sommet,

@ avec nombre fini de couleurs,

ou deux tuiles voisines portent la méme couleur sur leur aréte commune.

Interdiction de tourner les tuiles!!

Etant donné un jeu de tuiles 7, on s'intéresse a tous les pavages valides par 7.
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Premier exemple
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Deuxiéme exemple
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Deuxiéme exemple
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Et celui-ci ?

X I 1 X DR
MR
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Et celui-ci ?

X X1 X DR
I
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Et celui-1a?

XX
4K

X XK
M X X
MK

Nathalie AUBRUN Pavages, apério

10 / 42



Et celui-1a?
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Le modéle des tuiles de Wang

Ensemble fini de tuiles de Wang 7 (une infinité de copies de chaque tuile)

Reégle de voisinage

>oq DO
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Le modéle des tuiles de Wang

Ensemble fini de tuiles de Wang 7 (une infinité de copies de chaque tuile)

Reégle de voisinage

> DO

Exemple de pavage par 7 (X- 'ensemble de tous les pavages valides)
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Le modéle des tuiles de Wang

Ensemble fini de tuiles de Wang 7 (une infinité de copies de chaque tuile)

Régle de voisinage

> DO

Exemple de pavage par 7 (X- I'ensemble de tous les pavages valides)

Probléme du Domino

Entrée : Un jeu fini de tuiles de Wang 7
Sortie : Oui s'il existe un pavage valide par 7 (X # (), Non sinon (X- = 0).
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Le probléme du Domino : remarque

Probléme du Domino
Entrée : Un jeu fini de tuiles de Wang 7

Sortie : Oui s'il existe un pavage valide par 7 (X # 0), Non sinon (X-

= 0).

Nathalie AUBRUN
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Le probléme du Domino : remarque

Probléme du Domino

Entrée : Un jeu fini de tuiles de Wang 7
Sortie : Oui s'il existe un pavage valide par 7 (X- # (), Non sinon (X, = 0).

Si le jeu de tuiles 7 ne permet pas de paver le plan, je suis capable de le détecter.

Comment ?
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12 / 42



Le probléme du Domino : remarque

Probléme du Domino

Entrée : Un jeu fini de tuiles de Wang 7
Sortie : Oui s'il existe un pavage valide par 7 (X- # (), Non sinon (X, = 0).

Si le jeu de tuiles 7 ne permet pas de paver le plan, je suis capable de le détecter.

Comment ?

= Méthode par essai-erreur.

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité.
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Le probléme du Domino : remarque

Probléme du Domino

Entrée : Un jeu fini de tuiles de Wang 7
Sortie : Oui s'il existe un pavage valide par 7 (X- # (), Non sinon (X, = 0).

Si le jeu de tuiles 7 ne permet pas de paver le plan, je suis capable de le détecter.
Comment ?

= Méthode par essai-erreur.

Partie difficile du probléme : comment savoir qu'un jeu de tuiles permet de paver le plan?
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Le probléme du Domino : remarque

Probléme du Domino

Entrée : Un jeu fini de tuiles de Wang 7
Sortie : Oui s'il existe un pavage valide par 7 (X- # (), Non sinon (X, = 0).

Si le jeu de tuiles 7 ne permet pas de paver le plan, je suis capable de le détecter.
Comment ?

= Méthode par essai-erreur.

Partie difficile du probléme : comment savoir qu'un jeu de tuiles permet de paver le plan?

Conjecture (Wang, 1961)

Si un jeu de tuiles de Wang permet de paver le plan, alors il peut toujours le faire de
maniére périodique.
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Pavages périodiques (1)

On se donne un jeu de tuiles 7.

X X K M

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité.



Pavages périodiques (1)
On se donne un jeu de tuiles 7.

X X K M

On regarde les motifs finis rectangulaires que |'on peut construire.

mmm%@@@%%
5 B2 R B e B B
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Pavages périodiques (1)
On se donne un jeu de tuiles 7.

X X K M

On regarde les motifs finis rectangulaires que |'on peut construire.

-m-mm§§§§§§
b o o b o
Parmi ceux-ci, on cherche les motifs qui peuvent étre « collés & eux-mémes ».

X
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Pavages périodiques (I1)

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité.
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Pavages périodiques (I1)
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Pavages périodiques (I1)
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Premier exemple

Peut-on construire un pavage périodique ?
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Deuxiéme exemple

Peut-on construire un pavage périodique ?
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Deuxiéme exemple

Peut-on construire un pavage périodique ?
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Et celui-1a?

M X
>4 K

X XK
X X
MK
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Et celui-1a?
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Existence de jeux de tuiles apériodiques ?
Conjecture (Wang, 1961)

Si un jeu de tuiles de Wang permet de paver le plan, alors il peut toujours le faire de
maniére périodique.

]
Nathalie AUBRUN

Pavages, apériodicité et calculabilité.




Existence de jeux de tuiles apériodiques ?

Conjecture (Wang, 1961)

Si un jeu de tuiles de Wang permet de paver le plan, alors il peut toujours le faire de
maniére périodique.

Si la conjecture de Wang est vraie, on peut décider le probléme du Domino !
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Existence de jeux de tuiles apériodiques ?

Conjecture (Wang, 1961)

Si un jeu de tuiles de Wang permet de paver le plan, alors il peut toujours le faire de
maniére périodique.

Si la conjecture de Wang est vraie, on peut décider le probléme du Domino !

Semi-algorithme 1 :
@ renvoie un entier n tel que le carré [1; n] x [1; n] ne peut pas &tre pavé, s'il existe
@ boucle sinon

Semi-algorithme 2 :

@ renvoie un entier n tel que le carré [1; n] x [1; n] ne peut pas &tre pavé, s'il existe

@ boucle sinon
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Existence de jeux de tuiles apériodiques ?

Conjecture (Wang, 1961)

Si un jeu de tuiles de Wang permet de paver le plan, alors il peut toujours le faire de
maniére périodique.

Si la conjecture de Wang est vraie, on peut décider le probléme du Domino!
Semi-algorithme 1 :
@ renvoie un entier n tel que le carré [1; n] x [1; n] ne peut pas &tre pavé, s'il existe
@ boucle sinon
Semi-algorithme 2 :
@ renvoie un entier n tel que le carré [1; n] x [1; n] ne peut pas &tre pavé, s'il existe
@ boucle sinon

Un jeu de tuiles est apériodique s'il permet de paver le plan, et si aucun des pavages
valides n'est périodique.

Question J

Peut-on on construire un jeu de tuiles de Wang apériodique ?

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité. 18 / 42



Le jeu de tuiles de Robinson

On s'autorise les rotations et réflexions des 6 tuiles suivantes :

Nathalie AUBRUN
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Pavage par le jeu de Robinson (1)
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Pavage par le jeu de Robinson (1)

lls se comportent comme de grands .

Nathalie AUBRUN

Pavages, apériodicité et calculabilité.

DA



Pavage par le jeu de Robinson (Il)
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Pavage par le jeu de Robinson (Il)
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Pavage par le jeu de Robinson (Il)




Pavage par le jeu de Robinson (lII)
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Sur la structure des pavages

Hiérarchie de carrés : les carrés de niveau n sont regroupés par 4 pour former les carrés
de niveau n+ 1

d&] 36l
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O O]

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité.
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Préparation de ['itinéraire
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Préparation de ['itinéraire

Y
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Préparation de ['itinéraire
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Préparation de ['itinéraire
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Préparation de ['itinéraire
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Préparation de ['itinéraire
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Préparation de ['itinéraire
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Préparation de ['itinéraire
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Préparation de ['itinéraire

7
A < < Y
\ 4
7
Y 4
\ 4
A
A > > Y
\ 4
= <

Nathalie AUBRUN

Pavages, apériod

25 / 42



Préparation de ['itinéraire

7
A < < Y
\ 4
7
Y 4
\ 4
A
A > > Y
\ 4
= <

Nathalie AUBRUN

Pavages, apériod

25 / 42



Préparation de ['itinéraire
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Préparation de ['itinéraire
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Fractales, substitutions

Flocon de Koch :

AN TSRS
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Fractales, substitutions

AN TSRS

Courbe de Hilbert :

Flocon de Koch :

1 1] FLIT L
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Fractales, substitutions

AN TSRS

Courbe de Hilbert :

Flocon de Koch :

1 1] FLIT L

j i) e eIk zadkanilzn:

[ andke ket

— | dtgpes hesa i
-

— = pta{iadip

Théoréme (Kari, 1994)

Il existe un jeu de tuiles de Wang dont les pavages valides reproduisent la courbe de
Hilbert.

Nathalie AUBRUN 26 / 42




Le Robinson avec une substitution

4 Franz Ghler

T T I\ T
ilmn 1 + +
R T
% Higd % e
BESELER e
== e ] I
1T 1 1 +
1117, T T I
T T T T T T
i I T 1 ! 1
EEiEUEEEEE ISENERIERY
1] hi ni i
@ e E T
T 1. 1 1.
== | T + t )
1T 1 I | 1 1
117, I I T I 1
T T T I
SENERIENG
liaan
SNESiEEISEES
% EE=SANEGEESSS % ESSSAEERSSSS
1] I 1 1
== e T + I )
AT 1T 1 1 1 1
i kil I 1 T 1
T T I I\ T I
ilmn Ir T ] I il
ESimImEGEE IREHEHIERY
% BRSNS % SEERIiRiiiiSEE

Fig. 3 Overlapping substitution for the Robinson tiling. Each tile is replaced by a 3 x 3-patch
of tiles. Rotated/reflected tiles are substituted by the corresponding rotated/reflected patches. The
inflated tiles cover only the area shaded in gray. The substitutions of neighboring tiles have thus an
overlap. on which they agree.
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Des substitutions avec des tuiles de Wang
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Des substitutions avec des tuiles de Wang

ENEEEEEEN
H_B B
ENEEEEEEE

RN EEE

| — _u —

[ [ [ ]
ENEEEEEEE
[
ENEEEEEEN

Théoreme (Mozes, 1989)

Si un pavage est obtenu par substitution, alors il existe un jeu de tuiles de Wang qui le
reproduit.
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Des substitutions avec des tuiles de Wang

ENEEEEEEN
H_B B

ENEEEEEEE

RN EEE

| — _u —

[ [ [ ]
ENEEEEEEE
[
ENEEEEEEN

Théoreme (Mozes, 1989)

Si un pavage est obtenu par substitution, alors il existe un jeu de tuiles de Wang qui le
reproduit.

= Beaucoup de jeux de tuiles apériodiques !
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Et maintenant?

La stratégie de Wang pour résoudre le probléme du Domino a échoué. ..
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Et maintenant?

La stratégie de Wang pour résoudre le probléme du Domino a échoué. ..

Et si en fait ce probléme du Domino était vraiment difficile ?

Pour certains problémes, il est impossible de trouver un algorithme qui les résout. On
peut montrer qu'il ne peut pas exister de tel algorithme.
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Et maintenant?

La stratégie de Wang pour résoudre le probléme du Domino a échoué. ..

Et si en fait ce probléme du Domino était vraiment difficile ?

Pour certains problémes, il est impossible de trouver un algorithme qui les résout. On
peut montrer qu'il ne peut pas exister de tel algorithme.

Ces problémes sont dits indécidables.

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité 29 / 42



Machines de Turing (1)

Imaginées par Alan Turing en 1936, pour délimiter ce qu'un d'algorithme est capable de
faire ou non.
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Machines de Turing (1)

Imaginées par Alan Turing en 1936, pour délimiter ce qu'un d'algorithme est capable de
faire ou non.

MHAME A EREEE
(RN NA N |,

Modeéle théorique : pas de limite ni en temps ni en espace de calcul.
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Imaginées par Alan Turing en 1936, pour délimiter ce qu'un d'algorithme est capable de
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Modeéle théorique : pas de limite ni en temps ni en espace de calcul.
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Machines de Turing (1)

Imaginées par Alan Turing en 1936, pour délimiter ce qu'un d'algorithme est capable de
faire ou non.

Modeéle théorique : pas de limite ni en temps ni en espace de calcul.
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Machines de Turing (1)

Imaginées par Alan Turing en 1936, pour délimiter ce qu'un d'algorithme est capable de

faire ou non.
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Machines de Turing

Un exemple :

Symbole x
(q,x)
] b I :

90 1 1 1 (qb+,a,—)
o | 9o 1 (qp++,a,—) 1 1
5| g 1 L L1 (q), b, —)
i}

Qu++ 1 (qp++.b, =) | (qb+, b, —) L

q) (qa+3,—) | (aqy,b,+) (qy, 1, <) (aqy, II,-)
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Machines de Turing

Un exemple :

Symbole x
3(q.x)
a b I :
90 1 1 1 (qb+,a,—)
o | 9o 1 (qp++,a,—) 1 1
5| g 1 L L1 (q), b, —)
(
-+ 1 (qo++, b, —) (gp+, b, —) L
q) (qa+3,—) | (aqy,b,+) (qy, 1, <) (aqy, II,-)
i i a | b | il il i
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Machines de Turing

Un exemple :

Symbole x
3(q.x)
a b I :
90 1 1 1 (qb+,a,—)
o | 9o 1 (qp++,a,—) 1 1
5| g 1 L L1 (q), b, —)
(
-+ 1 (qo++, b, —) (gp+, b, —) L
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Machines de Turing

Un exemple :

Symbole x
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5| g 1 L L1 (q), b, —)
i}

Qu++ 1 (qp++.b, =) | (qb+, b, —) L

q) (qa+3,—) | (aqy,b,+) (qy, 1, <) (aqy, II,-)

Nathalie AUBRUN

31/ 42



Machines de Turing

Un exemple :

Symbole x
5(q,x)
] b I :
90 1 1 1 (qb+,a,—)
o | 9o 1 (qbt+,2,—) 1 1
5| g 1 L L1 (q), b, —)
i}
Qu++ 1 (qp++.b, =) | (qb+, b, —) L
q) (qa+3,—) | (aqy,b,+) (qy, 1, <) (aqy, II,-)
g | e | a a0 | g :
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Machines de Turing

Un exemple :

Symbole x
(q,x)
] b I :

90 1 1 1 (qb+,a,—)
o | 9o 1 (qp++,a,—) 1 1
5| g 1 L L1 (q), b, —)
i}

Qu++ 1 (qp++.b, =) | (qb+, b, —) L
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Le probléme de I'arrét (1)

On oublie les machines de Turing, leur ruban, leurs états et leurs transitions. On parle
maintenant de programme.

Un programme recoit en entrée une information codée sous forme de suite de nombres x,
et soit renvoie en sortie un résultat lui aussi codé par une suite de nombres y, soit ne
s'arréte jamais O.

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité. 32 / 42
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Le probléme de I'arrét (1)

On oublie les machines de Turing, leur ruban, leurs états et leurs transitions. On parle
maintenant de programme.

Un programme recoit en entrée une information codée sous forme de suite de nombres x,
et soit renvoie en sortie un résultat lui aussi codé par une suite de nombres y, soit ne
s'arréte jamais O.

Remarque : On peut coder sous forme de suite de nombres n'importe quelle information
finie. En particulier, x peut coder un entier... ou un programme ! !

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité. 32 / 42



Le probléme de I'arrét (II)

Question

Est-ce qu'il existe un super programme A qui peut me dire si un programme P s'arréte
sur une entrée x 7

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité.
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Le probléme de I'arrét (II)

Question

Est-ce qu'il existe un super programme A qui peut me dire si un programme P s'arréte
sur une entrée x 7

A ——> OUIl si P s'arréte sur x
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Le probléme de I'arrét (II)

Question

Est-ce qu'il existe un super programme A qui peut me dire si un programme P s'arréte
sur une entrée x 7

P—>

A —>NON si P O sur x

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité.
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Le probléme de I'arrét (III)

On va montrer que le super-programme A n'existe pas, en raisonnant par I'absurde. On
suppose que A existe,. ..

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité 34 / 42
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P —>
OUl si P s'arréte sur x

NON si P O sur x

et que A est bien un super-programme, c'est-a-dire qu’il ne se trompe jamais!

On utilise deux programmes auxiliaires D et N/

X —> D NON——> N ——>0uUl
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Le probléme de I'arrét (III)
On va montrer que le super-programme A n’existe pas, en raisonnant par I'absurde. On
suppose que A existe,. . .

P —>
OUl si P s'arréte sur x

NON si P O sur x

et que A est bien un super-programme, c'est-a-dire qu’il ne se trompe jamais!

On utilise deux programmes auxiliaires D et N/
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Le probléme de I'arrét (III)
On va montrer que le super-programme A n’existe pas, en raisonnant par I'absurde. On
suppose que A existe,. . .

P —>
OUl si P s'arréte sur x

NON si P O sur x

et que A est bien un super-programme, c'est-a-dire qu’il ne se trompe jamais!

On utilise deux programmes auxiliaires D et N/
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Le probléme de I'arrét (V)
On donne en entrée A" 3 notre programme A™. Que se passe-t-il ?

A+

Y

Nathalie AUBRUN Pavages, apério
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Le probléme de I'arrét (V)

On donne en entrée A" 3 notre programme A*'. Que se passe-t-il ?

A+

Y

Conclusion :
@ Si le programme A™ répond QUI, cela signifie que le programme A" boucle.
@ Mais si le programme A™ boucle, cela signifie le programme A" répond OUL.

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité. 35 / 42
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On donne en entrée A" 3 notre programme A*'. Que se passe-t-il ?

A+

Y

Conclusion :
@ Si le programme A™ répond QUI, cela signifie que le programme A" boucle.

@ Mais si le programme A™ boucle, cela signifie le programme A" répond OUL.

o ...
= contradiction!! le super-programme A ne peut pas exister.
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Le probléme de I'arrét (V)

On donne en entrée A" 3 notre programme A*'. Que se passe-t-il ?

A+

Y

Conclusion :
@ Si le programme A™ répond QUI, cela signifie que le programme A" boucle.
@ Mais si le programme A™ boucle, cela signifie le programme A" répond OUL.
° ...

= contradiction!! le super-programme A ne peut pas exister.

Théoréme (Turing, 1936)

Il n'existe pas de programme/d'algorithme qui résout le probléme de I'arrét. On dit que le

probléme de |'arrét est indécidable.
v

Théoréme

Il n'existe pas de programme/d’algorithme qui décide si une machine de Turing machine
M s'arréte sur |'entrée vide.

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité. 35 / 42



Comment montrer qu'un probléme est indécidable ?

Valable pour les problémes de décision (ceux pour lesquels la réponse ne peut &tre que
OUI ou NON).

Un probléme est indécidable s'il ne peut pas exister d'algorithme/programme qui le
résout (qui donne la bonne réponse quelle que soit I'entrée).

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité. 36 / 42



Comment montrer qu'un probléme est indécidable ?

Valable pour les problémes de décision (ceux pour lesquels la réponse ne peut étre que
OUI ou NON).

Un probléme est indécidable s'il ne peut pas exister d'algorithme/programme qui le
résout (qui donne la bonne réponse quelle que soit I'entrée).

Pour montrer qu'un probléme P est indécidable, une stratégie de démonstration est :

@ On suppose que I'on sait résoudre le probléme P a I'aide d'un programme P.

@ On transforme une entrée du probléme de I'arrét en entrée du probléme P. La
transformation est telle que les réponses OUI/NON restent inchangées.

© Pour résoudre le probléme de I'arrét, il suffirait donc de transformer I'entrée et
d’appliquer P.

@ On conclut : comme le programme P ne peut pas exister, alors P est indécidable.

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité. 36 / 42



Machines de Turing et tuiles de Wang

On peut coder des calculs de machine de Turing dans des tuiles de Wang :
» pas de téte de calcul
» configuration initiale (*°#°°, qo)

6(q,a)=(q',4',.)

5(r,a) = (r',a',—)

3(s,a) = (s',a’,+)

v

v

v

(q0, £) (s',b) a # i T
F 0 * X(s,a) (s,a) X - 0 0 1 1 ? F
1 b (s,a) 1 ? T
a (d'.) J (r',b) T ?
* : * : * X(r,a) (r.a) X - ? 1 ? ?
a (g,a) (r,a) b ? ?
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v
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Machines de Turing et tuiles de Wang

On peut coder des calculs de machine de Turing dans des tuiles de Wang :
» pas de téte de calcul
» configuration initiale (*°£°°, go)

(q,a) =(q',4,.)

5(r,a) = (r',a',—)

3(s,a) = (s',a’,+)

v

v

v

(q0, £) (s',b) a # 1 T
[ 0 * (s, a) (s,a) . 0 0 1 € ? [
b (s,2) ? T
a (q',a") a’ (r', b) T ?
* ' * : * X(r,a) (r,a) : ? 1 ? ?
a (g,a) (r,a) b ? ?
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Machines de Turing et tuiles de Wang

On peut coder des calculs de machine de Turing dans des tuiles de Wang :
» pas de téte de calcul
» configuration initiale (*°#°°, qo)

(q,a) =(q'.4',.)

5(r,a) = (r',a',—)

3(s,a) = (s',a’,+)

v

v

v

(q0, ) (s',b) a # i T
F 0 * X(s,a) (s,a) X - 0 0 1 1L ? F
1 b (s,2) 1 ? T
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Machines de Turing et tuiles de Wang

On peut coder des calculs de machine de Turing dans des tuiles de Wang :
» pas de téte de calcul
» configuration initiale (*°#°°, qo)

6(q,a)=(q',4',.)

5(r,a) = (r',a',—)

3(s,a) = (s',a’,+)

v

v

v

(qo, 1), (s',b) o # 1 T
+ 0 * (s,a) (s,a) . 0 0 € 1 ? =
1 b (s,a) 1 ? T
a (q',4") Py (r', b) T ?
* * % (r,a) (r,a) ? 1 ? ?
a (q,3) (r,a) b ? ?
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Machines de Turing et tuiles de Wang

On peut coder des calculs de machine de Turing dans des tuiles de Wang :
» pas de téte de calcul
» configuration initiale (*°#°°, qo)

6(q,a)=(q',4',.)

5(r,a) = (r',a',—)

3(s,a) = (s',a,+)

v

v

v

(q0, 1) (s',b) a’ # € T
= 0 * (s,a) (s,a) . 0 0 1 1 ? -
1 b (s,a) 1 ? T
a (d,2) a (r',b) T ?
* : * : * X(r;2) (r,a) X - ? i ? ?
a (9,3) (r,2) b ? ?
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Machines de Turing et tuiles de Wang

On peut coder des calculs de machine de Turing dans des tuiles de Wang :
» pas de téte de calcul
» configuration initiale (°*°#°°, qo)

(g,a) =(q',d’,.)

5(r,a) = (r',a',—)

3(s,a) = (s',a',+)

v

v

v

(9o, 1) (s', b) El i 1 T
- 0 * (s, a) (s,a) . 0 0 1 € ? [
1 b (s,2) L ? T
a (q',a) a (r', b) T ?
* : * : * X(r,a) (r,a) X - ? 1 ? ?
a (q,2) (r,a) b ? ?

Ce qu’on veut : 7 admet un pavage ssi M ne s’arréte pas sur I'entrée vide.
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Pavages possibles ?
On supprime les tuiles sur lesquelles apparait un état d'acceptation g,.
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Pavages possibles ?
On supprime les tuiles sur lesquelles apparait un état d’acceptation ga.

Si M ne s'arréte pas sur l'entrée vide, il existe un pavage.

? ? T a b (a, 1) # t £
? ? ? ? ? (B
? ? T a b (qy,4) t # #
? ? T a b # # 4 4
? i I S . . (R )
? ? T a (ab+,£) (ay.4) # # #
? ? T a (qb+ £), # # 4 4
2 2| 2 7|2 | (g0, £)(qo. £),
? ? T (q0,) i i i # #
? ? T (qo. %) # # t B 4
? 2| 7|2 [ ofo ofo olo olo ofo 0
? ? T L 1 1 L L 1
? ? T 1 1 1 1 1 1
? 7|2 2| i S i S i 1L 1L i i
? ? ? ? ? ? ? ? ?
? ? ? ? ? ? ? ? ?
? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?
? ? ? ? ? ? ? ? ?
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Pavages possibles ?
On supprime les tuiles sur lesquelles apparait un état d’acceptation ga.

Si M ne s'arréte pas sur |'entrée vide, il existe un pavage. Mais. ..

? ? ? ? ? ? ? ? ?
? I i 2] 2 2] 2 2] 2 2| 2 2| 2 2| 2 ?
? ? ? ? ? ? ? ? ?

? ? ? ? ? ? ? ? ?

? I 3 2] 2 2] 2 2] 2 2| 2 2| 2 2| ?
? ? ? ? ? ? ? ? ?

? ? ? ? ? ? ? ? ?

? i i 2|7 2|7 i3 2| 2 7|2 i I ?
? ? ? ? ? ? ? ? ?

? ? ? 7 ? ? ? ? ?

? i i3 i3 I i3 i3 7|2 7|2 7|2 ?
? ? ? ? ? ? ? ? ?

? ? ? ? ? ? ? ? ?

? i i3 i3 i3 i3 7|2 7|2 7| 2 ?
? ? ? ? ? ? ? ? ?

? ? ? ? ? ? ? ? ?

? 3 2] 2 i3 I i3 i3 2|2 2| 2 2| 2 ?
? ? ? ? ? ? ? ? ?
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Le probléme du Domino a origine fixée
Ce que lI'on n'a pas montré :

Pas encore un théoréeme
Le probléme du Domino est indécidable. J

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité.



Le probléme du Domino a origine fixée
Ce que lI'on n'a pas montré :

Pas encore un théoréme
Le probléme du Domino est indécidable. J

Ce que lI'on a montré :

Théoreme (Kahr, Moore & Wang 1962, Biichi 1962) J

Le probléme du Domino a origine fixée est indécidable.

avec

Probléme du Domino a origine fixée

Input : Un jeu fini de tuiles de Wang 7, une tuile t € 7
Output : Oui s'il existe un pavage valide par T avec la tuile t a I'origine, Non sinon.

Nathalie AUBRUN Pavages, apériodicité et calculabilité. 39 / 42
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Théoreme (Berger 1966, Robinson 1971)

Le probléme du Domino est indécidable.
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