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Résumé : Nous présentons un algorithme de plans coupants pour le cal-

cul des bornes inférieures pour le probléme de ’affectation quadratique. Ce
probléme est un probléme classique d’optimisation combinatoire dans lequel
il convient de trouver le placement optimal de n unités sur n sites de fagon a
minimiser un cotit quadratique dépendant & la fois des distances inter-sites et
des flux inter-unités. L’affectation quadratique se modélise par un probléme
quadratique en nombres entiers. Elle a de trés nombreuses applications pra-
tiques mais reste extrémement difficile & résoudre.
Nous proposons un algorithme de plans coupants. Celui-ci ajoute itérative-
ment & une relaxation SDP des inégalités valides induisant des facettes du
polytope quadrique. Nous verrons a travers les résultats numériques l'intérét
de cet algorithme.

Mots clés : Optimisation combinatoire, Programmation semidéfinie, Af-
fectation quadratique, Algorithme de coupes.

Abstract : In this paper, we present a new cutting plane algorithm for
solving quadratic assignment problem, hereby called QAP. This problem has
been widely studied in the literature for the last decades. It consists in sol-
ving the location problem of n units among n given sites in order to minimize
quadratic costs composed by both inter-sites costs and units flows. QAP is
known to be hard problem to solve. However, it has several practical appli-
cations. We propose a new cutting plane algorithm for solving QAP. We use
different cuts coupled with SDP relaxations for solving the master program.
Among all valid inequalities of the Quadric polytope are used. Our compe-
titive numerical results show the efficiency of our algorithimn.



Keywords : Combinatorial Optimization, Semidefinite Programming, qua-
dratic assignment problem, Cutting Plane Algorithm.

1 Introduction

1.1 Enoncé du probléme

Le Probléme d’Affectation Quadratique (QAP) est I'un des problémes
d’optimisation combinatoire les plus connus et qui a suscité un trés grand
nombre de travaux. Il a été introduit pour la premiére fois par Koopmans
et Beckmann [25] en 1957 afin de déterminer la meilleure implantation de n
unités (usines, services hospitaliers...) sur n sites connus. Il s’agit d’affecter
une et une seule unité sur chaque site en minimisant le cotit global de transit
plus le cott d’installation. Le cotit d’un transit est ici supposé égal au pro-
duit de la distance entre les sites multiplié par le flux de matiére transportée.
Pour exprimer le probléme, on définit :

— F = (fij), la matrice des flux entre les uniteés,

— D = (d;j), la matrice des distances entre les sites,

— C = (c¢jj5), le cout d’installation de 'unité 4 sur le site j,

— II, P'ensemble des permutations de {1,2,...,n} dans {1,2,...,n}.

Le probléme d’affectation quadratique s’écrit alors :

{ mind > fuidpiya) + D Cinti 1)

i=1 j=1 i=1

Dans ce contexte, p(i) = j signifie que l'unité i est affectée au site j. Il n’est
pas nécessaire que les matrices F' et D soient symétriques ou carrées, méme
si elles le sont en pratique dans la majorité des cas. Notons que s’il y a plus
de sites que d’unités, alors on peut ajouter des unités fictives qui ont un flot
d’échange nul avec toutes les unités.

Il existe d’autres formalisations mathématiques, qui sont équivalentes pour
ce probléme, et qui permettent d’appliquer différentes approches de résolu-
tion. Toutes ces formulations sont décrites par Burkard et al. [32].



1.2 Les applications du QAP

Initialement concu pour traiter un probléme économique qui consiste
a déterminer la meilleure implantation d’usines & des sites pré-déterminés,
le probléme d’affectation quadratique trouve de nombreuses applications
concreétes et variées. Citons par exemple :

— Le placement de circuits VLSI! sur une micro plaquette [39] : il s’agit
de déterminer le schéma de cablage qui minimise la longueur des fils
utilisés ;

— Le placement des touches sur une machine & écrire : il s’agit de déter-
miner la place des touches sur un clavier qui minimisera les distances
parcourues pour la saisie d’un texte défini;

— Le placement de services dans un hopital [14] et [26] : on cherche &
minimiser la distance parcourue par les malades entre les différents
services ;

— L’organisation dans une équipe de course de relais [20] ;
— L’ordonnancement de taches dans une chaine de production [17];

— D’autre types d’applications trés variées existent comme l’ergonomie,
la planification ou ’analyse des réactions chimiques.

Du point de vue théorique, de nombreux problémes NP-complets sont
des cas particuliers du probléme d’affectation quadratique. Par exemple :

— Le probléme du voyageur du commerce : la matrice des distances D est
celle des distances entre les villes, et la matrice des flux F' correspond
a la matrice d’adjacence d’un cycle de longueur n.

— Le probléme de la bipartition d’un graphe : la matrice D correspond &
la matrice d’adjacence du graphe, la matrice F' correspond a la matrice
d’adjacence de deux sous-graphes complets disjoints de taille 3.

2 Les méthodes de résolution

Plusieurs travaux de recherche ont été menés sur ce probléme complexe.
Il s’agit d’un probleme N P-difficile [16] non approximable [37] sous 1’hypo-
thése largement admise que P # N P.
Résoudre un probléeme N P-difficile comme le probléme d’affectation quadra-
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tique peut se faire de deux facons différentes :

— Meéthodes exactes : dans ce cas, on cherche la meilleure solution possible
et on prouve qu’elle est bien optimale.
— Meéthodes approchées : dans ce cas, on cherche a obtenir une "bonne"
solution, sans aucune garantie qu’elle soit la meilleure.
La premiére facon de procéder répond exactement au probléme posé mais ne
permet le plus souvent de résoudre que des instances de petite taille.
La seconde voie est donc trés utile pour pouvoir aborder des problémes de
taille plus importante.
Nous allons examiner les principales méthodes de résolution qui ont été uti-
lisées pour le probléme de I'affectation quadratique. Pour plus de détails, le
lecteur pourra se référer a [13, 2, 3.

2.1 Les méthodes approchées

De nombreuses méthodes ont été proposées pour résoudre le QAP de ma-

niére approchée. Pour les méthodes constructives, nous citons par exemple
I’heuristique gloutonne proposée par Heragu et Kusiak [22]. Pour les mé-
thodes itératives qui se sont développées depuis les années 60, citons par
exemple les méthodes de Hiller H63 [23] et H63-66 [24] ainsi que la méthode
CRAFT (Computerized Relative Allocation of Facilities Technique) [9]. Ces
méthodes sont en grande majorité a base de recherche locale.
Des métaheuristiques ont été aussi appliquées sur le QAP. Elles ont donné
de bons résultats. Parmi ces métaheuristiques, nous citons les méthodes de
recherche Tabou [38, 40, 5, 41], le recuit simulé [10, 42]. Les algorithmes
génétiques ont été également appliqués aussi au QAP, soit d’une maniére
autonome (voir [28, 15, 29]), soit en conjonction avec le recuit simulé [43].
On trouve aussi des méthodes hybrides qui combinent le recuit simulé avec la
recherche Tabou, voir [7]. Par ailleurs, des heuristiques basées sur la méthode
GRASP (greedy randomized search procedure) et des méthodes a base de
colonies de fourmis ont été proposées pour la résolution du QAP dans [11]

2.2 Les méthodes exactes

Les méthodes de résolution exactes les plus connues pour le probléme de
I’affectation quadratique sont de type Branch-and-Bound et sont donc basées
sur I’énumération implicite. Ces méthodes nécessitent le calcule de bornes
inférieures de bonne qualité au préalable. Etant donné que le QAP est qua-
dratique, de nombreuses linéarisations ont été proposées. La toute premiére
a été proposées par Lawler en 1963 [27|. Depuis, d’autres linéarisations ont
été proposées (Bazaraa et Sherali 1980 [6], Burkard et al 1987 [31], Adams et
Johnson 1994 [1]. Elles différent par leur nombre de contraintes et par leur
nombre de variables.



En 1995, Resende, Ramakrishnan et Drezner ont proposé dans [35] une li-
néarisation du QAP basée sur la linéarisation d’Adams et Johnson [1]. Cette
relaxation est celle qui donne les meilleures résultats, nous allons alors la
détailler dans la section 3.2 afin de l'utiliser par la suite.

D’autres techniques pour calculer des bornes inférieures ont été appliquée au
QAP. Citons par exemple, les bornes inférieures basées soit sur la projection
des valeurs propres [4], soit sur la programmation semidéfinie [30], [34] et
[36]. Ces relaxation feront ’objet du paragraphe 3.3.

Comme nous l'avons déja vu, la premiére modélisation du QAP a été faite par
Koopmans et Beckmann, dans cette version, la fonction objectif comporte un
terme quadratique ainsi qu'un terme linéaire qui correspond au cott d’im-
plantation. Une version simplifiée largement étudiée consiste a considérer le
cott d'implantation nul (¢;; = 0). Dans cette version, la formule (1) devient

alors : n n
{ 1;211_[[1 Z Z f@jdp(i),p(j) (2)

i=1 j=1
Nous allons donc considérer cette version afin de calculer des bornes infé-
rieures de notre probléme.

3 Calcul de bornes inférieures

Afin de calculer des bornes inférieures de notre probléme, nous allons
d’abord en présenter deux formulations I'une quadratique et I'autre linéaire.
D’autres formulations ont été développées dans la littérature, voir par exemple
[31].

3.1 Formulation en programme quadratique a variables en-
tiéres

On associe a chaque permutation p une matrice booléenne X = (z;5),
avec x;; = 1 si j = p(i). Les éléments x;; peuvent étre interprétés comme
suit :

e 1 sil’unité 7 est affectée au site j
Y1 0 sinon

Le probléme (2) peut se mettre sous la forme suivante :



( n n n n

min Z Z Z Z fijdrTinTji
=1 j=1 k=1 =1

S.C.
n

(QAP) (1) ;wzk =1 Vk e {1,..,n}

(2) dwx=1  Vie{l,.,n}
k=1

dl)  wxe{0,1}  Vike{l,.,n}

ou les contraintes (1) et (2) sont les contraintes dites d’affectation. Elles
permettent d’assurer que chaque unité soit placée sur un site et que chaque
site accueille une et une seule unité.

3.2 Formulation en programme linéaire a variables entiéres

Il est possible de linéariser la formulation précédente (QAP) du probléme
de l'affectation quadratique. En 1995, Resende, Ramakrishnan et Drezner
ont proposé dans [35] une telle linéarisation. Nous nous intéressons parti-
culiérement & cette linéarisation car il est montré qu’elle donne des bornes
inférieures de meilleure qualité que les bornes classiques de Gilmore-Lawler
[18].

Cette linéarisation consiste & poser :

Yikjl = TikTj]
ki
¢y = fijdrl

et & ajouter les contraintes suivantes :

(3) Zyikﬂ =xj VEk,j,l € {1,...,n}
=1

(4) Zyikjl =z Vi, j,l e {1,....,n}
k=1

On obtient alors le programme linéaire en nombres entiers suivant :



n n n

n
. ki
min > > Y D iy
i=1 j=1 k=1 I=1
s.c

1) Dax=1  Vke{l,..n}
=1
2 Yaw=1 Vie{l,.,n}
(QAPL) =
3 Y wwp=an kg le{l,..,n}

=1
(4) Zyikjl = Zj Vk, 3,0 € {1,...,n}
=1

dl)  wxe{0,1} Vike{l,.,n}
(d2) vikjt € 10,1} Vi, 5,k le {1,...,n}

Le modéle mathématique (QAPr) est un programme linéaire en nombres
entiers. Ce programme comporte % variables et 2n3 4 2n contraintes.
On peut diminuer sensiblement le nombre de variables et de contraintes, en
utilisant d’une part le fait que y;; = 0 pour i = j et k # [ et aussi y;5, = 0
pour k =l et ¢ # j. Et d’autre part, yixj = Yjiik-

Notons que la relaxation linéaire continue (QAPL) se déduit de (QAPL)
en remplacant d’une part z;; € {0,1} Vi,k € {1,....,n} parz; >0 Vi, k€
{1,...,n} et d’autre part yu;; € {0,1} Vi, j,k,l € {1,....,n} par yipj >
0, Vi,jkle{l,..n}

Maintenant que nous avons détaillé les formulations du QAP, nous allons
les utiliser pour donner deux relaxations SDP différentes.

3.3 Programmation semidéfinie pour le QAP

Afin de calculer les bornes inférieures pour le probléme de ’affectation
quadratique, nous avons développé des méthodes basées sur la relaxation
semidéfinie positive des programmes mathématiques (QAP) et (QAPY).

3.3.1 Relaxation semidéfinie SDF,

Pour écrire les différentes relaxations semidéfinies du (QAP), on utilisera
les notations suivantes :



On définit la matrice Z dans R™*" par :

X1 T2 o Lin

xro1 T22 vt Ton
7 =

Tpnl Tp2 *°° Tnn

Les contraintes d’affectation sont équivalentes & Ze = e et & Zle = e ou
e est le vecteur unitaire dans R".
On pose XZ],i = x;jTk, * = Vect(Z) et la matrice X de taille n? x n? définie

par X = zT'z s’écrit :
X1 X2 - Xy
Xo1 Yoo - Xy,
X = . ) .
an Xn2 e Xnn
ot 11 12 1
Shh
X’ij Xij Xij"
Xij = : : . :

Pour construire une premiére relaxation semidéfinie du programme (QAP),
nous réecrivons les contraintes (1) et (2) en utilisant la matrice Y définie par :

X =x
=[]

Comme nous avons vu dans le chapitre 1 :

Y = 0 est équivalent a X — diag(X)diag(X)" =0

avec diag(X) = x, on note ces contraintes (d).
Afin de simplifier I’écriture du programme mathématique, nous allons avoir
besoin des définitions suivantes.

Définitions 1 Soit A une matrice (m x p) d’élément a;; et B une matrice
(s xt).
Le produit de Kronecker : A® B est une matrice (ms x pt) telle que :

(InB a12B tee alpB

ang ap cee a9 B
A® B = , !

am1 B apaB - ampB



En utilisant cette définition et la matrice X, la fonction objectif du modéle
(QAP) s’écrit :

min (D®F)eX

Définitions 2 Soit X la matrice par bloc définit ci-dessus. On définit les
deur opérateurs linéaires bdiag(X) et odiag(X) de RV *™° & R™" comme

suit :
n

bdiag(X) = Xii
i=1
(odiag(X))ij = Tr(Xi;), 4,7=1,...,n.

En utilisant ces deux opérateurs, les contraintes (1) et (2) s’écrivent :

T11 Tl . Tpl 1

T T12 T2 - Tp2 1
e g

Tin T2n - Tnn 1

[ D
Zln:1 Z12

o
[ 21— %in
r oy 11
Z%:l X1212
Zl:l Xll . 7ij
] puisque X3 = ;;x;; = j;

[ 2 X"
n
= diag(>_ Xn)
=1
= diag(bdiag(X))
= e
De la méme fagon, on réécrit les contraintes (2) sous la forme :

diag(odiag(X)) =e

Une premiére relaxation semidéfinie du programme (QAP) peut donc
s’écrire :

min (D®F)eX
(SDP)Y (1) diag(bdiag(X)) = e
(2) diag(odiag(X)) =e¢
(d) X — diag(X)diag(X)T =0

9



Nous avons remarqué lors de premiers tests numériques que la relaxation
(SDPy) donne des bornes inférieures trés éloignées de 'optimum, voire des
bornes inférieures négatives pour plusieurs jeux de données. Afin d’améliorer
la qualité de cette borne, nous proposons d’autres relaxations semidéfinies
du programme (QAP) en introduisant des contraintes d’orthogonalité sur la
matrice variable.

3.3.2 Relaxation semidéfinie SDP;

A partir des contraintes d’affectation suivantes Ze = e et Z7e = e, en
multipliant la premiére égalité par la matrice Z7 et la deuxiéme égalité par
Z, on obtient :

ZT7e=7Te=¢ et ZZTe=Ze=c¢

ce qui implique ZZT =1, (1')et ZTZ =1, (2'). En d’autres termes la
matrice Z est une matrice orthogonale.

On réécrit les contraintes (1) et (2') en utilisant les opérateurs bdiag et odiag
définis précédemment :

T11 T21 cc Tpl T11 T12 - Tin
T T12 T2 Tp2 To1 T2 - T2
7 7 =
L L1n Z2n " Tnn Ipl Tn2 " Tnn
r n n n
lell’lll‘ll 212156113312 lelmlll’m
n n n
YL TRT Do T e Yoy T2Tin
n n n
L D T D Tz Yo TinTin
o 11 n 12 n 1n
Z%:lXIQII Zln=1X12z2 Z%:ngl
n
_ Zl:lel Zl:lel Zl:lel
n nl n n2 n nn
L Zl:lel Zl:lel Zz:1Xu
11 12 1n
Xhoxh
n n
B Xp Xy© o X
-1 : X : ) . :
n mn nn
X Xyt o Xy
n
= DX

10



De la méme facon, on démontre que les contraintes (2') s’écrivent :

odiag(X) = I,.

En ajoutant donc ces contraintes dans le programme (SDPF,), on obtient
le programme (SDP;) suivant :

min (D®F)eX
(SDP){ (1) bdiag(X) =1,
(2" odiag(X) = I,
(d) X — diag(X)diag(X)T = 0

Nous avons remarqué lors des tests numériques que la relaxation (SDP;)
sont meilleurs que ceux de (SDFy). Cependant, ils restent assez éloignés de
Ioptimum. Ceci s’explique par la présence d’éléments négatifs dans la ma-
trice Y. En effet, la valeur de la fonction objectif ((D ® F') ¢ X) se voit
abaissée par la somme de ces termes. Ce phénomeéne est le méme que celui
évoqué pour le probléme du FAP. Pour y palier, il convient d’ajouter des
contraintes de positivité. On obtient alors le modéle (SDPg) suivant (qui
est présenté dans [34]) :

min (D®F)eX
8.C
(1) bdiag(X) =1
(SDPr.) (2" odiag(X) =1
(d) X — diag(X)diag(X)T = 0
\ (P) Xigj1 >0 Vi, j, k1€ {l,..,n}

Les résultats numeériques du modeéle (SDPg.) sont présentés dans les ta-
bleaux (2) et (5). Nous allons revenir sur ’analyse des résultats de ce modéle
ainsi que sa comparaison avec notre propre méthodes dans le paragraphe 4.

3.3.3 Relaxation semidéfinie SDP,

Motivés par les résultats de Drezner dans [12], nous nous sommes éga-
lement penchés sur la formulation (QAPp) du paragraphe 3.2 afin d’écrire
une relaxation semidéfinie.

Nous considérons les contraintes (3) et (4) du programme(QAPr).

Si la contrainte Z?:l Xirji = xj; porte 'indice s, elle s’écrit dans le pro-
gramme (SDP,) sous la forme B; ¢ Y = 0, ou B; est la matrice telle que
Bs oY = Z?:l Xikjl — Zji-

11



De méme, si la contrainte >, X;xj = xj; porte U'indice r, elle s’écrit dans
le programme (SDP2) sous la forme B, oY = 0, ot B, est la matrice telle
que Br oY = 22:1 Xikjl — Zji-

Toutes ces contraintes sont regroupées dans le programme (SDP2) sous la
contrainte B(Y) = 0. On a 2nn? matrices B pour représenter ’ensemble des
contraintes (3) et (4).

Nous pouvons finalement écrire la relaxation semidéfinie du (QAPr), notée
(SDPQ) :

((min (DR F)eY
() diag(bdiag(Y)) = e
(SDP) (2) diag(odiag(Y)) = e
(5) BY)=0
x d Y=0

Dans le programme (SDP,), on a 2n contraintes de type (1) et (2), 2nn?
contraintes de type (5) et n? + 1 contraintes pour exprimer que diag(X) = x
et que le dernier élément dans la matrice Y vaut 1 (les contraintes (d)). Ce
qui donne un nombre de contraintes de 2n? + n? + 2n + 1.

Afin d’éviter le phénomeéne mis en évidence dans la section précédente, nous
renforgons cette relaxation par ’ajout de coupes de non négativité pour les
éléments de la matrice YV :

(P) Y;kjl >0 Vi, g, k,l € {1,...,”}.
Une deuxiéme fagon d’écrire les contraintes linéaires d’affectation dans un

programme semidéfini est d’élever au carré les deux membres de la contrainte.
On obtient donc pour les contraintes (1), les contraintes (1”) suivantes :

n
O zin)?=1 Vke{l,..,n}
i=1
Et pour les contraintes (2), les contraintes (2”) suivantes :

O zin)?=1 Vie{l,..,n}

k=1

En ajoutant ces contraintes au programme semidéfini, on obtient la formu-

12



lation suivante qui est celle présentée dans [36] :

min (D®F)eY
s.C

(1) dz’ag(bdz’ag(Y)) =e

(1) (Z zp)?=1 Vke{l,..,n}
(SDPgy) 2) di;_gl(bdiag(Y)) —e

@) O ww)?=1 Vie{l,..,n}

5 BY)=0

d Y=0

(P) Xik:jl >0 Vi,j, ke {1,...,71}

Les résultats numériques de la relaxation (SDPg,) sont de bonne qualité
mais les instances testées ne dépassent pas n = 30. Ceci est di au nombre trés
important de contraintes . Celui-ci est de 'ordre de n* pour les contraintes
de type (P) et de I'ordre de n? pour les contraintes de type (5). Dans le para-
graphe suivant, nous avons adapté développé 'algorithme de plans coupants
developpé précedement pour la résolution du FAP. Cet algorithme ne génére
que les contraintes violées pour alléger le programme semidéfini.

3.4 Plans Coupants pour le QAP

Soit (SDPgap) la formulation semidéfinie renforcée du probléme d’af-
fectation quadratique :

(min (D F)eY
sous les contraintes

(SDPgap)

) V=0
(P) Y;k]l > OVZ,j,k?,l € {]-a sy

Pour déterminer la borne, la formulation (SDPgap) ne comporte au dé-
part que les contraintes (1'),(2’) et (d). Du fait de leur nombre important,
les contraintes (5) et (P) sont ensuite générées par ’algorithme de plans cou-
pants présenté ci-dessous.

Le principe général des algorithmes de génération de coupes est de résoudre
progressivement un probléme en ajoutant un certain nombre de coupes (voir

13



[19]; [8])-

Afin de déterminer dans quel ordre ces contraintes seront ajoutées, nous
allons réutiliser la notion de degré de violation :

— le degré de violation d’une coupe de positivité est donnée par d;(c) =
Ysr pour chaque variable Ys,. Notre algorithme génére une coupe défi-
nie par la contrainte Yy, > 0 si d(cs,) < €, ou € est un seuil donné.

— les degrés de violation des coupes de type (5) sont données par

n
de1(c) = |Zyikjl — .
i=1

et "
de2(¢) = | yingi — wj1l.
k=1

n
Notre algorithme génére une coupe Z Yikji — xj; = 0 (respectivement
i=1
la coupe > ) Yikji — xj1 ) si dei(c) > € (respectivement dea(c) > €;),
ou ¢; est un seuil donné.

Précisons que dans l'implémentation de notre algorithme, nous stockons
toutes les contraintes violées de type (P) dans un ensemble Vp et les contraintes
violées de type 5 dans un ensemble Vs . Nous trions ces ensembles et nous
considérons uniquement un pourcentage des contraintes les plus violées. Ce
sont donc ces contraintes qui détermineront les coupes a considérer & chaque
itération. Le processus se termine lorsqu’il n’y a plus de contraintes violées.
Notons que ’ordre dans lequel on génére les contraintes violées est trés im-
portant.En effet, en pratique, nous constatons que, si 'on génére toutes les
familles de contraintes en méme temps, alors la qualité de la borne inférieure
est dégradé par rapport au résultats obtenus avec les contraintes de type
P uniquement. Ainsi, nous générons d’abord les contraintes de type (P).
Quand il ne reste plus de contrainte de positivité violée, nous générons alors
les autres contraintes de type (5). Nous détaillons ce procédé par ’algorithme
de plans coupants ci dessous.

Algorithme 1 Plans Coupants pour le QAP

#nbrlter est le nombre d’itérations

#nbrlter Max est le nombre d’itérations mazimum

violee est un wvariable booléenne qui indique l’existence ou nmon de contraintes
violées
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Résoudre SDP2
violee = VRAI
Tant que (#nbrlter < #nbriterMaz) et (violee = VRAI)
répéter
si di (C) < €;
alors stocker la contrainte ¢ dans un ensemble Vp
fin si
Ajouter les p contraintes de Vp les plus violées au SDPy_1
Résoudre SDP,
k—k+1
jusqu’a ce que d;(c) > ¢;
A Tétape [
répéter
sid(c) <g¢
alors stocker la contrainte ¢ dans un ensemble Vg
fin si
Ajouter les ¢ contraintes de Vg les plus violées au SDP;_;
Résoudre SDP,
l—1+1
jusqu’a ce que d.(c) > e,
violee = FAUX

A chaque itération, on utilise le logiciel SB de Helmberg [21] pour ré-

soudre les programmes semidéfinis obtenus par I’ajout des coupes. Ce solveur
est basé sur la méthode des faisceaux.
Nous avons pensé a rajouter des contraintes de linéarisation et de triangle
qui peuvent généralement ameéliorer la qualité des bornes inférieures. Tou-
tefois, nous avons testé notre méthode avec et sans ces contraintes et nous
n’avons pas constaté d’amélioration. Nous allons maintenant présenter les
résultats numériques obtenus avec notre méthode et les comparer aux autres
méthodes existantes.

4 Résultats numériques

Commencons tout d’abord par la description des instances sur lesquelles
nous avons effectué les tests.

4.1 Instances du QAP

Burkard, Karisch et Rendl [33] ont regroupé plusieurs instances dans QA-
PLIB?. Cette librairie permet d’avoir les informations suivantes sur chacune
de ces instances :

— Nom de l'instance : ce nom se décompose sous la forme d’un radical

de trois lettres mis pour les trois premiéres lettres du nom du premier

*http ://www.opt.math.tu-graz.ac.at/qaplib/
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auteur. Le suffixe est constitué d’une valeur qui représente la taille du
probléme. Par exemple, 'instance had20 a été crée par S.W. Hadley,
F. Rendl et H. Wolkowicz, et correspond & un probléme contenant 20
usines et 20 emplacements.

— La solution optimale quand elle est connue.

— Pour les instances dont on ne connait pas la solution optimale, on
donne la meilleure borne inférieure et la meilleure solution approchée.

Afin d’évaluer les performances de notre approche, nous avons effectué
des tests numériques sur différentes instances du QAPLIB 4.1. Nous avons
implémenté notre algorithme de plans coupants en langage C+-+ sur un Ath-
lon 2800+ avec 512Mo du Ram.

4.2 Comparaison du nombre de contraintes des différentes
relaxations SDP

Nous comparons ici le nombre de contraintes générées par notre algo-
rithme avec ceux des formulations SD Pg, [36] et SDPgr, [34]. L’importance
de cette analyse réside dans le fait qu’un nombre de contraintes réduit per-
met de résoudre des instances de grande taille. Nous désignons le nombre de
contraintes de positivité par (#contp), le nombre de contraintes de Sherali-
Adams par (#contgy) et plus généralement le nombre de contraintes globales
par (#contg).

On constate sur le tableau 1 que 'on réduit visiblement le nombre de

contraintes globales par rapport a celle de la formulation SDPpg,. Sur les
instances Escl6, par exemple, on peut réduire de moitié le nombre de ces
contraintes. Cette réduction est surtout die & celle du nombre de contraintes
de positivité qui est du méme ordre de grandeur.
Le nombre de contraintes de Sherali-Adams de notre formulation, bien que
plus petit, reste assez proche de celui de celle de SD Ppg,. Ceci s’explique par
le fait que le seuil d’acceptation de ces contraintes dans notre formulation
est élevé (e, = 1075). Ainsi, en augmentant ce seuil, on peut réduire considé-
rablement le nombre de ces contraintes. C’est d’ailleurs ce que 'on propose
pour les instances de grande taille (n > 30).

De méme, on peut voir sur le tableau (1) que notre formulation réduit le
nombre de contraintes globales par rapport a celui de la formulation SD Pg.
sauf pour les instances Nugl2 et Tail2.

Ce résultat est d’autant plus intéressant que notre formulation génére les
contraintes de Sherali-Adams qui ne sont pas générées dans la formulation
SDPr. En effet, 1la réduction importante du nombre de contraintes de po-
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TaB. 1 — Comparaison entre le nombre de contraintes de la formulation
(SDPg,) et SDPp¢

Data SDPgr, SDPpc
F#contp | #contgy, | #Hcontg || Fcontp | #contgy, | #Hconta

Escl6a || 32640 8192 41137 13441 8192 22162
Escl6b || 32640 8192 41137 9968 8192 18689
Escl6ce || 32640 8192 41137 14875 8192 23596
Escl6d || 32640 8192 41137 15574 8177 24280
Escl6e | 32640 8192 41137 11958 8190 20677
Escl6g || 32640 8192 41137 10561 8186 19276
Escl6h || 32640 8192 41137 11824 8192 20545
Escl6i | 32640 8192 41137 14182 8177 22888
Escl6j | 32640 8192 41137 8868 8192 17589
Had12 | 10296 3456 13933 7973 3206 11480
Had14 | 19110 5488 24837 13796 5337 19540
Had16 | 32640 8192 41137 19521 8179 28229

Had18 || 52326 11664 64369 33754 11600 46021
Had20 || 79800 16000 96261 47364 16000 64185

Nugl2 || 10296 3456 13933 7644 3419 11364
Nugl4 | 19110 5488 24837 14192 5464 20063
Nugls || 25200 6750 32221 18187 6739 25392
Nug20 || 79800 16000 96261 52112 15965 68898
Roul2 || 10296 3456 13933 7709 3414 11424
Rould || 25200 6750 32221 16584 6742 23792
Rou20 || 79800 16000 96261 50421 15980 67222
Scrl2 10296 3456 13933 8142 3452 11895
Scrld 25200 6750 32221 17508 6747 24721

Scr20 79800 16000 96261 07864 15992 74677
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TaB. 2 — Comparaison entre le nombre de contraintes de la formulation
(SDPRE) et SDPpc

Data SDPp. SDPpc
#contp \ #contg \ #contp \ #contgp \ #contg \

Escl6a || 32640 33169 13441 8192 22162
Escl6b || 32640 33169 9968 8192 18689
Escl6e || 32640 33169 14875 8192 23596
Escl6d || 32640 33169 15574 8177 24280
Escl6e || 32640 33169 11958 8190 20677
Escl6g | 32640 33169 10561 8186 19276
Escl6h | 32640 33169 11824 8192 20545
Escl6i 32640 33169 14182 8177 22888
Escl16j 32640 33169 8868 8192 17589

Scr20 79800 80621 57864 15992 74677
Rou20 79800 80621 50421 15980 67222

Nugl2 10296 10597 7456 3419 11176
Nugl4 19110 19517 13597 5440 19444
Nuglb 25200 25666 18187 6739 25392
Nugl6a || 32640 33169 22611 8180 31320
Nugl6b || 32640 33169 22800 8178 31507
Nugl7 41616 42212 28974 9790 39360

Nugl8 52326 52993 38604 11566 50837
Nug20 79800 80621 52112 15965 68898
Nug21 97020 97924 63219 19502 83625
Nug22 116886 | 117877 || 77388 21089 99468
Nug24 165600 | 166777 | 111607 | 27513 140297
Nug25 195000 | 196276 || 135361 | 31248 167885
Nug27 265356 | 266842 | 184688 | 39366 225540
Nug30 404550 | 406381 || 192060 | 54000 247891
Kra30a || 404550 | 406381 || 174993 | 53967 230791
Kra30b || 404550 | 406381 || 138648 | 54000 194479

Tail2a || 10296 10597 8006 2710 11017
Tailda || 25200 25666 17203 6747 24416
Tail7a | 41616 42212 25187 9824 35607

Tai20a || 79800 80621 50170 15989 66980

Tai2ba || 195000 | 196276 || 114388 | 31243 146907
Tai30a || 404550 | 406381 || 191847 | 54000 247678
Tho30 404550 | 406381 || 171467 | 54000 227298
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TaB. 3 — Comparaison entre le nombre de contraintes de la version Explicite
et de notre algorithme de plans coupants SD Pp¢

Data SDPE:splicite SDPp¢

#contp Fcontgy, | #contg #contp | #contgp | #Hcontg

Esc32a || 523776 65536 525857 190884 | 31298 224263

Esc32b || 523776 65536 525857 195751 | 65535 263367

Esc32c || 523776 65536 925857 151959 | 65536 219576

Esc32d || 523776 65536 225857 173994 | 65536 241611

Esc32e || 523776 65536 225857 136668 | 65536 204285

Esc32f || 523776 65536 025857 201655 | 56444 260180

Esc32g || 523776 65536 525857 133413 | 65536 201030

Esc32h || 523776 65536 525857 140472 | 65536 208089

Tai3ba || 749700 85750 752186 162929 | 85750 251165

Tai40a | 1279200 | 128000 1282441 200049 | 127993 331283

Taid0a || 3123750 | 250000 3128801 260969 | 88214 354234

Tai60a | 6478200 | 432000 6485461 272155 | 108238 387654

Sko42 1554966 | 148176 1558537 || 232006 | 20296 255873

Sko49 || 2881200 | 235298 2886052 || 294136 | 46243 345231

Skod6 || 4915680 | 351232 4922009 | 306627 | 74698 387654

Sko64 8386560 | 524288 8394817 || 338528 | 53215 400000

Sko72 13434336 | 746496 13444777 || 346337 | 43222 400000

Tho40 | 1279200 | 128000 1282441 178885 | 128000 310126

19



sitivité compense largement la prise en compte de ce type de contraintes.
Pour les instances de plus grande taille (tableau 3), on peut voir que le
nombre de contraintes dans une formulation explicite est trés important et
rend donc une telle résolution impossible. Nous montrons grice a notre for-
mulation, que ce nombre peut étre sensiblement réduit (sauf pour Sko64 et
Sko72 o nous limitons le nombre de contraintes gérées) et permet donc une
résolution de ces instances. Notre méthode est d’ailleurs, & notre connais-
sance, la premiére méthode basée sur la relaxation semidéfinie & résoudre
des instances de cette taille.

Ainsi grace a ce gain, on a réussi a calculer des bornes inférieures pour
des instances de taille allant jusqu’a (n = 72). Nous résumont les résultats
dans les tableaux 4, 5 et 6.

4.3 Comparaison avec les résultats de Roupin [36]

Le tableau 4 expose les résultats des calculs de la borne inférieure de la
relaxation semidéfinie SDPg, et notre relaxation SD Pp¢.
Dans ce tableau : Data est le nom du jeu de données résolu. Opt est la
solution optimale lorsqu’elle est connue. Si celle-ci n’est pas connue, alors on
reporte la meilleure solution entiére approchée.
Pour chaque méthode, B.inf représente la borne inférieure obtenue par le
programme correspondant. C'PU représente le temps de calcul. Il est exprimé
par le format heures : minutes : secondes. Gap en % représente 1’écart
relatif de la borne inférieure avec I'optimum. Cet écart est calculé & ’aide de
la formule :

Opt — B.inf
—x1
Opt X

Pour notre méthode SDPpc, #iterp (respectivement #itergy) représente
le nombre d’itérations nécessaires pour générer les contraintes de positivités
(respectivement les contraintes de Sherali-Adams). Le nombre total d’itéra-
tions de 'algorithme de plans coupants se déduit par la somme de #iterp
et #itergy.

Gain en % représente ’écart entre la borne inférieure obtenue par SDPg,
et celle obtenue par SDPpc. Cet écart est calculé comme suit :

(B.inf)pc — (B.inf)ro
(B.inf)pc
D’aprés cette formule, on peut dire que quand Gain est positif, alors cela

signifie que notre borne inférieure est de meilleure qualité que celle obtenue
par SDPg,.

Gap = 00

Gain = x 100.

D’apres le tableau 4, I’écart relatif (Gap) obtenu avec notre méthode est
toujours inférieur a 5% sauf pour les instances Escl6a, Escl6d et Escl6i.
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TAB. 4 — Comparaison entre les résultats de la formulation SDPg, et notre
algorithme de plans coupants

Data Opt SDPro SDPp Gain
B.inf | CPU Gap || Binf | CPU itP | itSh | Gap
Escl6a | 68 63 02 :41 :00 | 7,35 63 02:51:34 | 5 2 7,35 0,00
Escl6b | 292 290 04 :16 :00 | 0,68 290 01:53:49 | 4 2 0,68 0,00
Escl6e || 160 154 13 :36 :00 | 3,75 154 09 :26 :46 | 5 2 3,75 0,00
Escl6d | 16 13 05 :25:00 | 18,75 || 13 01:33:00 | 5 2 18,75 || 0,00
Escl6e | 28 27 14 :59 :00 | 3,57 || 27 10 :50 :06 | 5 2 3,57 || 0,00
Escl6g || 26 25 09 :01 :00 | 3,85 25 10 :38 :14 | 5 2 3,85 0,00
Escl6h || 996 972 08 :23 :00 | 2,41 976 08 :45:21 | 5 2 2,01 0,41
Escl16i 14 12 16 :05 :00 | 14,29 || 12 11:29:19 | 5 2 14,29 || 0,00
Escl6j | 8 8 02 :03 :00 | 0,00 8 01:44 :28 | 5 3 0,00 0,00
Had12 | 1652 1652 00 :10 :09 | 0,00 1652 00 :03 :52 | 3 2 0,00 0,00
Hadl4 | 2724 2724 00 :56 :52 | 0,00 2724 04 :22 :51 | 4 1 0,00 0,00
Hadl16 | 3720 3720 02 :37 :00 | 0,00 3720 00 :59:05 | 5 2 0,00 0,00
Hadl8 | 5358 5356 08 :42 :00 | 0,04 | 5358 03:18:08 | 8 2 0,00 0,04
Had20 | 6922 6920 13 :05:00 | 0,03 6920 09:16:35 |11 |3 0,03 0,00
Nugl2 | 578 567 02 :01 :00 | 1,90 568 01:49:32 | 4 2 1,73 0,18
Nugl4 | 1014 1009 05 :55:00 | 0,49 1010 03:19:43 | 5 2 0,39 0,10
Nugls | 1150 1138 05 :49 :00 | 1,04 1140 03:24:49 | 6 3 0,87 || 0,18
Nug20 2570 2494 12 :08 :00 | 2,96 2503 11 :44 :22 | 8 4 2,61 0,36
Roul2 | 235528 || 235402 | 08 :32 :00 | 0,05 235496 | 07 :21 :55 | 3 2 0,01 0,04
Roulb | 354210 || 348838 | 08 :44 :00 | 1,52 349780 | 06 :14 :27 | 5 2 1,25 0,27
Rou20 | 725522 || 691124 | 17 :10 :00 | 4,74 || 693791 | 15 :51 :18 | 8 3 437 | 0,38
Scrl2 31410 31391 | 04 :24 :00 | 0,06 31410 | 03 :20 :26 | 4 3 0,00 0,06
Scrlb 51140 51136 | 12 :39 :00 | 0,01 51140 | 08:19:34 | 6 3 0,00 0,01
Scr20 110030 || 105054 | 13 :13 :00 | 4,52 105112 | 12 :25:13 | 9 4 4,47 || 0,06
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Sur la moité des instances testées, I’écart est inférieur a 1%. En comparaison
avec les bornes inférieures obtenues avec (SDPg,), nos bornes inférieures
sont toujours de qualité égale voire meilleures. Le temps de calcul avec notre
formulation est toujours inférieur & celui nécessaire pour (SD Pg,), sauf pour
les instances Escl6a, Escl6g, Esc16h et Had14.

4.4 Comparaison avec les résultats de Rendl [34]

Dans ce paragraphe, nous comparons les résultats de notre méthode
(SDPpc) avec (SDPg.). Les résultats sont reportés dans le tableau (5).

Nous constatons un gain important en terme de qualité des bornes infé-
rieures par rapport a la formulation SDPp. pour tous les jeux de données
testés. En effet, le gain est supérieur & 4% pour la moité des instances, voire
supérieur a 12% pour les instances Esc16d, Escl6e, Escl6g, Esc16i et Escl6j.
L’écart relatif (Gap) obtenu avec notre méthode est toujours inférieur a 7%
sauf pour les instances Escl6a, Escl16d, Escl16i et Tai30a.
Le temps de calcul nécessaire pour résoudre les instances avec SD Pp¢ reste
raisonnable mais nous ne pouvons pas faire de comparaison avec les temps
de calcul de SDPp, car ils ne sont pas fournis.

4.5 Instances de grande taille

Le fait d’utiliser les plans coupants au lieu d’expliciter toutes les contraintes

nous permet de résoudre des instances de grande taille qui ne sont traitées
ni dans [34] ni dans [36].
Dans le tableau (6), on représente les résultats de SDPpc appliqués a des
jeux de données de taille supérieure a 30. Notons que la borne inférieure pour
ces instances est calculée par des méthodes différentes. Pour les connaitre, le
lecteur peut se référer & QAPLIB (paragraphe 4.1).

Nous constatons un gain en qualité de la borne inférieure par rapport
aux meilleures solutions connues dans littérature sauf pour les instances Sko
[38]. Ces instances ont comme particularité que la matrice de distances entre
les sites vérifie I'inégalité triangulaire et que les valeurs de la matrice des flux
entre les unités sont pseudo-aléatoires.

Pour le reste des instances, le gain est supérieur a 9, 5% pour Esc32a, Esc32b,
Esc32c, Esc32d, Esc32h et Tai35a. Il est compris entre 0,54% et 5% pour
Tai40a, Taid0a, Tai60a, Skod2 et Tho40.

5 Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle méthode SDPpc basée sur un al-
gorithme de génération de coupes. Cette méthode fournit globalement de
meilleurs résultats que ceux obtenus par d’autres méthodes SDP, & savoir
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TAB. 5 — Comparaison entre les résultats de la formulation SD Pg. et notre

algorithme de plans coupants

SDPg. SDPpc .
Data Opt B.nf gap B.nf #itP | #itSh | gap Gain
Escl6a || 68 59 13,24 || 63 15 2 7,35 || 6,35
Escl6b || 292 288 1,37 || 290 4 2 0,68 || 0,69
Escl6e || 160 142 11,25 || 154 5 2 3,75 7,79
Escl6d || 16 8 50,00 || 13 5 2 18,75 || 38,46
Escl6e || 28 23 17,86 || 27 5 2 3,57 14,81
Escl6g || 26 20 23,08 || 25 5 2 3,85 || 20,00
Escl6h || 996 970 2,61 976 5 2 2,01 0,61
Escl6i 14 9 35,71 || 12 5 2 14,29 || 25,00
Esc16j 8 7 12,50 || 8 5 3 0,00 12,50
Scr20 110030 94998 13,66 || 105112 | 9 4 4,47 | 9,62
Rou20 725522 663833 | 8,50 || 693791 | 8 3 4,37 | 4,32
Nugl2 578 557 3,63 | 568 4 2 1,73 1,94
Nugl4 1014 992 2,17 1010 5 2 0,39 1,78
Nuglh 1150 1122 2,43 1140 6 3 0,87 1,58
Nugl6a || 1610 1570 2,48 1596 6 3 0,87 1,63
Nugl6b || 1240 1188 4,19 1231 6 3 0,73 || 3,49
Nugl7 1732 1669 3,64 1703 7 2 1,67 || 2,00
Nugl8 1930 1852 4,04 1892 8 4 1,97 | 2,11
Nug20 2570 2451 4,63 | 2503 8 4 2,61 2,08
Nug21 2438 2323 4,72 2371 9 4 2,75 2,02
Nug22 3596 3440 4,34 || 3519 11 5 2,14 || 2,24
Nug24 3488 3310 5,10 || 3386 12 5 2,92 || 2,24
Nug25 3744 3535 5,58 || 3604 12 5 3,74 1,91
Nug27 5234 4965 5,14 | 5107 14 5 2,43 || 2,78
Nug30 6124 5803 5,24 | 5922 20 7 3,30 || 2,01
Kra30a || 88900 77647 12,66 || 86052 26 5 3,20 || 9,77
Kra30b | 91420 81156 11,23 || 86294 25 5 5,61 5,95
Tail2a | 224416 222784 | 0,73 || 224416 | 3 2 0,00 || 0,73
Tailba || 388214 364761 | 6,04 | 376800 |5 3 2,94 | 3,20
Tail7a | 491812 451317 | 8,23 || 475832 | 6 2 3,25 || 5,15
Tai20a || 703482 637300 | 9,41 669667 | 7 3 481 4,83
Tai2ba || 1167256 1041337 | 10,79 || 1092433 | 11 5 6,41 4,68
Tai30a || 1818146 || 1652186 | 9,13 1686466 | 26 4 7,24 || 2,03
Tho30 149936 136059 | 9,26 142005 | 29 5 5,29 | 4,19

x meilleure solution approchée
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TAB. 6 — Résultats de I'algorithme de plans coupants pour des instances de
grande taille.

Littérature SDPp¢ .
Data MB.Sup B.nf gap B.anf itP | itSh | gap Gain
Esc32a 130 88 32,31 || 100 9 4 23,08 || 12,00
Esc32b 168 100 40,48 || 127 13 |5 24,40 || 21,26
Esc32c¢ 642 506 21,18 || 612 16 | 6 4,67 17,32
Esc32d 200 152 24,00 || 180 12 |5 10,00 || 15,56
Esc32e 2% + + 2 8 4 0,00 +
Esc32f 2% + + 1 9 5 50,00 || £+
Esc32g 6% + + 6 8 ) 0,00 +
Esc32h 438 352 19,63 || 417 7 5 4,79 15,59
Tai3ba | 2422002 || 1951207 | 19,44 || 2162738 | 8 7 10,70 || 9,78
Taid0a || 3139370 | 2492850 | 20,59 || 2619146 | 4 9 16,57 || 4,82
Taib0a | 4941410 || 3854359 | 22,00 || 3900924 | 12 | 3 21,06 || 1,19
Tai60a | 7208572 || 5555095 | 22,94 || 5675384 | 4 3 21,27 || 2,12
Sko42 15812 14934 5,55 15046 9 4 484 | 0,74
Sko49 23386 22004 5,91 21198 12 |6 9,36 | -3,80
Sko56 34458 32610 5,36 | 31074 13 |6 9,82 || -4,94
Sko64 48498 45736 5,70 || 43644 8 4 10,01 || -4,79
Sko72 66256 62691 5,38 || 62522 8 4 5,64 | -0,27
Tho40 240516 || 214218 | 10,93 || 215387 | 4 10 10,45 || 0,54

* solution optimale
+ valeur non fourni
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SDPg. et SDPpg,. De plus, le fait que le nombre de contraintes a gérer soit
relativement petit par rapport a celui de ces méthodes permet de résoudre
des instances de grande taille. Ceci n’était pas possible avec ces autres mé-
thodes de SDP. Pour certaines de ces instances, nous avons montré que l'on
peut améliorer les bornes inférieures déja connues par d’autres méthodes de
résolution.
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