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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte de la recherche

Ce document résume une partie des thémes de recherche que j’ai abordés depuis ma
nomination a I'lUT d’Orsay en tant que Maitre de Conférences en septembre 1996. Je me
suis intégré dans I'équipe GrafCom du Laboratoire de Recherche en Informatique (LRI).
Au cours de cette période, mes thématiques principales ont évolué de maniére progressive,
couvrant de fait les divers thémes abordés par notre équipe. Cette période se divise en
deux grandes parties.

Durant la premiére, entre 1996 et 2002, j’ai principalement abordé les thémes relatifs
au routage, en particulier optique, qui s’inscrivent directement dans la thématique fonde-
ment des communications de 1’équipe. Cette période a été marquée par un investissement
important au niveau de 'TUT, en particulier avec la responsabilité pédagogique de la for-
mation par apprentissage. De ce fait, j’ai participé a divers projets de recherche sans
y prendre de responsabilité spécifique. C’est durant cette période que j’ai pu collaborer
pleinement avec D. Barth, en particulier autour des projets RNRT ROM, IST DAVID
dans la thématique du routage optique et du projet RNRT ROCOCO sur la thématique
de 'optimisation.

J’ai bénéficié pour 'année 2002-2003 d’un Congé pour Recherche ou Reconversion
Thématique (CRCT). Cela m’a permis de me dégager des responsabilités lourdes au sein
de I'lUT et de continuer dans de bonnes conditions une reconversion thématique afin
d’élargir mes compétences. Cet élargissement rejoint le deuxiéme théme de recherche de
I’équipe : optimisation combinatoire. Le co-encadrement de la thése de M. Ben Dhaou
avec D. Fayard s’inscrit dans cette optique. Le co-encadrement de celle de L. Gastal
avec A. Lisser en est la continuité. Ces deux travaux sont fortement en lien avec les
communications optiques car ils s’intéressent a des problémes de réservation de ressources
dans les réseaux.

Le dernier aspect de mes recherches a lui aussi démarré pleinement a cette période
charniére consécutive a 'année de CRCT. 1l est en lien avec ’algorithmique de graphe,
en particulier suite a la collaboration avec M. Diallo sur les problémes de flots multi-
terminaux, et le calcul du polynome chromatique avec S. Lebresne et K. Nguyen.



1.2 Fil d’Ariane

Plusieurs thématiques et plusieurs problémes sont abordés dans ce document. Cepen-
dant, ils sont tous guidés par les mémes objectifs. Premiérement, ’outil de modélisation
de chacun de ces problémes est un graphe, les solutions que 'on apporte sont de type
algorithmique. Deuxiémement et c’est sans doute le point le plus important, nous avons
recherché soit des structures dans les graphes, soit des représentations des propriétés des
graphes, qui permettent de présenter chaque probléme avec une vision simplifiée, met-
tant en avant les caractéristiques principales du probléme considéré. Ces représentations
permettent donc de résoudre relativement efficacement chacun des problémes posés.

Le fil conducteur de ce document est donc la recherche permanente de structures de
graphes simplificatrices adaptées a chacune des situations proposées.

1.3 Organisation du document

Ce document est divisé en deux parties principales, reprenant les deux thématiques
énoncées plus haut.

La premiére partie concerne les résultats que nous avons obtenu au travers de diverses
collaborations sur les communications dans les réseaux. Afin de ne pas multiplier les cha-
pitres dans cette partie, nous avons choisi en premier lieu de présenter I'évolution du
contexte des réseaux sur lesquels j’ai travaillé durant ces 10 derniéres années. En particu-
lier, nous montrons plusieurs facettes que peut recouvrir I’expression communications
optiques. Dans un deuxiéme temps, nous avons regroupé les problémes abordés en deux
chapitres :

le premier s’intéresse a des aspects structurels des graphes utiles pour la construction
de protocoles de communication dans les réseaux.

— le second aborde une problématique importante dans le contexte actuel de la re-

cherche de la compétitivité : 'optimisation de ressources.

La deuxiéme partie s’'intéresse a deux représentations de graphes qui s’avérent
pertinentes pour les problémes considérés. Elle présente deux problémes principaux don-
nant deux chapitres indépendants. Le choix de 1'ordre de présentation de ces problémes
provient de leur développement actuel, les deux ayant été abordés au cours de mon année
de CRCT. Le premier est plus abouti, tandis que le second est plus dans une phase que
I’on pourrait qualifier d’« exploratoire ».

Le premier probléme abordé dans cette partie concerne un trés vieux (au sens in-
formatique) probléme issu de la théorie de flots : les flots multi-terminaux. Nous nous
sommes attachés a montrer la puissance d'un outil permettant de représenter ces types
de flots : les arbres de Gomory-Hu, ainsi que leur utilité dans une version paramétrée du
probléme.

Le second probléme présente au travers du calcul du polynome chromatique une re-
présentation des graphes sous la forme d’arbre de cliques augmenté.

Enfin, une conclusion générale permet d’organiser les diverses perspectives présentées
au cours du document. En effet, chaque problématique étant assez spécifique, nous avons



préféré proposer au fur et a mesure les directions de recherche qui nous semblaient les
plus pertinentes. Ce chapitre a donc pour but de montrer celles qui nous paraissent les
plus prioritaires pour les quelques années a venir.






Premiére partie

Communications dans les réseaux






Chapitre 2

Contexte des réseaux

Les réseaux en relation avec le monde des communications que nous avons étudiés sont
principalement de deux types. Premiérement, nous nous sommes intéressés aux réseaux
d’interconnexion pour des machines paralléles, dans la continuité des thémes abordés
durant la thése [21]. Ensuite, nous avons abordé la modélisation de réseaux de télécom-
munication. La suite de ce chapitre présente les divers modéles sur lesquels nous avons
travaillé au travers de diverses collaborations formelles ou informelles.

2.1 Réseaux d’interconnexion optiques

2.1.1 Reéseaux d’interconnexion

Suite a mes travaux de thése, nous nous sommes penchés sur les réseaux d’intercon-
nexion de machines paralléles. Ceux-ci ont la particularité d’étre dédiés a la machine
cible et décrivent un certain agencement des processeurs (ou topologie) dont les plus
fameux sont I'hypercube, la grille, ou le fat-tree. Dans ce cadre, la problématique princi-
pale consiste a concevoir des algorithmes efficaces pour réaliser diverses opérations, soit
élémentaires comme la diffusion d’une donnée vers les différents processeurs de la ma-
chine, soit de plus haut niveau comme le tri ou des applications numériques comme la
multiplication de matrices.

2.1.2 Introduction de 'optique dans ces réseaux

Vers le début des années 1990, les composants optiques ont été introduits dans les
réseaux, apportant de nouvelles capacités aux communications en général. Au départ, ce
mode de communication n’utilisait qu'une seule longueur d’onde. Il offrait en particulier
la possibilité de dupliquer un message « gratuitement », simplement par 'ajout d’un
élément physique passif (comme les étoiles passives optiques ou OPS |45]). Une branche
théorique du parallélisme s’est alors tournée vers la modélisation de machines paralléles
obtenues avec ces technologies et a regardé I'apport en terme de puissance de calcul
en les comparant aux modéles désormais classiques des PRAMs. Nous pouvons citer par

exemple les modéles OCPC ou ORPC |24].

L¢’est-a-dire, le surcotit de simulation d’un algorithme écrit pour un modéle dans ’autre.



C’est durant cette période que nous avons établi une collaboration informelle Ren-
contres Optiques-Informatique avec P. Chavel de I'Institut d’Optique (Laboratoire
Charles Fabry) a Orsay afin de comprendre et modéliser les apports de ces nouvelles tech-
nologies. Plusieurs collaborations que nous avons eues par la suite sont des conséquences
plus ou moins directes de cette premiére prise de contact. Nous revenons en particulier
sur le projet RNRT ROM aux paragraphes suivants.

Durant cette premiére phase, les composants optiques ont principalement servi & amé-
liorer les capacités du réseau d’interconnexion des machines paralléles. En particulier, ils
ont permis de mettre en ceuvre un certain nombre de topologies difficiles a « cabler »
avec des connexions filaires classiques (en cuivre). L’avantage principal de 'optique est
la possibilité de densifier les connexions en raison des faibles perturbations intervenant
entre deux signaux optiques spatialement proches. Dans le livre que j’ai co-édité avec
A. Ferreira sur le sujet |26, a la suite de l'atelier WOCS en 1995 (Workshop on Op-
tics and Computer Science), on s’aper¢oit qu'un grand nombre d’applications proposées
provenaient de ce domaine. Seules quelques problématiques concernaient les réseaux plus
généraux. Dans les réseaux d’interconnexion optiques, on peut citer le réseau POPS, pro-
posé par R. Melhem et son équipe a Pittsburgh [61], pour lequel nous avons étudié des
propriétés de plongements de graphes. Nous présentons plus en détail cette problématique
et les résultats obtenus au paragraphe 3.1.

L’application de l'optique dans les réseaux dédiés a conduit a 1’é¢tude de diverses
topologies spécifiques. Par exemple, le réseau d’interconnexion OTIS (Optical Transpose
Interconnection System) se compose de deux plans de lentilles permettant de relier une
matrice d’émetteurs & une matrice de récepteurs, selon un motif fixé par le nombre et la
taille des lentilles. Les travaux effectués par D. Coudert a Nice sur ce dernier modéle sont
du méme ordre : modélisation de cette topologie par des graphes de Kautz [38].

Cependant, les machines paralléles ont évolué, laissant la place a des grappes de pro-
cesseurs. L’interconnexion des processeurs ne se fait plus par 'intermédiaire d'un réseau
d’interconnexion spécifique, mais grace a des connexions plus générales. De plus, un nou-
veau pan de l'algorithmique est revenu au premier plan avec le Global Computing :
I’algorithmique distribuée sur un réseau totalement asynchrone. Dans ce cas, le réseau
n’est plus du tout dédié, mais les communications utilisent des connexions de type Inter-
net. Cette évolution a été rendue possible grace a I'introduction des technologies optiques
au niveau des routeurs, permettant ainsi d’atteindre des trés hauts débits.

2.2 Réseaux de télécommunication

Dans ce paragraphe, nous présentons les divers types de réseaux de télécommunication
auxquels je me suis intéressé depuis la fin des années 1990. Dans ce contexte, 1’élément qui
est rattaché au routeur n’est plus un processeur comme dans les réseaux d’interconnexion
de machines paralléles, mais diverses entités qui sont, la plupart du temps, des réseaux
a moindre échelle. Ces réseaux communiquent souvent a des débits moins élevés et/ou
des technologies différentes. Par exemple, un réseau de type backbone pourra utiliser les
techniques trés haut débit optiques et les sous-réseaux des technologies filaires (cuivre)
de moindre débit. Nous nous sommes restreints a I’étude d’un seul niveau de la hiérarchie
d’un réseau (aux deux extrémes, le réseau local et le réseau de type backbone) dans lequel
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tous les sommets sont équivalents, i.e., les routeurs sont de méme type. Chaque sommet
émet un certain nombre de messages a destination d’autres sommets de ce méme niveau
de modélisation ; il accepte par ailleurs les messages qui lui sont destinés.

2.2.1 Modélisation d’un routeur

De maniére simplifiée, on peut représenter le principe d’un routeur par la figure 2.1.
Le modéle de routage des messages est simple : ceux-ci arrivent de maniére synchrone ou
non dans chaque lien du routeur. Celui-ci choisit suivant son algorithme interne le lien
de sortie vers lequel il envoie chaque message et, le cas échéant, il récupére les messages
qui lui sont destinés. Si on considére qu’un routeur fait I'interface entre le réseau que 1'on
modélise et un sous-réseau, le message ainsi recu sera traité dans ce sous-réseau, charge
a ce dernier de I'envoyer vers sa destination réelle finale. Il est quelquefois nécessaire
d’effectuer des désencapsulations. Cette derniére partie ne nous concerne pas dans le
cadre de nos études.

Nos travaux se situent dans le contexte synchrone. En effet, notre collaboration avec
les concepteurs des systémes optiques dans le cadre du projet RNRT ROM, en particulier
avec Alcatel, a montré que cette hypothése est valide dans le monde des télécommunica-
tions, moyennant une resynchronisation au niveau de chaque routeur. Cette opération est
gérable « assez » simplement par les composants optiques actuels. Le contexte de travail
précise alors les capacités du routeur suivant divers critéres.

Autres Routeurs f? Autres Routeurs

Sous-Réseau

FiG. 2.1 Modélisation d’un routeur générique

Capacité de stockage du routeur : est-ce que le routeur peut mettre en attente un
ou plusieurs messages afin que chaque message prenne la sortie souhaitée 7 Dans le
contexte classique (non optique), le nombre de messages que ’on peut ainsi stocker
est important. Ceci a alors permis de développer des politiques d’attente comme
le store € forward. Cependant, dans le contexte optique, la taille des messages
et le débit sont tels qu’'on ne peut stocker qu'un petit nombre de messages en
particulier grace aux lignes a retard. Cette petite capacité est souvent mise a profit
pour augmenter un peu le temps de décision de routage, mais elle ne constitue pas
un réservoir suffisant de stockage intermédiaire de messages. De ce fait, nous avons
considéré cette capacité nulle. Cela a une conséquence non négligeable. L’algorithme
de routage ne peut pas envoyer plusieurs messages sur le méme lien de sortie. Donc,



en cas de conflit (plusieurs messages voulant emprunter la méme sortie), ’algorithme
de routage devra expédier au moins I'un des messages concernés vers une sortie non
désirée. Nous verrons au chapitre suivant, en particulier au paragraphe 3.3, les
options que nous avons choisies dans le cadre du projet RNRT ROM.

Temps de prise de décision de routage : de combien de temps 'algorithme de rou-
tage posséde-t-il pour prendre sa décision? Cette question donne d’autres critéres
d’évaluation d’un algorithme de routage. Elle cherche a résoudre le compromis
temps/qualité du routage. On constate que la complexité peut utiliser d’autres
critéres que ceux communément admis en algorithmique. En effet, si on cherche
a mettre en ceuvre ces algorithmes sur des cartes dédiées, il faut différentier par
exemple les calculs sur des entiers des calculs utilisant des flottants. Une autre
opération cotiiteuse est la lecture directe dans un tableau au travers d’indirections.
Cette problématique d’optimisation d’architecture est étudiée dans le cadre du pro-
jet RNRT ROM-EO [3]. La problématique principale consiste a quantifier le surcotit
induit par une prise de décision non optimale en termes de performances du routage.

Dimensions du probléme : le temps de décision du routage est d’autant plus critique
que le nombre de messages en entrée est grand. Si le nombre de liens est petit,
le nombre de messages différents a router peut étre trés important si on utilise
les technologies multi-longueur d’onde WDM (Wavelength Division Multiplexing).
Sur la durée de nos recherches dans le domaine, le nombre de longueurs d’ondes
sur les liens des réseaux est passé de quelques unités a quelques dizaines. Si on se
référe aux possibilités actuelles (80 longueurs d’ondes commercialisées, et plus de
300 démontrées?), ce nombre ne constitue plus une ressource critique des réseaux.
Cette évolution a pu se faire grace en particulier a I’évolution des technologies des
lasers, et surtout des fibres optiques dont le traitement permet de compenser les
effets non linéaires de la déformation du signal sur les longues distances.

Capacités additionnelles des routeurs : avec 'avénement des composants optiques,
certains routeurs pourraient intégrer de nouvelles fonctionnalités. Un exemple simple
est la duplication de messages : un message arrivant a une entrée peut étre envoyé
sans surcott significatif vers plusieurs sorties différentes. Nous étudierons ce modéle
au paragraphe 3.2.

2.2.2 Communications multipoints

Au cours des derniéres années, les débits offerts par les réseaux de type internet ont
permis I’émergence de nouvelles applications. En effet, précédemment, celles-ci étaient
principalement basées sur les communications point-a-point entre deux interlocuteurs

2Dans les records (qui sont faits pour étre battus), Alcatel a démontré en 2004 qu’il était possible
d’atteindre 10 Terabit/s en multiplexant 256 canaux opérant chacun & 40 Gb/s sur une distance de
100 km. Par ailleurs, Alcatel a aussi réussi a transmettre 3 Terabit/s sur une distance de 7300 km, en
multiplexant 300 canaux opérant chacun a 10 Gb/s.
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particuliers. Maintenant, elles permettent de faire collaborer plusieurs (> 2) interlocu-
teurs dans un méme groupe. La problématique ainsi soulevée évolue de la maniére sui-
vante : peut-on faire collaborer plusieurs entités plus efficacement qu’en effectuant des
communications de type point-a-point 7 Nous présentons au paragraphe 4.1 un probléme
d’allocation de ressources dans le cadre des communications multipoints.

2.2.3 Dimensionnement de réseaux

Un des problémes essentiels des opérateurs de télécommunication est de bien dimen-
sionner leurs réseaux : il faut satisfaire les demandes des clients pour un coit global
minimum. Par ailleurs, diverses contraintes peuvent s’ajouter, augmentant la diversité
des problémes. Par exemple, un client peut demander a ce que son réseau soit sécurisé :
il doit exister deux chemins arc (ou sommet)-disjoints entre chaque paire de sommets.

2.2.4 Evolution

Depuis 2003, nous étudions un nouveau type de problémes relié aux réseaux : la notion
de robustesse dans un contexte de réseau en évolution. Le cadre de la problématique
est simple. Le réseau que 'on considére n’est plus fixe comme précédemment, mais en
évolution. Des ressources (sommets et /ou liens) apparaissent ou disparaissent & différentes
étapes. L’évolution est lente et son utilisation doit étre prévue pour les différentes étapes.
Dans ce cadre, nous essayons de prévoir une planification de l'utilisation d’un réseau
pour des opérations simples d’allocation. De ce fait, une ressource utilisée a une étape
donnée peut s’avérer peu intéressante du fait de ’ajout de nouvelles possibilités a ’étape
suivante. Cependant, le fait de ne plus utiliser une ressource induit des pénalités dans le
coiit global d’utilisation. Ainsi, un probléme simple dans le contexte classique comme la
recherche d'un plus court chemin s’avére plus complexe dés que 'on considére plusieurs
étapes.

2.3 Apports de 'optique

Au travers des différents exemples que 1'on développe dans cette partie, nous mon-
trons que l'introduction de l'optique dans les communications permet, tant au niveau
parallélisme qu’au niveau des réseaux optiques a trés haut débit, de renouveler les pro-
blématiques de recherche.

D’un point de vue technologique, ’apport est clair : les performances potentielles des
systémes utilisant ’optique pour effectuer leurs communications sont ainsi augmentées de
maniére considérable. L’enjeu consiste donc a bien utiliser ces moyens de communication.

Plusieurs choix s’offrent alors a I'utilisateur. Premiérement essayer d’utiliser les tech-
niques éprouvées en les simulant sur le nouveau systéme. C’est souvent 'option choisie
dans les systéemes paralléles. Cela conduit a des recherches de plongements d’architec-
tures simples, pour lesquelles on connait des algorithmes efficaces, dans 'architecture
nouvelle. C’est le travail que nous avons effectué dans le cadre du réseau POPS (Para-
graphe 3.1). La deuxiéme option consiste a définir entiérement une solution adaptée au
nouveau systéme. C’est celle qui a été choisie pour le routage eulérien défini dans le cadre
des télécommunications optiques (Paragraphe 3.3).
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Par ailleurs, on remarque que les ressources apportées par ces nouvelles technologies
permettent d’imaginer des applications plus complexes que précédemment, mettant en jeu
un grand nombre d’utilisateurs, des volumes de données importants et/ou une puissance
de calcul importante. L’émergence des systémes pair-a-pair n’aurait sans doute pas été
possible sans 'apport des communications a trés haut débit.

2.4 Organisation de cette partie

Dans les deux chapitres suivants, nous présentons nos divers résultats relatifs aux
communications dans les réseaux. Afin de ne pas multiplier inutilement le nombre de
chapitres, nous avons choisi de les regrouper en deux volets.

Le premier regroupe les problémes pour lesquels nous avons étudié les aspects structu-
rels dans différents types de réseaux. Le second regroupe divers problémes d’optimisation
de ressources qui interviennent dans ces mémes réseaux.
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Chapitre 3

Aspects structurels des
communications dans les réseaux

Le but de ce chapitre est de mettre en évidence un élément important de notre re-
cherche dans le domaine des réseaux. Il s’agit, au travers d’exemples variés, de trouver les
structures dans les réseaux adaptées pour réaliser des communications de maniére simpli-
fice. Dans ce cadre, le plongement de I'anneau ou du tore dans le réseau d’interconnexion
POPS (paragraphe 3.1) permet d’émuler efficacement n’importe quel algorithme congu
pour des machines paralléles dans ’architecture paralléle POPS. De méme, dans I’échange
total perpétuel présenté au paragraphe 3.2, nous essayons de partitionner le réseau en
différents sous-réseaux pour lesquels le probléme initial se subdivise en sous-problémes
élémentaires. Enfin, dans le cadre du projet RNRT ROM, nous avons défini une méthode
de routage basée sur les circuits eulériens ; nous nous sommes penchés sur la recherche de
circuits eulériens possédant de bonnes propriétés de routage. Ces propriétés s’expriment
en terme de diamétre que I'on doit définir de maniére spécifique (paragraphe 3.3).

3.1 Plongements dans le POPS

Une des premieéres applications des technologies optiques dans les communications
concerne les machines paralléles. Il s’agissait alors de remplacer les réseaux d’intercon-
nexion des machines paralléles par des structures potentiellement plus efficaces pour I’en-
voi des données. L'un des composants optiques phare pour effectuer les communications
est I’étoile passive optique (OPS) |31]|. Ce composant permet d’effectuer des diffusions de
messages a moindre cotit : un message envoyé par l'expéditeur est recu simultanément par
tous les destinataires. Si on envoie un message de type point-a-point dans un tel réseau
d’interconnexion, il suffit de préciser le destinataire dans I’entéte du message. Cependant,
un réseau n’utilisant qu’'un seul OPS ne peut pas relier un grand nombre de machines
en particulier pour des problémes d’atténuation de signal. Diverses propositions ont été
suggérées afin de pallier ce probléme. Des généralisations des réseaux « intéressants »
pour les architectures paralléles comme le réseau de de Bruijn ont été proposées. Parmi
les propositions, nous nous sommes intéressés au modeéle Partitioned Optical Passive Star
qui avait été défini suite a une collaboration entre des informaticiens et des opticiens a
I'université de Pittsburgh [61].

Lorsque I'on définit un nouveau modéle d’architecture paralléle, il est important de
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préciser comment on peut y développer des applications. Une grande partie des applica-
tions paralléles utilisent des communications dites « réguliéres », basées sur des topologies
simples. Par exemple, les algorithmes de diffusion de données ont été étudiés en profon-
deur sur des réseaux d’interconnexion simples comme I’anneau, le tore ou I'hypercube [84].
Il est important de voir comment on peut « configurer » la topologie initiale en ces ré-
seaux simples. C’est le but principal des plongements d’une architecture dans une autre.
Dans ce cadre, G. Gravenstreter et R. Melhem ont proposé des plongements d’anneaux
et de tores dans le POPS [60]|. Avec A. Ferreira et J. Cohen, nous avons étudié ce pro-
bléme au travers d’une autre modélisation du POPS [22,25]. Cette modélisation a permis
d’améliorer les résultats précédents de maniére significative.

Dans la suite de ce paragraphe, nous présentons rapidement l'architecture POPS et
la modélisation choisie (paragraphe 3.1.1), avant de présenter nos différents résultats au
paragraphe 3.1.2.

3.1.1 Définitions et modéles

Le cceur de l'architecture du POPS est 'étoile passive optique (OPS). Cet élément
optique permet de connecter N nceuds (on parle alors d’'un OPS de degré N). Chaque
transmetteur envoie son message au travers de 'OPS et chaque destinataire recoit alors le
message directement avec un taux d’atténuation de 1/N (cas idéal). Afin d’interconnecter
un grand nombre de nceuds, on peut utiliser plusieurs OPS et les configurer de la maniére
suivante.

Définition 3.1 Le réseau Partitioned Optical Passive Star POPS(d, g) est composé
de N = dg neuds et g* OPS de degré d (voir figure 8.1(a)). Les neuds sont divisés en g
groupes de taille d.

Etoiles Passives Optiques

55 0.1
v <&
5
6
7
(a) POPS(4,2) ayant 8 nceuds divisés (b) (K5 *,4)

en 2 groupes de taille 4

Fi1G. 3.1 — Illustration de la propriété 3.1 : deux représentations du méme réseau.

Ce réseau est modélisé par une classe particuliére d’hypergraphes orientés définie par A.
Ferreira |33| : les empilements de graphes.

Définition 3.2 Soit G = (V, E) un graphe et m un entier strictement positif. On appelle
empilement du graphe G, noté (G, m) = (V_, E.), Uhypergraphe défini par :

1. Ve=A{0,... m—1} x V;
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2. soit ™ la fonction V. — V telle que w([i,v]) = v, alors l’ensemble des hyperarétes
est défini par :
E.={r"a)ur~'(b) | (a,b) € E}

On appelle alors m le facteur d’empilement. Si G = (V, A) est un graphe orienté, on
peut définir de méme un empilement d’un graphe orienté (voir figure 3.1(b)). Les
sommets sont définis de la méme maniére. Chaque hyperarc a; issu d’un arc (u,v) a pour
ensemble source 7~ (u) et ensemble destination w(v).

La propriété principale des POPS est qu’ils peuvent étre modélisés par un empilement
de graphe orienté particulier.

Propriété 3.1 ( [25]) Le réseau POPS(d,g) peut étre représenté par l'empilement du
graphe orienté K}* : ¢(KS*, d).

La notion de plongement est bien définie dans le cadre des graphes [67]. 1l peut étre
défini comme un couple d’applications. La premiére affecte a chaque sommet du premier
graphe un sommet dans le second. La seconde envoie les arétes du premier graphe vers les
chemins du second, et ceci de maniére compatible avec la premiére fonction. On étudie
alors le surcoiit de I’émulation d’un réseau par un autre. Les principaux paramétres sont la
dilatation, la charge et la congestion. La dilatation indique la longueur maximale d’'un
chemin image de la seconde application, tandis que la charge correspond au nombre
maximum de sommets (charge-sommets) qui sont affectés & un méme sommet du réseau
cible. La congestion correspond au nombre maximum de chemins utilisant une méme
aréte du réseau cible.

Dans notre cas, on cherche a émuler un réseau point-a-point sur un POPS particulier.
On définit une extension des plongements d’un graphe dans le POPS. Le réseau étant
de diamétre 1, le paramétre de dilatation est toujours égal a 1. Par contre, le parameétre
important est la congestion des OPS, c’est-a-dire, le nombre de chemins traversant un
méme OPS. En effet, si & chemins traversent un méme OPS, la simulation d’une étape
de communication du réseau initial par le POPS nécessitera k étapes sur le POPS.

3.1.2 Reésultats

Du fait de la modélisation choisie, la méthodologie générale s’appuie sur le théoréme
suivant, illustré par la figure 3.2.

Théoréme 3.1 ( [22]) Soit « et g deux entiers, G un graphe ayant cg sommets et o un
plongement de G sur K;* de charge « et de congestion 1. Il existe alors un plongement
® de G sur POPS («, g) de congestion 1 et de charge 1.

De ce résultat, on en déduit des plongements simples de tout type d’anneau dans n’im-
porte quel POPS. En effet, il suffit de rechercher un plongement dans le graphe complet
K;*. Comme celui-ci est eulérien, ce plongement peut se faire de maniére optimale [25].
La technique mise au point dans [60] est beaucoup plus complexe et met en jeu des
algorithmes avancés pour équilibrer le plongement.

Le cas des tores est plus complexe. Ils ont aussi été étudiés dans |60|. Cependant, les
auteurs se sont restreints au cas du tore carré dont la longueur du coté est une puissance de
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POPS (a, g)
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9 2 2 g
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3
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Propriété 3.1

2.

K Plongement dans

— = *
: < (K" a)
empilement de graphe

3,4,9 56,8
Fic. 3.2 Illustration du théoréme 3.1

2. Nous avons étendu ce résultat a toute dimension de tore carré. Dans notre travail, nous
avons cherché a équilibrer les plongements dans les deux directions principales du tore.
En effet, le but des plongement est d’émuler des algorithmes paralléles con¢us pour des
tores (ou des grilles) sur la topologie spécifique POPS. Or, la plupart de ces algorithmes

effectuent des communications par phases en privilégiant a chaque fois une direction.

3.1.3 Conclusions et perspectives de ce travail

Dans ce paragraphe, on avons mis en évidence une modélisation du réseau d’intercon-
nexion du POPS. Cette modélisation permet en particulier de rechercher des plongements
de réseaux classiques dans cette architecture. En utilisant la méthodologie générale pré-
sentée au théoréme 3.1, nous avons aussi étendu ces résultats aux graphes de de Bruijn.

Diverses questions se posent encore. En particulier, les problémes de décision liés au
plongement sont NP-complets [7]. A quelles conditions le restent-ils si on s’intéresse au
POPS? En effet, le graphe complet est trés simple et offre beaucoup de possibilités. Si la
question de la dilatation minimale n’a pas de sens dans notre contexte, ceux de la charge
et de la congestion sont plus pertinents.

Cependant, les architectures paralléles basées sur les étoiles passives optiques n’ont pas
encore été construites. Les avancées en optique se sont avérées importantes dans le monde
des télécommunications. Cela rend sans doute moins critiques les extensions possibles que
I'on peut apporter a ce travail. Néanmoins, divers travaux récents ont montré l'intérét
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de Tl'utilisation du POPS comme architecture paralléle, en montrant comment on peut
réaliser diverses opérations haut niveau sur cette architecture, comme le tri [40] ou le
routage des permutations |78, 79.

Dans la suite du chapitre, nous nous intéressons a deux autres problémes structu-
rels davantage basés sur les réseaux optiques généraux, bien que les solutions apportées
puissent étre utilisées dans des réseaux d’interconnexion.

3.2 Echange total périodique

Comme nous 'avons montré au chapitre précédent, I'introduction de 'optique dans
les télécommunications a permis de considérer de nouvelles fonctionnalités dans les capa-
cités d'un routeur. Dans ce paragraphe, nous considérons qu'un routeur peut dupliquer
sans surcott les messages qui transitent par lui. Cette capacité est assez simple & réaliser
avec les technologies optiques. Avec D. Barth, nous avons considéré un cas particulier
de configuration du routeur : elle reste stable pendant tout le processus. On parle alors
de réseau commuté. Cette hypothése peut paraitre un peu irréaliste. Cependant, elle se
justifie parfaitement lors d'un processus de controle global d'un réseau : une des étapes
(TDM), ou une des longueurs d’onde (WDM) est dédiée au controle du réseau. Les opé-
rations doivent y étre simples. La commutation prédéfinie s’avére donc utile dans ce cas.
Les réseaux ciblés par cette application doivent donc supporter une forte synchronisation
de I'envoi des messages. Ce probléme vise donc les réseaux d’interconnexion de machines
paralléles et les réseaux locaux de faible envergure.

Dans ce type de réseau, nous avons étudié une opération de controle périodique du
réseau : le probléme d’échange total périodique. Les controles périodiques de réseau sont
a la base de la gestion d’un certain nombre d’applications distribuées, comme les applica-
tions de vidéo a la demande [68| ou I'équilibrage de charge dans les grilles de calcul [73].
Toutes ces applications ont en commun la recherche d'une qualité de service garantie
entre les différents acteurs. Ce paragraphe résume les résultats de [8|.

Par la suite, nous précisons le contexte de notre étude au paragraphe 3.2.1, avant de
donner nos résultats aux paragraphes suivants.

3.2.1 Définitions

Le modéle de routeur est spécifique a ce probléme. On suppose que chaque nceud du
réseau envoie périodiquement un message (son état) aux autres nceuds en utilisant les
capacités des routeurs. Chaque routeur fonctionne avec le mode suivant :

Synchrone : toutes les communications sont effectuées par étape.
Capacité 1 : les liens ne peuvent envoyer qu’un seul message a la fois.
A-port : un routeur peut envoyer des messages sur tous ses liens de sortie.
Unicité : chaque message n’est émis qu’une seule fois.

Controle du routeur : les destinations d’'un message sont encodées dans son entéte.
L’entéte est recalculée quand le message est réexpédié. Le message est détruit s’il
n’a plus de destinataire.

17



Absorption : si un message traverse un routeur destinataire, celui-ci en récupére une
copie.

Une configuration d’un routeur est représentée dans la figure 3.3.

&
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~—
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~— o —

¢}

~—
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o

Fic. 3.3 Commutation d'un routeur. Les messages (d) et (e) sont absorbés par le
routeur, le message (f) est inséré dans le réseau et le message (c) est dupliqué vers deux
sorties différentes.

Une premieére solution consiste a réaliser périodiquement un algorithme d’échange
total [84]. Cependant, dans la majeure partie des réseaux, cette opération nécessite un
réarrangement des routeurs, c’est-a-dire, les messages doivent étre réexpédiés et le réseau
reconfiguré. Cela n’est donc pas compatible avec le modéle choisi. De plus, nous avons
montré que les deux problémes peuvent étre différenciés selon des paramétres décrits plus
loin.

Un moyen simple pour résoudre ce probléme est de considérer un circuit couvrant
tous les nceuds. Chaque neeud doit alors émettre toutes les k étapes, ot k est la longueur
du circuit. Cette solution n’est pas efficace car elle n’utilise pas tous les liens du réseau.
Par ailleurs, le délai d’attente d’'un message peut aussi étre important.

Dans ce contexte, la problématique consiste & minimiser les deux critéres :

la période : la durée maximale entre deux envois de messages par un méme nceud ;

la fenétre : le temps maximum pris par un message pour atteindre toutes ses destina-
tions.

Afin d’atteindre ce but, notre stratégie consiste a décomposer le réseau principal en
sous-réseaux indépendants sur lesquels le probléme se résout simplement. Si on considére
une commutation particuliére du réseau, on remarque que ce dernier se décompose natu-
rellement en plusieurs sous-réseaux distincts. On peut prendre deux exemples simples.
— Premiérement, si le réseau contient un circuit eulérien, on peut numéroter les arcs
du réseau entre 0 et m — 1 (m est le nombre d’arcs). Comme nous l'illustrons au
paragraphe suivant (sur le routage eulérien), on peut configurer chaque routeur de
sorte que 1’arc numéro 7 soit connecté a I’arc numéroté (i + 1) mod m. Dans ce cas,
il n’y a qu’'un seul sous-réseau : le circuit eulérien.

— Un deuxiéme exemple n’est possible que dans les graphes admettant une décompo-
sition en circuits hamiltoniens, comme certains tores. Il suffit de numéroter indé-
pendemment chaque circuit hamiltonien et effectuer les commutations en suivant
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Iorientation des circuits. Dans ce cas, 'ensemble des sous-réseaux correspond a

I’ensemble des circuits hamiltoniens.
Ces deux exemples possédent une propriété essentielle pour effectuer notre opération
d’échange total périodique : chacun des sous-réseaux de la décomposition couvre l'en-
semble des sommets du réseau. Cette propriété est essentielle. En effet, dans un sous-
réseau non couvrant, il est impossible d’atteindre tous les sommets. Comme nous le
voyons par la suite, il existe d’autres décompositions admissibles pour notre probléme.

Le but de ces décompositions est de donc diviser le probléme d’échange total pé-

riodique en plusieurs problémes de type k-MTA (Many-To-All). Afin d’effectuer chaque
opération, chaque sous-structure doit couvrir tous les nceuds du réseau.

Définition 3.3 Etant donné un réseau commutable G = (V, E), une instance d’un k-
MTA est donnée par un ensemble V; C 'V de taille k contenant les neuds qui doivent
émettre des messages vers tous les autres.

Un schéma périodique d’un neud v de V; est une suite infinie périodique d’entiers
qui représente la suite des délais entre deux envois consécutifs de messages par v :

D(”) = dod; . . -dh($1l’2 .. .xt)oo

Un schéma périodique global est la donnée d’une commutation du réseau et des
schémas périodiques pour chaque neud du réseau.

On peut remarquer que les structures couvrantes recherchées dépendent étroitement
de l'opération que 1'on souhaite réaliser sur le réseau. En effet, si on souhaite effectuer
une diffusion, méme périodique, d’une donnée depuis un nceud source vers tous les autres,
il suffit de se donner un seul arbre couvrant le réseau. Afin d’améliorer I'efficacité de ces
communications, on peut couvrir le réseau par plusieurs arbres de recouvrement disjoints
(présentés pour I'hypercube dans [84]). Dans le cas de regroupement de données, on
peut utiliser la méme structure que pour la diffusion. L.’échange total simple, c’est-a-dire
non périodique, peut s’effectuer par une séquence de concentration, puis de diffusion.
Il est alors important de noter que la taille des messages véhiculés est trés importante
et ne peut en aucun cas étre utilisée avec nos hypothéses de ce travail. En effet, cela
supposerait que les routeurs puissent agréger les messages en provenance des différentes
entrées de maniére efficace. En ajoutant cette possibilité technologique et en supposant
que la taille des messages ne soit pas un probléme, on peut alors définir un schéma simple
d’échange total périodique si on posséde deux arbres couvrants disjoints. Le premier
permet d’effectuer une concentration des information vers un nceud particulier, le second
étant chargé de la diffusion du message ainsi agloméré. La période est alors optimale,
puisqu’a chaque étape de nouveaux messages peuvent étre envoyés par tous les somemts.
La fenétre est alors égale a la somme des hauteurs des deux arbres.

En suivant le modéle choisi, une couverture des sommets par des cycles disjoints
permet de pas augmenter la taille des messages envoyés, comme nous allons le voir par
la suite.

3.2.2 Ek-MTA sur des réseaux simples

Les cas simples permettent souvent de définir les entités élémentaires du cas général.
Pour notre probléme, ces éléments simples sont les anneaux, les arbres et une combinaison
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particuliére de ces deux structures appelée poulpe. Les résultats suivants servent de base
aux résultats sur les graphes généraux présentés au paragraphe 3.2.3.

Pour un arbre enraciné tel que toutes les arétes sont orientées vers les feuilles, on
considére I'instance ou seule la racine peut émettre. Dans ce cas, la période vaut 1, et la
fenétre correspond a la longueur de la plus grande branche de 'arbre.

En ce qui concerne 'anneau orienté a n éléments, on peut définir des algorithmes
périodiques optimaux pour chaque densité d’émetteurs.

Lemme 3.1 ( [8]) Soit R(n) l'anneau orienté avec m sommets et k un entier. Pour
n’importe quelle instance V; du probleme k-MTA, il existe un algorithme périodique de
fenétre n — 1 (optimal) et de période p tel que :

p=n—1stk=n;

p=Fk+ {"r:}fk-‘ sik <n.

On définit ensuite les poulpes comme les réseaux combinant les arbres et les anneaux
de la maniére suivante.

Définition 3.4 Un poulpe 0 de taille n et de hauteur d est un graphe orienté composé
de :
— un anneau orienté de taille n appelé la téte, Head(0), et
— un ensemble d’arbres orientés, que [’on nomme les tentacules de 0, de hauteur au
plus d enracinés sur un sommet de la téte. On note depth(0) la hauteur mazimale
de ces arbres.

La famille des poulpes est aussi caractérisée par la famille des graphes dont tous les
sommets sauf éventuellement 1 (dans le cas des arbres) ont pour degré entrant 1.

FiG. 3.4  Un poulpe de taille 6 et de hauteur 2. La téte est en gras.

Une conséquence directe du lemme 3.1 est la résolution du probléme k-MTA sur les
poulpes en suivant les mémes principes.

Lemme 3.2 Soit 0 un poulpe de taille n et de hauteur h, et k un entier. Pour n’importe
quelle instance V; du probléme k-MTA sur 6 ou V; C Head(0), il existe un algorithme
périodique de fenétre n+ h — 1 (optimal) et de période p tel que :
-p=n—1sik=neth=0;
p=k+ {%ﬁk-‘ st k< n.

De ce lemme, on voit que les éléments source ne peuvent se situer que sur la téte des
poulpes. En effet, on ne peut atteindre tous les sommets d’un poulpe qu’a partir des
sommets de la téte.
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3.2.3 Décomposition d’un réseau général pour I’échange total

De ces premiers résultats, on déduit le type de décomposition que 1’on recherche pour
un réseau donné en vue de réaliser I’échange total (n-MTA) périodique. L’objectif est
donc de couvrir le réseau par des poulpes de sorte que :

1. Les tétes des poulpes couvrent tous les sommets du réseau. Un sommet peut éven-
tuellement étre couvert par plusieurs tétes.

2. Chaque poulpe couvre tous les sommets du réseau afin d’effectuer localement un
kE-MTA périodique.

De plus, si un sommet appartient a plusieurs tétes de poulpe, il faut sélectionner le
poulpe vers lequel ce sommet va émettre ses données. Pour chaque poulpe, on définit
ainsi une instance particuliére : si on note f la fonction qui attribue un poulpe a chaque
sommet du graphe, I'instance définie pour un poulpe donné @ est f~1(6). On appelle cette
décomposition une couverture par des poulpes, qui est entiérement définie par O et
f, ot O est 'ensemble des poulpes de la couverture. La figure 3.5(b) présente une telle

couverture.
.\ ®./>©
(,\o / )

o~y
x / J !
a) Graphe G ) Deux poulpes couvrant G

F1G. 3.5 — Une couverture par des poulpes d’un graphe. Chaque sommet de G est marqué
dans 'un des deux poulpes (fonction f).

Une fois cette décomposition obtenue, le protocole général consiste a appliquer le
protocole défini pour chaque poulpe par le lemme 3.2. En effet, chaque poulpe de la
décomposition peut effectuer son protocole indépendemment des autres. On en déduit le
résultat général suivant.

Théoréme 3.2 ( [8]) Soit G = (V, E) un réseau et (O, f) une couverture par des poulpes
de G. Il existe un algorithme périodique réalisant 1’échange total sur G avec une période
au plus égale a

max (depth(0) + |Head(0)|)
9cO

et une période égale a

max (If O+ P}ﬁjé?(‘eﬁ; \i‘l{(;)(le)‘b '

La période de l'algorithme est au moins [|V]/A], ou A est le degré maximum du
réseau. Par ailleurs, si on connait I’ensemble des poulpes de la décomposition (O), on
peut choisir la fonction f de telle sorte que la période soit minimale. Cependant, nous ne
savons pas encore si trouver une famille de poulpes qui permet de minimiser la période
est un probléme polynomial.
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3.2.4 Deécomposition de réseaux particuliers

Nous résumons les résultats que nous avons obtenus pour quelques classes de graphes
orientés symétriques. Ceux-ci sont de deux ordres. Premiérement, ils peuvent étre une
application du théoréme sur les décompositions dans le cas ou les graphes possédent
une décomposition hamiltonienne. Le second cas s’intéresse a des solutions ad hoc, en
particulier dans le cas des tores.

Théoréme 3.3 Soit G un graphe régulier de degré o de taille n possédant une décomposi-
tion hamiltonienne, et k un entier. Il existe un algorithme périodique réalisant un k-MTA
pour n’importe quelle instance de fenétre n — 1 et de période :

sl [t |

Si on ne considére que le cas de l'échange total périodique, on obtient le tableau
suivant.

‘ Réseau ‘ Fenétre ‘ Période ‘
Hypercube de dimension n, n impair 2" —1 (%W + %
Anneau A(n) n—1 (2] + %
Tore T'(n, p) np —1 ’—%-‘ + 7@;;1})?”;7%4]
Tore T'(4,q), g > 3 q+3 q
Tore T (4pa, 4qa), pged(p, q) = 1 dpga® +3 4pga’

Dans les deux derniers cas, nous avons déterminé une couverture par des poulpes
particuliére, pour laquelle les tétes sont disjointes. On arrive a construire ensuite des
arborescences a partir de ces tétes qui soient compatibles entre elles. La figure 3.6 pré-
sente la décomposition du tore 7'(4,2q), d’autres exemples sont donnés dans [8|. Cette
décomposition permet de diminuer de maniére significative la taille de la fenétre (divisée
environ par 4) sans altérer la qualité de la période.

b @ c@®

(b) (©

F1G. 3.6 — Poulpe permettant de couvrir le tore T'(4, 2q) ; il suffit de copier 4 fois ce poulpe
pour obtenir la couverture.
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3.2.5 Conclusions et perspectives de ce travail

Dans ce travail, nous avons exhibé une configuration intéressante pour effectuer 'opé-
ration d’échange total perpétuel. Nous avons mis en évidence une nouvelle décomposition
d’un graphe en différents poulpes couvrants. Cette décomposition nous a permis d’obtenir
un protocole pour effectuer notre opération.

Plusieurs questions ressortent de ce travail. En particulier, est-il possible d’étendre ce
dernier type de décomposition a d’autres réseaux réguliers ?

On peut remarquer que notre protocole d’échange total nécessite un réseau régu-
lier, stable. Une évolution possible dans ce théme consiste a rechercher des structures
couvrantes moins rigides du graphe qui permettent de simuler un réseau régulier. Des
notions particuliéres de plongement doivent alors étre définies.

Une autre voie consiste a rechercher la construction d’une couverture par des moyens
algorithmique. En effet, nous n’avons donné ici que des construction ad hoc de cette cou-
verture. Une recherche a plus long terme concernera les aspects algorithmique distribuée
pour la construction de cette couverture.

3.3 Routage dans les réseaux de télécommunication op-
tiques

Le monde des télécommunications a toujours essayé d’utiliser les derniéres techno-
logies innovantes. En particulier, dés que les composants optiques ont commencé a se
miniaturiser, ceux-ci sont naturellement apparus dans ce type de réseau. Dans ce para-
graphe, nous présentons quelques résultats issus du projet RNRT ROM (Routage Optique
Multiservice) dans lequel les aspects théoriques et pratiques ont été abordés, comme nous
I'avons précisé au chapitre précédent [62]. Au sein de ce projet, nous nous sommes plus
particuliérement intéressés a la mise en place d’'un mode de routage simple, avec des
garanties de performances.

Dans ce paragraphe, nous nous limitons & la présentation de problémes structurels
relatifs au routage eulérien simple principalement issus de 'étude [9]. Cette technique de
routage a été ameéliorée tout au long du projet, en particulier avec le routage eulérien avec
raccourcis. Nous avons présenté plusieurs études de performance de ces deux modes de
routage, en particulier au travers de la collaboration avec J-M. Fourneau de 'université
de Versailles [11,15,53,75].

Dans la suite, nous présentons rapidement le mode de routage que nous avons étudié
au paragraphe 3.3.1 avant de présenter les résultats structurels que nous avons obtenus
au paragraphe 3.3.2.

3.3.1 Les principes du routage eulérien

Dans le cadre du projet ROM, nous nous sommes concentrés précisément les diffé-
rentes garanties que I'on pouvait attendre d’un algorithme de routage, et les conséquences
que l'on doit en tirer dans le contexte des routeurs optiques. Un des points clé que nous
avons cherché a résoudre est le probléme de la garantie de terminaison : tout message
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émis dans le réseau doit arriver a destination au bout d’un temps borné. La contrainte
des routeurs optiques oblige a considérer les routages sans stockage intermédiaire : tout
message entrant dans un routeur doit étre envoyé sans délai vers une sortie (ou éventuelle-
ment étre absorbé par le routeur si le message est arrivé a destination). Dans ce cadre, un
routeur ne peut pas dupliquer les messages comme au paragraphe précédent. Reprenons
le schéma d’un routeur générique présenté a la figure 2.1. Le routeur devra réaliser une
permutation des entrées vers les sorties (si aucun message n’est arrivé a destination et
que toutes les entrées sont pleines). Le probléme consiste alors a gérer la congestion :
que faire quand plusieurs messages doivent emprunter le méme lien de sortie?

Diverses méthodes ont été mises au point pour gérer la congestion. La plus simple
consiste a donner une priorité plus importante aux messages qui se rapprochent de leur
destination finale, les autres messages étant envoyés vers d’autres sorties. C’est le principe
de base des routages dits a déflezion (ou hot-potato) [15,34,87|. Cependant, méme si les
propriétés statistiques de ce mode de routage sont globalement satisfaisantes, celui-ci ne
permet pas de garantir la terminaison. Des techniques de priorité peuvent étre ajoutées
pour améliorer cette propriété, en particulier en fonction du temps déja passé dans le
réseau |34,48|.

Une autre famille d’algorithmes de routage, dans laquelle s’inscrit notre proposition,
est le routage a convergence [81,92|. Le principe est de faire suivre aux messages des
directions qui vont les rapprocher de leur destination finale suivant une certaine norme.
Dans ce cadre, Feige [48] montre qu'il est possible d’assurer une garantie de terminaison
en O(n3/2) sur n’importe quel graphe. La proposition faite dans le cadre du projet RNRT
ROM est d’orienter les messages par un circuit eulérien du graphe sous-jacent au réseau.
Dans la version simple de ce routage, les routeurs ont un role trés réduit : ils peuvent
étre vus comme commutateurs entre les entrées et les sorties du routeur, la seule fonction
consistant alors a filtrer les messages arrivés a destination. Il est cependant possible
d’améliorer les performances de ce mode de routage en utilisant pleinement les fonctions
du routeur avec le routage eulérien avec raccourcis [53].

Dans la suite, on considére le réseau de routeurs représenté par un graphe connexe
G = (V, E) orienté symétrique. Un tel graphe admet un circuit eulérien, c’est-a-dire, un
circuit passant une et une seule fois par tous les arcs de G. Soit C un tel circuit. Chaque
paquet émis arrivant a un noeud donné a priorité sur I’arc de sortie correspondant a I'arc
suivant dans le circuit. Ainsi, un message émis par le noeud u et a destination du noeud
v arrivera nécessairement a destination. Le but est de quantifier le temps maximal pour
effectuer cette communication.

Pour un neeud v et un arc o = (u, z) de G, on définit la distance de (o, v) comme la
longueur du chemin commencant par « et se terminant par la premiére occurrence de v
rencontrée sur le circuit C.

Définition 3.5 Soit G un graphe orienté symétrique et C un circuit eulérien de G. Soit
u et v deur sommets de G. On appelle distance eulérienne entre u et v :

dC(”u U) = (ﬂ?é(E dc((U, LU), U)‘

Par extension, on définit le diamétre eulérien par :

diamWe = max  de(u,v).
(u,0)EV XV
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Si Eul(G) représente l'ensemble des circuits eulériens de G, on définit le diameétre eu-

lérien de G par :
E(G)= min diamWe.
CeBul(G)

Par ailleurs, on définit le stretch de C par

Se = d, )
¢ = max max c((u, ), u)

a® b

C

g Y
i

Y

‘e d \@(%\@ﬂ

(a) Réseau G (b) Un circuit eulérien de G

F1G. 3.7 — Un réseau et un de ses circuits eulériens. On a de(a1,a) = 3, de(d,a) =
de(as,a) =5 et diamWe = 6.

Cette derniére définition représente I’écart maximal entre deux occurrences du méme
sommet sur 'eulérien. Les deux paramétres relatifs a C sont simplement reliés par I'équa-
tion |9

diamWC = SC — 1. (31)

Cette relation permet de calculer trés simplement le diamétre eulérien relatif a circuit
donné. Le diamétre eulérien d’un graphe correspond naturellement au minimum sur tous
les circuits eulériens possibles du diamétre eulérien. Le nombre de circuits étant trés grand
(résultats de Fleischner [51, Chapter IX]), il est impensable de les calculer tous dés que
le graphe considéré est de « taille raisonnable ».

Etant donné un circuit eulérien, le diamétre eulérien correspond a la garantie de
terminaison cherchée. En effet, ¢’est le chemin le plus long que devra parcourir un message
pour atteindre sa destination. Cependant, comme nous le verrons plus loin, ce diamétre
est grand ce qui rend en pratique ce mode de routage inutilisable [11]. Plusieurs techniques
améliorent les résultats pratiques. De maniére paradoxale, elles dégradent la garantie de
terminaison. On peut citer :

— T'utilisation du routage eulérien couplé avec le routage a déflexion classique. Les
messages partent en mode déflexion, lorsqu’ils ont atteint un seuil du nombre de
déflexions, ils passent en mode eulérien [11].

— T'utilisation du routage eulérien avec raccourcis. Le but est de minimiser pour chaque
message la distance restant a parcourir entre le routeur ol on prend une décision
et la destination. Pour un routeur donné u et un message a destination de v, le
meilleur choix est de prendre le lien (u,x) qui minimise d¢((u,x),v). Cependant,
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cela ne résout pas entiérement le probléme de congestion. On transforme le probléme
initial en la recherche d’un couplage parfait (entre les entrées et les sorties) dans
un graphe particulier, prenant en compte les différentes possibilités de sortie entre
le meilleur choix défini plus haut et le « pire » qui consiste a rester sur le circuit
eulérien. Les sorties qui n’améliorent pas la solution du circuit eulérien ne sont pas a
considérer. Conserver le choix de la sortie eulérienne pour chaque message garantit
qu’une solution est possible. Dans le cas général, cette solution permet d’améliorer
les performances réelles du réseau. Cependant, dans ce dernier contexte, la garantie
de terminaison correspond encore au diamétre eulérien tel que nous venons de le
définir plus haut. Dans ce cas, on peut définir de la méme maniére les notions
de distance eulérienne avec raccourcis. Il s’avére que cette notion est différente du
diamétre au sens classique du graphe. Cependant, dans la plupart des cas, elle s’en
approche |75].

3.3.2 Résultats

D’un point de vue général, il existe peu de résultats relatifs au diamétre eulérien de
graphes. On peut citer ’encadrement suivant.

Théoréme 3.4 ( [9]) Soit G un graphe orienté symétrique connexe de degré minimum
0 ayant n sommels et m arétes, on a alors :

%—1§8(G)§m—25—3. (3.2)
De plus, si G est réqulier et 6 > 2 alors :
E(G)>n+1.

Du point de vue de la complexité, nous ne savons pas si le probléme de décision associé
a la recherche du diameétre eulérien d’un graphe est NP-complet. Cependant, ceci est fort
probable au vu du résultat voisin suivant.

Théoréme 3.5 ( [9]) Le probléme suivant est NP-complet : étant donné un graphe, un
sommet u de G et un entier k, existe-t-il un circuit eulérien C de G tel que

d < k?
(ﬁ?é(E C((U,I‘),U) >

La réduction se fait & partir du probléme 3-Partition |55].

Etant donné ces résultats, nous avons effectué nos recherches dans plusieurs directions
toujours dans le cadre du projet ROM.

1. Chercher des réseaux pour lesquels le diamétre eulérien est de bonne qualité, ¢’est-
a-dire proche de la borne donnée par le théoréme 3.4. C’est ce point que nous
développons ensuite dans le document.

2. Chercher des bons eulériens pour des réseaux connus simples tels que la grille. Il
est intéressant de constater qu’un circuit eulérien dont le diamétre eulérien simple
est petit posséde souvent un diameétre eulérien avec raccourcis grand. D’autres pro-
priétés de circuits eulériens ont aussi été regardées [76].
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En ce qui concerne le premier point, nous avons étudié les propriétés du graphe com-
plet. Nous avons mis en évidence une famille de graphes orientés symétriques pour la-
quelle le diamétre eulérien de cette famille peut étre borné par une valeur proche (a une
constante prés) des bornes obtenues au théoréme 3.4. Tous les résultats obtenus sont ré-
sumés dans la table 3.1. Le principe général des méthodes utilisées consiste & donner une
matrice particuliére telle que chaque ligne représente une permutation des entiers compris
entre 0 et n. Par ailleurs, si I(k,[) représente I'indice de 'occurrence d’'un entier k& dans
la ligne [, alors I(k,l4+1 mod n) < I(k,1)+2, comme dans 'exemple de la figure 3.8. Une
fois cette matrice donnée, on construit le circuit pour le graphe complet, en différenciant
les cas pairs et impairs. Afin de donner des valeurs pour les autres degrés, on élimine des
parties du circuit ainsi construit.

05 1 4 2 3
10 25 3 4
2 1 3 0 4 5
324150
435 20 1

|5 403 1 2

FiG. 3.8 — Matrice Iy

Famille borne de £(G) conjecture pour £(G)

=n-+1 si n estimpair
K n+1
<n+4 sinon

Symeétrique, VT_lJ =p,

n+2[&] -1 ?
0=d, p<d
0-régulier, non symétrique =n+1 si r<gq
n+1
g=ndivd, r=nmodd <n+3 sinon

TaB. 3.1 Diameétre eulériens et graphes réguliers

Si on considére des graphes particuliers, il est tres difficile de déterminer la valeur
du diamétre eulérien. Ainsi, nous avons orienté nos recherches vers la grille qui posséde
notamment un diamétre eulérien de I'ordre de m/4§. L’évolution des stratégies de routage
montre que ce paramétre n’est pas le plus pertinent. Nous avons montré, au travers
d’études expérimentales, que le diamétre eulérien avec raccourcis est une mesure de qualité
mieux adaptée pour ce type de routage [53,76].

3.3.3 Conclusion et perspectives sur le routage eulérien

Dans ce travail, et par extension dans tout le projet ROM, nous avons montré que le
routage eulérien est une perspective viable comme routage avec garanties de performance,
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en particulier si celle-ci est couplée avec d’autres méthodes de routage. Il faut noter que la
propriété de garantie de terminaison dépend directement de ce mode, les autres apportent
des moyens efficaces de router les messages.

Bien que nous l'ayons pas développé dans ce document, nous pouvons signaler les
résultats de simulations qui renforcent les conclusions précédentes [11,53|. Lors de ces
simulations, nous nous sommes penchés sur le couplage du routage eulérien avec le routage
par déflexion : les messages entrent dans le réseau en mode déflexion, puis aprés un
certain nombre de déflexions, ceux-ci terminent leur route suivant le mode eulérien. Elles
montrent en particulier des phénoménes de « gel » du réseau quand celui-ci est saturé :
une grande majorité des messages suivent le circuit eulérien, ne permettant pas d’écouler
les messages assez rapidement. Tous les messages émis sont confinés dans la partie de
réseau qui n’utilise pas le routage eulérien et atteignent rapidement le seuil de déflexions,
alimentant ainsi la situation de blocage. Cette situation ne se produit pas quand le nombre
de déflexions autorisé est trés grand, ni si on utilise le routage a déflexion avec raccourcis.
Dans ces cas, le nombre de messages en mode eulérien est trés réduit et ces messages sont
routés de manieére prioritaire et efficace vers leur destination finale.

Dans les perspectives de ce travail, il faut maintenant s’intéresser a ’aspect distribué
de la construction d’un eulérien. On peut noter [17] ou les auteurs définissent un circuit
eulérien par un processus auto-stabilisant. Cette technique permet de réparer un circuit
en cas de panne du réseau. Cependant, plusieurs questions se posent. En particulier, est-
il possible de réparer un circuit eulérien de maniére distribuée sans altérer les qualités
intrinséques de celui-ci? Par ailleurs, comment peut-on signifier a tous les routeurs le
nouveau circuit ? Différentes stratégies de réparation des circuits eulériens peuvent étre
choisies en fonction de la taille du réseau considéré.

3.4 Conclusions et perspectives de ce chapitre

Dans ce chapitre, nous avons rassemblé divers résultats sur les réseaux optiques sous
le dénominateur commun de la recherche structurelle des propriétés de ces réseaux. Nous
avons soulevé quelques questions ouvertes au cours de notre discussion. Cependant, 1’évo-
lution de nos centres d’intérét font que ces aspects de la recherche sur les réseaux ne font
pas partie de nos priorités pour les années a venir.

En effet, bien que ces aspects soient fondamentaux dans la recherche, il me parait
nécessaire d’étudier les contreparties optimisation des problémes que nous avons soulevés.
C’est la voie que nous présentons au chapitre suivant. Nous avons choisi d’y présenter des
problémes un peu différents toujours sous le méme dénominateur commun : les réseaux
d’interconnexion.
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Chapitre 4

Optimisation de ressources dans les
réseaux

Au chapitre précédent, nous avons exposé plusieurs problémes structurels reliés au
monde des communications, et en particulier, celui des télécommunications. Un deuxiéme
aspect est primordial dans le monde des communications lié a des critéres économiques,
mais aussi d’efficacité. Il s’agir de diminuer le coiit global de création ou d’utilisation d’un
réseau.

Dans la suite, nous présentons deux problémes d’optimisation de ressources. Le pre-
mier s’'intéresse a la modélisation de 1’allocation de groupes multipoints dans un réseau
bien dimensionné. La ressource critique est alors la bande passante dont 'utilisation glo-
bale doit étre réduite. Ce travail, présenté au paragraphe 4.1, a été réalisé en collaboration
avec D. Barth et P. Fragopoulou du PRiSM de I'université de Versailles pour la partie
complexité du probléme ainsi que sur une premiére heuristique |16]. D’autres heuristiques
ont été testées sur ce probléme lors du travail de thése de M. Ben Dhaou [41], thése que
j’ai co-encadrée avec D. Fayard. Le deuxiéme probléme correspond au travail de thése
de L. Gastal, thése que je co-encadre avec A. Lisser. On se place alors dans le cadre de
réseaux évolutifs. 1l s’agit d’anticiper les évolutions futures d’un réseau lors de la planifi-
cation de l'allocation afin que celle-ci cotite le moins cher possible en prenant en compte
I’évolution. Nous avons alors étudié diverses implications de ce modéle sur des problémes
classiques. Ce travail est présenté au paragraphe 4.2.

4.1 Communications multipoint

Avec l'évolution des capacités des réseaux de communications, de nouveaux types
d’applications sont devenues réalisables. En particulier, les applications mettant en jeu
plusieurs partenaires bénéficient de cette évolution. Celles-ci, que 'on appelle multi-
points, recouvrent des domaines divers. On peut citer par exemple le travail coopératif
au travers d'un tableau blanc distribué sur plusieurs sites, les visio-conférences ot 'on
rassemble sur une plage réservée par avance différents interlocuteurs ou, de maniére plus
ludique, des jeux distribués.

Chacune de ces applications nécessite des garanties propres en terme de performances
de communications. Ces garanties peuvent étre décrites par exemple en termes de bande
passante requise et/ou de délai maximum.
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Un certain nombre de protocoles multipoints ont été proposés dans I'Internet, tels
que Core-Based-Tree ou Sparse PIM. Une revue des différents problémes et protocoles
décrits pour les applications multitpoints est donnée dans |39, 44|. Plusieurs protocoles
de gestion de groupes multipoint incluent la possibilité d’évolution du groupe au cours
du temps, avec des options différentes si le groupe est constitué de noeuds situés dans le
méme domaine (protocole intra-domain) ou non (protocoles inter-domaines).

Dans ce paragraphe, nous nous restreignons au cas de la réservation de requétes mul-
tipoints dont les garanties sont simplement décrites en termes de capacité et de latence
(ou, en terme de graphe, de distance maximale entre deux points du groupe). Chaque
requéte est définie comme un ensemble statique de nceuds voulant s’interconnecter. Une
application cible de ce mode est la réservation de séances de visio-conférences sur un
réseau. Le probléme consiste alors a maximiser le nombre de requétes acceptées étant
donné un ensemble de requétes initiales.

De maniére plus formelle, le réseau est considéré comme un graphe G = (V, E) non
orienté possédant une fonction de capacité c sur les arétes, ce qui permet de modéliser le
débit offert par le réseau sur chacun de ses liens'. Un groupe multipoint est décrit par la
donnée de trois éléments :

un sous-ensemble U de V représentant les noeuds a interconnecter ;
une garantie de débit d pour le groupe;

— et une latence [ maximale autorisée.

Une requéte est satisfaite s’il existe un sous-graphe connexe G' = (V', E') de G tel
que :

tous les points du groupe sont couverts (U C V' C V);
toutes les communications intra-groupe sont possibles dans G’ (Ve € E'c(e) > d);

— toutes les communications ont une latence acceptable (diameg < 1),

De plus, a l'instar de la majorité des protocoles multipoints, on requiert que ce graphe
soit un arbre. Dans ce contexte, vérifier qu'une requéte est satisfiable, ¢’est-a-dire, qu’il
existe un sous-arbre du réseau avec les propriétés décrites plus haut, est un probléme
polynomial [74]. 1l différe du probléme de Steiner (Probléme ND12 de [55]) car on ne
cherche pas dans ce cas a minimiser les ressources utilisées, mais simplement a trouver
une solution valide.

De maniére naturelle, on dit qu'un ensemble de requétes est simultanément satis-
fiable dans un graphe donné s’il existe une affectation de chaque requéte pour laquelle la
capacité de chaque aréte du réseau est suffisante pour supporter la totalité des requétes
voulant utiliser cette aréte.

4.1.1 Complexité du probléme MRS

Nous nous intéressons alors au probléme suivant :

Probléme : Maximal Request Satisfaction (MRS)

Données : un graphe G possédant une fonction de capacité sur les liens, une
collection de requétes R = (R;)o<i<n, un entier k;

'On peut aussi ajouter une fonction de distance, cela ne change pas la discussion que I'on pourra
conduire par la suite.
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Question : existe-t-il un sous-ensemble de k requétes pouvant étre satisfaites
simultanément dans G 7

Afin de diminuer les contraintes du probléme, nous supposons que chaque requéte est
satisfiable individuellement et nous assimilons la requéte a un arbre qui la réalise. Cette
relaxation élimine le paramétre de latence dans la requéte. On appelle MRS-opt le pro-
bléme d’optimisation naturellement associé a MRS.

On définit alors les paramétres.

Congestion d’une aréte : nombre de requétes utilisant une aréte donnée (cg(R,¢€));

Congestion de I’ensemble des requétes : maximum des congestions sur toutes les
arétes du graphe (cg(R));
Taille d’une requéte : nombre d’arétes du sous-arbre choisi satisfaisant la requéte (ec(R)) ;

Taille maximum de ’ensemble des requétes : maximum de la taille des requétes
(ec(R)).

Le théoréme suivant présente la difficulté générale du probléme MRS.

Théoréme 4.1 ( [16]) Le probléme MRS est NP-complet, méme si la congestion de
l’ensemble des requétes est bornée par une constante.

De plus, le probleme MRS-opt ne peut pas étre approzimé & plus de n'/?>=

pour € > 0.
La premiére partie vient d’une réduction a partir du probléme du Maximum Set Pa-
cking [55]. La seconde partie s’obtient en regardant les relations de notre probléme avec
le Maximum Independent Set.

On peut compléter ce théoréme lorsque la congestion est bornée par une constante.
Nous montrons alors une équivalence entre notre probléme et le probléme du stable
de poids maximum dans les hypergraphes (MWIS). A partir d’une instance de notre
probléme, nous construisons un hypergraphe représentant toutes les solutions admis-
sibles pour chaque aréte du graphe. Une solution du probléme MRS est alors un sous-
ensemble stable de sommets de cet hypergraphe. La taille de I’hypergraphe est bornée
par O(m2%9%) (cg(R) + ec(R))), ot m est le nombre d’arétes du graphe. Si la congestion
est bornée, la taille de ’hypergraphe est proportionnelle & m. On obtient alors le résultat
suivant.

Théoréme 4.2 ( [16]) Le probléeme MRS-opt peut étre approxzimé en O(n/logn) sin
est le nombre de requétes et la congestion est bornée par une constante.

4.1.2 Cas polynomiaux

Au vu des résultats précédents, nous avons recherché les cas ot on pouvait trouver des
solutions exactes a notre probléme en temps polynomial. La preuve de la NP-complétude
au théoréeme 4.1 utilisant des arbres de degré borné, les cas polynomiaux sont assez peu
nombreux.

Dans une chaine ou les capacités sont quelconques et les demandes sont unitaires, le
probléme MRS se réduit a un probléme simple d’affectation sans la contrainte multipoint.
En effet, il suffit de ne considérer que les deux éléments du groupe les plus éloignés. Dans
ce cas, le probléme peut se résoudre par un algorithme glouton, en triant au préalable les
requétes [41]. Cet algorithme peut étre étendu aux anneaux.
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Si les demandes sont quelconques, méme dans une chaine, on s’apercoit que le pro-
bléme devient NP-complet, car il contient les instances du probléme de sac & dos. Si les
capacités sont bornées, on peut utiliser un algorithme dynamique pour résoudre le pro-
bléeme en O(n?™!) ol ¢ est le minimum entre la capacité maximale des liens et le nombre
maximal de requétes acceptées passant par un lien donné [41].

Nous avons par ailleurs montré que le probléme MRS-opt peut étre résolu de maniére
exacte dans le cas des étoiles de degré borné a capacité unitaire. Ce dernier cas est le seul
cas réellement multi-point que 'on sait résoudre [41]. La technique principale consiste
a rechercher un probléme central qui peut étre résolu de maniére exacte. D’autres cas
simples peuvent sans doute étre mis au jour, comme certaines compositions d’étoiles de
degré borné.

4.1.3 Reésolution exacte et heuristiques

De maniére plus prometteuse, nous avons défini diverses heuristiques permettant de
résoudre le probléme MRS-opt. Premiérement, la preuve du théoréme 4.2 a mis en évi-
dence une heuristique donnant avec un rapport d’approximation O(n/logn) quand la
congestion est bornée. L’algorithme est basé sur la recherche d’un ensemble indépen-
dant maximum dans un graphe particulier. Les sommets de ce graphe correspondent aux
différentes affectations possibles des requétes qui ne saturent pas une aréte du graphe
donné.

On peut alors effectuer une résolution exacte par une évaluation de type Branch &
Bound.

Une autre approche, prise dans [41] consiste a reprendre la probléme original, o les
arbres ne sont pas donnés et de rechercher a maximiser le nombre de requétes ainsi satis-
faites. Les algorithmes génétiques ont été testés en comparaison d’algorithmes gloutons
simples. Les arbres correspondant aux différentes requétes ont été calculés a partir de
I'heuristique DNH pour les arbres de Steiner [72]. Cette heuristique a une garantie de
performance de 2. Elle a 'avantage d’étre facile & mettre en ceuvre et d’étre de tres
bonne qualité dans les cas concrets.

Le probléme dual de construction d’un réseau de colit minimal & partir de requétes
a aussi été regardé en utilisant cette approche. Ce dernier probléme a été étudié par
Bienstock et Bley [32] par des méthodes d’optimisation globale.

4.1.4 Conclusion sur les groupes multipoints

Le probléme MRS a été une premiére approche dans la résolution de problémes d’op-
timisation. Il nous a servi d’illustration pour aborder ce pan de la recherche que nous ne
connaissions que tres peu.

Diverses questions restent encore ouvertes sur le sujet. II manque en effet des com-
paraisons entre les différents algorithmes et des tests de performance pertinents. Les cas
simples s’avérent trés peu nombreux. Il faudrait en particulier pouvoir définir plus fine-
ment la frontiére avec les problémes NP-complets.

Etant donné le caractére prospectif de cette étude, nous nous sommes intéressés par
la suite a un probléme de réseau évolutif, comme nous allons le montrer au paragraphe
suivant.
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4.2 Réseaux évolutifs

Le cadre de ce dernier travail présenté dans cette partie reste dans le domaine des
réseaux. Cependant, nous nous placons dans le cadre ou la structure méme des réseaux
peut évoluer au cours du temps. Nous regardons maintenant un probléme de réservation
de ressources dans la globalité de 1’évolution. Nous avons pris comme point de départ
un probléme simple : les plus courts chemins. Celui-ci est bien connu pour les réseaux
« stables ». Cependant, dés que I'on ajoute quelques contraintes complémentaires, ce
probléme devient rapidement plus complexe. Ce paragraphe résume les travaux effectués
dans le travail de thése de L. Gastal |27, 56| encore en cours. Nous verrons dans les
perspectives de ce chapitre des pistes pour généraliser ce modeéle a d’autres problémes.

Le contexte précis de notre étude est le suivant. Considérons une suite de graphes
G = (Gy,...Gy) croissants (V(G;) C V(Giy1) et E(G;) C E(Git1), la deuxiéme inclu-
sion étant stricte), possédant une fonction de poids sur les arétes w. Chaque graphe est
appelé scénario. Dans le cas du plus court chemin, on se donne deux sommets s et ¢
dans G. Le probléme consiste a trouver une suite de chemins S = (S5,...,5,) telle que
chaque S; relie s a t dans G; et que le coit global soit minimum. Posé ainsi, ce probléme
est simple : il suffit en effet de choisir pour chaque graphe le plus court chemin reliant
s at. A Iinstar des différents systémes de location, nous avons ajouté deux cofits sup-
plémentaires qui permettent de coupler les différents chemins. Le premier, ¢, correspond
au coit d’installation d’une aréte : il est ajouté au coiit global la premiére fois qu’une
aréte est choisie dans un scénario. Le second, 9, correspond au coiit de désinstallation
d’une aréte : il est ajouté a chaque fois qu'une aréte n’est plus prise dans le scénario
suivant. Les fonctions w, ¢ et § sont définies sur les arétes de chaque graphe. On peut les
supposer identiques d'un scénario a ’autre, mais ce n’est pas nécessaire. Le cotit global
de la solution peut s’écrire sous la forme :

n

$(S) =Y w(S;) +u(S1) + Z (S;\ Si1) + Z 8(Si-1 \ S;) (4.1)

i=1
On peut simplifier cette équation en la mettant sous la forme :

n

B(S) =D w(S;) +1(S1) + Y A(Si-1, Sy), (4.2)

i=1 =2

la fonction A représente alors la fonction de transition entre deux états successifs.

4.2.1 Autres modéles

Les évolutions des réseaux ont déja été proposées par le passé. Cependant, peu de ces
modéles prennent en compte les coiits de I'évolution des réservations.

On peut citer les graphes évolutifs introduits par A. Ferreira [50]| afin de modéliser
les réseaux sans fil et mobiles et leurs évolutions dans le temps. L’idée principale est
d’introduire une notion de disponibilité des liens ou des sommets. Chaque instant est
alors modélisé par un sous-graphe particulier du graphe global. Les concepts de plus
court chemin, de cycle évoluent pour prendre en compte cette temporalité. Des problémes

33



simples dans le cas statique deviennent NP-complets dans le contexte dynamique, comme
le calcul des composantes connexes de ces graphes |90|. Dans ce modéle, il n’y a pas de
pénalité pour l'installation ou la désinstallation des ressources mises en place, il s’agit
globalement de problémes liés au routage dynamique. Par ailleurs, il n’y pas de croissance
du modéle comme dans notre cas.

Un autre pan de la recherche, plus axé dans le domaine de la recherche opérationnelle,
s’intéresse aussi a des réseaux contenant une certaine incertitude. La thématique générale
est la robustesse. Il s’agit de trouver une solution qui soit valide pour tous les scénarios
possibles. Si on se replace dans notre probléme de plus courts chemins, cela revient a
travailler sur I'intersection de tous les graphes, c’est-a-dire, on ne considére alors que le
graphe le plus petit. Le travail de Bertsimas [30] présente en particulier les divers modéles
de robustesse qui ont été choisis ces derniéres années. Une caractéristique commune a tous
ces modeéles est que 'incertitude est uniquement relative aux poids des arétes, et non a
I’existence des arétes, comme dans notre modéle. Dans ce domaine, on peut remarquer
I'introduction des modéles stochastiques pour prendre en compte l'incertitude naturelle
dans les réseaux que I’on étudie.

Notre modéle ne peut pas & proprement parler étre qualifié de robuste?. En effet, les
évolutions du réseau sont données a ’avance et on doit chercher le meilleur compromis
dans cette suite de réseaux. Cependant, nous avons considéré cette étape intermédiaire
avant l'introduction de modéles stochastiques, pour lesquels le terme robuste s’applique
pleinement.

4.2.2 Complexité et approximation du probléme

Revenons a la formulation initiale du probléme telle que présentée par I’équation 4.1.
Le probléme de décision lié est alors le suivant :

Probléme : Robust Routing in Changing Topologies (RRCT-d)

Données : Une famille G = (G;)o<i<n croissante de graphe, une fonction w
de poids sur les arétes des graphes, une fonction d’installation ¢ et une
fonction de désinstallation § sur les arétes des graphes, deux sommets s
et t de GG et k un entier.

Question : Existe-t-il une une suite de chemins S = (Si,...,5,) telle que

P(S) < k7

On appellera simplement RRCT le probléme d’optimisation associé. En utilisant le pro-
bléme du circuit hamiltonien, on montre que le probléme RRCT-d est NP-complet, méme
avec des contraintes fortes.

Théoréme 4.3 ( [27]) Le probléme RRCT-d est NP-complet, méme si la famille ne
contient que deuz graphes et le premier est réduit a un chemin simple.

2Robuste est défini par Bernard Roy comme « une aptitude & résister & des « a-peu-prés » ou a
des « zones d’ignorance » afin de se protéger d’impacts jugés regrettables (notamment dégradation de
propriétés a préserver) » [83].

34



L’idée de la preuve consiste a partir d’une instance du probléme Circuit Hamiltonien,
c’est-a-dire, un graphe. Le premier graphe de la famille modélise la suite des sommets.
Pour cela, on associe a chaque sommet du graphe une aréte dans le premier scénario de
la famille. On relie ensuite tous les sommets pour former un chemin. Le deuxiéme graphe
va refléter la topologie exacte du graphe. L’attribution des poids va favoriser les chemins
qui conservent le plus possible les arétes représentant les sommets du graphe initial.

Afin d’obtenir ce résultat, nous avons créé une instance pour laquelle la fonction de
désinstallation n’est pas uniforme et peut étre plus grande que le poids initial. Plusieurs
remarques peuvent alors étre faites.

— Si tous les cotits de désinstallation sont supérieurs aux poids, alors le probléme est

simple : il suffit de garder un plus court chemin C} dans le premier scénario et
considérer la solution S = (Cy, CY).
De méme, si tous les cotits de désinstallation sont inférieurs aux poids, le probléme
avec 2 scénarios et le premier graphe est une chaine devient polynomial. Le probléme
consiste alors a trouver un plus court chemin dans le second graphe dont les poids
ont été modifiés. La NP-complétude du probléme général vient alors du fait que ce
dernier graphe posséde des cycles absorbants. La question encore ouverte a ce jour
est de savoir, si dans ce contexte, le probléme général reste NP-complet avec deux
scénarios.

— Si ce dernier probléme est polynomial, le reste-t-il quel que soit le nombre de scé-
narios 7

De maniére simple, il existe un algorithme d’approximation du probléme RRCT.
Lemme 4.1 ( [27]) 1l existe une approzimation avec un facteur n du probléme RRCT.

Pour cela, il suffit de remarquer que la famille de graphes est croissante et qu'un chemin
dans Gy reste un chemin dans tous les autres graphes. On considére la solution S =
(CF, ..., CY). On peut montrer que cette borne est fine dans le cas général.

4.2.3 Modélisation mathématique

Si on regarde la modélisation mathématique de ce probléme avec des variables en
0-1, on s’apercoit que la fonction objectif introduit des termes quadratiques. Pour cela,
on note pour chaque aréte (i, j) son poids w;;, son cout d’installation ¢;;, son coiit de
désinstallation d;;. On appelle a: - la variable 0-1 indiquant que 'aréte (7, j) est choisie
dans le scénario k. Avec ces notatlons, la fonction objectif devient

Z Z wiy; + Z Lij +

k=1 (Z,])EEk (i,j)EEl
Z Z Sl (1 —aly) + Z vl (L — ) (4.3)
k=2 \ (i,j)€Ey (i,5)€EEY

Afin de décrire totalement le probléme mathématique, il faut y ajouter les contraintes.
Une premieére série de contraintes décrit que sur chaque scénario, la projection de la
solution est un chemin reliant s et t. Pour cela, on écrit les lois classiques concernant
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les flots : conservation du flot entre la source et le puits en chaque nceud. Cependant,
ces contraintes ne suffisent pas a elles seules. En effet, des circuits peuvent apparaitre
dans la solution finale, méme si on se restreint au cas de la preuve de la NP-complétude
(2 scénarios et le premier graphe est un chemin) o la fonction objectif se réduit a une
fonction linéaire. Comme dans la résolution du probléme du voyageur de commerce, il
faut ajouter des contraintes empéchant les cycles dans la solution.

min ¢(.5)

s.C.

Sur chaque scénario, il existe un flot entre s et t de valeur 1
Sur chaque scénario, il n’existe pas de sous-cycle induit

(4.4)

On appelle RRCT,. le probléme relaché pour lequel on ne prend pas en compte les
contraintes de sous-cycle. Cette formulation est utile car elle est plus simple que la pre-
miére. Les deux sont en relation directement par le lemme suivant.

Lemme 4.2 Pour toute instance du probleme RRCT, si la solution du probleme RRC'T,
est composée de n chemins entre s et t, alors cette solution est une solution optimale du

probléeme RRC'T.

4.2.4 Meéthodes de résolution

A partir du lemme 4.2 et de la formulation RRCT,, nous nous sommes intéressés a
résoudre cette instance sur différents types de graphes, en particulier sur des instances
de différentes tailles simulant des réseaux réalistes. Plusieurs techniques ont été mises en
ceuvre et comparées.

Linéarisation : il s’agit de remplacer les variables quadratiques par de nouvelles va-
riables. La nouvelle fonction objectif ainsi que les diverses contraintes deviennent
linéaires. Cela augmente de maniére considérable le nombre de variables.

Relaxation continue quadratique : on relache seulement dans ce cas la contrainte
d’intégralité des variables. Les techniques de résolution de programmes avec un
objectif quadratique sont implémentés dans les solveurs comme CPLEX.

Relaxation SDP : la relaxation SDP consiste a considérer le probléme dans l'espace
des matrices semi-définies positives.

Sur les instances testées, il apparait que la linéarisation permet de résoudre de petites
instances. La relaxation quadratique donne de bons résultats, une fois qu’il sont couplés
avec des techniques d’arrondi simple. En ce qui concerne la SDP, les sauts de dualité sont
plus petits que pour les autres méthodes (la borne inférieure est de meilleure qualité).
Cependant, cette méthode ne permet de ne résoudre que des instances de taille réduite,
en comparaison avec les deux autres méthodes.

Dans toutes les instances testées, il apparait que la relaxation du probléme RRCT
donne une solution au probléme initial.
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4.2.5 Conclusion sur ce probléme

Ce travail constitue une premiére approche pour la résolution de notre probléme. Nous
essayons par ailleurs d’autres techniques de résolution en collaboration avec M. Sebag a
I’aide des colonies de fourmis.

Des schémas de résolution doivent étre donnés dans le cas ou le probleme RRCT, ne
donne pas de solution, mais simplement une borne inférieure. La question entiére reste de
savoir quelle est alors la meilleure formulation du probléme. Faut-il faire grossir le nombre
de contraintes afin d’éliminer les sous-cycles, comme cela est fait pour la résolution du
voyageur de commerce, ou travailler sur une autre forme (quadratique) des contraintes ?

Nous pouvons par ailleurs regarder d’autres problémes d’allocation dans les réseaux,
comme l'arbre couvrant de poids minimum. Nous rediscutons de cette perspective au
paragraphe 4.3.

4.3 Conclusions et perspectives : vers une famille de
problémes évolutifs

Dans ce chapitre, nous avons voulu mettre en évidence notre contribution dans le
domaine de I'optimisation appliqué principalement a la réservation de ressource dans les
réseaux. Si le premier probléme peut étre vu comme un premier contact avec le monde de
I'optimisation en général, le second apporte des ouvertures plus larges que dans le simple
cadre des réseaux.

En effet, cette problématique peut étre vue dans un contexte plus large que I’'on pour-
rait décrire ainsi. On considére une famille croissante F de n ensembles, F = (F})o<i<n
telle que F; C F;1. On considére alors trois fonctions sur chaque F; :

fonction de poids : w;
fonction d’installation : ¢;
fonction de désinstallation : 0.

Pour une propriété P que l'on peut définir sur chaque ensemble Fj;, on note Xp un
ensemble de solutions réalisables sur F relativement a la propriété P. La fonction objectif

globale pour évaluer une solution X = (X3,..., X,,) est donnée par :
g(X) =D w(X) + uo(X1) + Y (X \ Xi) + o(X: \ X)) (4.5)
i=1 i=2

Le but de notre probléme est de minimiser ou maximiser cette fonction objectif, ainsi que
de trouver une solution optimale. Les fonctions d’installation et de désinstallation sont
des fonctions pénalisant la qualité de ’objectif. En particulier, si on regarde un probléme
de maximisation, ces deux fonctions doivent étre négatives.

Le probléme décrit au paragraphe 4.2 s’inscrit directement dans cette classe de pro-
blémes. Cependant, on peut regarder toute une famille de problémes de ce type |56].

Elément minimum : c’est exemple le plus simple que 'on peut construire dans cette
classe. La propriété consiste a choisir un élément dans un ensemble et le but est la
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minimisation. Si le nombre de scénarios est fini, le probléme global est clairement po-
lynomial en O(m™) ot m est la cardinalité de F,,. Dans ce cas, la solution qui consiste
a prendre toujours le minimum du premier ensemble est une n-approximation?.

Elément maximum : c’est aussi un exemple simple. La propriété est la méme que dans
le cas précédent, mais le but est inverse. Cependant dans ce cas, on ne peut pas
trouver de rapport d’approximation simplement.

Arbre de Steiner : la propriété considérée dans ce cas est de trouver un arbre couvrant
un ensemble de sommets prédéfinis dans le premier graphe. Le probléme est bien str
NP-complet méme dans le cas statique (n = 1). Cependant, on peut montrer que
I’on obtient une np approximation si p est le rapport d’approximation du probléme
de Steiner.

Arbre couvrant : la propriété considérée est un arbre couvrant dans chaque ensemble
F;. Ce probléme a priori plus complexe que le plus court chemin peut étre résolu en
temps polynomial. En effet, on montre que le probléme quadratique sous-jacent est
séparable. On obtient ce résultat en constatant qu'une aréte qui n’est pas choisie a
un instant donné ne sera jamais réutilisée par la suite.

Sac a dos : dans ce cas, le probléme consiste & maximiser le coit (gain) global d'une
solution : il faut alors prendre les fonctions d’installation et de désinstallation comme
des pénalités. Il existe une np approximation de ce probléme si p est le rapport
d’approximation du sac a dos. La solution est un peu plus complexe a construire : on
part du dernier ensemble F), et on consideére la meslleure solution et ses projections
dans les ensembles précédents : il n’y a pas de cotut de désinstallation.

Cette classification est une premiére ébauche. Il faut encore affiner tous les résultats
que nous venons de donner. En particulier, toutes les approximations sont données de
maniére trés grossiere.

Il existe encore d’autres élargissements a ce travail. En particulier, on peut regarder
le cas ou la famille de scénarios n’est plus croissante, mais quelconque. Par ailleurs, afin
de se rapprocher des modéles de robustesse classique, on peut supposer une incertitude
sur 'existence des éléments dans une famille. Ce dernier type d’étude peut étre abordé
par une approche stochastique.

30n peut améliorer simplement ce rapport en ne considérant qu’une partie des scénarios. Par exemple,
en considérant 2 scénarios particuliers, on obtient une n/2 approximation.
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Deuxiéme partie

Représentations de graphes
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Cette partie regroupe deux aspects de ma recherche a premiére vue assez éloignés,
mais qui ont au moins deux dénominateurs communs. Le premier est non scientifique.
Les deux sujets que nous allons aborder font partie des thémes que j’ai étudiés les plus
récemment et pour lesquels mon implication y a plus été motrice. Le deuxiéme aspect
concerne directement 1’objet de I’étude. Nous montrons dans ces deux chapitres comment
des structures de données représentatives de certains aspects du graphe permettent de
résoudre efficacement les questions posées.

De maniére plus précise, nous montrons dans un premier temps au chapitre 5 que les
arbres de Gomory-Hu, initialement définis pour I’étude des flots multi-terminaux simples,
sont précieux pour I’étude d’'un probléme voisin : les flots multi-terminaux paramétrés.
De cette étude résulte une meilleure compréhension de ces arbres.

Le chapitre 6 s’intéresse, au travers du calcul du polynome chromatique, a une re-
présentation des graphes sous une forme originale : les arbres de cliques augmentés, qui
sont une représentation particuliére d’une triangulation du graphe considéré. Nous mon-
trons que cette structure s’avére adéquate pour effectuer des opérations d’ajout d’arétes
et fusion de sommets dans des cas qui sont utiles au calcul du polynome chromatique.
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Chapitre 5

Les flots multi-terminaux paramétrés

La thématique présentée dans ce chapitre a été initiée par une collaboration principale
lors de la thése de Madiagne Diallo, suite a un des problémes que ce dernier avait étudié
durant ses années de Master [42|. Ce chapitre résume les travaux suivants |12-14,23|.

5.1 Introduction

La problématique du flot maximal est bien connue et fait partie maintenant de la
base des cours de Licence et de Master d’informatique. En particulier, le probléme du flot
maximum a été résolu par Ford et Fulkerson en montrant en particulier le théoréme du
flot mazimum et de la coupe minimum, en extension du théoréme de Menger. Méme si
beaucoup de progrés ont été réalisés dans I'algorithmique du calcul d’un flot maximum,
il reste encore des questions ouvertes quant a la complexité réelle de ce probléme. Est-il
en effet plus facile de calculer une coupe de valeur minimale, et donc la valeur du flot
maximal correspondant, que de calculer un flot maximal entier (donner la fonction de flot
dans son intégralité) ? Ce chapitre ne s’intéresse pas a ce probléme, mais suppose que la
complexité du calcul du flot maximal est donnée.

En regard, la problématique des flots mazima multi-terminauz est moins connue. Elle
date du début des années 1960 ot elle a été introduite dans des problémes de recherche de
vulnérabilité de réseaux. Contrairement au probléme du flot maximal simple, ce dernier
ne présuppose pas de source, ni de destination fixe : chaque nceud du réseau pouvant
potentiellement jouer I'un de ces deux roles. Cependant, contrairement au cas des multi-
flots!, on ne considére qu'une seule paire source/destination est active simultanément. De
ce probléme, il en ressort deux autres reflétant des aspects complémentaires du probléme
initial :

Faisabilité : étant donnée une matrice carrée M = (m; ;) d’ordre n, existe-t-il un réseau
R a n sommets tel que la valeur du flot maximum entre les sommets ¢ et j soit égal
a m; ;7 Ce probléeme est a la base des problémes de dimensionnement de réseaux.
On peut ajouter diverses contraintes sur le réseau cible comme des contraintes de
cott global d’installation ou des contraintes de fiabilité et sécurité (au moins deux

'Le probléme des multi-flots posséde beaucoup de variantes. Cependant, il s’agit de relier plusieurs
couples (source, destination) avec des contraintes complémentaires. Les problémes de décision associés
sont souvent NP-complets. Un certain nombre de résultats sur les multi-flots sont présentés dans [86].
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chemins entre toutes les paires de sommet). Ces contraintes sont importantes quand
on construit un réseau réel.

Analyse : étant donné un réseau R, déterminer (de maniére efficace) 1'ensemble des
valeurs de flots maxima entre toutes les paires de sommets de ce réseau.

Notre étude s’inscrit dans ce dernier cadre, et de maniére plus spécifique dans le cas
ol le réseau est non orienté. En effet, pour un réseau dont les capacités sont fixes, il existe
une maniére simple et compacte de représenter toutes les valeurs de flots maximum entre
n’importe quelle paire de sommets : 'arbre dit de Gomory-Hu. Cette structure posséde
aussi la propriété de donner une coupe minimum pour chaque paire de sommets. Nous
détaillons cette structure dans la suite.

Un certain nombre d’études concerne des réseaux pour lesquels les capacités des arétes
sont fixées a 'avance. Dans ce chapitre, nous nous intéressons particuliérement au cas
ou les capacités de certaines arétes sélectionnées peuvent varier au cours du temps. La
littérature sur ce sujet est moins abondante que dans le cas fixe. Il est connu sous le
terme d’analyse de sensibilité des flots multi-terminauz. Le probléme a été introduit dans
un premier temps par Elmaghraby en 1964 [|47|. Il s’agissait de regarder l'effet de la
variation d’une seule capacité du réseau sur ’ensemble des flots maxima. Plus tard, en
2000, Diallo |42| a proposé une premiére généralisation de ce travail en faisant varier
plusieurs capacités d’arétes suivant le méme paramétre.

Dans [43|, Diallo montre des failles dans la méthode d’Elmaghraby. L’analyse pro-
posée par Elmaghraby suppose le calcul de nombreux arbres de Gomory-Hu. Le point
de départ de notre travail a été de simplifier 'analyse d’Elmaghraby en réduisant le
nombre de calculs d’arbres de Gomory-Hu a seulement deux. Cette simplification permet
de généraliser I'étude de sensibilité au cas de plusieurs arétes paramétrées de maniére
indépendante. Dans le cas d’une seule aréte paramétrée, les deux arbres que 'on doit
considérer concernent deux réseaux qui sont proches : ils ne différent que par une seule
aréte. Nous nous sommes donc intéressés a étudier la proximité des deux arbres utilisés
dans I’étude de sensibilité. Nous en avons déduit une approche algorithmique pour amé-
liorer le calcul de ces deux arbres que ’on peut qualifier de couplés. La suite de I’étude
s'intéresse a I'optimalité de ’algorithme précédent en montrant, en particulier, comment
choisir les arbres de Gomory-Hu a construire pour que le nombre global d’opérations (en
termes de nombre de coupes minimum calculées) soit minimal.

Par ailleurs, d’autres types de paramétrisations de réseaux ont été proposés. Dans [4],
Aneja, Chandrasekaran et Nair étudient une autre version dans laquelle les capacités sont
toutes paramétrées par une fonction de .

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons rapidement les diverses définitions com-
plémentaires utiles pour la compréhension de ce chapitre. Nous présentons notre approche
de P'analyse de sensibilité au paragraphe 5.3. Nous en déduisons quelques extensions
possibles de ces premiers résultats au paragraphe 5.4. De cette premiére étape, nous
présentons des avancées complémentaires dans I'étude des arbres de Gomory-Hu, en par-
ticulier comment calculer plus efficacement des arbres de Gomory-Hu pour des réseaux
« proches » (paragraphe 5.5), mais aussi comment rechercher des arbres de Gomory-Hu
possédant des propriétés particuliéres (paragraphe 5.6). Dans tout ce chapitre, nous sou-
levons diverses questions ouvertes directement liées au théme traité. Enfin nous concluons
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ce chapitre au paragraphe 5.7 par de nouvelles directions possibles de recherche en lien
avec les arbres de Gomory-Hu.

5.2 Deéfinitions

5.2.1 Notion de flots

La notion de flot dans un réseau est définie initialement dans les graphes orientés,
plus précisément dans les réseaux orientés [19]. Nous souhaitons préciser ces notions dans
le cas ot le réseau est non orienté.

Définition 5.1 On appelle réseau non orienté la paire R = (G,c) ou G = (V, E) est

un graphe non-orienté et ¢ est une fonction de capacité sur les arétes de G (c : B —
RT )%

Soit G* le graphe orienté symétrique obtenu a partir de G, en remplacant chaque aréte
de G par deux arcs opposés. Le réseau orienté correspondant est alors R* = (G*, c¢*), ou
c* est 'extension naturelle de ¢ sur les arcs de G* (¢*(a) = c(e), si a et e ont les mémes

extrémités).

Définition 5.2 FEtant donné un réseau non orienté R, et deuz sommets s et t de ce
réseau, un flot dans R entre s et t est défini comme un flot dans R* entre s et t (ou
entre t et s). On notera fs; = fi s la valeur du flot.

Nous précisons ce que nous entendons par la notion de coupe dans un réseau. La
définition suivante est compatible avec celle donnée classiquement dans la littérature.
Cependant, notre vision permet de tester I'égalité de deux coupes dans deux réseaux
différents ayant le méme ensemble de sommets. Il suffit alors de faire un test d’égalité
d’ensembles.

Définition 5.3 Un sous-ensemble propre X de V. (0 C X C V) est appelé une coupe
séparant u et v siu € X etv € V\X. La capacité de la coupe est alors définie comme :

oX)= Z clx, yl;

zeX,yeV\X,[z,y|eE
une aréte [x,y| telle que v € X et y € V \ X appartient a la coupe X.

Il faut noter que si on considére un coupe valide sur deux réseaux différents, il n’y a
aucune raison pour que les capacités de cette coupe dans chacun de ces deux réseaux
soient identiques.

Définition 5.4 Une coupe minimum séparant deux sommets u et v, notée C,,, est
une coupe de capacité minimale parmi toutes les coupes séparant u et v.

2Toute notre étude est applicable quelle que soit la nature des capacités : entiéres ou réelles.
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Le théoréme de Ford-Fulkerson |52] relie les deux notions en établissant en particulier
I’égalité de la valeur de la coupe minimum et de la valeur du flot maximum. Ce théoréme
nous a souvent servi lors des diverses preuves de nos résultats.

Il existe un certain nombre d’algorithmes performants pour calculer la valeur du flot
maximum entre deux sommets d’un réseau ainsi qu’une coupe minimum. On se référera
par exemple a |57| pour une revue des différents algorithmes. On peut noter qu’il existe
un algorithme linéaire lorsque la largeur arborescente est bornée par k [64]. Cependant,
cet algorithme n’est pas utilisable en pratique étant donnée la constante dépendant de la
largeur arborescente de 1’ordre de 22" A I'extréme, si le graphe sous-jacent est un arbre,
le temps de calcul est linéaire et trivial : il suffit de chercher la capacité minimale entre
les deux sommets considérés. Cette derniére remarque sera utile par la suite.

Notation 5.1 Nous noterons MF(n,m) la complexité en temps pour calculer un flot
mazimum dans un réseau ayant n sommets et m arétes.

5.2.2 Arbres de flots, arbres de coupes

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux flots multi-terminaux, c’est-a-dire, a
I’étude d’un réseau pour lequel la source et le puits ne sont pas déterminés a ’avance,
mais ol chaque sommet peut potentiellement étre 'un ou 'autre. Le réseau ne sera utilisé
que comme un réseau de flot simple.

Définition 5.5 Le probleme des flots multi-terminaux consiste a déterminer pour un
réseau non orienté donné R ['ensemble des valeurs de flot maximum entre toutes les paires
de sommets.

Le probléme consiste donc a déterminer I’ensemble des n(n—1)/2 valeurs de flots possibles.
En 1961, Gomory et Hu ont proposé une représentation compacte de I’ensemble de ces
flots sous forme d’un arbre de coupes, réduisant a (n — 1) le nombre de calculs de flots
maximum [59|. La définition ci-dessous est dérivée de celle de Gomory-Hu [59] et de notre
définition des coupes.

Définition 5.6 Etant donné un réseau R = (V, E, c), un arbre de coupes ou arbre de
Gomory-Hu de R est un réseau T = (V, E', ') ayant le méme ensemble de sommets que
R vérifiant les trois propriétés suivantes :

Arbre : le graphe (V| E') est un arbre;

Flots : étant donnés deux sommets s et t les flots fs; dans R et fs; dans T sont iden-
tiques ;

Coupes : une coupe minimum Cs, dans T est aussi minimum entre s et t dans R, le
réseau cible?.

3Bien que I'on considére deux réseaux différents (T et R), on peut définir la méme coupe (X,Y) dans
ces deux réseaux car l’ensemble des sommets des deux réseaux sont identiques. Dans le cas général, la
valeur de cette coupe est différente dans les deux réseaux. L’égalité dans le cas des coupes minimum de
T est une propriété des arbres de Gomory-Hu.
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Plusieurs points sont a remarquer. Premiérement, pour un réseau donné, il n'y a pas
unicité des arbres de Gomory-Hu. Nous utilisons cette propriété plus loin, en particu-
lier au paragraphe 5.6. Par ailleurs, il existe une forme affaiblie, mise en évidence par
Gusfield [63|, des arbres ne présentant que la propriété de flot. Dans la figure 5.1, nous
présentons un réseau simple, un arbre ayant la propriété de flots sans la propriété de
coupes et un arbre de Gomory-Hu de ce réseau; l'arbre de la figure 5.1(b) n’est pas un
arbre de Gomory-Hu car la coupe 3/2,1 n’est pas minimale entre 2 et 3.

4 4

(a) Réseau R (b) Arbre de Flots de R (c) Arbre de Coupes de R

F1G. 5.1 — Réseau, arbre flot équivalent et arbre de Gomory-Hu

Plusieurs algorithmes permettent d’obtenir des arbres de Gomory-Hu. Les deux prin-
cipaux sont celui de Gomory et Hu [59] et celui de Gusfield [63|. Nous présentons de
maniére synthétique ces deux algorithmes plus loin dans ce chapitre afin de les utiliser de
maniére ciblée. Dans [58], Goldberg et Tsioutsiouliklis présentent une étude expérimentale
comparée de ces deux algorithmes.

5.2.3 Paramétrisation

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons un certain nombre d’arétes du réseau
pour lesquelles la capacité n’est pas déterminée a ’avance. Etant donné un réseau R, nous
sélectionnons k arétes e, eq, ..., ex pour lesquelles la capacité est variable (c(e;) = A\;)
(on élimine les indices quand k = 1 afin de simplifier les notations).

Pour marquer les différents éléments dépendant des paramétres, nous noterons ceux-ci
en exposant. Par exemple, la valeur d'un flot maximum entre s et ¢ sera noté fs):%’)‘”“’)‘k.
Cela concernera en particulier le réseau, les arbres de Gomory-Hu, les flots et les coupes.

Pour chaque paramétre, deux cas particuliers sont a noter. Premiérement, \; = 0
signifie simplement que la capacité de 'aréte est nulle, en d’autres termes que l'aréte
peut étre éliminée du réseau, ou plus simplement on travaille dans R\ ¢;. Deuxiémement,
A; = oo est plus difficile a définir de facon pratique, en particulier dans le cadre des
calculs de flots. Nous montrons par la suite la validité de cette notation. Afin de faire
un paralléle avec ce qui précéde, cela peut étre vu comme la contraction de l'aréte e,
c’est-a-dire, travailler dans le réseau R/e.

L’analyse de sensibilité dans le cadre des flots multi-terminaux paramétrés consiste
en I’étude du comportement des flots maximaux entre les différents points du réseau en
fonction des paramétres. Quand il n’y a qu'un seul paramétre (ou que tous les paramétres
sont dépendants d’un seul), elle consiste a chercher les valeurs de ce paramétre pour
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lesquelles on constate un changement de comportement du type « une coupe qui était
minimum n’est plus minimum ».

Le but de ce chapitre est de montrer comment résoudre ce probléme efficacement. Le
paragraphe suivant s’intéresse directement a I’analyse de sensibilité, les suivants montrent
les conséquences de cette nouvelle analyse.

5.3 Vers une simplification de 'analyse de sensibilité

Dans ce paragraphe, nous présentons le probléme de sensibilité tel qu’il a été posé et
résolu par Elmaghraby, puis nous en présentons notre vision au paragraphe 5.3.2.

5.3.1 Vision d’Elmaghraby

Dans le probléme initialement défini par Elmaghraby [47], I'analyse de sensibilité ne
traite que le cas d’une seule aréte paramétrée (k = 1). On dispose d’un réseau pour lequel
une aréte e posseéde des fuites : la capacité de cette aréte a pour forme c(e) = ¢y — e,
0 < € < ¢g. On veut alors savoir a partir de quelle(s) valeur(s) des pertes les différents
flots seront affectés.

La technique mise en place par Elmaghraby est basée sur la décroissance de la capacité
c(e). Quand cette capacité diminue, certains flots sont affectés, c’est-a-dire, la valeur du
flot maximum correspondant diminue. Elmaghraby définit alors la notion de capacité
critique comme une valeur de la capacité paramétrée pour laquelle un flot commence a étre
affecté. Afin de déterminer ces capacités critiques, Elmaghraby commence par calculer un
arbre de Gomory-Hu pour le paramétre e = 0 (soit 7). A partir de la matrice décrivant
les coupes minimum dans le réseau original (de taille mx (n—1)) |46, il identifie 'ensemble
des coupes minimum qui contiennent I'aréte paramétrée, et trouve ainsi la premiére valeur
critique €. Cette technique est réitérée a partir de c(e) = ¢; = ¢y — €.

Le nombre d’arbres de Gomory-Hu construits par cette méthode correspond au nombre
de valeurs critiques distinctes dans le réseau. Dés que le réseau est de taille « raisonnable »,
cette méthode n’est pas applicable en pratique.

Par ailleurs, un étude fine de cette méthode par Diallo a montré quelques failles dans
la caractérisation citée plus haut. Des solutions utilisant une méthodologie de méme type
y ont été apportées [43|, ne faisant qu’augmenter la complexité finale du probléme.

5.3.2 Vision positive

Le défaut de la méthode précédente provient essentiellement de la maniére de considé-
rer le probléme. En effet, le réseau est alors vu au travers de ses modifications élémentaires.
Notre contribution principale a été de considérer I’évolution globale d’un flot sur toute
la plage des valeurs des capacités de I'aréte paramétrée. Le comportement global de la
fonction donnant la valeur du flot maximum en fonction de la capacité critique est simple
comme le montre la propriété suivante et la figure 5.2. On rappelle que fs’\t est la valeur
du flot maximum entre s et t quand 'aréte paramétrée a pour capacité .

48



Propriété 5.1 ( [23]) Soit R un réseau, e une aréte de capacité paramétrée par \, s et
t deur sommets du réseau. La valeur du flot mazimum fs’\t s’exprime par :

2 =min(f0, + A, £29) (5.1)
Cette propriété exprime le fait qu'un flot profite linéairement de I'augmentation de capa-
cité de l'aréte étudiée (quand celle-ci est dans une coupe minimum), puis, lorsque celle-ci
sort de la coupe minimum, le flot n’est plus influencé par les évolutions futures. Le cas
particulier ou le couple (s,t) correspond aux extrémités de 'aréte e conduit simplement
a ne considérer que la premiére partie de ’équation 5.1, la seconde valant par définition
+00. Dans le cas général, il existe un moyen simple de calculer f27 : il suffit de considérer
une capacité suffisamment grande pour s’assurer que I’aréte ne fera pas partie d’une coupe
minimum comme la somme des capacités des arétes incidentes a I'une des extrémités de
e. Une autre technique consiste a considérer le réseau R/e (ce qui revient a identifier les
extrémités de I'aréte).

A

s,t

o0
s,t

0
s,t

k
s,t

Fi1G. 5.2 Modélisation d’un flot paramétré

A partir de cette propriété, nous pouvons simplement retrouver la capacité critique
associée a ce flot telle qu’elle est donnée par I’analyse d’Elmaghraby. Celle-ci correspond
au changement de comportement de la fonction de flot.

Lemme 5.1 ( [23]) Etant donné un réseau R, une aréte paramétrée e = [i,j] et deus
sommets s et t du réseau, la capacité critique associée au flot f2, est pour (s,t) # (i, 7) :
)‘:,t = ;xt; - g,t (5-2)
Nous pouvons faire deux remarques relatives a ce lemme concernant les limites de cette
équation. Si les sommets s et t considérés correspondent aux extrémités de I'aréte exami-
née, par extension on peut poser que la capacité critique vaut +o0o. Par contre, il faut étre
plus attentif quand la formule donne A7, = 0. En effet, si les deux extrémités de I'aréte
e se trouvent de part et d’autre d’'une coupe minimum, alors, il existe effectivement une
capacité critique ; dans 'autre cas, la notion de capacité critique ne peut étre définie.
Grace au théoréme de Ford-Fulkerson, la propriété 5.1 peut s’étendre au cas des coupes
minimum.
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Lemme 5.2 ( [12]) Etant donné un réseau R, une aréte paramétrée e et deux sommets
du réseau s et t, une coupe minimum entre s et t est donnée par :

0 . < )\
C?,t _ { Cs,t st A< )\M (5.3)

- 4
Cey  sinon
On peut remarquer que pour la capacité critique, les deux coupes sont valides.

Théoréme 5.1 ( [12,23]) Soit R un réseau et e une aréte paramétrée de R. Soit T° et
T deux arbres de Gomory-Hu pour A =0 et A = oo.

Pour tout couple de sommets du réseau [s,t], le calcul de la valeur du flot mazimum
et la recherche d’une coupe minimum fs)‘t peut s’effectuer en un temps linéaire en la taille
du réseau (O(n)).

De plus, la recherche de toutes les valeurs critiques nécessite O(n3) étapes.

En comparaison avec la méthode d’Elmaghraby qui nécessite autant de calculs d’arbres
de Gomory-Hu que de valeurs critiques dans le réseau, notre méthode ne requiert que le
calcul de 2 arbres de Gomory-Hu, chaque arbre nécessitant (n — 1) M F(n, m) étapes. Ce
théoréme constitue donc une avancée importante dans le domaine.

Dans les paragraphes suivants, nous allons présenter les diverses implications et ques-
tions que pose ce théoréme. En particulier, au paragraphe 5.4, nous présentons deux
généralisations de ce théoréme. Au paragraphe 5.5, nous considérons le calcul d’arbres de
Gomory-Hu couplés dans le but de gagner du temps sur la partie amont du théoréme 5.1.

5.4 Extensions du théoréme 5.1

Dans ce paragraphe, nous proposons deux extensions possibles du théoréme 5.1. La
premiére consiste simplement a considérer d’autres bornes pour le théoréme. La seconde
prend en compte le cas multi-dimensionnel, ¢’est-a-dire, le cas ou plusieurs arétes peuvent
étre paramétrées.

5.4.1 Bornes

Afin de rendre plus claire la présentation, nous nous sommes restreints dans ce chapitre
au cas ot les valeurs extrémes du théoréme 5.1 sont les plus simples : 0 pour 1’absence
d’aréte et +oo lorsque les deux extrémités de 'aréte sont confondues. Le fait de choisir
d’autres bornes consiste simplement a limiter la portée de I'équation 5.1 et d’en déduire
les autres propriétés.

Supposons donc que la capacité de I'aréte paramétrée ne varie qu’entre deux valeurs
aet 0,0 <a< (< o0o. Nous en déduisons la nouvelle formulation de la valeur du flot
maximum

s):t = min( s()ft‘l’)‘_aafsﬁ,t) (5.4)
De cette formulation, on remarque qu’il n’existe pas nécessairement de valeur critique
dans l'intervalle considéré, en particulier si fft = [+ B —a. Par ailleurs, le théoréme 5.1
reste vérifié en remplacant 0 par a et +o00 par (.

Avec cette technique, on peut réécrire tous les théorémes de ce chapitre. Cependant,
cette modification n’apporte pas d’autre intérét que d’accroitre la complexité des for-
mules [12].
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5.4.2 Plusieurs arétes paramétrées

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons au cas ot les capacités de k arétes peuvent
varier indépendemment ; nous dirons que dans ce cas qu’on travaille sur un probléeme de
dimension k. Soit ey, ..., e les arétes visées dont la capacité est donnée par c(e;) = ;.
Nos résultats en dimension supérieure proviennent en grande partie de 'application de
la propriété suivante.

Propriété 5.2 ( [23]) Etant donné un réseau R possédant k arétes paramétrées, la fonc-
. . A0 Ay A ., w
tion partielle A\; — fo37 77" pour s et t des sommets de R et )\2, Jj # 1 des capacités
fixées comprises entre 0 et +00 est une fonction du méme type que [’équation 5.1 :
U VR V' A0, AD,..,00,.0, A2
fs,t = mln(fs, + )‘iv fs,t )
La méme proposition peut s’écrire pour les coupes minimum. De cette propriété, on en
déduit comment obtenir n’importe quelle valeur de flot maximum et une coupe minimum
en fonction des valeurs extrémes pour chaque capacité. Dans le cas de la dimension 2,

cela donne I’expression suivante; pour les dimensions supérieures, il suffit de développer
le calcul (ce qui ne pose pas de probléme théorique majeur).

Lemme 5.3 FEtant donné un réseau R, deux sommets s et t du réseau et deur arétes
paramétrées ey et es, la valeur du flot mazximal entre s et t s’écrit sous la forme :

F+ A+ A,

0,00
A1,A2 : fs;‘, +>‘17
. = min o 2.5
f ! fs,t70 + >\27 ( )
for™

Nous avons le méme type d’extension dans le cas des coupes minimum. Celle-ci peut se
représenter de maniére synthétique par la figure 5.3.

A2
0,00
Cs,t
0,00 0,0
fs,t — Jspt
00,00
s,t
0,0
Cs,t
00,0
Cs,t
0

50,0 0,0
fs,t — Jspt >‘1

F1G. 5.3 — Zones de validité de chaque coupe minimum

Dans le cas général, le théoréme suivant donne la complexité du calcul des valeurs des
flots maximum.
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Théoréme 5.2 ( [23]) Soit R un réseau dont k arétes sont paramétrées. On peut déter-
miner a partir de 2% arbres de Gomory-Hu la valeur d’un flot mazimum et d’une coupe
minimum entre deuz sommets quelconques en temps O(2%n) ot n est le nombre de som-
mets du réseau.

Idée de la preuve : On obtient ce résultat par récurrence a partir du cas unidimen-
sionnel. Les arbres de Gomory-Hu considérée sont représentés dans la famille 770,
x; € {0,00}, 1 <i <k O

Ce théoréme n’améliore la complexité que lorsque le nombre d’arétes paramétrées est
faible. En effet, quand le ce nombre est trop grand, cette recherche requiert plus de calculs
que la recherche simple du flot maximum direct dans le réseau.

De maniére extréme, si toutes arétes sont paramétrées, on peut interpréter ce théoréme
par : la valeur du flot maximum est la somme des capacités des arétes de la coupe
minimum. On retrouve donc la propriété fondamentale des flots.

Cette partie peut apporter de nouvelles directions d’'investigation afin de compléter
I’analyse dans le cas multidimensionnel. En effet, I’étude précédente se base sur I'indépen-
dance totale de la variation des paramétres. Cependant, les divers paramétres peuvent
étre liés, comme dans le cas ot I'on dispose d’'une certaine quantité de capacité a répartir
au mieux entre les quelques capacités qui ne sont pas encore fixées. Les questions qui se
posent alors sont :

1. Est-il nécessaire de calculer autant d’arbres de Gomory-Hu? A partir de la fi-
gure 5.3, on peut faire la remarque suivante : si la dépendance entre les deux pa-
ramétres est du type Ay = a\; + 3, avec o > 0, il ne faudra considérer que trois
coupes différentes (trois zones d’influence). Dans le cas général, les 4 zones sont
nécessaires. Comment ce phénomeéne se généralise aux dimensions supérieures ?

2. Le domaine de validité du théoréme 5.2 en serait-il élargi ?

5.5 Calcul d’arbres de Gomory-Hu couplés

Ce paragraphe s’intéresse en premier lieu a I'étude de la portée des théorémes 5.1
et 5.2. On remarque en effet que les 2 (2%) arbres de Gomory-Hu que I'on doit considérer
concernent des réseaux qui ne difféerent que localement : le premier considére le réseau
auquel on a supprimé I’aréte cible e, le second, le mineur du réseau par contraction de cette
aréte. On a cherché a améliorer le calcul des 2 arbres de Gomory-Hu en considérant ces
deux réseaux simultanément. Dans la suite, nous présentons d’abord un cas plus simple
au paragraphe 5.5.1 : calculer un arbre de Gomory-Hu pour une valeur intermédiaire du
parameétre. Ensuite, nous présentons le probléme général au paragraphe 5.5.2.

L’étude présentée dans ce paragraphe concerne les réseaux ne possédant qu'une seule
aréte parameétrée.

5.5.1 Recherche d’un arbre de Gomory-Hu intermédiaire

Dans ce paragraphe, il s’agit de résoudre le probléme suivant : étant donné 70 et T
les arbres de Gomory-Hu des réseaux R° et R, est-il possible de calculer efficacement 7
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correspondant au réseau R* ? Dans notre cas, la complexité recherchée doit étre meilleure
que (n — 1)MF(n,m).

Pour ce faire, nous allons examiner ’algorithme alternatif pour calculer les arbres de
Gomory-Hu : I'algorithme de Gusfield [63|. On peut écrire de maniére trés synthétique
cet algorithme de la maniére suivante. On appelle une étoile & n sommets un arbre réduit
a (n — 1) feuilles et une racine.

Algorithme 1: Gusfield(R)
> R est un réseau & n sommets.
> Retourne un arbre de Gomory-Hu T de R.
1 Calculer une étoile & n sommets T', étiquetés de 1 & n (la racine portant 1’éti-
quette 1). Les arétes ne sont pas valuées.
pour s=2an
Soit t le voisin de s dans ’arbre T'.
Calculer une coupe minimum dans R entre s et t.
Changer 'arbre en étiquetant 'aréte [s,t] avec ¢(Csy), et réarranger I’arbre
de sorte que ce nouvel arbre refléte la coupe nouvellement calculée, tout en
maintenant la validité des coupes précédentes.
6 fin pour

O = W N

En ce qui concerne la complexité de cet algorithme, toutes les étapes peuvent se faire
en un temps linéaire, sauf bien str I’étape 4 qui nécessite M F'(n,m). L’avantage de cet
algorithme par rapport a notre probléme est que toutes les coupes sont calculées sur le
méme réseau. Une conséquence directe du théoréme 5.1 est alors :

Théoréme 5.3 ( [12]) Soit R un réseau dont la capacité d’une aréte e est paramétrée.
Soit TY et oo des arbres de Gomory-Hu pour les paramétres 0 et +oo. Il est alors possible
de calculer un arbre de Gomory-Hu du réseau R*, 0 < X\ < oo, en temps O(n?).

Idée de la preuve : Il suffit d’appliquer I’algorithme de Gusfield. Grace au théoréme 5.1,
la complexité de 'étape 4 devient linéaire. O

On remarque que la donnée des deux arbres de Gomory-Hu suffit pour effectuer le
calcul. Par ailleurs, ce théoréme peut facilement étre étendu au cas ou k arétes sont
paramétrées.

5.5.2 Calcul d’un arbre de Gomory-Hu supplémentaire

Dans ce paragraphe, nous regardons le probléme suivant : étant donné un réseau R
possédant une aréte e dont la capacité est paramétrée et un arbre de Gomory-Hu TV de
R, quelle est la complexité du calcul d'un arbre de Gomory-Hu de R, 0 < A < 00 ? La
complexité qui nous intéresse ici est le nombre d’appels a la méthode de calcul de flot
maximum. En effet, comme a pu le voir dans la description de I’algorithme de Gusfield, la
complexité du calcul d’'un arbre de Gomory-Hu est bornée par (n— 1) x M((n,m), toutes
les autres opérations étant négligeables par rapport a M (n, m). Nous allons résoudre le
cas A = 0o, cependant, la méthode est générale.

Pour résoudre ce probléme, il est important de comprendre a quelle condition on
peut réutiliser une partie de 'arbre T° dans 'arbre T°°. Pour cela, il suffit de regarder

la figure 5.2 et de considérer le cas particulier ou f?, =

st = Jop- Dans le cas général, par
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application du lemme 5.2, une coupe minimum C?, ne contient pas I'aréte e. Il en résulte
que cette coupe reste valide pour toute valeur de la capacité. On en déduit alors le lemme
suivant.

Lemme 5.4 ( [12]) Soit R un réseau possédant une aréte e = [i, j| dont la capacité est
paramétrée par \. Soit T° un arbre de Gomory-Hu de R°. Soit s et t deux sommets du
réseau. St le chemin PZ-(’)]- reliant i a j dans T° n’a pas d’aréte en commun avec Pgt (chemin
reliant s a t dans T°), alors :

YA S =12

Par ailleurs, une coupe minimum C?, reste valide pour toutes les valeurs de \.

En utilisant ce lemme et 'algorithme de Gusfield, on s’apercoit que 'on peut gagner
un certain nombre d’étapes. En effet, 'algorithme de Gusfield examine les sommets dans
un ordre prédéfini : les sommets sont passés en revue de 2 & n. En considérant une autre
numérotation des sommets du réseau, on peut utiliser les informations contenues dans 7
afin de construire 7°°. Nous montrons en particulier par cette méthode [12]| qu’il existe
un arbre de Gomory-Hu de R* qui contient le plus grand sous-arbre de la foret 7°\ P?;,
ol PZ-(’)]- est le chemin reliant les extrémités de l'aréte paramétrée dans Darbre T (voir
figure 5.4(a)). L’idée principale est de simuler I'algorithme de Gusfield jusqu’au point
de construction du sous-arbre souhaité, puis de montrer que ce sous-arbre ne sera plus
considéré par I'algorithme par la suite. Par conséquent, on peut commencer 1’algorithme
de Gusfield de I'état correspondant a la figure 5.4(b). Cependant, cette technique ne
permet pas d’éliminer toutes les redondances possibles entre les deux calculs d’arbres. En
effet, tous les sous-arbres de la forét jouent un role équivalent. Nous avons donc cherché

a en inclure le plus possible dans I’arbre recherché.

: 0 Ta
i °
| T,
(a) Décomposition a un niveau de T° (b) Nouveau point de départ de I’algo-

rithme

FiG. 5.4 Etat initial du calcul de 7> par l'algorithme de Gusfield. L’arbre en grisé est
I’arbre le plus grand

Afin d’améliorer la complexité, nous sommes partis de I’algorithme original de Gomory-
Hu [59]. Celui-ci est assez simple & comprendre (plus difficile & mettre en ceuvre). Il utilise
la notion de super-nceud. Un super-nceud correspond simplement & un regroupement de
sommets du réseau.

Algorithme 2: Gomory-Hu(R)

> R est un réseau a n sommets.
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> Retourne un arbre de Gomory-Hu T de R
1 Créer un super-nceud contenant tous les sommets de R.
2 tant que il existe un super-nceud SN contenant plus d’un sommet faire

3 Choisir s et t dans SN

4 Considérer le réseau R’ composé de tous les super-nceuds sauf SN qui a été
développé.

5 Calculer une coupe minimum C7, dans R'.

6 Séparer SN en deux super-neeuds SNy et SNy reliés par une aréte de poids

la capacité de la coupe précédente, de sorte que tous les sommets de SN;
sont d’un coté de la coupe et tous les sommets de SNo sont de autre coté.
Relier les autres super-nceuds soit & SN; ou SNy en fonction de leur position
dans Cg ;.

7 fin tant que

Pour cet algorithme, il est aussi intéressant de voir ot se trouvent les possibilités de
choix :

1. Le super-nceud a diviser. C’est un choix accessoire car il faut faire « disparaitre »
tous les super-nceuds qui ne sont pas composés d’un seul sommet.

2. Les sommets a l'intérieur du super-nceud (étape 3).
3. La coupe minimum entre les sommets s et ¢ (étape 5).

A partir de ces diverses remarques, on obtient le théoréme principal de ce paragraphe.

Théoréme 5.4 ( [12]) Soit R un réseau, et e = [i, j| une aréte du réseau dont la capacité
est paramétrée par \. Soit T° un arbre de Gomory-Hu de R° et Pi?j le chemin dans T°
entre 1 et j. On peut construire un arbre de Gomory-Hu T de R en n’effectuant que
|PP;| — 1 caleuls de coupes minimum.

Idée de la preuve : En utilisant les divers degrés de liberté de 1’algorithme de Gomory-
Hu, on peut simuler celui-ci afin d’obtenir la configuration suivante : un super-noeud
composé de tous les éléments du chemin P, relié aux sous-arbres de 7%\ P?; (que I'on
appelle une décomposition a deux niveaux comme le montre la figure 5.5(a)). Pour cela,
on donne une nouvelle numérotation des sommets. On effectue ensuite les premiéres
boucles de I'algorithme de Gomory-Hu en précisant les sommets concernés et quelle coupe
considérer. On recrée alors tous les sous-arbres se trouvant en dehors du chemin P;.

De ce nouvel état (figure 5.5(b)), il ne reste plus que |PY;| — 1 étapes de I'algorithme

initial a effectuer. D’ou la complexité de notre algorithme. 0

Commentaires généraux et ouvertures. Ce théoréme apporte donc un intérét sup-
plémentaire au théoréme 5.1. En effet, le surcotit du calcul de 7> & partir de T n’est
en général pas trés important (le pire cas serait d’obtenir un arbre T° de forme linéaire
et que les sommets reliés par l'aréte étudiée correspondent aux extrémités de I’arbre).
La complexité de la recherche d’un flot maximum est-elle aussi réduite du fait que 1’on
considére un réseau plus petit 7 Une étude expérimentale complémentaire serait bienve-
nue pour étayer la pertinence de ces résultats. Cette étude pourrait apporter des éléments
qualitatifs pour I’étude du cas multi-dimensionnel. En effet, calculer de maniére efficace
les 2F — 1 autres arbres a partir de I’arbre de base reste une question ouverte.
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(a) Décomposition a deux niveaux de 7°  (b) Nouveau point de départ de 'algorithme de
Gomory-Hu

FiG. 5.5 — Etat initial de construction de 7°° par I’algorithme de Gomory-Hu

Peut-on mettre une structure de type treillis au dessus de cette famille d’arbres?
Est-ce qu'une telle structure apporte quelque-chose du point de vue algorithmique ou du
point de vue de la complexité?

Une avancée importante serait de pouvoir construire une structure de donnée permet-
tant de répondre en moyenne plus rapidement a la question du calcul des flots maximum.

Une derniére remarque concerne le sens de reconstruction d’un arbre a partir de
I'autre. Nous avons construit 7 & partir de 7°. Si on essaye d’effectuer I'opération
inverse, on se heurte a la difficulté rencontrée par Elmaghraby dans son analyse de sensi-
bilité, c’est-a-dire que 'on risque d’étre confronté au grand nombre de valeurs critiques.

5.6 Les c-arbres de Gomory-Hu

Une autre question se pose a partir du théoréme 5.4 : est-il possible de construire le
premier arbre de Gomory-Hu de sorte & minimiser la distance entre les deux sommets i et
7, extrémités de l'aréte paramétrée dans le réseau cible 7 C’est en partie pour répondre a
cette question que nous avons mis en place les e-arbres de Gomory-Hu. Nous présentons
ensuite deux applications de ces arbres. Les résultats de ce paragraphe ne sont pas encore
publiés. Nous détaillons donc un peu les preuves.

5.6.1 Définition

Comme nous l'avons précisé précédemment, un réseau donné peut avoir plusieurs
arbres de Gomory-Hu. Dans ’article de Tucker, Hu et Shing 89|, ceux-ci présentent de
maniére évasive le probléme qui nous concerne :

Note that, in general, multiple trees exist which satisfy the GH tree defini-
tion. However, for simplicity in discussion we usually prefer the tree of smallest
diameter, and pick its internal node of greatest sum of link capacities as the
root.

Cependant, il n’est jamais fait mention de techniques permettant de trouver un tel arbre
de Gomory-Hu. Comme nous 'avons déja souligné pour 'algorithme de Gomory-Hu, il
existe un certain nombre de degrés de liberté pour construire un arbre de Gomory-Hu.
Dans ce paragraphe, nous limitons le nombre de coupes minimum qui peuvent étre can-
didates (lors de I'étape 4 de 'algorithme 1 ou de I’étape 5 de I'algorithme 2) en donnant
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une valeur symbolique a la capacité de 'aréte paramétrée. Pour cela, nous introduisons
une variante des arbres de Gomory-Hu dans laquelle on considére des modifications élé-
mentaires de la capacité paramétrée en un point donné. Suivant la valeur de la capacité
et sa position par rapport a la capacité critique, cette modification élémentaire aura ou
non une influence sur la valeur du flot maximum.

Définition 5.7 Soit R un réseau et e = [i,j] une aréte du réseau. Un £*-arbre de
Gomory-Hu de R est un arbre de Gomory-Hu de R pour lequel la capacité de 'aréte e
est c(e) +¢€, ot € représente une perturbation positive infinitésimale. Dans ce contexte, il
est possible que c(e) = 0.

De maniére similaire, si c(e) > 0, on définit un € -arbre de Gomory-Hu de R
comme 'arbre de Gomory-Hu de R pour lequel la capacité de e a subi une légére pertur-
bation négative.

Un e-arbre de Gomory-Hu est soit un et -arbre de Gomory-Hu soit un e~ -arbre de
Gomory-Hu.

On peut alors remarquer que dans de tels arbres, il existe deux types de capacités :
celle qui sont constantes et celles qui sont paramétrées par ¢.

[’avantage principal de cette structure est de trouver directement les sommets s et
t pour lesquels f,; est sensible & une variation de la capacité de 'aréte e. Nous sommes
obligés de considérer les deux cas afin de pouvoir considérer la singularité (le changement
de pente) de la courbe donnant la valeur du flot maximum en fonction de la capacité (voir
la figure 5.2). Avant de donner les propriétés de cette structure, nous précisons quelques
points concernant son calcul.

Cette structure peut étre calculée de maniére aussi efficace que tout autre arbre de
Gomory-Hu. Le schéma général suit les algorithmes classiques de Gomory-Hu ou Gusfield.
La seule différence provient de I’algorithme de recherche d’une coupe minimum. Si le
réseau ne comporte que des capacités entiéres, on peut choisir e = 1/2 : tous les flots non
entiers seront alors sensibles a la variation de la capacité de e. Par contre, si les capacités
sont réelles, il faut changer les techniques de comparaison entre différentes capacités en
appliquant la régle

Ve, y r<y=—=zx<zr+e<yetr<y—cec<uy. (5.6)

On peut aussi remarquer qu’il n'y a pas nécessairement unicité des ces nouveaux
arbres de Gomory-Hu. En voici des propriétés importantes.

Lemme 5.5 Soit R un réseau et e = [i, j| une aréte de R. Soit T un e-arbre de Gomory-
Hu et P, le chemin reliant ¢ a j dans T°¢. Alors, les deur propriétés suivantes sont
vérifiées :

1. La capacité d’une aréte €’ de T dépend de € si et seulement si €' appartient a Pr;.

2. T¢ fournit un arbre de Gomory-Hu de R en ignorant les €.

Preuve : Afin de prouver le deuxiéme point, il suffit de remarquer que I’algorithme
calculant les e-arbres de Gomory-Hu ne différe des algorithmes classiques que dans le
choix des coupes minimum. Par ailleurs, chaque coupe minimum ainsi calculée n’est
qu’une coupe minimum spécifique, qui reste valide dans le cas ¢ = 0.

Le premier point doit étre montré pour chaque cas.
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et-arbres de Gomory-Hu. En utilisant le lemme 5.4, une aréte n’appartenant pas au
chemin P7; ne peut pas avoir de capacité dépendant d’e. Maintenant, éliminer toute
aréte € sur le chemin P, dans T¢ définit une coupe minimale, par définition de
I’arbre de Gomory-Hu, qui sépare 7 et j dans T°, mais aussi dans R. Par conséquent,
I’aréte e est dans la coupe minimum et la capacité de cette coupe, qui correspond
a la capacité de e’ dans T¢, dépend de ¢.

¢ -arbres de Gomory-Hu. On utilise dans ce cas un argument de méme nature. Ce-
pendant, le lemme 5.4 ne peut considérer que des perturbations positives. Son exten-
sion au cas des perturbations négatives est direct : il suffit d’inverser les arguments
en utilisant I’e-arbre de Gomory-Hu comme cas de base.

O

5.6.2 Propriétés

Afin de trouver I'arbre de Gomory-Hu minimisant la distance entre deux sommets
spécifiques, nous donnons un théoréme plus général, dont les applications dépassent le
cadre de ce paragraphe.

Théoréme 5.5 Soit R un réseau, e = [i,j| une aréte de R. Soit T** un T -arbre de
Gomory-Hu de R et T~¢ un ¢~ -arbre de Gomory-Hu de R. Soit T un arbre de Gomory-
Hu de R. Alors, nous avons l'inégalité*

dT+E(i7j) S dT(Zv.]> S dT*E(ivj) (57)

Preuve : On note P, (respectivement P, et P} le chemin entre a et b dans T' (resp.
T+ et T7°). On appelle X (resp. X* et X~ ) 'ensemble des sommets de P, ; (resp. Py
et ;).

Commencons par prouver la premiére inégalité. Soit 7+ application X — X telle
que 7T (v) est le plus proche voisin de v dans X. Par exemple, nous avons 77 (i) = i et
plus généralement, pour tout élément v de X U X 7t (v) = v.

Ainsi définie, la fonction 7 est injective. Supposons en effet le contraire. Alors, il
existe deux sommets v et w tels que 7 (v) = 77 (w). Comme T et T sont des arbres
de Gomory-Hu, et étant donnée la définition de ", le chemin P,,, n’a pas d’aréte en
commun avec F; ;. Donc, d’apres le lemme 5.4, la valeur du flot maximum entre v et w
n’est pas sensible a une variation positive ¢ de la capacité de I'aréte e. Cependant, si on
regarde T, v et w sont sur le chemin P;;, et en utilisant le lemme 5.5, la valeur du flot
maximum est sensible a une variation positive de la capacité de e. Par conséquent, cela
conduit a une contradiction et la fonction 7 est injective.

On en déduit que, puisque tous les ensembles considérés sont finis, nous avons | X| >
| X*|, i.e., la distance entre ¢ et j dans T€ est la plus petite parmi tous les arbres de
Gomory-Hu R.

De méme, pour la seconde inégalité, nous considérons 'application 7~ I'application
X — X~ qui associe le plus proche voisin d’un point dans X ~. Nous prouvons alors de
la méme maniére que cette nouvelle application est injective.

4La notation dg(z,y) est la distance entre les sommets z et y dans le graphe G.
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Tous ces éléments conduisent a la preuve du théoréme. [

L’application principale de ce théoréme donne la réponse a la question initiale de ce
paragraphe.

Corollaire 5.1 Soit R un réseau, et e une aréte paramétrée. On peut construire les deuz
arbres de Gomory-Hu T° et T en effectuant un minimum d’appels a la recherche de de
coupe Mminimum.

Preuve : Il suffit de choisir pour T° I’e-arbre de Gomory-Hu de R° et d’appliquer en-
suite le théoréme 5.4 pour calculer 7. Le théoréme 5.5 nous assure que le second arbre
utilisera le moins d’appels a la méthode M F'(n, m). O

Dans les problémes de dimension supérieure, cette méthode ne semble effective que
dans des cas particuliers : quand les arétes paramétrées n’ont pas d’influence simultané-
ment sur la valeur du flot maximum entre deux paires. Nous discutons au paragraphe 5.7
des moyens d’étudier ce probléme.

5.6.3 Application : le probléme ASF

Dans ce paragraphe, nous donnons une application de la deuxiéme inégalité du théo-
réme 5.5. Cette application donne un nouvel éclairage au probléme que nous avons pré-
senté dans |13]. Le probléme que nous souhaitons résoudre est le suivant.

Définition 5.8 ( [13]) Soit R un réseau et e = [i, j] une aréte de R. L’ensemble ASF|e]
(Allways Saturating Flows) est ’ensemble des couples de sommets {s,t} tels que tous les
flots mazimum saturent [’aréte e.

ASFle] = {{s.t} € V2| foy |Fusle)] = cle)} (5.8)

Cette définition permet de connaitre a priori les flots qui seront particuliérement sensibles
a la variation de la capacité de I'aréte, en particulier dans le cas d'une dégradation.
L’ensemble ASF(e) est caractérisé par le théoréme suivant.

Théoréme 5.6 ( [13]) Soit R un réseau et e = [i,j] une aréte de R telle que c(e) =
co > 0. Soit & une dégradation infime de la capacité de e. Soit R% le nouveau réseau
et T% un arbre de Gomory-Hu de R®. Soit respectivement f,, et ff% la valeur du flot
mazimum entre s et t respectivement dans T et dans T®. Alors, on a

Vs,teV, {st} € ASFle] < % = f., —do

On peut réécrire ce théoréme en utilisant les e-arbres de Gomory-Hu.

Théoréme 5.7 Soit R un réseau et e = [i, j] une aréte de R telle que c(e) = ¢y > 0. Soit
T7% un €~ -arbre de Gomory-Hu.

ASFle] = {{s,t} | le flot entre s et t dans T—° dépend de €}
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5.7 Conclusions et perspectives de ce chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté nos différentes contributions dans le domaine des
multi-flots paramétrés. Quelques problémes ouverts sont apparus au fil de la discussion.
Ils concernent principalement le cas ou plusieurs arétes peuvent étre paramétrées. Voici
quelques autres perspectives de ce travail.

5.7.1 Algorithmes de calcul d’arbres de Gomory-Hu

D’un point de vue algorithmique, ou peut étre plus pratique, il pourrait étre intéres-
sant de fournir un algorithme calculant un arbre de Gomory-Hu intermédiaire entre les
deux algorithmes que nous avons présentés. L’algorithme de Gusfield a I’avantage de la
simplicité d’écriture et de codage. Cependant, il reste gourmand en opérations : tous les
calculs de flot maximum sont effectués sur le réseau initial. Celui original de Gomory-Hu
est plus complexe a coder. II nécessite de mettre en ceuvre la notion de super-nceuds.
Cependant, les calculs de flots maximum y sont plus simples car les réseaux considérés
sont plus petits. Quel serait I'apport d’un algorithme travaillant en 2 phases : la pre-
miére cherchant & diminuer la taille du réseau avec des opérations de type Gomory-Hu,
la seconde travaillant sur des petits réseaux en utilisant I’algorithme de Gusfield. La com-
préhension synthétique de ces deux algorithmes permettrait de donner une réponse assez
rapidement.

Il apparait plus compliqué d’améliorer la complexité générale du calcul d'un arbre de
Gomory-Hu en utilisant la méthodologie de calcul d’une suite d’arbres de Gomory-Hu.
En partant d’un sous-réseau sur lequel il est simple (voire trés simple) de calculer un
arbre de Gomory-Hu, construire une suite d’arbres de Gomory-Hu afin d’obtenir ’arbre
final : le calcul d’un sous-réseau intéressant (ou le calcul de flot est élémentaire et trés
efficace) peut s’avérer étre un probléme trés complexe en général. Par ailleurs, pour que
cette méthode soit efficace, le nombre d’arétes a rajouter doit au plus étre linéaire.

5.7.2 Autres fonctions admettant des arbres de Gomory-Hu et
paramétrisation

D’autres fonctions que la fonction de flot ont des représentations compactes de type
arbres de Gomory-Hu. Une voie possible est de comprendre quelles sont les propriétés de
cette fonction pour laquelle notre étude reste valable.

Un exemple proche des flots est celui celui des flots multiroutes. Cette notion a été
introduite par Kishimoto and Takeushi pour résoudre des problémes de fiabilité de ré-
seau. Plusieurs études sur ce probléme sont parues, en particulier un théoréme de Max
Flot/Min Cut [71]. La synthése de réseau pour le probléme multiterminal est abordé par
Chandrasekaran, Nair, Aneja et Kabadi dans [35]. Dans [70], les mémes auteurs ont mon-
tré existence d’arbres de coupes sous certaines conditions sur le nombre de routes que
I’on s’autorise.

Les flots simples et les flots multiroutes ont des propriétés communes. Il est naturel
de regarder 'extension de notre travail sur ce type de fonction.
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5.7.3 e-arbres de Gomory-Hu

Dans la section 5.6, nous avons montré comment trouver des arbres de Gomory-Hu
qui minimisent ou maximisent la distance dans I’arbre entre deux nceuds du réseau. Deux
directions principales peuvent étre considérées pour étendre ces résultats.

1. Autres propriétés. Si on se référe a I’article [89], il est possible de trouver un arbre
de Gomory-Hu de diamétre minimum. Cependant, rien n’atteste de la difficulté du
probléme. Quelles sont les conditions, que 'on espére le plus simple possible, qui
permettent de sélectionner les bons éléments dans les algorithmes de construction
d’un tel arbre? La question inverse se pose aussi : existe-t-il des critéres que 'on
ne peut satisfaire sans effectuer une recherche exhaustive des coupes minimales?
Sachant qu’il peut y avoir entre deux sommets un nombre exponentiel de coupes
minimum [82], on peut supposer que cela donnerait des problémes NP-complets ?

2. Plusieurs arétes paramétrées. Peut-on donner un équivalent des e-arbres de
Gomory-Hu en dimension supérieure ? Cette question n’est pas si simple. En effet,
considérons un flot paramétré par la capacité de 2 arétes (formule 5.5). On peut
distinguer, en dehors de la saturation, trois cas en fonction de la position relative
des arétes parameétrées :

(a) arétes paralléles : la valeur du flot maximum suit indépendemment les évo-
lutions des deux capacités ;

(b) arétes série : les deux arétes bloquent mutuellement 1'évolution du flot.
(c) cas général : on se trouve dans une situation intermédiaire.

On pourrait donc, pour un flot particulier, définir I’association des deux arétes avec
une partie paralléle et une autre série. Cependant, cette répartition ne concerne
qu’une seule paire de sommets du réseau, et devra étre recalculée pour toutes les
autres paires.

La majeure partie des réponses viendra sans doute dans la meilleure compréhension
de la structure de donnée arbre de Gomory-Hu et de ses rapports avec le réseau initial.

5.7.4 Mineurs de graphes et flots

La propriété 5.1 peut étre considérée avec une vision d’un peu plus haut niveau. On
s’apercoit que 'on travaille avec deux types de réseaux afin d’effectuer les calculs : R et
R*>. On remarque que du point de vue théorie des graphes, le deuxiéme réseau consiste
a fusionner les deux sommets de chaque coté de 'aréte concernée, ou plus simplement
effectuer la contraction de I'aréte e. Si e est I'aréte paramétrée, on travaille donc avec
R\ e= R%et R/e = R*. Est-ce que ce formalisme peut alors étre utilisé pour donner de
nouvelles identités ?
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Chapitre 6

L’arbre de cliques augmenté : une autre
représentation d’un graphe

Ce chapitre présente une direction nouvelle de mes recherches depuis 'année 2003.
Je me suis intéressé aux polyndomes chromatiques des graphes : au travers d’un projet
de maitrise, j'ai essayé d’en cerner les diverses propriétés, pour rechercher des conditions
simples pour que deux graphes aient le méme polyndéme chromatique. Avec K. Nguyen
et S. Lebresne en particulier, nous avons mis au point une méthode de calcul de ces
polynomes basée sur la triangulation des graphes. Ce travail a fait 'objet de la publica-
tion |29]. Plusieurs autres étudiants ont contribué a faire avancer ce projet afin d’affiner
les techniques mises en place dans le travail précédent. Il s’agit d’A. Vieilleribiére, M.
Sozeau, P-L. Garoche, S. Billard et I. Briquel.

Aprés quelques études complémentaires, la représentation des graphes choisie est le
principal élément qui permet d’effectuer les opérations de calcul du polynome chromatique
de maniére assez efficace. Ce calcul devient alors une (principale) application possible de
cette représentation avec les opérations que 1’on effectue dessus. Nous essayons de montrer
dans cette partie le potentiel de cette représentation.

6.1 Introduction

Introduit en 1946 par Birkhoff et Lewis, le polynome chromatique d’un graphe permet
de dénombrer les colorations propres de ce graphe. Au travers de ses coefficients ou de
la valeur en certains points, ce polynéme capture aussi un certain nombre de propriétés
combinatoires des graphes, comme le nombre chromatique, mais aussi le nombre d’orien-
tations acycliques ou d’arbres couvrants [88]. On trouve aussi quelques applications en
physique théorique |36|. De nombreuses autres études ont été réalisées sur ce polynome,
en particulier la localisation de ses racines réelles ou complexes [69].

Quelques articles traitent du calcul effectif du polynéme chromatique en utilisant les
opérations élémentaires de contraction et la suppression d’arétes, opérations élémentaires
permettant de décrire tous les mineurs d'un graphe donné!. Ce calcul est basé sur une
méthode récursive, les récursions agissant sur des transformations élémentaires du graphe
initial. Les cas de base correspondent aux graphes pour lesquels il est facile de calculer

"Voir I’annexe B pour une définition précise de cette notion.
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ce polynome. Les cas les plus simples sont les graphes vides et les arbres. Haggard [65] a
recherché une famille plus large de tels graphes et a poussé ce raisonnement a I’extréme :
si graphe est « suffisamment » petit, on regarde si son polynéme chromatique n’a pas
déja été calculé. On constitue ainsi un dictionnaire des polynémes chromatiques des
petits mineurs du graphe cible. Cette méthode utilise par ailleurs la détection de graphes
isomorphes |77|. A I'instar de [88], nous avons utilisé les graphes triangulés comme cas de
base. Cependant, nous avons utilisé les récursions basées sur 'ajout d’aréte et la fusion
de deux sommets non voisins.

Un autre élément important de notre étude est la famille des graphes triangulés. Cette
famille est caractérisée de différentes maniéres [66|. Par exemple, un graphe triangulé est
un graphe dans lequel tout cycle de longueur > 3 posséde une corde. Cette famille pos-
séde de bonnes propriétés algorithmiques : un certain nombre de problémes difficiles (en
particulier, NP-complets) deviennent faciles a résoudre (en I'occurrence, polynomiaux)
dans cette famille. Une triangulation d’un graphe général consiste a rajouter des arétes a
ce graphe pour qu’il devienne triangulé. Les applications des triangulations se retrouvent
dans divers domaines comme pour les multiplications de matrices creuses, en gestion de
bases de données ou la vision par ordinateur (voir les références incluses dans |66]).

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons les diverses définitions importantes au pa-
ragraphe 6.2, en particulier celle de 'arbre de cliques augmenté. Au paragraphe 6.3, nous
montrons comment cette structure est utilisable dans le calcul du polynéme chromatique.
Au paragraphe 6.4, nous donnons quelques résultats pratiques. Enfin, le paragraphe 6.5
montre le potentiel des arbres de cliques augmentés.

6.2 Définitions

Dans ce paragraphe, nous présentons rapidement les deux outils essentiels de cette
étude, a savoir les polynomes chromatiques et les triangulations.

6.2.1 Polyndmes chromatiques

Etant donné un graphe G = (V, E), on appelle une coloration avec k couleurs de
G une fonction ¢ : V — I, o I, = {1,...,k}. Une coloration propre de G avec k
couleurs est une fonction des sommets dans N telle que deux sommets voisins sont de
couleurs différentes.

Définition 6.1 Le polynome chromatique du graphe G, noté P(G,\), est une fonction
N — N définie par

P(G,\)=|{¢:V +— I\ | ¢ coloration propre de G}|

Comme nous le verrons par la suite, la dénomination « polynoéme » de cette fonction est
justifiée et nous considérerons son extension naturelle dans le corps des réels. Voici les
polyndomes chromatiques de quelques graphes simples.

Graphe vide : P(K,,\) = \";
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n—1
Graphe complet : P(K,,\) = [[ (A —i) = \";

i=0
Arbres : P(T,,\) = A(A — 1)1,

Chacune de ces trois familles de polyndémes constituent une base de ’espace vectoriel
des polyndmes sans terme constant. De ce fait, les polynomes chromatiques sont souvent
décrits dans I'une de ces trois bases. Shier et Chandrasekaran ont présenté quelques
propriétés des coefficients du polynéme chromatique d’un graphe pour chacune de ces
bases [88|.

Toutes les méthodes de calcul sont basées sur les deux équations suivantes qui sont
équivalentes?.

P(G,\)=P(G+¢e,\)+ P(G/e,\), sie¢g E (6.1)
P(G,\)=P(G—e,\)— P(G/e,\), sie€ E (6.2)

Ces deux formulations définissent un schéma récursif pour calculer le polynome. Le cas de
base si on utilise la premiére est le graphe complet. Pour la deuxiéme formulation, on peut
s'arréter aux graphes vides ou aux arbres. Ces deux équations montrent en particulier
que I'objet que 1'on considére est bien un polyndéme comme somme finie (mais grande)
de polynomes élémentaires. Le résultat suivant permet d’améliorer I'efficacité du calcul
en diminuant la taille des graphes considérés.

Lemme 6.1 ([69]) Soit G un graphe, Gy et Gy deux sous-graphes de G tels que G =
GiUGy et GiNGy ~ K,. On a alors :

P(G1,\)P(Gs, \)
()
Ce lemme permet de calculer le polynome chromatique des arbres en éliminant les feuilles

une a une. Par ailleurs, il met en évidence 'importance des séparateurs minimaux com-
plets dans le calcul du polynéome.

P(G,\) = (6.3)

Définition 6.2 Etant donné un graphe G = (V, E), un ensemble S de sommets est appelé
un séparateur s’il existe deur sommets s et t dans G tels que ces deuxr sommets sont
dans deuz composantes connexes distinctes de G\ S. L’ensemble S est appelé séparateur
manimal s’il est minimal par inclusion. Il est dit séparateur minimal complet s’il
induit une clique sur G.

6.2.2 Triangulations, Arbres de cliques

Un graphe triangulé est un graphe qui ne contient pas de cycle induit de longueur
strictement supérieure a 3. Cette classe de graphes est intéressante car nombre de pro-
blémes NP-complets dans le cas général deviennent polynomiaux dans cette classe, comme
la coloration minimale de graphes ou la clique maximum. Une représentation des graphes
triangulés est 'arbre de cliques dont on peut donner la définition suivante |6, 20, 54|.

Définition 6.3 Un arbre de cliques d’un graphe triangulé G = (V, E) est un arbre
T=(VE) tel que :

2Voir I’Annexe B pour les notations.
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g f e g f e

(a) Séparateur minimal (b) Séparateur minimal complet

F1G. 6.1 Deux séparateurs minimaux. Les sommets séparés sont a et e.

-V ={C1,Cy,...,C;} est l'ensemble des cliques mazimales de G ;
pour chaque sommet v de G, l'ensemble des sommets de T contenant v induit un
sous-arbre de T'.

Cette définition donne une décomposition arborescente particuliére d’un graphe tri-
angulé : ce sont les décompositions dont ’ensemble des sommets représentent les cliques
maximales du graphe.

Nous donnons un exemple simple a la figure 6.2. Comme il est montré en particulier
dans [54], il n’y a pas unicité des arbres de cliques pour un graphe triangulé donné. Il
faut par ailleurs remarquer que chaque aréte de I’arbre de cliques induit dans le graphe
initial un séparateur minimal complet dans G. Cette caractérisation permet de calcu-
ler le polynome chromatique des graphes triangulés de maniére simple en utilisant la
formule 6.3.

b c d cdfg

ahg bcfg

g f € bcef

F1G. 6.2 — Un graphe triangulé et un de ses arbres de cliques

Pour un graphe général G = (V| F), une triangulation de G est un graphe triangulé
G' = (V,EUF), avec F un ensemble d’arétes disjoint de E. Par abus de langage, on
appellera aussi F' une triangulation® de G. Une triangulation est dite minimale si elle est
minimale par inclusion. On peut trouver une triangulation minimale en temps polyno-
mial [66]. 11 existe en effet diverses caractérisations des triangulations qui permettent de
tester la minimalité de celle-ci. Il existe deux problémes classiques d’optimisation reliés
aux triangulations :

3L’ensemble F est aussi appelé fill-in dans la littérature.
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— le probléme du minimum fill-in cherche & minimiser le nombre d’arétes a rajouter
dans la triangulation (|F|). Ce probléme est NP-Complet |91] et si optimum est
k, il existe un algorithme polynomial trouvant un fill-in de taille au plus 8% [80].

le probléme de la largeur arborescente minimale consiste a rechercher une tri-
angulation pour laquelle la taille de la clique maximale est minimale. Ce probléme
est lui aussi NP-complet [5]. Récemment, Feige ef al. ont trouvé un algorithme
d’approximation en O(v/k), ott k représente la valeur optimale du paramétre [49).

Par ailleurs, il existe un certain nombre d’heuristiques calculant des triangulations
minimales |66|. L'une des plus populaires est celle du degré minimum qui cherche a
compléter les voisinages des sommets de plus petit degré en premier. Ces heuristiques
donnent en général des solutions de bonne qualité pour les deux problémes cités plus
haut. Cependant, ce ne sont pas des algorithmes d’approximation.

Afin de représenter les graphes généraux, nous avons proposé dans |29| une représenta-
tion des graphes a ’aide d’une de leurs triangulations. L’idée principale est de représenter
le graphe par 1'une de ses triangulations minimales, et de marquer les arétes qui ont été
rajoutées au graphe d’origine. La triangulation sera représentée par un de ses arbres de
cliques. Pour une triangulation minimale, on sait que les arétes rajoutées font toutes
partie de séparateurs minimaux du graphe triangulé. Par ailleurs, tous les séparateurs
minimaux d’un graphe triangulé correspondent exactement aux intersections de deux
cliques voisines dans I'arbre de cliques. Par conséquent, on peut étiqueter chaque aréte
de I'arbre de cliques, c’est-a-dire, chaque séparateur minimal, par I'ensemble des arétes
issues de la triangulation contenues dans ce séparateur minimal. Nous donnons une dé-
finition plus formelle de cette structure de données ainsi qu’'un exemple simple dans la
figure 6.3.

Définition 6.4 Soit G = (V, E) un graphe et F' une triangulation minimale de G. Soit
T = (V,E) un arbre de cliqgues de G' = (V,EUF). L’arbre de cliques augmenté (ou
ACT) de G par rapport 6 F est un étiquetage ¢ des arétes de T' tel que :

o(Vi, Vi) = F 0 E(G'V; N V),

ou G'[U] représente le sous-graphe de G’ induit par U, U C V(G'). Par extension, on
appellera arbre de cliques augmenté la donnée de T' et de ¢.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons comment effectuer certaines opérations
de modification de graphe directement sur la représentation d’arbre de cliques augmenté.

6.3 Opérations sur ’arbre de cliques augmenté

Afin d’effectuer le calcul du polynéme chromatique d’un graphe, nous avons utilisé la
représentation par arbre de cliques augmenté. Comme nous I’avons montré précédemment,
ce calcul est basé sur I’équation 6.1 et sur le lemme 6.1 dit de séparation. Nous présentons
les conséquences de ces deux résultats sur la structure de données choisie.

Dans tout ce paragraphe, le graphe G = (V| F') admet une triangulation F' et un ACT
T=V,E, 0).
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b c d cdfg

,9), (c.f)

2 ahg__ (0.9)

bcfg

(ch

g f € bcef

Fi1G. 6.3 — Un graphe et son arbre de cliques augmenté pour la triangulation F' =

{(6, 1), (b, 9), (. f)}

6.3.1 Fusion de sommets

L’équation 6.1 induit la création de deux graphes pour effectuer la récursion a partir
d’une non-aréte donnée e = (a,b) : le graphe G + e et le graphe G/e. Si on choisit I'aréte
dans la triangulation F', on minimise 'impact sur ’ACT associé. En particulier, il est
clair qu'un ACT associé a G + e peut étre obtenu immédiatement :

on peut choisir le méme arbre de cliques T;

— la fonction d’étiquetage ¢’ est telle que pour tout séparateur minimal complet S
de G' = (V,E U F), c’est-a-dire, pour chaque aréte de I'arbre de cliques, ¢/(S) =

P(S)\ S,

L’apport principal de notre travail a été de montrer que l'opération de fusion de
sommets peut étre effectuée efficacement si 'aréte considérée appartient a la triangulation
choisie. Le principe général de cette opération consiste voir que quand on fusionne deux
sommets, on crée, dans la représentation ACT, des cliques qui ne sont plus maximales. I
suffit alors de réduire I’ACT pour ne conserver que les cliques maximales. L’algorithme
plus précis est donné par la suite. On suppose que tous les sommets ont une étiquette
unique.

Algorithme 1: FusionSommets(T, a,b)
>T=W,E 0) est un ACT d’un graphe G = (V, E) suivant une triangulation F.
> a et b sont deur sommets de G tels que l'aréte (a,b) € F.
> renvoie T = (V', &', ¢') est un ACT de G/e
1 TN—T
Pour chaque X € V’, renommer a en b, et éliminer les doublons si nécessaire.
3 Pour chaque aréte e € £, renommer toutes les occurrences de b par a dans
#'(e). Eliminer aussi de ¢/(e) les arétes apparues dans le graphe du fait de la
contraction.
4 Reéduire l'arbre de cliques pour qu’il ne conserve que des cliques maximales :

) Tant qu’il existe deux cliques voisines dans 77 X et Y telles que X C Y,
contracter l'aréte (X,Y) dans T”
6 retourne 7.

L’exemple de la figure 6.4 montre les différentes étapes de cet algorithme sur le cycle a 7
sommets.
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7 2

123 134 14 16 167

123 134 167
e 13 ¢ e 6 4

(a) Le cycle C; et (b) Evolution de Iarbre de (c) C7/(1,5)
une de ses triangula- cliques
tions F

Fi1G. 6.4 Fusion de sommets dans le cycle. Les triangulations sont notées en pointillés.

L’algorithme final est un peu plus complexe. En effet, il se peut que la triangulation
obtenue aprés fusion de sommets ne soit plus minimale comme le montre la figure 6.5.
Plusieurs techniques peuvent étre mises en place :

conserver un arbre de cliques qui n’est pas réduit. Cette solution est utilisable dans
le cas du calcul du polynome chromatique, mais elle implique des récursions inutiles.

— travailler localement dans I'arbre de cliques augmenté pour obtenir une triangula-

tion minimale. Dans les derniéres mises en ceuvre de ’agorithme, nous avons proposé
une version simplifiée de cette méthode. La version compléte et détaillée doit étre
abordée prochainement (voir paragraphe 6.5.3).

1234 1345 145
Avant le renommage @34 ¢ 15 ¢

Aprés le renommage 1.23—1.35_15_135(

Aprés re—triangulationl.23 1,36 3.56

FI1G. 6.5 — Evolution d'un ACT donnant une triangulation non minimale. Ici les sommets
fusionnés sont 3 et 4. La clique résultante 135 est incluse dans 1356, mais ’aréte 15 reste
a rajouter.

Dans tous les cas, on peut déduire le théoréme suivant.

Théoréme 6.1 Soit G un graphe, F une triangulation de G, et T un ACT de G. Soit
e € F'. Alors, il existe Fy, Fy, Ty, Ty tels que :

1. Fy est une triangulation de G +e et Ty un ACT de G + e

2. F; est une triangulation de G/e et Ty un ACT de G/e;

Ces ensembles peuvent étre obtenus en temps quadratique O(|V(G)|?) a partir de F et T.

6.3.2 Séparation

Le lemme de séparation permet de diminuer efficacement le nombre de récursions a
faire lors du calcul effectif du polynéme chromatique.
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Le point essentiel dans ce paragraphe est de voir quand ce lemme peut s’appliquer,
en considérant la représentation du graphe par un ACT. Cette opération peut s’effectuer
quand un séparateur minimal est complet, ¢’est-a-dire quand I’étiquette d’une aréte de
I’ACT est vide. Dans ce cas, on peut diviser le calcul en deux parties, ce qui revient
a travailler sur les deux parties de I'arbre indépendemment. Cette opération permet un
gain en temps significatif car les graphes résultants sont de taille réduite.

Ce résultat se résume dans le théoréme suivant :

Théoréeme 6.2 Soit G un graphe et G1, Gy deux sous-groupes de G tels que G = G1UGo
et G1 NGy ~ K,.. Soit F une triangulation de G et T un ACT de G. La triangulation de
G peut étre divisé en deux triangulations Fy et Fy telles que F; est une triangulation de

G; (i € {1,2}). De plus, les ACT résultants peuvent étre obtenus simplement & partir de
T.

En effet, il suffit de considérer les deux sous-arbres obtenus en éliminant 1’aréte qui
représente le séparateur minimal.

6.4 Application au calcul du polynéme chromatique

6.4.1 Algorithme général

A partir de ces résultats théoriques, on en déduit I’algorithme général de calcul du
polynome chromatique. On rappelle que le polynéme chromatique d'un graphe triangulé
est simple a calculer, par applications successives du lemme de séparation.

Algorithme 2: Chromatic-Polynomial(G, T)
> T est un ACT de G
> Retourne le polyndome chromatique de G

1 début

2 si (G est triangulé alors retourne la formule des graphes triangulés.

3 si de € T tel que ¢(e) =0

4 Décomposer G avec le théoréme 6.2 :

5 Soit G, T1, Ga, Ty et K, les éléments de cette décomposition

6 P, « Chromatic-Polynomial(Gy, T1)

7 P, «— Chromatic-Polynomial(Gs, Tb)

8 retourne P, x P,/P(K,)

9 Soit e = ChoiceFunction(G,T)

10 Avec le théoréme 6.1, on calcule

11 G1 =G + e, et arbre de cliques 77 =T

12 G2 = G/e, et arbre de cliques T

13 retourne Chromatic-Polynomial(Gy, T1) + Chromatic-Polynomial(Ga,
Ts)

14 fin

Cet algorithme calcule de maniére correcte le polynome chromatique d’un graphe.
Cependant, ce schéma est générique et laisse a l'utilisateur une possibilité de réglage
importante. Le choix principal se situe au niveau de ’étape 9. L’algorithme sera efficace
si ’étape 3 est appliquée régulierement et qu’elle sépare les graphes en deux parties
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équivalentes en taille. Plusieurs stratégies de choix ont été testées lors du Master de S.
Billard, chacune d’elle a son champ d’application.

Afin d’illustrer 'importance de ce choix, on a calculé le nombre de noeuds de ’arbre de
récursion dans le cas d'un cycle C), suivant différentes stratégies. La triangulation choisie
est celle montrée a la figure 6.4(a) :

aréte la plus a gauche : O(p"), ot p est le nombre d’or;

aréte la plus centrale : O(n?).

Dans ce cas particulier, la meilleure stratégie est d’utiliser ’équation 6.2, ot le nombre
de noeuds est linéaire.

6.4.2 Reésultats expérimentaux

Cet algorithme a été testé sur un certain nombre d’instances. Le code principal a été
mis en place par S. Lebresne et K. Nguyen, une mise au point a été apportée par S.
Billard et surtout I. Briquel, lors de stages respectifs de maitrise et licence. Il a été réalisé

en OCAML.

Afin d’évaluer la qualité d’une triangulation, nous avons défini le paramétre d’épaisseur
de triangulation comme la taille maximale d’une étiquette d’un arbre de clique associé.
Dans I'exemple 6.3, 1’épaisseur de triangulation est 2. Cette épaisseur est évidemment
nulle pour tout graphe triangulé. Pour les cycles, ce paramétre vaut 1.

De maniére générale, I’algorithme est efficace pour des instances dont 1’épaisseur de
triangulation est petite. Dans le cas des graphes aléatoires, nous avons testé les différentes
densités de graphes afin de faire une étude statistique. Il apparait que I’on peut résoudre de
maniére systématique tous les graphes ayant moins de 22 sommets. Le probléme principal
est lié & la réservation de mémoire engendrée par 'utilisation de trés grands entiers. Au
deld de 25 sommets, seules les densités faibles et trés grandes ont été résolues par notre
méthode.

‘ 20 sommets ‘
densité 20 30 40 50 60 70 80 90
#arétes ACT 14.2 12.00 | 9.97 8.27 6.9 5.8 4.65 3.52
diametre ACT 6.42 5.86 5.02 4.45 3.94 3.43 2.83 2.27
Taille max Clique | 6.67 8.99 11.00 | 12.73 | 14.09 | 15.19 | 16.35 | 17.48

Epaisseur 8.7 15.86 | 22.26 | 25.61 | 25.51 | 23.17 | 17.8 10.26
Temps (s) 0.25 3.02 16.30 | 39.17 | 36.62 | 24.29 | 6.68 0.49
‘ 23 sommets ‘
densité 20 30 40 50 60 70 80 90

#arétes ACT | 16.03 | 12.87 | 10.62 | 878 | 723 |594 |486 |3.72
diamétre ACT | 7.04 | 6.07 |529 |471 |411 |345 |291 |246
Taille Max Clique | 7.91 | 11.13 [ 13.35 | 15.21 | 16.76 | 18.06 | 19.14 | 20.28

Epaisseur 13.98 | 26.82 | 3549 |39.74 |39.23 | 3345 | 2517 | 13.96
Temps (s) 2.98 | 112.95 | 465.65 | 1189.29 1540.99 867.54 | 121.00 | 4.29
Reésolus/10mn | -/100 | 99/97 | 85/63 | 74/24 | 78/21 | 100/54| 100/98| -/100
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‘ 25 sommets
densité 20 30 40 50 60 70 80 90
#arétes ACT 16.87 | 13.49 | 10.99 | 9.14 7.57 6.27 5.03 3.81
diameétre ACT 7.01 6.13 59.33 4.83 4.32 3.71 3.09 2.43
Taille Max Clique | 9.10 12.5 15.01 | 16.85 | 1843 | 19.73 | 20.97 | 22.19
Epaisseur 19.84 | 35.21 | 46.2 49.83 | 48.11 | 42.63 | 31.32 | 18.23
Temps (s) 48.20 | 474.87 | 1045 906 982 948 781.61 | 24.98
Résolus/10mn 100/98| 73/53 | 16/3 | 3/1 4/1 16/4 | 87/41 | -/100

6.5 Conclusions et perspectives

A partir de cette premiére étude, nous avons montré l'intérét d’'une modélisation des
graphes par les ACT. Plusieurs axes de recherche sont alors possibles.

6.5.1 Autres calculs a partir de ’arbre de cliques augmenté

Les ACT peuvent directement étre utilisés pour résoudre toute une famille de pro-
blémes. En effet, tout probléme que 1’on peut écrire sous la forme :

(@) =g(f(G+e), f(G/e)),

avec e n’appartenant pas a E(G), et tel que le calcul du paramétre soit facile sur la famille
des graphes triangulés peut utiliser cette méthode de résolution.

L’exemple le plus simple dans cette catégorie est le calcul du nombre chromatique.
En effet, nous avons de maniére simple a partir de notre étude :

X(G) = min(x(G +e), x(G/e)).

Par ailleurs, le lemme de séparation peut se résumer ainsi. S’il existe un séparateur
minimal complet, le nombre chromatique est le maximum des nombres chromatiques
des deux sous-graphes que l'on obtient en séparant le graphe. La transcription de ces
propriétés dans le formalisme des ACT est alors directe. De plus, le nombre chromatique
d’un graphe triangulé est trés simple a calculer : c¢’est la taille de la clique maximale. On
peut en déduire un algorithme dérivé du notre qui détermine le nombre chromatique. Cet
algorithme pourrait bénéficier de plus des remarques suivantes :

a chaque étape de la récursion, il est possible d’évaluer des bornes inférieures et

supérieures du nombre chromatique des graphes dérivés, ces évaluations permettent

d’élaguer I'arbre de recherche. On peut y associer des heuristiques de coloration

simple. L’algorithme obtenu serait alors de type branch-&-bound;

la fonction calculée est réduite a un seul entier : le critére de la mémoire utilisée

serait moins critique.

De cette étude peut ressortir d’autres questions concernant la complexité exacte du
calcul du nombre chromatique. Des bornes sont connues dans le cas général [18], toutes
de type exponentiel. Le probléme étant NP-complet, il est a prior: illusoire de chercher a
éliminer 'exponentielle, mais il est peut étre plus « abordable » de chercher a diminuer
le facteur de 'exponentielle. Il serait important de déconnecter ces deux notions ou de
montrer qu’elles sont reliées, comme nous lI’avons fait pour le minimum fill-in.
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6.5.2 Quel(s) critére(s) d’évaluation d’une triangulation

Nous avons relié expérimentalement la qualité d’une triangulation au paramétre d’épais-
seur de triangulation. En effet, pour pouvoir séparer une aréte de I’ACT, il faut complé-
ter le séparateur, c’est-a-dire, ajouter les arétes (de la triangulation) contenues dans
I'étiquette de 'aréte (de 'ACT). Effectuer cette opération induit un arbre de récursion
exponentiel en I’épaisseur de cette aréte (de 'ACT) avant de pouvoir appliquer le lemme
de séparation. Par ailleurs, nous avons montré que le choix de I'aréte a rajouter n’influe
pas localement sur la taille de I'arbre de récursion. L’impact de la contraction d’une aréte
(de la triangulation) peut se situer en dehors de 1'aréte (de ’ACT) choisie. Il serait im-
portant de déconnecter ces deux notions ou de montrer qu’elles sont reliées, comme nous
I’avons fait pour le minimum fill-in. En effet, d’autres séparateurs minimaux peuvent étre
complétés plus rapidement.

La forme de I’arbre et la disposition des arétes semblent donc aussi importantes que
I’épaisseur. La répartition des arétes parait un meilleur critére : I'impact de la contraction
d’une aréte peut étre trés importante. Sans doute le but de I’algorithme associé (calcul
du polynéme chromatique, ...) peut déterminer le(s) critére(s) pertinent(s). Cependant,
parmi les mesures que ’on peut mettre sur une triangulation en relation avec nos algo-
rithmes, ’épaisseur reste la plus facile a définir.

Dans ce sens, il est important de définir la difficulté de la recherche de la triangu-
lation d’épaisseur minimale, celle-ci étant stirement NP-dur. En la reliant a la largeur
arborescente, qui est aussi une notion locale du graphe, il est possible d’en donner une
approximation grossiére. Dans [29], nous avons montré que les deux paramétres d’éva-
luation d’une triangulation que sont le minimum fill-in et I’épaisseur de triangulation ne
sont pas minimaux pour les mémes triangulations. [’exemple de la figure 6.6 illustre cette
propriété.

(a) Graphe. (b) Fill-In = 27;(c) Filllln = 28;
Epaisseur = 18 Epaisseur = 16

F1G. 6.6 Une graphe pour lequel le minimum fill-in et I'épaisseur de triangulation ne sont
pas minimisés pour les mémes triangulations. Chaque cercle symbolise un graphe complet
et chaque aréte représente un graphe biparti complet. Les triangulations proposées sont
marquées en pointillé. Ici p =2, g = 3 et r = 6.

6.5.3 Modélisation fine de ’arbre de cliques augmenté

Nous avons défini 'arbre de cliques augmenté pour des triangulations minimales.
L’exemple de la figure 6.5 montre que cette notion peut et doit étre étendue a toutes les
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triangulations de graphes. Nous proposons d’étudier de maniére compléte cette notion
afin d’en déduire de nouvelles stratégies de triangulation de graphes.

De maniére assez simple, si on applique l'algorithme de réduction a notre exemple, il
apparait qu'une aréte de la triangulation doit étre ajoutée dans une clique maximale, en
dehors de tout séparateur. Afin d’obtenir une triangulation minimale, on peut éliminer
cette aréte de cette clique maximale.

De cette modélisation, on peut en déduire des stratégies de triangulation de graphe
qui maintiennent un ACT afin d’en obtenir une forme propre, en relation avec une tri-
angulation minimale. On peut décrire I'algorithme du degré minimum dans ce cadre : en
partant de la triangulation triviale (F' = E) avec un seul sommet dans ’arbre de cliques,
on cherche a éliminer en une seule étape une étoile maximale a cette triangulation, c’est-
a-dire, on rend simplicial le sommet de degré minimal. Dans ce type de stratégie, on ne
travaille que dans I’espace des graphes triangulés en différenciant deux types d’arétes :
celles qui sont dans le graphe cible, et celles qui appartiennent a la triangulation (minimale
ou non).

Avec cette méthode, on peut alors orienter la recherche de la triangulation minimale
suivant différents critéres. Une voie de recherche consiste a étudier cette modélisation des
graphes sous cette forme et le potentiel des techniques sous-jacentes.

6.5.4 Autres opérations sur ’arbre de cliques augmenté

Afin de calculer les polyndémes chromatiques, Haggard a fortement utilisé la notion
d’isomorphisme pour réduire le nombre de calculs effectifs. Une extension possible de notre
stratégie pour le calcul du polynéme chromatique est de rechercher comment apparaissent
les isomorphismes dans notre cadre.

Une premiére approche part de la constatation suivante : si on travaille « a un bout »
de I'arbre de cliques, on devra avec une forte probabilité calculer plusieurs fois le polynome
chromatique d’'un méme graphe. Avec 1. Briquel, nous avons commencé cette étude dans
le cas des cycles. Nous avons montré que le nombre de graphes regardés (ou le nombre de
récursions) peut étre linéaire (contre quadratique avec la stratégie actuelle) en fonction
de la taille de celui-ci. Cependant, il manque a cette étude préliminaire une modélisation
qui permette de réaliser le calcul de maniére efficace dans tous les cas.

Notre algorithme utilise une gestion simple de la mémoire. Un algorithme gérant l'iso-
morphisme doit enregistrer un certain nombre de polynomes chromatiques intermédiaires ;
ce qui complique le stockage et la récupération. Ce probléme pose donc plusieurs types
de défis : algorithmique, structure de données et performance.

6.5.5 Extensions de ’arbre de cliques augmenté

Notre modélisation est basée sur I’ajout d’arétes. Toutes les autres sont basées sur le
calcul du polynéme chromatique dans les mineurs du graphe cible (au travers de 1’'équa-
tion 6.2). Il est donc important de voir comment notre modélisation s’applique pour les
opérations classiques des mineurs.

En premier lieu, une stratégie qui utiliserait nos paradigmes travaillerait avec la notion
de sous-triangulation, c’est-a-dire un ensemble d’arétes a enlever pour que le graphe
résultant soit triangulé. C’est un peu ce qui est décrit dans [88], sans stratégie de guidage
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explicite des récursions. Le probléme principal est de décrire la structure équivalente qui
permet a 'algorithme de réduire le graphe initial en des graphes triangulés. De maniére
similaire a ce que l'on vient de décrire, on peut considérer ’arbre de cliques du graphe
triangulé associé, et regarder les opérations que 'on peut effectuer avec les arétes de la
sous-triangulation (arétes a éliminer lors de I’algorithme). Il ne peut s’agir alors que d’une
version différente de ’ACT, ot les arétes de la sous-triangulation apparaissent entre les
cliques maximales.

Avec cette nouvelle modélisation, les opérations de réduction ne sont pas trés simples
dans ce cas. Le cas de ’élimination d’aréte s’avére simple et efficace, comme dans le cas de
I’ajout d'une aréte de la triangulation pour un ACT. Cependant, la contraction d’arétes
est généralement plus problématique. Un exemple caractéristique provient du cycle. Les
sous-triangulations sont trés simples et sont réduites a une seule aréte comme le montre
la figure 6.7(a). Le probléme est que la contraction peut modifier tout 'arbre de cliques,
et revient dans nombre de cas a recalculer une autre sous-triangulation minimale.

7

4 34 34

(a) Le cycle C7 et une de ses (b) Un arbre de cliques (c) Apreés contraction
sous-triangulations F

F1G. 6.7 — Fusion de sommets dans le cycle. Les triangulations sont notées en pointillés.

Cette voie semble donc compromise a priori. Cependant, si I'aréte a contracter relie
deux cliques voisines dans I’arbre de cliques, alors la modification devient réalisable sous
une forme similaire a celle que nous avons présentée.

Sur cette thématique, on peut définir clairement deux axes :

1. Donner une version équivalente a notre description avec les sous-triangulations en
définissant clairement les limites et I'impact de ces méthodes. On peut noter que
cette méthode ne pourrait pas s’appliquer a la recherche du nombre chromatique.

2. Ces deux approches peuvent étre combinées afin d’obtenir de nouvelles alternatives
et améliorer les temps de calcul effectifs. On obtient alors une triangulation plus
complexe, proche du probléme général d’édition de graphes.
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Chapitre 7

Conclusion et Perspectives

Tout au long de ce document, nous avons cherché a mettre en évidence notre démarche
de recherche au travers d’un certain nombre d’exemples dans différents domaines. Nous
avons recherché des modélisations pertinentes des réseaux ou des graphes proposés. On
peut citer dans ce cadre :

les empilements de graphes pour représenter le réseau optique POPS;
— les arbres de Gomory-Hu pour les problémes des flots multi-terminaux ;
— les arbres de cliques augmentés qui donnent une représentation des graphes adaptée
aux opérations d’ajout d’arétes et de fusion de sommets.
Par ailleurs, nous avons recherché des structures de particuliéres dans les graphes per-
mettant de résoudre simplement le probléme initial. Le meilleur exemple reste encore la
couverture d'un graphe par les poulpes afin de réaliser I’échange total périodique.

Nous avons donné pour chaque probléme un certain nombre de perspectives. Il ne
s’agit pas ici de les reprendre en détail, et nous renvoyons donc le lecteur aux chapitres
concernés. Le but est bien ici de replacer les différents thémes en termes de priorités
personnelles.

Communications Ce théme comporte un certain nombre d’aspects que nous avons
abordé au cours du temps. L’évolution actuelle des thématiques d’interconnexion se
tourne plutoét vers 1'étude des systémes pair a pair, ainsi que I'étude de 1'utilisation de
nouveaux protocoles comme BGP.

Nos centres d’intérét dans ce domaine ont évolué durant les 10 derniéres années. Nous
privilégions maintenant les problématiques relatives a I’optimisation liées en général a la
réservation de ressource. Le co-encadrement des théses de M. Ben Dhaou et L. Gastal
vont dans ce sens.

Arbres de Gomory-Hu Cette thématique rejoint des aspects plus fondamentaux de
la compréhension des flots en général. Actuellement, nous avons traité un tout cohérent
autour de la paramétrisation des arétes du réseau de flots. Les nouveaux aspects que
nous souhaitons mettre en avant dans cette thématique traitent des autres fonctions qui
admettent ce type de modélisation, en particulier les flots multi-route.
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Arbres de cliques augmentés Cette thématique est une des plus ouvertes dans ce que
nous avons pu étudier. Elle constitue un axe prioritaire de notre recherche future. Cette
partie nous a apporté une ouverture vers l’algorithmique basée sur les décompositions de
graphes, qui est actuellement en plein essor.

Autres thématiques Au cours de nos recherches, nous avons essayé de diversifier les
domaines d’application. La motivation du choix d'une thématique réside principalement
dans la définition d'un nouveau probléme algorithmique sur les graphes. Dans ce sens,
nous participons a diverses modélisations de problémes en bio-informatique. Cette thé-
matique est trés vaste, et ¢’est donc au travers de problémes trés ciblés que nous pouvons
intervenir. Nous pouvons citer 'étude des ARNs et la recherche de motifs particuliers
dans ces structures.
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Annexe A

Collaborations

Cette annexe décrit les collaborations principales auxquelles j’ai pu participer au cours
de ces derniéres années, principalement dans le domaine des communications optiques.

A.1 Télécommunications

Dans le contexte des télécommunications, nous avons travaillé sur divers modéles au
travers de plusieurs projets en collaboration avec le monde industriel et universitaire,
avec des partenaires francais et européens.

ROM (Routage Optique Multiservice) : ce projet RNRT était géré par Alcatel CIT
avec plusieurs partenaires industriels (France Télécom R&D, Alcatel), et universi-
taires (INT, LRI) durant la période 1999-2001. Le but principal de ce projet était
de montrer la faisabilité d’un réseau optique multi-service ou 'optique intervient a
tous les niveaux du routage. Il fallait aussi prévoir la gestion de la qualité de ser-
vice. Les verrous technologiques a lever par ce projet étaient d’identifier les diverses
classes de service, de définir un format de paquets compatible avec ’architecture
proposée. Nous avons présenté le premier modéle du réseau dans |62|. C’est dans le
cadre de ce projet que nous avons défini le routage eulérien dont quelques propriétés
sont montrées au paragraphe 3.3.

Ce projet a connu une suite dans le cadre RNRT avec le projet ROM-EO [3], en re-
gardant une faisabilité & moins long terme. En effet, 'option tout-optique n’est pas
actuellement financiérement viable, I'utilisation d’interfaces Electronique/Optique
s’avére une solution intermédiaire acceptable. Cependant, je n’ai que trés superfi-
ciellement participé a ce dernier projet.

DAVID (DAta and Voice Integration over DWDM networks) [2] : ce projet eu
ropéen du 5éme PCRD IST a regroupé une quinzaine de partenaires sous la direc-
tion scientifique de L. Ditmann de I'université technique du Danemark. Le but était
la aussi de proposer un réseau optique travaillant dans le domaine multi-longueur
d’onde, allant du réseau de type mondial (WAN) ou métropolitain (MAN). Le projet
s’'intéressait a tous les aspects, depuis 1’électronique jusqu’a la gestion des messages.
Dans ce contexte, j’ai encadré le stage de DEA d’A. Gueye sur des problémes d’al-
location de requétes sur le réseau proposé |28|.
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A.2 Autres collaborations

ROCOCO (Recherche Opérationnelle et COntraintes pour la COnception de
réseau) [1] : Ce projet RNRT était géré par Ilog en partenariat avec France Tele-
com R&D. Ce projet vise a développer des techniques logicielles intégrant 1'efficacité
de 'optimisation combinatoire et la flexibilité de la programmation par contraintes
pour optimiser le dimensionnement et le re-dimensionnement de réseaux de télé-
communication, d’entreprise en particulier. Dans ce contexte, j'ai encadré le stage
de DEA de B. Cohen-Boulakia [10, 37| dont le but était de modéliser le cott de
revient d’une ligne simple en fonction du débit demandé. Ces travaux ne sont pas
présentés dans ce document.

BQR Fourmis Le travail sur les évolutions de contexte dans le monde des télécommu-
nications a été initié au cours d’'un BQR de I'université Paris-Sud en collaboration
avec M. Sebag de I'équipe Inférence et Apprentissage du LRI, il a été prolongé dans
le cadre de la thése de L. Gastal en collaboration avec A. Lisser. Nous en présentons
les premiers résultats au paragraphe 4.2.
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Annexe B

Définitions générales et notations

Nous présentons dans cette annexe divers rappels de la théorie des graphes utiles
pour la compréhension du document. Il ne s’agit pas de faire un cours, mais de poser les
définitions. Toutes ces notions peuvent étre trouvées dans plusieurs livres de référence
comme comme [19,85].

Un graphe non orienté G = (V, E) est constitué de deux ensembles : un ensemble
de sommets V, et un ensemble d’arétes E. Chaque aréte relie deux sommets qui sont
alors dits voisins. Un graphe est dit simple si, pour chaque couple de sommets, il existe
au plus une seule aréte les reliant. Dans le cas contraire, on parlera de multi-graphe. Si
'aréte (a,a) n’existe pas, alors le graphe est dit sans boucle.

Un chemin dans un graphe est une séquence (finie) de sommets telle que deux som-
mets successifs de la séquence sont reliés par une aréte. Le chemin est dit simple s’il
ne passe pas deux fois par le méme sommet. La longueur d’'un chemin est le nombre
d’arétes le composant. La distance entre deux sommets est la longueur du plus court
chemin les reliant. Un graphe est dit connexe s’il existe pour toute paire de sommets un
chemin les reliant.

Le degré d'un sommet est le nombre de voisins que celui-ci posséde dans le graphe.
On note 6(G) (ou simplement §) le minimum des degrés du graphe et A(G) (ou A) le
maximum des degrés.

Pour un graphe non orienté G = (V, E) et e = (a,b) une aréte de G, on note G \ e
le graphe (V, E \ e) (le graphe dans lequel e est éliminé¢) et G/e le graphe simple sans
boucle (V', E') tel que V' =V \bet E' = {(7%(x),72(y)) | (z,y) € E}\(a,a), ou 7t est la
fonction de V dans V' qui correspond a I'identité sur V' et tel que 7°(b) = a. Le graphe
G /e est le résultat de la contraction de G suivant e. Il revient simplement a identifier les
deux extrémités de 'aréte e et d’identifier les deux voisinages. Par analogie, si e € E,
on définit G +e = (V, EU {e}) et G/e = (G + ¢)/e. Nous illustrons ces notions dans la
figure B.1. Les deux premiéres opérations sont les opérations de mineur sur un graphe.
Par extension, un graphe H est un mineur de G §'il peut étre obtenu par une suite (finie)

de contractions et de suppressions d’arétes.

On dit que deux graphes G et H sont isomorphes, ce qu'on note G' ~ H, s’il existe un
renommage des sommets de G tel que les deux graphes soient identiques (mémes sommets
et mémes arétes).
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FiGg. B.1  Un graphe et ses transformés élémentaires. e; est une aréte de G tandis que
es n'en est pas une.

Pour terminer, voici quelques exemples de graphes qui sont utilisés dans ce document.
Un arbre a n sommets est un graphe connexe ayant n — 1 arétes. Une forét est une
collection d’arbres. Un anneau est un chemin simple pour lequel les deux extrémités
sont identiques. On note K, le graphe complet a n sommets, ¢’est-a-dire quand tous les
couples de sommets sont reliés par une aréte. Dans le cas des graphes orientés, on note
K le graphe complet sans boucle, et K7 quand toutes les boucles sont aussi présentes.
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