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Chapitre 1Introdu
tion
1.1 Contexte de la re
her
heCe do
ument résume une partie des thèmes de re
her
he que j'ai abordés depuis manomination à l'IUT d'Orsay en tant que Maître de Conféren
es en septembre 1996. Je mesuis intégré dans l'équipe GrafCom du Laboratoire de Re
her
he en Informatique (LRI).Au 
ours de 
ette période, mes thématiques prin
ipales ont évolué de manière progressive,
ouvrant de fait les divers thèmes abordés par notre équipe. Cette période se divise endeux grandes parties.Durant la première, entre 1996 et 2002, j'ai prin
ipalement abordé les thèmes relatifsau routage, en parti
ulier optique, qui s'ins
rivent dire
tement dans la thématique fonde-ment des 
ommuni
ations de l'équipe. Cette période a été marquée par un investissementimportant au niveau de l'IUT, en parti
ulier ave
 la responsabilité pédagogique de la for-mation par apprentissage. De 
e fait, j'ai parti
ipé à divers projets de re
her
he sansy prendre de responsabilité spé
i�que. C'est durant 
ette période que j'ai pu 
ollaborerpleinement ave
 D. Barth, en parti
ulier autour des projets RNRT ROM, IST DAVIDdans la thématique du routage optique et du projet RNRT ROCOCO sur la thématiquede l'optimisation.J'ai béné�
ié pour l'année 2002-2003 d'un Congé pour Re
her
he ou Re
onversionThématique (CRCT). Cela m'a permis de me dégager des responsabilités lourdes au seinde l'IUT et de 
ontinuer dans de bonnes 
onditions une re
onversion thématique a�nd'élargir mes 
ompéten
es. Cet élargissement rejoint le deuxième thème de re
her
he del'équipe : l'optimisation 
ombinatoire. Le 
o-en
adrement de la thèse de M. Ben Dhaouave
 D. Fayard s'ins
rit dans 
ette optique. Le 
o-en
adrement de 
elle de L. Gastalave
 A. Lisser en est la 
ontinuité. Ces deux travaux sont fortement en lien ave
 les
ommuni
ations optiques 
ar ils s'intéressent à des problèmes de réservation de ressour
esdans les réseaux.Le dernier aspe
t de mes re
her
hes a lui aussi démarré pleinement à 
ette période
harnière 
onsé
utive à l'année de CRCT. Il est en lien ave
 l'algorithmique de graphe,en parti
ulier suite à la 
ollaboration ave
 M. Diallo sur les problèmes de �ots multi-terminaux, et le 
al
ul du polyn�me 
hromatique ave
 S. Lebresne et K. Nguyen.1



1.2 Fil d'ArianePlusieurs thématiques et plusieurs problèmes sont abordés dans 
e do
ument. Cepen-dant, ils sont tous guidés par les mêmes obje
tifs. Premièrement, l'outil de modélisationde 
ha
un de 
es problèmes est un graphe, les solutions que l'on apporte sont de typealgorithmique. Deuxièmement et 
'est sans doute le point le plus important, nous avonsre
her
hé soit des stru
tures dans les graphes, soit des représentations des propriétés desgraphes, qui permettent de présenter 
haque problème ave
 une vision simpli�ée, met-tant en avant les 
ara
téristiques prin
ipales du problème 
onsidéré. Ces représentationspermettent don
 de résoudre relativement e�
a
ement 
ha
un des problèmes posés.Le �l 
ondu
teur de 
e do
ument est don
 la re
her
he permanente de stru
tures degraphes simpli�
atri
es adaptées à 
ha
une des situations proposées.1.3 Organisation du do
umentCe do
ument est divisé en deux parties prin
ipales, reprenant les deux thématiquesénon
ées plus haut.La première partie 
on
erne les résultats que nous avons obtenu au travers de diverses
ollaborations sur les 
ommuni
ations dans les réseaux. A�n de ne pas multiplier les 
ha-pitres dans 
ette partie, nous avons 
hoisi en premier lieu de présenter l'évolution du
ontexte des réseaux sur lesquels j'ai travaillé durant 
es 10 dernières années. En parti
u-lier, nous montrons plusieurs fa
ettes que peut re
ouvrir l'expression 
ommuni
ationsoptiques. Dans un deuxième temps, nous avons regroupé les problèmes abordés en deux
hapitres :� le premier s'intéresse à des aspe
ts stru
turels des graphes utiles pour la 
onstru
tionde proto
oles de 
ommuni
ation dans les réseaux.� le se
ond aborde une problématique importante dans le 
ontexte a
tuel de la re-
her
he de la 
ompétitivité : l'optimisation de ressour
es.La deuxième partie s'intéresse à deux représentations de graphes qui s'avèrentpertinentes pour les problèmes 
onsidérés. Elle présente deux problèmes prin
ipaux don-nant deux 
hapitres indépendants. Le 
hoix de l'ordre de présentation de 
es problèmesprovient de leur développement a
tuel, les deux ayant été abordés au 
ours de mon annéede CRCT. Le premier est plus abouti, tandis que le se
ond est plus dans une phase quel'on pourrait quali�er d'� exploratoire �.Le premier problème abordé dans 
ette partie 
on
erne un très vieux (au sens in-formatique) problème issu de la théorie de �ots : les �ots multi-terminaux. Nous noussommes atta
hés à montrer la puissan
e d'un outil permettant de représenter 
es typesde �ots : les arbres de Gomory-Hu, ainsi que leur utilité dans une version paramétrée duproblème.Le se
ond problème présente au travers du 
al
ul du polyn�me 
hromatique une re-présentation des graphes sous la forme d'arbre de 
liques augmenté.En�n, une 
on
lusion générale permet d'organiser les diverses perspe
tives présentéesau 
ours du do
ument. En e�et, 
haque problématique étant assez spé
i�que, nous avons2



préféré proposer au fur et à mesure les dire
tions de re
her
he qui nous semblaient lesplus pertinentes. Ce 
hapitre a don
 pour but de montrer 
elles qui nous paraissent lesplus prioritaires pour les quelques années à venir.

3
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Première partieCommuni
ations dans les réseaux
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Chapitre 2Contexte des réseauxLes réseaux en relation ave
 le monde des 
ommuni
ations que nous avons étudiés sontprin
ipalement de deux types. Premièrement, nous nous sommes intéressés aux réseauxd'inter
onnexion pour des ma
hines parallèles, dans la 
ontinuité des thèmes abordésdurant la thèse [21℄. Ensuite, nous avons abordé la modélisation de réseaux de télé
om-muni
ation. La suite de 
e 
hapitre présente les divers modèles sur lesquels nous avonstravaillé au travers de diverses 
ollaborations formelles ou informelles.2.1 Réseaux d'inter
onnexion optiques2.1.1 Réseaux d'inter
onnexionSuite à mes travaux de thèse, nous nous sommes pen
hés sur les réseaux d'inter
on-nexion de ma
hines parallèles. Ceux-
i ont la parti
ularité d'être dédiés à la ma
hine
ible et dé
rivent un 
ertain agen
ement des pro
esseurs (ou topologie) dont les plusfameux sont l'hyper
ube, la grille, ou le fat-tree. Dans 
e 
adre, la problématique prin
i-pale 
onsiste à 
on
evoir des algorithmes e�
a
es pour réaliser diverses opérations, soitélémentaires 
omme la di�usion d'une donnée vers les di�érents pro
esseurs de la ma-
hine, soit de plus haut niveau 
omme le tri ou des appli
ations numériques 
omme lamultipli
ation de matri
es.2.1.2 Introdu
tion de l'optique dans 
es réseauxVers le début des années 1990, les 
omposants optiques ont été introduits dans lesréseaux, apportant de nouvelles 
apa
ités aux 
ommuni
ations en général. Au départ, 
emode de 
ommuni
ation n'utilisait qu'une seule longueur d'onde. Il o�rait en parti
ulierla possibilité de dupliquer un message � gratuitement �, simplement par l'ajout d'unélément physique passif (
omme les étoiles passives optiques ou OPS [45℄). Une bran
hethéorique du parallélisme s'est alors tournée vers la modélisation de ma
hines parallèlesobtenues ave
 
es te
hnologies et a regardé l'apport en terme de puissan
e de 
al
ul1en les 
omparant aux modèles désormais 
lassiques des PRAMs. Nous pouvons 
iter parexemple les modèles OCPC ou ORPC [24℄.1
'est-à-dire, le sur
oût de simulation d'un algorithme é
rit pour un modèle dans l'autre.7



C'est durant 
ette période que nous avons établi une 
ollaboration informelle Ren-
ontres Optiques-Informatique ave
 P. Chavel de l'Institut d'Optique (LaboratoireCharles Fabry) à Orsay a�n de 
omprendre et modéliser les apports de 
es nouvelles te
h-nologies. Plusieurs 
ollaborations que nous avons eues par la suite sont des 
onséquen
esplus ou moins dire
tes de 
ette première prise de 
onta
t. Nous revenons en parti
uliersur le projet RNRT ROM aux paragraphes suivants.Durant 
ette première phase, les 
omposants optiques ont prin
ipalement servi à amé-liorer les 
apa
ités du réseau d'inter
onnexion des ma
hines parallèles. En parti
ulier, ilsont permis de mettre en ÷uvre un 
ertain nombre de topologies di�
iles à � 
âbler �ave
 des 
onnexions �laires 
lassiques (en 
uivre). L'avantage prin
ipal de l'optique estla possibilité de densi�er les 
onnexions en raison des faibles perturbations intervenantentre deux signaux optiques spatialement pro
hes. Dans le livre que j'ai 
o-édité ave
A. Ferreira sur le sujet [26℄, à la suite de l'atelier WOCS en 1995 (Workshop on Op-ti
s and Computer S
ien
e), on s'aperçoit qu'un grand nombre d'appli
ations proposéesprovenaient de 
e domaine. Seules quelques problématiques 
on
ernaient les réseaux plusgénéraux. Dans les réseaux d'inter
onnexion optiques, on peut 
iter le réseau POPS, pro-posé par R. Melhem et son équipe à Pittsburgh [61℄, pour lequel nous avons étudié despropriétés de plongements de graphes. Nous présentons plus en détail 
ette problématiqueet les résultats obtenus au paragraphe 3.1.L'appli
ation de l'optique dans les réseaux dédiés a 
onduit à l'étude de diversestopologies spé
i�ques. Par exemple, le réseau d'inter
onnexion OTIS (Opti
al TransposeInter
onne
tion System) se 
ompose de deux plans de lentilles permettant de relier unematri
e d'émetteurs à une matri
e de ré
epteurs, selon un motif �xé par le nombre et lataille des lentilles. Les travaux e�e
tués par D. Coudert à Ni
e sur 
e dernier modèle sontdu même ordre : modélisation de 
ette topologie par des graphes de Kautz [38℄.Cependant, les ma
hines parallèles ont évolué, laissant la pla
e à des grappes de pro-
esseurs. L'inter
onnexion des pro
esseurs ne se fait plus par l'intermédiaire d'un réseaud'inter
onnexion spé
i�que, mais grâ
e à des 
onnexions plus générales. De plus, un nou-veau pan de l'algorithmique est revenu au premier plan ave
 le Global Computing :l'algorithmique distribuée sur un réseau totalement asyn
hrone. Dans 
e 
as, le réseaun'est plus du tout dédié, mais les 
ommuni
ations utilisent des 
onnexions de type Inter-net. Cette évolution a été rendue possible grâ
e à l'introdu
tion des te
hnologies optiquesau niveau des routeurs, permettant ainsi d'atteindre des très hauts débits.2.2 Réseaux de télé
ommuni
ationDans 
e paragraphe, nous présentons les divers types de réseaux de télé
ommuni
ationauxquels je me suis intéressé depuis la �n des années 1990. Dans 
e 
ontexte, l'élément quiest ratta
hé au routeur n'est plus un pro
esseur 
omme dans les réseaux d'inter
onnexionde ma
hines parallèles, mais diverses entités qui sont, la plupart du temps, des réseauxà moindre é
helle. Ces réseaux 
ommuniquent souvent à des débits moins élevés et/oudes te
hnologies di�érentes. Par exemple, un réseau de type ba
kbone pourra utiliser leste
hniques très haut débit optiques et les sous-réseaux des te
hnologies �laires (
uivre)de moindre débit. Nous nous sommes restreints à l'étude d'un seul niveau de la hiérar
hied'un réseau (aux deux extrêmes, le réseau lo
al et le réseau de type ba
kbone) dans lequel8



tous les sommets sont équivalents, i.e., les routeurs sont de même type. Chaque sommetémet un 
ertain nombre de messages à destination d'autres sommets de 
e même niveaude modélisation ; il a

epte par ailleurs les messages qui lui sont destinés.2.2.1 Modélisation d'un routeurDe manière simpli�ée, on peut représenter le prin
ipe d'un routeur par la �gure 2.1.Le modèle de routage des messages est simple : 
eux-
i arrivent de manière syn
hrone ounon dans 
haque lien du routeur. Celui-
i 
hoisit suivant son algorithme interne le liende sortie vers lequel il envoie 
haque message et, le 
as é
héant, il ré
upère les messagesqui lui sont destinés. Si on 
onsidère qu'un routeur fait l'interfa
e entre le réseau que l'onmodélise et un sous-réseau, le message ainsi reçu sera traité dans 
e sous-réseau, 
hargeà 
e dernier de l'envoyer vers sa destination réelle �nale. Il est quelquefois né
essaired'e�e
tuer des désen
apsulations. Cette dernière partie ne nous 
on
erne pas dans le
adre de nos études.Nos travaux se situent dans le 
ontexte syn
hrone. En e�et, notre 
ollaboration ave
les 
on
epteurs des systèmes optiques dans le 
adre du projet RNRT ROM, en parti
ulierave
 Al
atel, a montré que 
ette hypothèse est valide dans le monde des télé
ommuni
a-tions, moyennant une resyn
hronisation au niveau de 
haque routeur. Cette opération estgérable � assez � simplement par les 
omposants optiques a
tuels. Le 
ontexte de travailpré
ise alors les 
apa
ités du routeur suivant divers 
ritères.
Sous-Réseau

?Autres Routeurs Autres Routeurs
Fig. 2.1 � Modélisation d'un routeur génériqueCapa
ité de sto
kage du routeur : est-
e que le routeur peut mettre en attente unou plusieurs messages a�n que 
haque message prenne la sortie souhaitée ? Dans le
ontexte 
lassique (non optique), le nombre de messages que l'on peut ainsi sto
kerest important. Ce
i a alors permis de développer des politiques d'attente 
ommele store & forward. Cependant, dans le 
ontexte optique, la taille des messageset le débit sont tels qu'on ne peut sto
ker qu'un petit nombre de messages enparti
ulier grâ
e aux lignes à retard. Cette petite 
apa
ité est souvent mise à pro�tpour augmenter un peu le temps de dé
ision de routage, mais elle ne 
onstitue pasun réservoir su�sant de sto
kage intermédiaire de messages. De 
e fait, nous avons
onsidéré 
ette 
apa
ité nulle. Cela a une 
onséquen
e non négligeable. L'algorithmede routage ne peut pas envoyer plusieurs messages sur le même lien de sortie. Don
,9



en 
as de 
on�it (plusieurs messages voulant emprunter la même sortie), l'algorithmede routage devra expédier au moins l'un des messages 
on
ernés vers une sortie nondésirée. Nous verrons au 
hapitre suivant, en parti
ulier au paragraphe 3.3, lesoptions que nous avons 
hoisies dans le 
adre du projet RNRT ROM.Temps de prise de dé
ision de routage : de 
ombien de temps l'algorithme de rou-tage possède-t-il pour prendre sa dé
ision ? Cette question donne d'autres 
ritèresd'évaluation d'un algorithme de routage. Elle 
her
he à résoudre le 
ompromistemps/qualité du routage. On 
onstate que la 
omplexité peut utiliser d'autres
ritères que 
eux 
ommunément admis en algorithmique. En e�et, si on 
her
heà mettre en ÷uvre 
es algorithmes sur des 
artes dédiées, il faut di�érentier parexemple les 
al
uls sur des entiers des 
al
uls utilisant des �ottants. Une autreopération 
oûteuse est la le
ture dire
te dans un tableau au travers d'indire
tions.Cette problématique d'optimisation d'ar
hite
ture est étudiée dans le 
adre du pro-jet RNRT ROM-EO [3℄. La problématique prin
ipale 
onsiste à quanti�er le sur
oûtinduit par une prise de dé
ision non optimale en termes de performan
es du routage.Dimensions du problème : le temps de dé
ision du routage est d'autant plus 
ritiqueque le nombre de messages en entrée est grand. Si le nombre de liens est petit,le nombre de messages di�érents à router peut être très important si on utiliseles te
hnologies multi-longueur d'onde WDM (Wavelength Division Multiplexing).Sur la durée de nos re
her
hes dans le domaine, le nombre de longueurs d'ondessur les liens des réseaux est passé de quelques unités à quelques dizaines. Si on seréfère aux possibilités a
tuelles (80 longueurs d'ondes 
ommer
ialisées, et plus de300 démontrées2), 
e nombre ne 
onstitue plus une ressour
e 
ritique des réseaux.Cette évolution a pu se faire grâ
e en parti
ulier à l'évolution des te
hnologies deslasers, et surtout des �bres optiques dont le traitement permet de 
ompenser lese�ets non linéaires de la déformation du signal sur les longues distan
es.Capa
ités additionnelles des routeurs : ave
 l'avènement des 
omposants optiques,
ertains routeurs pourraient intégrer de nouvelles fon
tionnalités. Un exemple simpleest la dupli
ation de messages : un message arrivant à une entrée peut être envoyésans sur
oût signi�
atif vers plusieurs sorties di�érentes. Nous étudierons 
e modèleau paragraphe 3.2.
2.2.2 Communi
ations multipointsAu 
ours des dernières années, les débits o�erts par les réseaux de type internet ontpermis l'émergen
e de nouvelles appli
ations. En e�et, pré
édemment, 
elles-
i étaientprin
ipalement basées sur les 
ommuni
ations point-à-point entre deux interlo
uteurs2Dans les re
ords (qui sont faits pour être battus), Al
atel a démontré en 2004 qu'il était possibled'atteindre 10 Terabit/s en multiplexant 256 
anaux opérant 
ha
un à 40 Gb/s sur une distan
e de100 km. Par ailleurs, Al
atel a aussi réussi à transmettre 3 Terabit/s sur une distan
e de 7300 km, enmultiplexant 300 
anaux opérant 
ha
un à 10 Gb/s.10



parti
uliers. Maintenant, elles permettent de faire 
ollaborer plusieurs (> 2) interlo
u-teurs dans un même groupe. La problématique ainsi soulevée évolue de la manière sui-vante : peut-on faire 
ollaborer plusieurs entités plus e�
a
ement qu'en e�e
tuant des
ommuni
ations de type point-à-point ? Nous présentons au paragraphe 4.1 un problèmed'allo
ation de ressour
es dans le 
adre des 
ommuni
ations multipoints.2.2.3 Dimensionnement de réseauxUn des problèmes essentiels des opérateurs de télé
ommuni
ation est de bien dimen-sionner leurs réseaux : il faut satisfaire les demandes des 
lients pour un 
oût globalminimum. Par ailleurs, diverses 
ontraintes peuvent s'ajouter, augmentant la diversitédes problèmes. Par exemple, un 
lient peut demander à 
e que son réseau soit sé
urisé :il doit exister deux 
hemins ar
 (ou sommet)-disjoints entre 
haque paire de sommets.2.2.4 ÉvolutionDepuis 2003, nous étudions un nouveau type de problèmes relié aux réseaux : la notionde robustesse dans un 
ontexte de réseau en évolution. Le 
adre de la problématiqueest simple. Le réseau que l'on 
onsidère n'est plus �xe 
omme pré
édemment, mais enévolution. Des ressour
es (sommets et/ou liens) apparaissent ou disparaissent à di�érentesétapes. L'évolution est lente et son utilisation doit être prévue pour les di�érentes étapes.Dans 
e 
adre, nous essayons de prévoir une plani�
ation de l'utilisation d'un réseaupour des opérations simples d'allo
ation. De 
e fait, une ressour
e utilisée à une étapedonnée peut s'avérer peu intéressante du fait de l'ajout de nouvelles possibilités à l'étapesuivante. Cependant, le fait de ne plus utiliser une ressour
e induit des pénalités dans le
oût global d'utilisation. Ainsi, un problème simple dans le 
ontexte 
lassique 
omme lare
her
he d'un plus 
ourt 
hemin s'avère plus 
omplexe dès que l'on 
onsidère plusieursétapes.2.3 Apports de l'optiqueAu travers des di�érents exemples que l'on développe dans 
ette partie, nous mon-trons que l'introdu
tion de l'optique dans les 
ommuni
ations permet, tant au niveauparallélisme qu'au niveau des réseaux optiques à très haut débit, de renouveler les pro-blématiques de re
her
he.D'un point de vue te
hnologique, l'apport est 
lair : les performan
es potentielles dessystèmes utilisant l'optique pour e�e
tuer leurs 
ommuni
ations sont ainsi augmentées demanière 
onsidérable. L'enjeu 
onsiste don
 à bien utiliser 
es moyens de 
ommuni
ation.Plusieurs 
hoix s'o�rent alors à l'utilisateur. Premièrement essayer d'utiliser les te
h-niques éprouvées en les simulant sur le nouveau système. C'est souvent l'option 
hoisiedans les systèmes parallèles. Cela 
onduit à des re
her
hes de plongements d'ar
hite
-tures simples, pour lesquelles on 
onnait des algorithmes e�
a
es, dans l'ar
hite
turenouvelle. C'est le travail que nous avons e�e
tué dans le 
adre du réseau POPS (Para-graphe 3.1). La deuxième option 
onsiste à dé�nir entièrement une solution adaptée aunouveau système. C'est 
elle qui a été 
hoisie pour le routage eulérien dé�ni dans le 
adredes télé
ommuni
ations optiques (Paragraphe 3.3).11



Par ailleurs, on remarque que les ressour
es apportées par 
es nouvelles te
hnologiespermettent d'imaginer des appli
ations plus 
omplexes que pré
édemment, mettant en jeuun grand nombre d'utilisateurs, des volumes de données importants et/ou une puissan
ede 
al
ul importante. L'émergen
e des systèmes pair-à-pair n'aurait sans doute pas étépossible sans l'apport des 
ommuni
ations à très haut débit.2.4 Organisation de 
ette partieDans les deux 
hapitres suivants, nous présentons nos divers résultats relatifs aux
ommuni
ations dans les réseaux. A�n de ne pas multiplier inutilement le nombre de
hapitres, nous avons 
hoisi de les regrouper en deux volets.Le premier regroupe les problèmes pour lesquels nous avons étudié les aspe
ts stru
tu-rels dans di�érents types de réseaux. Le se
ond regroupe divers problèmes d'optimisationde ressour
es qui interviennent dans 
es mêmes réseaux.

12



Chapitre 3Aspe
ts stru
turels des
ommuni
ations dans les réseauxLe but de 
e 
hapitre est de mettre en éviden
e un élément important de notre re-
her
he dans le domaine des réseaux. Il s'agit, au travers d'exemples variés, de trouver lesstru
tures dans les réseaux adaptées pour réaliser des 
ommuni
ations de manière simpli-�ée. Dans 
e 
adre, le plongement de l'anneau ou du tore dans le réseau d'inter
onnexionPOPS (paragraphe 3.1) permet d'émuler e�
a
ement n'importe quel algorithme 
onçupour des ma
hines parallèles dans l'ar
hite
ture parallèle POPS. De même, dans l'é
hangetotal perpétuel présenté au paragraphe 3.2, nous essayons de partitionner le réseau endi�érents sous-réseaux pour lesquels le problème initial se subdivise en sous-problèmesélémentaires. En�n, dans le 
adre du projet RNRT ROM, nous avons dé�ni une méthodede routage basée sur les 
ir
uits eulériens ; nous nous sommes pen
hés sur la re
her
he de
ir
uits eulériens possédant de bonnes propriétés de routage. Ces propriétés s'exprimenten terme de diamètre que l'on doit dé�nir de manière spé
i�que (paragraphe 3.3).3.1 Plongements dans le POPSUne des premières appli
ations des te
hnologies optiques dans les 
ommuni
ations
on
erne les ma
hines parallèles. Il s'agissait alors de rempla
er les réseaux d'inter
on-nexion des ma
hines parallèles par des stru
tures potentiellement plus e�
a
es pour l'en-voi des données. L'un des 
omposants optiques phare pour e�e
tuer les 
ommuni
ationsest l'étoile passive optique (OPS) [31℄. Ce 
omposant permet d'e�e
tuer des di�usions demessages à moindre 
oût : un message envoyé par l'expéditeur est reçu simultanément partous les destinataires. Si on envoie un message de type point-à-point dans un tel réseaud'inter
onnexion, il su�t de pré
iser le destinataire dans l'entête du message. Cependant,un réseau n'utilisant qu'un seul OPS ne peut pas relier un grand nombre de ma
hinesen parti
ulier pour des problèmes d'atténuation de signal. Diverses propositions ont étésuggérées a�n de pallier 
e problème. Des généralisations des réseaux � intéressants �pour les ar
hite
tures parallèles 
omme le réseau de de Bruijn ont été proposées. Parmiles propositions, nous nous sommes intéressés au modèle Partitioned Opti
al Passive Starqui avait été dé�ni suite à une 
ollaboration entre des informati
iens et des opti
iens àl'université de Pittsburgh [61℄.Lorsque l'on dé�nit un nouveau modèle d'ar
hite
ture parallèle, il est important de13



pré
iser 
omment on peut y développer des appli
ations. Une grande partie des appli
a-tions parallèles utilisent des 
ommuni
ations dites � régulières �, basées sur des topologiessimples. Par exemple, les algorithmes de di�usion de données ont été étudiés en profon-deur sur des réseaux d'inter
onnexion simples 
omme l'anneau, le tore ou l'hyper
ube [84℄.Il est important de voir 
omment on peut � 
on�gurer � la topologie initiale en 
es ré-seaux simples. C'est le but prin
ipal des plongements d'une ar
hite
ture dans une autre.Dans 
e 
adre, G. Gravenstreter et R. Melhem ont proposé des plongements d'anneauxet de tores dans le POPS [60℄. Ave
 A. Ferreira et J. Cohen, nous avons étudié 
e pro-blème au travers d'une autre modélisation du POPS [22,25℄. Cette modélisation a permisd'améliorer les résultats pré
édents de manière signi�
ative.Dans la suite de 
e paragraphe, nous présentons rapidement l'ar
hite
ture POPS etla modélisation 
hoisie (paragraphe 3.1.1), avant de présenter nos di�érents résultats auparagraphe 3.1.2.3.1.1 Dé�nitions et modèlesLe 
÷ur de l'ar
hite
ture du POPS est l'étoile passive optique (OPS). Cet élémentoptique permet de 
onne
ter N n÷uds (on parle alors d'un OPS de degré N). Chaquetransmetteur envoie son message au travers de l'OPS et 
haque destinataire reçoit alors lemessage dire
tement ave
 un taux d'atténuation de 1/N (
as idéal). A�n d'inter
onne
terun grand nombre de n÷uds, on peut utiliser plusieurs OPS et les 
on�gurer de la manièresuivante.Dé�nition 3.1 Le réseau Partitioned Opti
al Passive Star POPS(d, g) est 
omposéde N = dg n÷uds et g2 OPS de degré d (voir �gure 3.1(a)). Les n÷uds sont divisés en ggroupes de taille d.
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2 , 4)Fig. 3.1 � Illustration de la propriété 3.1 : deux représentations du même réseau.Ce réseau est modélisé par une 
lasse parti
ulière d'hypergraphes orientés dé�nie par A.Ferreira [33℄ : les empilements de graphes.Dé�nition 3.2 Soit G = (V, E) un graphe et m un entier stri
tement positif. On appelleempilement du graphe G, noté ς(G, m) = (Vς , Eς), l'hypergraphe dé�ni par :1. Vς = {0, . . . , m− 1} × V ; 14



2. soit π la fon
tion Vς −→ V telle que π([i, v]) = v, alors l'ensemble des hyperarêtesest dé�ni par :
Eς = {π−1(a) ∪ π−1(b) | (a, b) ∈ E}On appelle alors m le fa
teur d'empilement. Si G = (V, A) est un graphe orienté, onpeut dé�nir de même un empilement d'un graphe orienté (voir �gure 3.1(b)). Lessommets sont dé�nis de la même manière. Chaque hyperar
 aς issu d'un ar
 (u, v) a pourensemble sour
e π−1(u) et ensemble destination π−1(v).La propriété prin
ipale des POPS est qu'ils peuvent être modélisés par un empilementde graphe orienté parti
ulier.Propriété 3.1 ( [25℄) Le réseau POPS(d, g) peut être représenté par l'empilement dugraphe orienté K+∗

g : ς(K+∗
g , d).La notion de plongement est bien dé�nie dans le 
adre des graphes [67℄. Il peut êtredé�ni 
omme un 
ouple d'appli
ations. La première a�e
te à 
haque sommet du premiergraphe un sommet dans le se
ond. La se
onde envoie les arêtes du premier graphe vers les
hemins du se
ond, et 
e
i de manière 
ompatible ave
 la première fon
tion. On étudiealors le sur
oût de l'émulation d'un réseau par un autre. Les prin
ipaux paramètres sont ladilatation, la 
harge et la 
ongestion. La dilatation indique la longueur maximale d'un
hemin image de la se
onde appli
ation, tandis que la 
harge 
orrespond au nombremaximum de sommets (
harge-sommets) qui sont a�e
tés à un même sommet du réseau
ible. La 
ongestion 
orrespond au nombre maximum de 
hemins utilisant une mêmearête du réseau 
ible.Dans notre 
as, on 
her
he à émuler un réseau point-à-point sur un POPS parti
ulier.On dé�nit une extension des plongements d'un graphe dans le POPS. Le réseau étantde diamètre 1, le paramètre de dilatation est toujours égal à 1. Par 
ontre, le paramètreimportant est la 
ongestion des OPS, 
'est-à-dire, le nombre de 
hemins traversant unmême OPS. En e�et, si k 
hemins traversent un même OPS, la simulation d'une étapede 
ommuni
ation du réseau initial par le POPS né
essitera k étapes sur le POPS.3.1.2 RésultatsDu fait de la modélisation 
hoisie, la méthodologie générale s'appuie sur le théorèmesuivant, illustré par la �gure 3.2.Théorème 3.1 ( [22℄) Soit α et g deux entiers, G un graphe ayant αg sommets et ϕ unplongement de G sur K+∗

g de 
harge α et de 
ongestion 1. Il existe alors un plongement
Φ de G sur POPS (α, g) de 
ongestion 1 et de 
harge 1.De 
e résultat, on en déduit des plongements simples de tout type d'anneau dans n'im-porte quel POPS. En e�et, il su�t de re
her
her un plongement dans le graphe 
omplet
K+∗

n . Comme 
elui-
i est eulérien, 
e plongement peut se faire de manière optimale [25℄.La te
hnique mise au point dans [60℄ est beau
oup plus 
omplexe et met en jeu desalgorithmes avan
és pour équilibrer le plongement.Le 
as des tores est plus 
omplexe. Ils ont aussi été étudiés dans [60℄. Cependant, lesauteurs se sont restreints au 
as du tore 
arré dont la longueur du 
�té est une puissan
e de15
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Fig. 3.2 � Illustration du théorème 3.12. Nous avons étendu 
e résultat à toute dimension de tore 
arré. Dans notre travail, nousavons 
her
hé à équilibrer les plongements dans les deux dire
tions prin
ipales du tore.En e�et, le but des plongement est d'émuler des algorithmes parallèles 
onçus pour destores (ou des grilles) sur la topologie spé
i�que POPS. Or, la plupart de 
es algorithmese�e
tuent des 
ommuni
ations par phases en privilégiant à 
haque fois une dire
tion.3.1.3 Con
lusions et perspe
tives de 
e travailDans 
e paragraphe, on avons mis en éviden
e une modélisation du réseau d'inter
on-nexion du POPS. Cette modélisation permet en parti
ulier de re
her
her des plongementsde réseaux 
lassiques dans 
ette ar
hite
ture. En utilisant la méthodologie générale pré-sentée au théorème 3.1, nous avons aussi étendu 
es résultats aux graphes de de Bruijn.Diverses questions se posent en
ore. En parti
ulier, les problèmes de dé
ision liés auplongement sont NP-
omplets [7℄. À quelles 
onditions le restent-ils si on s'intéresse auPOPS ? En e�et, le graphe 
omplet est très simple et o�re beau
oup de possibilités. Si laquestion de la dilatation minimale n'a pas de sens dans notre 
ontexte, 
eux de la 
hargeet de la 
ongestion sont plus pertinents.Cependant, les ar
hite
tures parallèles basées sur les étoiles passives optiques n'ont pasen
ore été 
onstruites. Les avan
ées en optique se sont avérées importantes dans le mondedes télé
ommuni
ations. Cela rend sans doute moins 
ritiques les extensions possibles quel'on peut apporter à 
e travail. Néanmoins, divers travaux ré
ents ont montré l'intérêt16



de l'utilisation du POPS 
omme ar
hite
ture parallèle, en montrant 
omment on peutréaliser diverses opérations haut niveau sur 
ette ar
hite
ture, 
omme le tri [40℄ ou leroutage des permutations [78, 79℄.Dans la suite du 
hapitre, nous nous intéressons à deux autres problèmes stru
tu-rels davantage basés sur les réseaux optiques généraux, bien que les solutions apportéespuissent être utilisées dans des réseaux d'inter
onnexion.3.2 É
hange total périodiqueComme nous l'avons montré au 
hapitre pré
édent, l'introdu
tion de l'optique dansles télé
ommuni
ations a permis de 
onsidérer de nouvelles fon
tionnalités dans les 
apa-
ités d'un routeur. Dans 
e paragraphe, nous 
onsidérons qu'un routeur peut dupliquersans sur
oût les messages qui transitent par lui. Cette 
apa
ité est assez simple à réaliserave
 les te
hnologies optiques. Ave
 D. Barth, nous avons 
onsidéré un 
as parti
ulierde 
on�guration du routeur : elle reste stable pendant tout le pro
essus. On parle alorsde réseau 
ommuté. Cette hypothèse peut paraître un peu irréaliste. Cependant, elle sejusti�e parfaitement lors d'un pro
essus de 
ontr�le global d'un réseau : une des étapes(TDM), ou une des longueurs d'onde (WDM) est dédiée au 
ontr�le du réseau. Les opé-rations doivent y être simples. La 
ommutation prédé�nie s'avère don
 utile dans 
e 
as.Les réseaux 
iblés par 
ette appli
ation doivent don
 supporter une forte syn
hronisationde l'envoi des messages. Ce problème vise don
 les réseaux d'inter
onnexion de ma
hinesparallèles et les réseaux lo
aux de faible envergure.Dans 
e type de réseau, nous avons étudié une opération de 
ontr�le périodique duréseau : le problème d'é
hange total périodique. Les 
ontr�les périodiques de réseau sontà la base de la gestion d'un 
ertain nombre d'appli
ations distribuées, 
omme les appli
a-tions de vidéo à la demande [68℄ ou l'équilibrage de 
harge dans les grilles de 
al
ul [73℄.Toutes 
es appli
ations ont en 
ommun la re
her
he d'une qualité de servi
e garantieentre les di�érents a
teurs. Ce paragraphe résume les résultats de [8℄.Par la suite, nous pré
isons le 
ontexte de notre étude au paragraphe 3.2.1, avant dedonner nos résultats aux paragraphes suivants.3.2.1 Dé�nitionsLe modèle de routeur est spé
i�que à 
e problème. On suppose que 
haque n÷ud duréseau envoie périodiquement un message (son état) aux autres n÷uds en utilisant les
apa
ités des routeurs. Chaque routeur fon
tionne ave
 le mode suivant :Syn
hrone : toutes les 
ommuni
ations sont e�e
tuées par étape.Capa
ité 1 : les liens ne peuvent envoyer qu'un seul message à la fois.
∆-port : un routeur peut envoyer des messages sur tous ses liens de sortie.Uni
ité : 
haque message n'est émis qu'une seule fois.Contr�le du routeur : les destinations d'un message sont en
odées dans son entête.L'entête est re
al
ulée quand le message est réexpédié. Le message est détruit s'iln'a plus de destinataire. 17



Absorption : si un message traverse un routeur destinataire, 
elui-
i en ré
upère une
opie.Une 
on�guration d'un routeur est représentée dans la �gure 3.3.
(f)(
)(
)(b)(a)(e)(d)(
)(a)(b)

(e) (f)(d)Fig. 3.3 � Commutation d'un routeur. Les messages (d) et (e) sont absorbés par lerouteur, le message (f) est inséré dans le réseau et le message (
) est dupliqué vers deuxsorties di�érentes.Une première solution 
onsiste à réaliser périodiquement un algorithme d'é
hangetotal [84℄. Cependant, dans la majeure partie des réseaux, 
ette opération né
essite unréarrangement des routeurs, 
'est-à-dire, les messages doivent être réexpédiés et le réseaure
on�guré. Cela n'est don
 pas 
ompatible ave
 le modèle 
hoisi. De plus, nous avonsmontré que les deux problèmes peuvent être di�éren
iés selon des paramètres dé
rits plusloin.Un moyen simple pour résoudre 
e problème est de 
onsidérer un 
ir
uit 
ouvranttous les n÷uds. Chaque n÷ud doit alors émettre toutes les k étapes, où k est la longueurdu 
ir
uit. Cette solution n'est pas e�
a
e 
ar elle n'utilise pas tous les liens du réseau.Par ailleurs, le délai d'attente d'un message peut aussi être important.Dans 
e 
ontexte, la problématique 
onsiste à minimiser les deux 
ritères :la période : la durée maximale entre deux envois de messages par un même n÷ud ;la fenêtre : le temps maximum pris par un message pour atteindre toutes ses destina-tions.A�n d'atteindre 
e but, notre stratégie 
onsiste à dé
omposer le réseau prin
ipal ensous-réseaux indépendants sur lesquels le problème se résout simplement. Si on 
onsidèreune 
ommutation parti
ulière du réseau, on remarque que 
e dernier se dé
ompose natu-rellement en plusieurs sous-réseaux distin
ts. On peut prendre deux exemples simples.� Premièrement, si le réseau 
ontient un 
ir
uit eulérien, on peut numéroter les ar
sdu réseau entre 0 et m − 1 (m est le nombre d'ar
s). Comme nous l'illustrons auparagraphe suivant (sur le routage eulérien), on peut 
on�gurer 
haque routeur desorte que l'ar
 numéro i soit 
onne
té à l'ar
 numéroté (i + 1) mod m. Dans 
e 
as,il n'y a qu'un seul sous-réseau : le 
ir
uit eulérien.� Un deuxième exemple n'est possible que dans les graphes admettant une dé
ompo-sition en 
ir
uits hamiltoniens, 
omme 
ertains tores. Il su�t de numéroter indé-pendemment 
haque 
ir
uit hamiltonien et e�e
tuer les 
ommutations en suivant18



l'orientation des 
ir
uits. Dans 
e 
as, l'ensemble des sous-réseaux 
orrespond àl'ensemble des 
ir
uits hamiltoniens.Ces deux exemples possèdent une propriété essentielle pour e�e
tuer notre opérationd'é
hange total périodique : 
ha
un des sous-réseaux de la dé
omposition 
ouvre l'en-semble des sommets du réseau. Cette propriété est essentielle. En e�et, dans un sous-réseau non 
ouvrant, il est impossible d'atteindre tous les sommets. Comme nous levoyons par la suite, il existe d'autres dé
ompositions admissibles pour notre problème.Le but de 
es dé
ompositions est de don
 diviser le problème d'é
hange total pé-riodique en plusieurs problèmes de type k-MTA (Many-To-All). A�n d'e�e
tuer 
haqueopération, 
haque sous-stru
ture doit 
ouvrir tous les n÷uds du réseau.Dé�nition 3.3 Étant donné un réseau 
ommutable G = (V, E), une instan
e d'un k-MTA est donnée par un ensemble Vi ⊂ V de taille k 
ontenant les n÷uds qui doiventémettre des messages vers tous les autres.Un s
héma périodique d'un n÷ud v de Vi est une suite in�nie périodique d'entiersqui représente la suite des délais entre deux envois 
onsé
utifs de messages par v :
D(v) = d0d1 . . . dh(x1x2 . . . xt)

∞Un s
héma périodique global est la donnée d'une 
ommutation du réseau et dess
hémas périodiques pour 
haque n÷ud du réseau.On peut remarquer que les stru
tures 
ouvrantes re
her
hées dépendent étroitementde l'opération que l'on souhaite réaliser sur le réseau. En e�et, si on souhaite e�e
tuerune di�usion, même périodique, d'une donnée depuis un n÷ud sour
e vers tous les autres,il su�t de se donner un seul arbre 
ouvrant le réseau. A�n d'améliorer l'e�
a
ité de 
es
ommuni
ations, on peut 
ouvrir le réseau par plusieurs arbres de re
ouvrement disjoints(présentés pour l'hyper
ube dans [84℄). Dans le 
as de regroupement de données, onpeut utiliser la même stru
ture que pour la di�usion. L'é
hange total simple, 
'est-à-direnon périodique, peut s'e�e
tuer par une séquen
e de 
on
entration, puis de di�usion.Il est alors important de noter que la taille des messages véhi
ulés est très importanteet ne peut en au
un 
as être utilisée ave
 nos hypothèses de 
e travail. En e�et, 
elasupposerait que les routeurs puissent agréger les messages en provenan
e des di�érentesentrées de manière e�
a
e. En ajoutant 
ette possibilité te
hnologique et en supposantque la taille des messages ne soit pas un problème, on peut alors dé�nir un s
héma simpled'é
hange total périodique si on possède deux arbres 
ouvrants disjoints. Le premierpermet d'e�e
tuer une 
on
entration des information vers un n÷ud parti
ulier, le se
ondétant 
hargé de la di�usion du message ainsi agloméré. La période est alors optimale,puisqu'à 
haque étape de nouveaux messages peuvent être envoyés par tous les somemts.La fenêtre est alors égale à la somme des hauteurs des deux arbres.En suivant le modèle 
hoisi, une 
ouverture des sommets par des 
y
les disjointspermet de pas augmenter la taille des messages envoyés, 
omme nous allons le voir parla suite.3.2.2 k-MTA sur des réseaux simplesLes 
as simples permettent souvent de dé�nir les entités élémentaires du 
as général.Pour notre problème, 
es éléments simples sont les anneaux, les arbres et une 
ombinaison19



parti
ulière de 
es deux stru
tures appelée poulpe. Les résultats suivants servent de baseaux résultats sur les graphes généraux présentés au paragraphe 3.2.3.Pour un arbre enra
iné tel que toutes les arêtes sont orientées vers les feuilles, on
onsidère l'instan
e où seule la ra
ine peut émettre. Dans 
e 
as, la période vaut 1, et lafenêtre 
orrespond à la longueur de la plus grande bran
he de l'arbre.En 
e qui 
on
erne l'anneau orienté à n éléments, on peut dé�nir des algorithmespériodiques optimaux pour 
haque densité d'émetteurs.Lemme 3.1 ( [8℄) Soit R(n) l'anneau orienté ave
 n sommets et k un entier. Pourn'importe quelle instan
e Vi du problème k-MTA, il existe un algorithme périodique defenêtre n− 1 (optimal) et de période p tel que :� p = n− 1 si k = n ;� p = k +
⌈

n mod k
n/k

⌉ si k < n.On dé�nit ensuite les poulpes 
omme les réseaux 
ombinant les arbres et les anneauxde la manière suivante.Dé�nition 3.4 Un poulpe θ de taille n et de hauteur d est un graphe orienté 
omposéde :� un anneau orienté de taille n appelé la tête, Head(θ), et� un ensemble d'arbres orientés, que l'on nomme les tenta
ules de θ, de hauteur auplus d enra
inés sur un sommet de la tête. On note depth(θ) la hauteur maximalede 
es arbres.La famille des poulpes est aussi 
ara
térisée par la famille des graphes dont tous lessommets sauf éventuellement 1 (dans le 
as des arbres) ont pour degré entrant 1.
Fig. 3.4 � Un poulpe de taille 6 et de hauteur 2. La tête est en gras.Une 
onséquen
e dire
te du lemme 3.1 est la résolution du problème k-MTA sur lespoulpes en suivant les mêmes prin
ipes.Lemme 3.2 Soit θ un poulpe de taille n et de hauteur h, et k un entier. Pour n'importequelle instan
e Vi du problème k-MTA sur θ où Vi ⊂ Head(θ), il existe un algorithmepériodique de fenêtre n + h− 1 (optimal) et de période p tel que :� p = n− 1 si k = n et h = 0 ;� p = k +

⌈
n mod k

n/k

⌉ si k < n.De 
e lemme, on voit que les éléments sour
e ne peuvent se situer que sur la tête despoulpes. En e�et, on ne peut atteindre tous les sommets d'un poulpe qu'à partir dessommets de la tête. 20



3.2.3 Dé
omposition d'un réseau général pour l'é
hange totalDe 
es premiers résultats, on déduit le type de dé
omposition que l'on re
her
he pourun réseau donné en vue de réaliser l'é
hange total (n-MTA) périodique. L'obje
tif estdon
 de 
ouvrir le réseau par des poulpes de sorte que :1. Les têtes des poulpes 
ouvrent tous les sommets du réseau. Un sommet peut éven-tuellement être 
ouvert par plusieurs têtes.2. Chaque poulpe 
ouvre tous les sommets du réseau a�n d'e�e
tuer lo
alement un
k-MTA périodique.De plus, si un sommet appartient à plusieurs têtes de poulpe, il faut séle
tionner lepoulpe vers lequel 
e sommet va émettre ses données. Pour 
haque poulpe, on dé�nitainsi une instan
e parti
ulière : si on note f la fon
tion qui attribue un poulpe à 
haquesommet du graphe, l'instan
e dé�nie pour un poulpe donné θ est f−1(θ). On appelle 
ettedé
omposition une 
ouverture par des poulpes, qui est entièrement dé�nie par O et

f , où O est l'ensemble des poulpes de la 
ouverture. La �gure 3.5(b) présente une telle
ouverture.
(a) Graphe G (b) Deux poulpes 
ouvrant GFig. 3.5 � Une 
ouverture par des poulpes d'un graphe. Chaque sommet de G est marquédans l'un des deux poulpes (fon
tion f).Une fois 
ette dé
omposition obtenue, le proto
ole général 
onsiste à appliquer leproto
ole dé�ni pour 
haque poulpe par le lemme 3.2. En e�et, 
haque poulpe de ladé
omposition peut e�e
tuer son proto
ole indépendemment des autres. On en déduit lerésultat général suivant.Théorème 3.2 ( [8℄) Soit G = (V, E) un réseau et (O, f) une 
ouverture par des poulpesde G. Il existe un algorithme périodique réalisant l'é
hange total sur G ave
 une périodeau plus égale à

max
θ∈O

(depth(θ) + |Head(θ)|)et une période égale à
max
θ∈O

(
|f−1(θ)|+

⌈ |Head(θ)| mod |f−1(θ)|
|Head(θ)|/|f−1(θ)|

⌉)
.La période de l'algorithme est au moins ⌈|V |/∆⌉, où ∆ est le degré maximum duréseau. Par ailleurs, si on 
onnaît l'ensemble des poulpes de la dé
omposition (O), onpeut 
hoisir la fon
tion f de telle sorte que la période soit minimale. Cependant, nous nesavons pas en
ore si trouver une famille de poulpes qui permet de minimiser la périodeest un problème polynomial. 21



3.2.4 Dé
omposition de réseaux parti
uliersNous résumons les résultats que nous avons obtenus pour quelques 
lasses de graphesorientés symétriques. Ceux-
i sont de deux ordres. Premièrement, ils peuvent être uneappli
ation du théorème sur les dé
ompositions dans le 
as où les graphes possèdentune dé
omposition hamiltonienne. Le se
ond 
as s'intéresse à des solutions ad ho
, enparti
ulier dans le 
as des tores.Théorème 3.3 Soit G un graphe régulier de degré δ de taille n possédant une dé
omposi-tion hamiltonienne, et k un entier. Il existe un algorithme périodique réalisant un k-MTApour n'importe quelle instan
e de fenêtre n− 1 et de période :
⌈

k

δ

⌉
+

⌈
n mod ⌈k/δ⌉

n/⌈k/δ⌉

⌉
·Si on ne 
onsidère que le 
as de l'é
hange total périodique, on obtient le tableausuivant.Réseau Fenêtre PériodeHyper
ube de dimension n, n impair 2n − 1
⌈

2n

n

⌉
+

⌈
2n mod ⌈2n/n⌉

2n/⌈2n/n⌉

⌉Anneau A(n) n− 1
⌈

n
2

⌉
+

⌈
n mod ⌈n/2⌉

n/⌈n/2⌉

⌉Tore T (n, p) np− 1
⌈

np
4

⌉
+

⌈
np mod ⌈np/4⌉

np/⌈np/4⌉

⌉Tore T (4, q), q ≥ 3 q + 3 qTore T (4pα, 4qα), pgcd(p, q) = 1 4pqα2 + 3 4pqα2Dans les deux derniers 
as, nous avons déterminé une 
ouverture par des poulpesparti
ulière, pour laquelle les têtes sont disjointes. On arrive à 
onstruire ensuite desarbores
en
es à partir de 
es têtes qui soient 
ompatibles entre elles. La �gure 3.6 pré-sente la dé
omposition du tore T (4, 2q), d'autres exemples sont donnés dans [8℄. Cettedé
omposition permet de diminuer de manière signi�
ative la taille de la fenêtre (diviséeenviron par 4) sans altérer la qualité de la période.
b c

(a)

d

(c)(b)

(d)

a

Fig. 3.6 � Poulpe permettant de 
ouvrir le tore T (4, 2q) ; il su�t de 
opier 4 fois 
e poulpepour obtenir la 
ouverture. 22



3.2.5 Con
lusions et perspe
tives de 
e travailDans 
e travail, nous avons exhibé une 
on�guration intéressante pour e�e
tuer l'opé-ration d'é
hange total perpétuel. Nous avons mis en éviden
e une nouvelle dé
ompositiond'un graphe en di�érents poulpes 
ouvrants. Cette dé
omposition nous a permis d'obtenirun proto
ole pour e�e
tuer notre opération.Plusieurs questions ressortent de 
e travail. En parti
ulier, est-il possible d'étendre 
edernier type de dé
omposition à d'autres réseaux réguliers ?On peut remarquer que notre proto
ole d'é
hange total né
essite un réseau régu-lier, stable. Une évolution possible dans 
e thème 
onsiste à re
her
her des stru
tures
ouvrantes moins rigides du graphe qui permettent de simuler un réseau régulier. Desnotions parti
ulières de plongement doivent alors être dé�nies.Une autre voie 
onsiste à re
her
her la 
onstru
tion d'une 
ouverture par des moyensalgorithmique. En e�et, nous n'avons donné i
i que des 
onstru
tion ad ho
 de 
ette 
ou-verture. Une re
her
he à plus long terme 
on
ernera les aspe
ts algorithmique distribuéepour la 
onstru
tion de 
ette 
ouverture.3.3 Routage dans les réseaux de télé
ommuni
ation op-tiquesLe monde des télé
ommuni
ations a toujours essayé d'utiliser les dernières te
hno-logies innovantes. En parti
ulier, dès que les 
omposants optiques ont 
ommen
é à seminiaturiser, 
eux-
i sont naturellement apparus dans 
e type de réseau. Dans 
e para-graphe, nous présentons quelques résultats issus du projet RNRT ROM (Routage OptiqueMultiservi
e) dans lequel les aspe
ts théoriques et pratiques ont été abordés, 
omme nousl'avons pré
isé au 
hapitre pré
édent [62℄. Au sein de 
e projet, nous nous sommes plusparti
ulièrement intéressés à la mise en pla
e d'un mode de routage simple, ave
 desgaranties de performan
es.Dans 
e paragraphe, nous nous limitons à la présentation de problèmes stru
turelsrelatifs au routage eulérien simple prin
ipalement issus de l'étude [9℄. Cette te
hnique deroutage a été améliorée tout au long du projet, en parti
ulier ave
 le routage eulérien ave
ra

our
is. Nous avons présenté plusieurs études de performan
e de 
es deux modes deroutage, en parti
ulier au travers de la 
ollaboration ave
 J-M. Fourneau de l'universitéde Versailles [11, 15, 53, 75℄.Dans la suite, nous présentons rapidement le mode de routage que nous avons étudiéau paragraphe 3.3.1 avant de présenter les résultats stru
turels que nous avons obtenusau paragraphe 3.3.2.3.3.1 Les prin
ipes du routage eulérienDans le 
adre du projet ROM, nous nous sommes 
on
entrés pré
isément les di�é-rentes garanties que l'on pouvait attendre d'un algorithme de routage, et les 
onséquen
esque l'on doit en tirer dans le 
ontexte des routeurs optiques. Un des points 
lé que nousavons 
her
hé à résoudre est le problème de la garantie de terminaison : tout message23



émis dans le réseau doit arriver à destination au bout d'un temps borné. La 
ontraintedes routeurs optiques oblige à 
onsidérer les routages sans sto
kage intermédiaire : toutmessage entrant dans un routeur doit être envoyé sans délai vers une sortie (ou éventuelle-ment être absorbé par le routeur si le message est arrivé à destination). Dans 
e 
adre, unrouteur ne peut pas dupliquer les messages 
omme au paragraphe pré
édent. Reprenonsle s
héma d'un routeur générique présenté à la �gure 2.1. Le routeur devra réaliser unepermutation des entrées vers les sorties (si au
un message n'est arrivé à destination etque toutes les entrées sont pleines). Le problème 
onsiste alors à gérer la 
ongestion :que faire quand plusieurs messages doivent emprunter le même lien de sortie ?Diverses méthodes ont été mises au point pour gérer la 
ongestion. La plus simple
onsiste à donner une priorité plus importante aux messages qui se rappro
hent de leurdestination �nale, les autres messages étant envoyés vers d'autres sorties. C'est le prin
ipede base des routages dits à dé�exion (ou hot-potato) [15,34,87℄. Cependant, même si lespropriétés statistiques de 
e mode de routage sont globalement satisfaisantes, 
elui-
i nepermet pas de garantir la terminaison. Des te
hniques de priorité peuvent être ajoutéespour améliorer 
ette propriété, en parti
ulier en fon
tion du temps déjà passé dans leréseau [34, 48℄.Une autre famille d'algorithmes de routage, dans laquelle s'ins
rit notre proposition,est le routage à 
onvergen
e [81, 92℄. Le prin
ipe est de faire suivre aux messages desdire
tions qui vont les rappro
her de leur destination �nale suivant une 
ertaine norme.Dans 
e 
adre, Feige [48℄ montre qu'il est possible d'assurer une garantie de terminaisonen O(n3/2) sur n'importe quel graphe. La proposition faite dans le 
adre du projet RNRTROM est d'orienter les messages par un 
ir
uit eulérien du graphe sous-ja
ent au réseau.Dans la version simple de 
e routage, les routeurs ont un r�le très réduit : ils peuventêtre vus 
omme 
ommutateurs entre les entrées et les sorties du routeur, la seule fon
tion
onsistant alors à �ltrer les messages arrivés à destination. Il est 
ependant possibled'améliorer les performan
es de 
e mode de routage en utilisant pleinement les fon
tionsdu routeur ave
 le routage eulérien ave
 ra

our
is [53℄.Dans la suite, on 
onsidère le réseau de routeurs représenté par un graphe 
onnexe
G = (V, E) orienté symétrique. Un tel graphe admet un 
ir
uit eulérien, 
'est-à-dire, un
ir
uit passant une et une seule fois par tous les ar
s de G. Soit C un tel 
ir
uit. Chaquepaquet émis arrivant à un n÷ud donné a priorité sur l'ar
 de sortie 
orrespondant à l'ar
suivant dans le 
ir
uit. Ainsi, un message émis par le n÷ud u et à destination du n÷ud
v arrivera né
essairement à destination. Le but est de quanti�er le temps maximal poure�e
tuer 
ette 
ommuni
ation.Pour un n÷ud v et un ar
 α = (u, x) de G, on dé�nit la distan
e dC(α, v) 
omme lalongueur du 
hemin 
ommençant par α et se terminant par la première o

urren
e de vren
ontrée sur le 
ir
uit C.Dé�nition 3.5 Soit G un graphe orienté symétrique et C un 
ir
uit eulérien de G. Soit
u et v deux sommets de G. On appelle distan
e eulérienne entre u et v :

dC(u, v) = max
(u,x)∈E

dC((u, x), v).Par extension, on dé�nit le diamètre eulérien par :
diamWC = max

(u,v)∈V ×V
dC(u, v).24



Si Eul(G) représente l'ensemble des 
ir
uits eulériens de G, on dé�nit le diamètre eu-lérien de G par :
E(G) = min

C∈Eul(G)
diamWC .Par ailleurs, on dé�nit le stret
h de C par

SC = max
u∈V

max
(u,x)∈E

dC((u, x), u).

c

e

a b

d(a) Réseau G

a
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d

d a

be

c

d

b

c

C

α1

α2

α3(b) Un 
ir
uit eulérien de GFig. 3.7 � Un réseau et un de ses 
ir
uits eulériens. On a dC(α1, a) = 3, dC(d, a) =
dC(α2, a) = 5 et diamWC = 6.Cette dernière dé�nition représente l'é
art maximal entre deux o

urren
es du mêmesommet sur l'eulérien. Les deux paramètres relatifs à C sont simplement reliés par l'équa-tion [9℄

diamWC = SC − 1. (3.1)Cette relation permet de 
al
uler très simplement le diamètre eulérien relatif à 
ir
uitdonné. Le diamètre eulérien d'un graphe 
orrespond naturellement au minimum sur tousles 
ir
uits eulériens possibles du diamètre eulérien. Le nombre de 
ir
uits étant très grand(résultats de Fleis
hner [51, Chapter IX℄), il est impensable de les 
al
uler tous dès quele graphe 
onsidéré est de � taille raisonnable �.Étant donné un 
ir
uit eulérien, le diamètre eulérien 
orrespond à la garantie determinaison 
her
hée. En e�et, 
'est le 
hemin le plus long que devra par
ourir un messagepour atteindre sa destination. Cependant, 
omme nous le verrons plus loin, 
e diamètreest grand 
e qui rend en pratique 
e mode de routage inutilisable [11℄. Plusieurs te
hniquesaméliorent les résultats pratiques. De manière paradoxale, elles dégradent la garantie determinaison. On peut 
iter :� l'utilisation du routage eulérien 
ouplé ave
 le routage à dé�exion 
lassique. Lesmessages partent en mode dé�exion, lorsqu'ils ont atteint un seuil du nombre dedé�exions, ils passent en mode eulérien [11℄.� l'utilisation du routage eulérien ave
 ra

our
is. Le but est de minimiser pour 
haquemessage la distan
e restant à par
ourir entre le routeur où on prend une dé
isionet la destination. Pour un routeur donné u et un message à destination de v, lemeilleur 
hoix est de prendre le lien (u, x) qui minimise dC((u, x), v). Cependant,25




ela ne résout pas entièrement le problème de 
ongestion. On transforme le problèmeinitial en la re
her
he d'un 
ouplage parfait (entre les entrées et les sorties) dansun graphe parti
ulier, prenant en 
ompte les di�érentes possibilités de sortie entrele meilleur 
hoix dé�ni plus haut et le � pire � qui 
onsiste à rester sur le 
ir
uiteulérien. Les sorties qui n'améliorent pas la solution du 
ir
uit eulérien ne sont pas à
onsidérer. Conserver le 
hoix de la sortie eulérienne pour 
haque message garantitqu'une solution est possible. Dans le 
as général, 
ette solution permet d'améliorerles performan
es réelles du réseau. Cependant, dans 
e dernier 
ontexte, la garantiede terminaison 
orrespond en
ore au diamètre eulérien tel que nous venons de ledé�nir plus haut. Dans 
e 
as, on peut dé�nir de la même manière les notionsde distan
e eulérienne ave
 ra

our
is. Il s'avère que 
ette notion est di�érente dudiamètre au sens 
lassique du graphe. Cependant, dans la plupart des 
as, elle s'enappro
he [75℄.3.3.2 RésultatsD'un point de vue général, il existe peu de résultats relatifs au diamètre eulérien degraphes. On peut 
iter l'en
adrement suivant.Théorème 3.4 ( [9℄) Soit G un graphe orienté symétrique 
onnexe de degré minimum
δ ayant n sommets et m arêtes, on a alors :

m

δ
− 1 ≤ E(G) ≤ m− 2δ − 3. (3.2)De plus, si G est régulier et δ > 2 alors :

E(G) ≥ n + 1.Du point de vue de la 
omplexité, nous ne savons pas si le problème de dé
ision asso
iéà la re
her
he du diamètre eulérien d'un graphe est NP-
omplet. Cependant, 
e
i est fortprobable au vu du résultat voisin suivant.Théorème 3.5 ( [9℄) Le problème suivant est NP-
omplet : étant donné un graphe, unsommet u de G et un entier k, existe-t-il un 
ir
uit eulérien C de G tel que
max

(u,x)∈E
dC((u, x), u) ≤ k?La rédu
tion se fait à partir du problème 3-Partition [55℄.Étant donné 
es résultats, nous avons e�e
tué nos re
her
hes dans plusieurs dire
tionstoujours dans le 
adre du projet ROM.1. Cher
her des réseaux pour lesquels le diamètre eulérien est de bonne qualité, 
'est-à-dire pro
he de la borne donnée par le théorème 3.4. C'est 
e point que nousdéveloppons ensuite dans le do
ument.2. Cher
her des bons eulériens pour des réseaux 
onnus simples tels que la grille. Ilest intéressant de 
onstater qu'un 
ir
uit eulérien dont le diamètre eulérien simpleest petit possède souvent un diamètre eulérien ave
 ra

our
is grand. D'autres pro-priétés de 
ir
uits eulériens ont aussi été regardées [76℄.26



En 
e qui 
on
erne le premier point, nous avons étudié les propriétés du graphe 
om-plet. Nous avons mis en éviden
e une famille de graphes orientés symétriques pour la-quelle le diamètre eulérien de 
ette famille peut être borné par une valeur pro
he (à une
onstante près) des bornes obtenues au théorème 3.4. Tous les résultats obtenus sont ré-sumés dans la table 3.1. Le prin
ipe général des méthodes utilisées 
onsiste à donner unematri
e parti
ulière telle que 
haque ligne représente une permutation des entiers 
omprisentre 0 et n. Par ailleurs, si I(k, l) représente l'indi
e de l'o

urren
e d'un entier k dansla ligne l, alors I(k, l+1 mod n) ≤ I(k, l)+2, 
omme dans l'exemple de la �gure 3.8. Unefois 
ette matri
e donnée, on 
onstruit le 
ir
uit pour le graphe 
omplet, en di�éren
iantles 
as pairs et impairs. A�n de donner des valeurs pour les autres degrés, on élimine desparties du 
ir
uit ainsi 
onstruit.



0 5 1 4 2 31 0 2 5 3 42 1 3 0 4 53 2 4 1 5 04 3 5 2 0 15 4 0 3 1 2

Fig. 3.8 � Matri
e I6Famille borne de E(G) 
onje
ture pour E(G)

K∗
n





= n + 1 si n est impair
≤ n + 4 sinon n + 1Symétrique, ⌊

n−1
2

⌋
= p,

δ = d, p ≤ d
n + 2

⌈
p
d

⌉
− 1 ?

δ-régulier, non symétrique
q = n div δ, r = n mod δ





= n + 1 si r ≤ q

≤ n + 3 sinon n + 1Tab. 3.1 � Diamètre eulériens et graphes réguliersSi on 
onsidère des graphes parti
uliers, il est très di�
ile de déterminer la valeurdu diamètre eulérien. Ainsi, nous avons orienté nos re
her
hes vers la grille qui possèdenotamment un diamètre eulérien de l'ordre de m/δ. L'évolution des stratégies de routagemontre que 
e paramètre n'est pas le plus pertinent. Nous avons montré, au traversd'études expérimentales, que le diamètre eulérien ave
 ra

our
is est une mesure de qualitémieux adaptée pour 
e type de routage [53, 76℄.3.3.3 Con
lusion et perspe
tives sur le routage eulérienDans 
e travail, et par extension dans tout le projet ROM, nous avons montré que leroutage eulérien est une perspe
tive viable 
omme routage ave
 garanties de performan
e,27



en parti
ulier si 
elle-
i est 
ouplée ave
 d'autres méthodes de routage. Il faut noter que lapropriété de garantie de terminaison dépend dire
tement de 
e mode, les autres apportentdes moyens e�
a
es de router les messages.Bien que nous l'ayons pas développé dans 
e do
ument, nous pouvons signaler lesrésultats de simulations qui renfor
ent les 
on
lusions pré
édentes [11, 53℄. Lors de 
essimulations, nous nous sommes pen
hés sur le 
ouplage du routage eulérien ave
 le routagepar dé�exion : les messages entrent dans le réseau en mode dé�exion, puis après un
ertain nombre de dé�exions, 
eux-
i terminent leur route suivant le mode eulérien. Ellesmontrent en parti
ulier des phénomènes de � gel � du réseau quand 
elui-
i est saturé :une grande majorité des messages suivent le 
ir
uit eulérien, ne permettant pas d'é
oulerles messages assez rapidement. Tous les messages émis sont 
on�nés dans la partie deréseau qui n'utilise pas le routage eulérien et atteignent rapidement le seuil de dé�exions,alimentant ainsi la situation de blo
age. Cette situation ne se produit pas quand le nombrede dé�exions autorisé est très grand, ni si on utilise le routage à dé�exion ave
 ra

our
is.Dans 
es 
as, le nombre de messages en mode eulérien est très réduit et 
es messages sontroutés de manière prioritaire et e�
a
e vers leur destination �nale.Dans les perspe
tives de 
e travail, il faut maintenant s'intéresser à l'aspe
t distribuéde la 
onstru
tion d'un eulérien. On peut noter [17℄ où les auteurs dé�nissent un 
ir
uiteulérien par un pro
essus auto-stabilisant. Cette te
hnique permet de réparer un 
ir
uiten 
as de panne du réseau. Cependant, plusieurs questions se posent. En parti
ulier, est-il possible de réparer un 
ir
uit eulérien de manière distribuée sans altérer les qualitésintrinsèques de 
elui-
i ? Par ailleurs, 
omment peut-on signi�er à tous les routeurs lenouveau 
ir
uit ? Di�érentes stratégies de réparation des 
ir
uits eulériens peuvent être
hoisies en fon
tion de la taille du réseau 
onsidéré.3.4 Con
lusions et perspe
tives de 
e 
hapitreDans 
e 
hapitre, nous avons rassemblé divers résultats sur les réseaux optiques sousle dénominateur 
ommun de la re
her
he stru
turelle des propriétés de 
es réseaux. Nousavons soulevé quelques questions ouvertes au 
ours de notre dis
ussion. Cependant, l'évo-lution de nos 
entres d'intérêt font que 
es aspe
ts de la re
her
he sur les réseaux ne fontpas partie de nos priorités pour les années à venir.En e�et, bien que 
es aspe
ts soient fondamentaux dans la re
her
he, il me paraîtné
essaire d'étudier les 
ontreparties optimisation des problèmes que nous avons soulevés.C'est la voie que nous présentons au 
hapitre suivant. Nous avons 
hoisi d'y présenter desproblèmes un peu di�érents toujours sous le même dénominateur 
ommun : les réseauxd'inter
onnexion.
28



Chapitre 4Optimisation de ressour
es dans lesréseauxAu 
hapitre pré
édent, nous avons exposé plusieurs problèmes stru
turels reliés aumonde des 
ommuni
ations, et en parti
ulier, 
elui des télé
ommuni
ations. Un deuxièmeaspe
t est primordial dans le monde des 
ommuni
ations lié à des 
ritères é
onomiques,mais aussi d'e�
a
ité. Il s'agir de diminuer le 
oût global de 
réation ou d'utilisation d'unréseau.Dans la suite, nous présentons deux problèmes d'optimisation de ressour
es. Le pre-mier s'intéresse à la modélisation de l'allo
ation de groupes multipoints dans un réseaubien dimensionné. La ressour
e 
ritique est alors la bande passante dont l'utilisation glo-bale doit être réduite. Ce travail, présenté au paragraphe 4.1, a été réalisé en 
ollaborationave
 D. Barth et P. Fragopoulou du PRiSM de l'université de Versailles pour la partie
omplexité du problème ainsi que sur une première heuristique [16℄. D'autres heuristiquesont été testées sur 
e problème lors du travail de thèse de M. Ben Dhaou [41℄, thèse quej'ai 
o-en
adrée ave
 D. Fayard. Le deuxième problème 
orrespond au travail de thèsede L. Gastal, thèse que je 
o-en
adre ave
 A. Lisser. On se pla
e alors dans le 
adre deréseaux évolutifs. Il s'agit d'anti
iper les évolutions futures d'un réseau lors de la plani�-
ation de l'allo
ation a�n que 
elle-
i 
oûte le moins 
her possible en prenant en 
omptel'évolution. Nous avons alors étudié diverses impli
ations de 
e modèle sur des problèmes
lassiques. Ce travail est présenté au paragraphe 4.2.4.1 Communi
ations multipointAve
 l'évolution des 
apa
ités des réseaux de 
ommuni
ations, de nouveaux typesd'appli
ations sont devenues réalisables. En parti
ulier, les appli
ations mettant en jeuplusieurs partenaires béné�
ient de 
ette évolution. Celles-
i, que l'on appelle multi-points, re
ouvrent des domaines divers. On peut 
iter par exemple le travail 
oopératifau travers d'un tableau blan
 distribué sur plusieurs sites, les visio-
onféren
es où l'onrassemble sur une plage réservée par avan
e di�érents interlo
uteurs ou, de manière plusludique, des jeux distribués.Cha
une de 
es appli
ations né
essite des garanties propres en terme de performan
esde 
ommuni
ations. Ces garanties peuvent être dé
rites par exemple en termes de bandepassante requise et/ou de délai maximum. 29



Un 
ertain nombre de proto
oles multipoints ont été proposés dans l'Internet, telsque Core-Based-Tree ou Sparse PIM. Une revue des di�érents problèmes et proto
olesdé
rits pour les appli
ations multitpoints est donnée dans [39, 44℄. Plusieurs proto
olesde gestion de groupes multipoint in
luent la possibilité d'évolution du groupe au 
oursdu temps, ave
 des options di�érentes si le groupe est 
onstitué de n÷uds situés dans lemême domaine (proto
ole intra-domain) ou non (proto
oles inter-domaines).Dans 
e paragraphe, nous nous restreignons au 
as de la réservation de requêtes mul-tipoints dont les garanties sont simplement dé
rites en termes de 
apa
ité et de laten
e(ou, en terme de graphe, de distan
e maximale entre deux points du groupe). Chaquerequête est dé�nie 
omme un ensemble statique de n÷uds voulant s'inter
onne
ter. Uneappli
ation 
ible de 
e mode est la réservation de séan
es de visio-
onféren
es sur unréseau. Le problème 
onsiste alors à maximiser le nombre de requêtes a

eptées étantdonné un ensemble de requêtes initiales.De manière plus formelle, le réseau est 
onsidéré 
omme un graphe G = (V, E) nonorienté possédant une fon
tion de 
apa
ité c sur les arêtes, 
e qui permet de modéliser ledébit o�ert par le réseau sur 
ha
un de ses liens1. Un groupe multipoint est dé
rit par ladonnée de trois éléments :� un sous-ensemble U de V représentant les n÷uds à inter
onne
ter ;� une garantie de débit d pour le groupe ;� et une laten
e l maximale autorisée.Une requête est satisfaite s'il existe un sous-graphe 
onnexe G′ = (V ′, E ′) de G telque :� tous les points du groupe sont 
ouverts (U ⊆ V ′ ⊆ V ) ;� toutes les 
ommuni
ations intra-groupe sont possibles dans G′ (∀e ∈ E ′c(e) ≥ d) ;� toutes les 
ommuni
ations ont une laten
e a

eptable (diamG′ ≤ l).De plus, à l'instar de la majorité des proto
oles multipoints, on requiert que 
e graphesoit un arbre. Dans 
e 
ontexte, véri�er qu'une requête est satis�able, 
'est-à-dire, qu'ilexiste un sous-arbre du réseau ave
 les propriétés dé
rites plus haut, est un problèmepolynomial [74℄. Il di�ère du problème de Steiner (Problème ND12 de [55℄) 
ar on ne
her
he pas dans 
e 
as à minimiser les ressour
es utilisées, mais simplement à trouverune solution valide.De manière naturelle, on dit qu'un ensemble de requêtes est simultanément satis-�able dans un graphe donné s'il existe une a�e
tation de 
haque requête pour laquelle la
apa
ité de 
haque arête du réseau est su�sante pour supporter la totalité des requêtesvoulant utiliser 
ette arête.4.1.1 Complexité du problème MRSNous nous intéressons alors au problème suivant :Problème : Maximal Request Satisfa
tion (MRS)Données : un graphe G possédant une fon
tion de 
apa
ité sur les liens, une
olle
tion de requêtes R = (Ri)0≤i<n, un entier k ;1On peut aussi ajouter une fon
tion de distan
e, 
ela ne 
hange pas la dis
ussion que l'on pourra
onduire par la suite. 30



Question : existe-t-il un sous-ensemble de k requêtes pouvant être satisfaitessimultanément dans G ?A�n de diminuer les 
ontraintes du problème, nous supposons que 
haque requête estsatis�able individuellement et nous assimilons la requête à un arbre qui la réalise. Cetterelaxation élimine le paramètre de laten
e dans la requête. On appelle MRS-opt le pro-blème d'optimisation naturellement asso
ié à MRS.On dé�nit alors les paramètres.Congestion d'une arête : nombre de requêtes utilisant une arête donnée (cg(R, e)) ;Congestion de l'ensemble des requêtes : maximum des 
ongestions sur toutes lesarêtes du graphe (cg(R)) ;Taille d'une requête : nombre d'arêtes du sous-arbre 
hoisi satisfaisant la requête (ec(R)) ;Taille maximum de l'ensemble des requêtes : maximum de la taille des requêtes(ec(R)).Le théorème suivant présente la di�
ulté générale du problème MRS.Théorème 4.1 ( [16℄) Le problème MRS est NP-
omplet, même si la 
ongestion del'ensemble des requêtes est bornée par une 
onstante.De plus, le problème MRS-opt ne peut pas être approximé à plus de n1/2−ǫ pour ǫ > 0.La première partie vient d'une rédu
tion à partir du problème du Maximum Set Pa-
king [55℄. La se
onde partie s'obtient en regardant les relations de notre problème ave
le Maximum Independent Set.On peut 
ompléter 
e théorème lorsque la 
ongestion est bornée par une 
onstante.Nous montrons alors une équivalen
e entre notre problème et le problème du stablede poids maximum dans les hypergraphes (MWIS). À partir d'une instan
e de notreproblème, nous 
onstruisons un hypergraphe représentant toutes les solutions admis-sibles pour 
haque arête du graphe. Une solution du problème MRS est alors un sous-ensemble stable de sommets de 
et hypergraphe. La taille de l'hypergraphe est bornéepar O(m2cg(R)(cg(R) + ec(R))), où m est le nombre d'arêtes du graphe. Si la 
ongestionest bornée, la taille de l'hypergraphe est proportionnelle à m. On obtient alors le résultatsuivant.Théorème 4.2 ( [16℄) Le problème MRS-opt peut être approximé en O(n/ logn) si nest le nombre de requêtes et la 
ongestion est bornée par une 
onstante.4.1.2 Cas polynomiauxAu vu des résultats pré
édents, nous avons re
her
hé les 
as où on pouvait trouver dessolutions exa
tes à notre problème en temps polynomial. La preuve de la NP-
omplétudeau théorème 4.1 utilisant des arbres de degré borné, les 
as polynomiaux sont assez peunombreux.Dans une 
haîne où les 
apa
ités sont quel
onques et les demandes sont unitaires, leproblème MRS se réduit à un problème simple d'a�e
tation sans la 
ontrainte multipoint.En e�et, il su�t de ne 
onsidérer que les deux éléments du groupe les plus éloignés. Dans
e 
as, le problème peut se résoudre par un algorithme glouton, en triant au préalable lesrequêtes [41℄. Cet algorithme peut être étendu aux anneaux.31



Si les demandes sont quel
onques, même dans une 
haîne, on s'aperçoit que le pro-blème devient NP-
omplet, 
ar il 
ontient les instan
es du problème de sa
 à dos. Si les
apa
ités sont bornées, on peut utiliser un algorithme dynamique pour résoudre le pro-blème en O(nq+1) où q est le minimum entre la 
apa
ité maximale des liens et le nombremaximal de requêtes a

eptées passant par un lien donné [41℄.Nous avons par ailleurs montré que le problème MRS-opt peut être résolu de manièreexa
te dans le 
as des étoiles de degré borné à 
apa
ité unitaire. Ce dernier 
as est le seul
as réellement multi-point que l'on sait résoudre [41℄. La te
hnique prin
ipale 
onsisteà re
her
her un problème 
entral qui peut être résolu de manière exa
te. D'autres 
assimples peuvent sans doute être mis au jour, 
omme 
ertaines 
ompositions d'étoiles dedegré borné.4.1.3 Résolution exa
te et heuristiquesDe manière plus prometteuse, nous avons dé�ni diverses heuristiques permettant derésoudre le problème MRS-opt. Premièrement, la preuve du théorème 4.2 a mis en évi-den
e une heuristique donnant ave
 un rapport d'approximation O(n/ logn) quand la
ongestion est bornée. L'algorithme est basé sur la re
her
he d'un ensemble indépen-dant maximum dans un graphe parti
ulier. Les sommets de 
e graphe 
orrespondent auxdi�érentes a�e
tations possibles des requêtes qui ne saturent pas une arête du graphedonné.On peut alors e�e
tuer une résolution exa
te par une évaluation de type Bran
h &Bound.Une autre appro
he, prise dans [41℄ 
onsiste à reprendre la problème original, où lesarbres ne sont pas donnés et de re
her
her à maximiser le nombre de requêtes ainsi satis-faites. Les algorithmes génétiques ont été testés en 
omparaison d'algorithmes gloutonssimples. Les arbres 
orrespondant aux di�érentes requêtes ont été 
al
ulés à partir del'heuristique DNH pour les arbres de Steiner [72℄. Cette heuristique a une garantie deperforman
e de 2. Elle a l'avantage d'être fa
ile à mettre en ÷uvre et d'être de trèsbonne qualité dans les 
as 
on
rets.Le problème dual de 
onstru
tion d'un réseau de 
oût minimal à partir de requêtesa aussi été regardé en utilisant 
ette appro
he. Ce dernier problème a été étudié parBiensto
k et Bley [32℄ par des méthodes d'optimisation globale.4.1.4 Con
lusion sur les groupes multipointsLe problème MRS a été une première appro
he dans la résolution de problèmes d'op-timisation. Il nous a servi d'illustration pour aborder 
e pan de la re
her
he que nous ne
onnaissions que très peu.Diverses questions restent en
ore ouvertes sur le sujet. Il manque en e�et des 
om-paraisons entre les di�érents algorithmes et des tests de performan
e pertinents. Les 
assimples s'avèrent très peu nombreux. Il faudrait en parti
ulier pouvoir dé�nir plus �ne-ment la frontière ave
 les problèmes NP-
omplets.Étant donné le 
ara
tère prospe
tif de 
ette étude, nous nous sommes intéressés parla suite à un problème de réseau évolutif, 
omme nous allons le montrer au paragraphesuivant. 32



4.2 Réseaux évolutifsLe 
adre de 
e dernier travail présenté dans 
ette partie reste dans le domaine desréseaux. Cependant, nous nous plaçons dans le 
adre où la stru
ture même des réseauxpeut évoluer au 
ours du temps. Nous regardons maintenant un problème de réservationde ressour
es dans la globalité de l'évolution. Nous avons pris 
omme point de départun problème simple : les plus 
ourts 
hemins. Celui-
i est bien 
onnu pour les réseaux� stables �. Cependant, dès que l'on ajoute quelques 
ontraintes 
omplémentaires, 
eproblème devient rapidement plus 
omplexe. Ce paragraphe résume les travaux e�e
tuésdans le travail de thèse de L. Gastal [27, 56℄ en
ore en 
ours. Nous verrons dans lesperspe
tives de 
e 
hapitre des pistes pour généraliser 
e modèle à d'autres problèmes.Le 
ontexte pré
is de notre étude est le suivant. Considérons une suite de graphes
G = (G1, . . . Gn) 
roissants (V (Gi) ⊆ V (Gi+1) et E(Gi) ⊂ E(Gi+1), la deuxième in
lu-sion étant stri
te), possédant une fon
tion de poids sur les arêtes w. Chaque graphe estappelé s
énario. Dans le 
as du plus 
ourt 
hemin, on se donne deux sommets s et tdans G1. Le problème 
onsiste à trouver une suite de 
hemins S = (S1, . . . , Sn) telle que
haque Si relie s à t dans Gi et que le 
oût global soit minimum. Posé ainsi, 
e problèmeest simple : il su�t en e�et de 
hoisir pour 
haque graphe le plus 
ourt 
hemin reliant
s à t. À l'instar des di�érents systèmes de lo
ation, nous avons ajouté deux 
oûts sup-plémentaires qui permettent de 
oupler les di�érents 
hemins. Le premier, ι, 
orrespondau 
oût d'installation d'une arête : il est ajouté au 
oût global la première fois qu'unearête est 
hoisie dans un s
énario. Le se
ond, δ, 
orrespond au 
oût de désinstallationd'une arête : il est ajouté à 
haque fois qu'une arête n'est plus prise dans le s
énariosuivant. Les fon
tions w, ι et δ sont dé�nies sur les arêtes de 
haque graphe. On peut lessupposer identiques d'un s
énario à l'autre, mais 
e n'est pas né
essaire. Le 
oût globalde la solution peut s'é
rire sous la forme :

φ(S) =
n∑

i=1

w(Si) + ι(S1) +
n∑

i=2

ι(Si \ Si−1) +
n∑

i=2

δ(Si−1 \ Si) (4.1)On peut simpli�er 
ette équation en la mettant sous la forme :
φ(S) =

n∑

i=1

w(Si) + ι(S1) +

n∑

i=2

∆(Si−1, Si), (4.2)la fon
tion ∆ représente alors la fon
tion de transition entre deux états su

essifs.4.2.1 Autres modèlesLes évolutions des réseaux ont déjà été proposées par le passé. Cependant, peu de 
esmodèles prennent en 
ompte les 
oûts de l'évolution des réservations.On peut 
iter les graphes évolutifs introduits par A. Ferreira [50℄ a�n de modéliserles réseaux sans �l et mobiles et leurs évolutions dans le temps. L'idée prin
ipale estd'introduire une notion de disponibilité des liens ou des sommets. Chaque instant estalors modélisé par un sous-graphe parti
ulier du graphe global. Les 
on
epts de plus
ourt 
hemin, de 
y
le évoluent pour prendre en 
ompte 
ette temporalité. Des problèmes33



simples dans le 
as statique deviennent NP-
omplets dans le 
ontexte dynamique, 
ommele 
al
ul des 
omposantes 
onnexes de 
es graphes [90℄. Dans 
e modèle, il n'y a pas depénalité pour l'installation ou la désinstallation des ressour
es mises en pla
e, il s'agitglobalement de problèmes liés au routage dynamique. Par ailleurs, il n'y pas de 
roissan
edu modèle 
omme dans notre 
as.Un autre pan de la re
her
he, plus axé dans le domaine de la re
her
he opérationnelle,s'intéresse aussi à des réseaux 
ontenant une 
ertaine in
ertitude. La thématique généraleest la robustesse. Il s'agit de trouver une solution qui soit valide pour tous les s
énariospossibles. Si on se repla
e dans notre problème de plus 
ourts 
hemins, 
ela revient àtravailler sur l'interse
tion de tous les graphes, 
'est-à-dire, on ne 
onsidère alors que legraphe le plus petit. Le travail de Bertsimas [30℄ présente en parti
ulier les divers modèlesde robustesse qui ont été 
hoisis 
es dernières années. Une 
ara
téristique 
ommune à tous
es modèles est que l'in
ertitude est uniquement relative aux poids des arêtes, et non àl'existen
e des arêtes, 
omme dans notre modèle. Dans 
e domaine, on peut remarquerl'introdu
tion des modèles sto
hastiques pour prendre en 
ompte l'in
ertitude naturelledans les réseaux que l'on étudie.Notre modèle ne peut pas à proprement parler être quali�é de robuste2. En e�et, lesévolutions du réseau sont données à l'avan
e et on doit 
her
her le meilleur 
ompromisdans 
ette suite de réseaux. Cependant, nous avons 
onsidéré 
ette étape intermédiaireavant l'introdu
tion de modèles sto
hastiques, pour lesquels le terme robuste s'appliquepleinement.4.2.2 Complexité et approximation du problèmeRevenons à la formulation initiale du problème telle que présentée par l'équation 4.1.Le problème de dé
ision lié est alors le suivant :Problème : Robust Routing in Changing Topologies (RRCT-d)Données : Une famille G = (Gi)0≤i<n 
roissante de graphe, une fon
tion wde poids sur les arêtes des graphes, une fon
tion d'installation ι et unefon
tion de désinstallation δ sur les arêtes des graphes, deux sommets set t de G1 et k un entier.Question : Existe-t-il une une suite de 
hemins S = (S1, . . . , Sn) telle que
φ(S) ≤ k ?On appellera simplement RRCT le problème d'optimisation asso
ié. En utilisant le pro-blème du 
ir
uit hamiltonien, on montre que le problème RRCT-d est NP-
omplet, mêmeave
 des 
ontraintes fortes.Théorème 4.3 ( [27℄) Le problème RRCT-d est NP-
omplet, même si la famille ne
ontient que deux graphes et le premier est réduit à un 
hemin simple.2Robuste est dé�ni par Bernard Roy 
omme � une aptitude à résister à des � à-peu-près � ou àdes � zones d'ignoran
e � a�n de se protéger d'impa
ts jugés regrettables (notamment dégradation depropriétés à préserver) � [83℄. 34



L'idée de la preuve 
onsiste à partir d'une instan
e du problème Cir
uit Hamiltonien,
'est-à-dire, un graphe. Le premier graphe de la famille modélise la suite des sommets.Pour 
ela, on asso
ie à 
haque sommet du graphe une arête dans le premier s
énario dela famille. On relie ensuite tous les sommets pour former un 
hemin. Le deuxième grapheva re�éter la topologie exa
te du graphe. L'attribution des poids va favoriser les 
heminsqui 
onservent le plus possible les arêtes représentant les sommets du graphe initial.A�n d'obtenir 
e résultat, nous avons 
réé une instan
e pour laquelle la fon
tion dedésinstallation n'est pas uniforme et peut être plus grande que le poids initial. Plusieursremarques peuvent alors être faites.� Si tous les 
oûts de désinstallation sont supérieurs aux poids, alors le problème estsimple : il su�t de garder un plus 
ourt 
hemin C∗
1 dans le premier s
énario et
onsidérer la solution S = (C∗

1 , C
∗
1).� De même, si tous les 
oûts de désinstallation sont inférieurs aux poids, le problèmeave
 2 s
énarios et le premier graphe est une 
haîne devient polynomial. Le problème
onsiste alors à trouver un plus 
ourt 
hemin dans le se
ond graphe dont les poidsont été modi�és. La NP-
omplétude du problème général vient alors du fait que 
edernier graphe possède des 
y
les absorbants. La question en
ore ouverte à 
e jourest de savoir, si dans 
e 
ontexte, le problème général reste NP-
omplet ave
 deuxs
énarios.� Si 
e dernier problème est polynomial, le reste-t-il quel que soit le nombre de s
é-narios ?De manière simple, il existe un algorithme d'approximation du problème RRCT.Lemme 4.1 ( [27℄) Il existe une approximation ave
 un fa
teur n du problème RRCT.Pour 
ela, il su�t de remarquer que la famille de graphes est 
roissante et qu'un 
hemindans G1 reste un 
hemin dans tous les autres graphes. On 
onsidère la solution S =

(C∗
1 , . . . , C

∗
1). On peut montrer que 
ette borne est �ne dans le 
as général.4.2.3 Modélisation mathématiqueSi on regarde la modélisation mathématique de 
e problème ave
 des variables en0-1, on s'aperçoit que la fon
tion obje
tif introduit des termes quadratiques. Pour 
ela,on note pour 
haque arête (i, j) son poids wij, son 
oût d'installation ιij , son 
oût dedésinstallation δij. On appelle xk

ij la variable 0-1 indiquant que l'arête (i, j) est 
hoisiedans le s
énario k. Ave
 
es notations, la fon
tion obje
tif devient
φ(S) =

n∑

k=1

∑

(i,j)∈Ek

wijx
k
ij +

∑

(i,j)∈E1

ιij +

n∑

k=2




∑

(i,j)∈Ek

δijx
k−1
ij (1− xk

ij) +
∑

(i,j)∈Ek

ιijx
k
ij(1− xk−1

ij )


 (4.3)A�n de dé
rire totalement le problème mathématique, il faut y ajouter les 
ontraintes.Une première série de 
ontraintes dé
rit que sur 
haque s
énario, la proje
tion de lasolution est un 
hemin reliant s et t. Pour 
ela, on é
rit les lois 
lassiques 
on
ernant35



les �ots : 
onservation du �ot entre la sour
e et le puits en 
haque n÷ud. Cependant,
es 
ontraintes ne su�sent pas à elles seules. En e�et, des 
ir
uits peuvent apparaîtredans la solution �nale, même si on se restreint au 
as de la preuve de la NP-
omplétude(2 s
énarios et le premier graphe est un 
hemin) où la fon
tion obje
tif se réduit à unefon
tion linéaire. Comme dans la résolution du problème du voyageur de 
ommer
e, ilfaut ajouter des 
ontraintes empê
hant les 
y
les dans la solution.




min φ(S)s.
.Sur 
haque s
énario, il existe un �ot entre s et t de valeur 1Sur 
haque s
énario, il n'existe pas de sous-
y
le induit (4.4)On appelle RRCTr le problème rela
hé pour lequel on ne prend pas en 
ompte les
ontraintes de sous-
y
le. Cette formulation est utile 
ar elle est plus simple que la pre-mière. Les deux sont en relation dire
tement par le lemme suivant.Lemme 4.2 Pour toute instan
e du problème RRCT, si la solution du problème RRCTrest 
omposée de n 
hemins entre s et t, alors 
ette solution est une solution optimale duproblème RRCT.4.2.4 Méthodes de résolutionÀ partir du lemme 4.2 et de la formulation RRCTr, nous nous sommes intéressés àrésoudre 
ette instan
e sur di�érents types de graphes, en parti
ulier sur des instan
esde di�érentes tailles simulant des réseaux réalistes. Plusieurs te
hniques ont été mises en÷uvre et 
omparées.Linéarisation : il s'agit de rempla
er les variables quadratiques par de nouvelles va-riables. La nouvelle fon
tion obje
tif ainsi que les diverses 
ontraintes deviennentlinéaires. Cela augmente de manière 
onsidérable le nombre de variables.Relaxation 
ontinue quadratique : on relâ
he seulement dans 
e 
as la 
ontrainted'intégralité des variables. Les te
hniques de résolution de programmes ave
 unobje
tif quadratique sont implémentés dans les solveurs 
omme CPLEX.Relaxation SDP : la relaxation SDP 
onsiste à 
onsidérer le problème dans l'espa
edes matri
es semi-dé�nies positives.Sur les instan
es testées, il apparaît que la linéarisation permet de résoudre de petitesinstan
es. La relaxation quadratique donne de bons résultats, une fois qu'il sont 
ouplésave
 des te
hniques d'arrondi simple. En 
e qui 
on
erne la SDP, les sauts de dualité sontplus petits que pour les autres méthodes (la borne inférieure est de meilleure qualité).Cependant, 
ette méthode ne permet de ne résoudre que des instan
es de taille réduite,en 
omparaison ave
 les deux autres méthodes.Dans toutes les instan
es testées, il apparaît que la relaxation du problème RRCTdonne une solution au problème initial. 36



4.2.5 Con
lusion sur 
e problèmeCe travail 
onstitue une première appro
he pour la résolution de notre problème. Nousessayons par ailleurs d'autres te
hniques de résolution en 
ollaboration ave
 M. Sebag àl'aide des 
olonies de fourmis.Des s
hémas de résolution doivent être donnés dans le 
as où le problème RRCTr nedonne pas de solution, mais simplement une borne inférieure. La question entière reste desavoir quelle est alors la meilleure formulation du problème. Faut-il faire grossir le nombrede 
ontraintes a�n d'éliminer les sous-
y
les, 
omme 
ela est fait pour la résolution duvoyageur de 
ommer
e, ou travailler sur une autre forme (quadratique) des 
ontraintes ?Nous pouvons par ailleurs regarder d'autres problèmes d'allo
ation dans les réseaux,
omme l'arbre 
ouvrant de poids minimum. Nous redis
utons de 
ette perspe
tive auparagraphe 4.3.4.3 Con
lusions et perspe
tives : vers une famille deproblèmes évolutifsDans 
e 
hapitre, nous avons voulu mettre en éviden
e notre 
ontribution dans ledomaine de l'optimisation appliqué prin
ipalement à la réservation de ressour
e dans lesréseaux. Si le premier problème peut être vu 
omme un premier 
onta
t ave
 le monde del'optimisation en général, le se
ond apporte des ouvertures plus larges que dans le simple
adre des réseaux.En e�et, 
ette problématique peut être vue dans un 
ontexte plus large que l'on pour-rait dé
rire ainsi. On 
onsidère une famille 
roissante F de n ensembles, F = (Fi)0≤i<ntelle que Fi ⊂ Fi+1. On 
onsidère alors trois fon
tions sur 
haque Fi :fon
tion de poids : w ;fon
tion d'installation : ι ;fon
tion de désinstallation : δ.Pour une propriété P que l'on peut dé�nir sur 
haque ensemble Fi, on note XP unensemble de solutions réalisables sur F relativement à la propriété P. La fon
tion obje
tifglobale pour évaluer une solution X = (X1, . . . , Xn) est donnée par :
g(X) =

n∑

i=1

w(Xi) + ι(X1) +

n∑

i=2

(δ(Xi−1 \Xi) + ι(Xi \Xi−1)) (4.5)Le but de notre problème est de minimiser ou maximiser 
ette fon
tion obje
tif, ainsi quede trouver une solution optimale. Les fon
tions d'installation et de désinstallation sontdes fon
tions pénalisant la qualité de l'obje
tif. En parti
ulier, si on regarde un problèmede maximisation, 
es deux fon
tions doivent être négatives.Le problème dé
rit au paragraphe 4.2 s'ins
rit dire
tement dans 
ette 
lasse de pro-blèmes. Cependant, on peut regarder toute une famille de problèmes de 
e type [56℄.Élément minimum : 
'est l'exemple le plus simple que l'on peut 
onstruire dans 
ette
lasse. La propriété 
onsiste à 
hoisir un élément dans un ensemble et le but est la37



minimisation. Si le nombre de s
énarios est �ni, le problème global est 
lairement po-lynomial en O(mn) où m est la 
ardinalité de Fn. Dans 
e 
as, la solution qui 
onsisteà prendre toujours le minimum du premier ensemble est une n-approximation3.Élément maximum : 
'est aussi un exemple simple. La propriété est la même que dansle 
as pré
édent, mais le but est inverse. Cependant dans 
e 
as, on ne peut pastrouver de rapport d'approximation simplement.Arbre de Steiner : la propriété 
onsidérée dans 
e 
as est de trouver un arbre 
ouvrantun ensemble de sommets prédé�nis dans le premier graphe. Le problème est bien sûrNP-
omplet même dans le 
as statique (n = 1). Cependant, on peut montrer quel'on obtient une nρ approximation si ρ est le rapport d'approximation du problèmede Steiner.Arbre 
ouvrant : la propriété 
onsidérée est un arbre 
ouvrant dans 
haque ensemble
Fi. Ce problème a priori plus 
omplexe que le plus 
ourt 
hemin peut être résolu entemps polynomial. En e�et, on montre que le problème quadratique sous-ja
ent estséparable. On obtient 
e résultat en 
onstatant qu'une arête qui n'est pas 
hoisie àun instant donné ne sera jamais réutilisée par la suite.Sa
 à dos : dans 
e 
as, le problème 
onsiste à maximiser le 
oût (gain) global d'unesolution : il faut alors prendre les fon
tions d'installation et de désinstallation 
ommedes pénalités. Il existe une nρ approximation de 
e problème si ρ est le rapportd'approximation du sa
 à dos. La solution est un peu plus 
omplexe à 
onstruire : onpart du dernier ensemble Fn et on 
onsidère la meilleure solution et ses proje
tionsdans les ensembles pré
édents : il n'y a pas de 
oût de désinstallation.Cette 
lassi�
ation est une première ébau
he. Il faut en
ore a�ner tous les résultatsque nous venons de donner. En parti
ulier, toutes les approximations sont données demanière très grossière.Il existe en
ore d'autres élargissements à 
e travail. En parti
ulier, on peut regarderle 
as où la famille de s
énarios n'est plus 
roissante, mais quel
onque. Par ailleurs, a�nde se rappro
her des modèles de robustesse 
lassique, on peut supposer une in
ertitudesur l'existen
e des éléments dans une famille. Ce dernier type d'étude peut être abordépar une appro
he sto
hastique.

3On peut améliorer simplement 
e rapport en ne 
onsidérant qu'une partie des s
énarios. Par exemple,en 
onsidérant 2 s
énarios parti
uliers, on obtient une n/2 approximation.38



Deuxième partieReprésentations de graphes
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Cette partie regroupe deux aspe
ts de ma re
her
he à première vue assez éloignés,mais qui ont au moins deux dénominateurs 
ommuns. Le premier est non s
ienti�que.Les deux sujets que nous allons aborder font partie des thèmes que j'ai étudiés les plusré
emment et pour lesquels mon impli
ation y a plus été motri
e. Le deuxième aspe
t
on
erne dire
tement l'objet de l'étude. Nous montrons dans 
es deux 
hapitres 
ommentdes stru
tures de données représentatives de 
ertains aspe
ts du graphe permettent derésoudre e�
a
ement les questions posées.De manière plus pré
ise, nous montrons dans un premier temps au 
hapitre 5 que lesarbres de Gomory-Hu, initialement dé�nis pour l'étude des �ots multi-terminaux simples,sont pré
ieux pour l'étude d'un problème voisin : les �ots multi-terminaux paramétrés.De 
ette étude résulte une meilleure 
ompréhension de 
es arbres.Le 
hapitre 6 s'intéresse, au travers du 
al
ul du polyn�me 
hromatique, à une re-présentation des graphes sous une forme originale : les arbres de 
liques augmentés, quisont une représentation parti
ulière d'une triangulation du graphe 
onsidéré. Nous mon-trons que 
ette stru
ture s'avère adéquate pour e�e
tuer des opérations d'ajout d'arêteset fusion de sommets dans des 
as qui sont utiles au 
al
ul du polyn�me 
hromatique.
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Chapitre 5Les �ots multi-terminaux paramétrésLa thématique présentée dans 
e 
hapitre a été initiée par une 
ollaboration prin
ipalelors de la thèse de Madiagne Diallo, suite à un des problèmes que 
e dernier avait étudiédurant ses années de Master [42℄. Ce 
hapitre résume les travaux suivants [12�14,23℄.5.1 Introdu
tionLa problématique du �ot maximal est bien 
onnue et fait partie maintenant de labase des 
ours de Li
en
e et de Master d'informatique. En parti
ulier, le problème du �otmaximum a été résolu par Ford et Fulkerson en montrant en parti
ulier le théorème du�ot maximum et de la 
oupe minimum, en extension du théorème de Menger. Même sibeau
oup de progrès ont été réalisés dans l'algorithmique du 
al
ul d'un �ot maximum,il reste en
ore des questions ouvertes quant à la 
omplexité réelle de 
e problème. Est-ilen e�et plus fa
ile de 
al
uler une 
oupe de valeur minimale, et don
 la valeur du �otmaximal 
orrespondant, que de 
al
uler un �ot maximal entier (donner la fon
tion de �otdans son intégralité) ? Ce 
hapitre ne s'intéresse pas à 
e problème, mais suppose que la
omplexité du 
al
ul du �ot maximal est donnée.En regard, la problématique des �ots maxima multi-terminaux est moins 
onnue. Elledate du début des années 1960 où elle a été introduite dans des problèmes de re
her
he devulnérabilité de réseaux. Contrairement au problème du �ot maximal simple, 
e dernierne présuppose pas de sour
e, ni de destination �xe : 
haque n÷ud du réseau pouvantpotentiellement jouer l'un de 
es deux r�les. Cependant, 
ontrairement au 
as des multi-�ots1, on ne 
onsidère qu'une seule paire sour
e/destination est a
tive simultanément. De
e problème, il en ressort deux autres re�étant des aspe
ts 
omplémentaires du problèmeinitial :Faisabilité : étant donnée une matri
e 
arrée M = (mi,j) d'ordre n, existe-t-il un réseau
R à n sommets tel que la valeur du �ot maximum entre les sommets i et j soit égalà mi,j ? Ce problème est à la base des problèmes de dimensionnement de réseaux.On peut ajouter diverses 
ontraintes sur le réseau 
ible 
omme des 
ontraintes de
oût global d'installation ou des 
ontraintes de �abilité et sé
urité (au moins deux1Le problème des multi-�ots possède beau
oup de variantes. Cependant, il s'agit de relier plusieurs
ouples (sour
e, destination) ave
 des 
ontraintes 
omplémentaires. Les problèmes de dé
ision asso
iéssont souvent NP-
omplets. Un 
ertain nombre de résultats sur les multi-�ots sont présentés dans [86℄.43




hemins entre toutes les paires de sommet). Ces 
ontraintes sont importantes quandon 
onstruit un réseau réel.Analyse : étant donné un réseau R, déterminer (de manière e�
a
e) l'ensemble desvaleurs de �ots maxima entre toutes les paires de sommets de 
e réseau.Notre étude s'ins
rit dans 
e dernier 
adre, et de manière plus spé
i�que dans le 
asoù le réseau est non orienté. En e�et, pour un réseau dont les 
apa
ités sont �xes, il existeune manière simple et 
ompa
te de représenter toutes les valeurs de �ots maximum entren'importe quelle paire de sommets : l'arbre dit de Gomory-Hu. Cette stru
ture possèdeaussi la propriété de donner une 
oupe minimum pour 
haque paire de sommets. Nousdétaillons 
ette stru
ture dans la suite.Un 
ertain nombre d'études 
on
erne des réseaux pour lesquels les 
apa
ités des arêtessont �xées à l'avan
e. Dans 
e 
hapitre, nous nous intéressons parti
ulièrement au 
asoù les 
apa
ités de 
ertaines arêtes séle
tionnées peuvent varier au 
ours du temps. Lalittérature sur 
e sujet est moins abondante que dans le 
as �xe. Il est 
onnu sous leterme d'analyse de sensibilité des �ots multi-terminaux. Le problème a été introduit dansun premier temps par Elmaghraby en 1964 [47℄. Il s'agissait de regarder l'e�et de lavariation d'une seule 
apa
ité du réseau sur l'ensemble des �ots maxima. Plus tard, en2000, Diallo [42℄ a proposé une première généralisation de 
e travail en faisant varierplusieurs 
apa
ités d'arêtes suivant le même paramètre.Dans [43℄, Diallo montre des failles dans la méthode d'Elmaghraby. L'analyse pro-posée par Elmaghraby suppose le 
al
ul de nombreux arbres de Gomory-Hu. Le pointde départ de notre travail a été de simpli�er l'analyse d'Elmaghraby en réduisant lenombre de 
al
uls d'arbres de Gomory-Hu à seulement deux. Cette simpli�
ation permetde généraliser l'étude de sensibilité au 
as de plusieurs arêtes paramétrées de manièreindépendante. Dans le 
as d'une seule arête paramétrée, les deux arbres que l'on doit
onsidérer 
on
ernent deux réseaux qui sont pro
hes : ils ne di�èrent que par une seulearête. Nous nous sommes don
 intéressés à étudier la proximité des deux arbres utilisésdans l'étude de sensibilité. Nous en avons déduit une appro
he algorithmique pour amé-liorer le 
al
ul de 
es deux arbres que l'on peut quali�er de 
ouplés. La suite de l'études'intéresse à l'optimalité de l'algorithme pré
édent en montrant, en parti
ulier, 
omment
hoisir les arbres de Gomory-Hu à 
onstruire pour que le nombre global d'opérations (entermes de nombre de 
oupes minimum 
al
ulées) soit minimal.Par ailleurs, d'autres types de paramétrisations de réseaux ont été proposés. Dans [4℄,Aneja, Chandrasekaran et Nair étudient une autre version dans laquelle les 
apa
ités sonttoutes paramétrées par une fon
tion de λ.Dans la suite de 
e 
hapitre, nous présentons rapidement les diverses dé�nitions 
om-plémentaires utiles pour la 
ompréhension de 
e 
hapitre. Nous présentons notre appro
hede l'analyse de sensibilité au paragraphe 5.3. Nous en déduisons quelques extensionspossibles de 
es premiers résultats au paragraphe 5.4. De 
ette première étape, nousprésentons des avan
ées 
omplémentaires dans l'étude des arbres de Gomory-Hu, en par-ti
ulier 
omment 
al
uler plus e�
a
ement des arbres de Gomory-Hu pour des réseaux� pro
hes � (paragraphe 5.5), mais aussi 
omment re
her
her des arbres de Gomory-Hupossédant des propriétés parti
ulières (paragraphe 5.6). Dans tout 
e 
hapitre, nous sou-levons diverses questions ouvertes dire
tement liées au thème traité. En�n nous 
on
luons44




e 
hapitre au paragraphe 5.7 par de nouvelles dire
tions possibles de re
her
he en lienave
 les arbres de Gomory-Hu.5.2 Dé�nitions5.2.1 Notion de �otsLa notion de �ot dans un réseau est dé�nie initialement dans les graphes orientés,plus pré
isément dans les réseaux orientés [19℄. Nous souhaitons pré
iser 
es notions dansle 
as où le réseau est non orienté.Dé�nition 5.1 On appelle réseau non orienté la paire R = (G, c) où G = (V, E) estun graphe non-orienté et c est une fon
tion de 
apa
ité sur les arêtes de G (c : E −→
R+)2.Soit G∗ le graphe orienté symétrique obtenu à partir de G, en remplaçant 
haque arêtede G par deux ar
s opposés. Le réseau orienté 
orrespondant est alors R∗ = (G∗, c∗), où
c∗ est l'extension naturelle de c sur les ar
s de G∗ (c∗(a) = c(e), si a et e ont les mêmesextrémités).Dé�nition 5.2 Étant donné un réseau non orienté R, et deux sommets s et t de 
eréseau, un �ot dans R entre s et t est dé�ni 
omme un �ot dans R∗ entre s et t (ouentre t et s). On notera fs,t = ft,s la valeur du �ot.Nous pré
isons 
e que nous entendons par la notion de 
oupe dans un réseau. Ladé�nition suivante est 
ompatible ave
 
elle donnée 
lassiquement dans la littérature.Cependant, notre vision permet de tester l'égalité de deux 
oupes dans deux réseauxdi�érents ayant le même ensemble de sommets. Il su�t alors de faire un test d'égalitéd'ensembles.Dé�nition 5.3 Un sous-ensemble propre X de V (∅ ( X ( V ) est appelé une 
oupeséparant u et v si u ∈ X et v ∈ V \X. La 
apa
ité de la 
oupe est alors dé�nie 
omme :

c(X) =
∑

x∈X,y∈V \X,[x,y]∈E

c[x, y];une arête [x, y] telle que x ∈ X et y ∈ V \X appartient à la 
oupe X.Il faut noter que si on 
onsidère un 
oupe valide sur deux réseaux di�érents, il n'y aau
une raison pour que les 
apa
ités de 
ette 
oupe dans 
ha
un de 
es deux réseauxsoient identiques.Dé�nition 5.4 Une 
oupe minimum séparant deux sommets u et v, notée Cu,v, estune 
oupe de 
apa
ité minimale parmi toutes les 
oupes séparant u et v.2Toute notre étude est appli
able quelle que soit la nature des 
apa
ités : entières ou réelles.45



Le théorème de Ford-Fulkerson [52℄ relie les deux notions en établissant en parti
ulierl'égalité de la valeur de la 
oupe minimum et de la valeur du �ot maximum. Ce théorèmenous a souvent servi lors des diverses preuves de nos résultats.Il existe un 
ertain nombre d'algorithmes performants pour 
al
uler la valeur du �otmaximum entre deux sommets d'un réseau ainsi qu'une 
oupe minimum. On se référerapar exemple à [57℄ pour une revue des di�érents algorithmes. On peut noter qu'il existeun algorithme linéaire lorsque la largeur arbores
ente est bornée par k [64℄. Cependant,
et algorithme n'est pas utilisable en pratique étant donnée la 
onstante dépendant de lalargeur arbores
ente de l'ordre de 22k . À l'extrême, si le graphe sous-ja
ent est un arbre,le temps de 
al
ul est linéaire et trivial : il su�t de 
her
her la 
apa
ité minimale entreles deux sommets 
onsidérés. Cette dernière remarque sera utile par la suite.Notation 5.1 Nous noterons MF(n,m) la 
omplexité en temps pour 
al
uler un �otmaximum dans un réseau ayant n sommets et m arêtes.5.2.2 Arbres de �ots, arbres de 
oupesNous nous intéressons dans 
e 
hapitre aux �ots multi-terminaux, 
'est-à-dire, àl'étude d'un réseau pour lequel la sour
e et le puits ne sont pas déterminés à l'avan
e,mais où 
haque sommet peut potentiellement être l'un ou l'autre. Le réseau ne sera utiliséque 
omme un réseau de �ot simple.Dé�nition 5.5 Le problème des �ots multi-terminaux 
onsiste à déterminer pour unréseau non orienté donné R l'ensemble des valeurs de �ot maximum entre toutes les pairesde sommets.Le problème 
onsiste don
 à déterminer l'ensemble des n(n−1)/2 valeurs de �ots possibles.En 1961, Gomory et Hu ont proposé une représentation 
ompa
te de l'ensemble de 
es�ots sous forme d'un arbre de 
oupes, réduisant à (n − 1) le nombre de 
al
uls de �otsmaximum [59℄. La dé�nition 
i-dessous est dérivée de 
elle de Gomory-Hu [59℄ et de notredé�nition des 
oupes.Dé�nition 5.6 Étant donné un réseau R = (V, E, c), un arbre de 
oupes ou arbre deGomory-Hu de R est un réseau T = (V, E ′, c′) ayant le même ensemble de sommets que
R véri�ant les trois propriétés suivantes :Arbre : le graphe (V, E ′) est un arbre ;Flots : étant donnés deux sommets s et t les �ots fs,t dans R et fs,t dans T sont iden-tiques ;Coupes : une 
oupe minimum Cs,t dans T est aussi minimum entre s et t dans R, leréseau 
ible3.3Bien que l'on 
onsidère deux réseaux di�érents (T et R), on peut dé�nir la même 
oupe (X, Y ) dans
es deux réseaux 
ar l'ensemble des sommets des deux réseaux sont identiques. Dans le 
as général, lavaleur de 
ette 
oupe est di�érente dans les deux réseaux. L'égalité dans le 
as des 
oupes minimum de
T est une propriété des arbres de Gomory-Hu. 46



Plusieurs points sont à remarquer. Premièrement, pour un réseau donné, il n'y a pasuni
ité des arbres de Gomory-Hu. Nous utilisons 
ette propriété plus loin, en parti
u-lier au paragraphe 5.6. Par ailleurs, il existe une forme a�aiblie, mise en éviden
e parGus�eld [63℄, des arbres ne présentant que la propriété de �ot. Dans la �gure 5.1, nousprésentons un réseau simple, un arbre ayant la propriété de �ots sans la propriété de
oupes et un arbre de Gomory-Hu de 
e réseau ; l'arbre de la �gure 5.1(b) n'est pas unarbre de Gomory-Hu 
ar la 
oupe 3/2,1 n'est pas minimale entre 2 et 3.
1

2 3

1

3

2

(a) Réseau R

1

2 3

3

4(b) Arbre de Flots de R

1

2 3
4

3

(
) Arbre de Coupes de RFig. 5.1 � Réseau, arbre �ot équivalent et arbre de Gomory-HuPlusieurs algorithmes permettent d'obtenir des arbres de Gomory-Hu. Les deux prin-
ipaux sont 
elui de Gomory et Hu [59℄ et 
elui de Gus�eld [63℄. Nous présentons demanière synthétique 
es deux algorithmes plus loin dans 
e 
hapitre a�n de les utiliser demanière 
iblée. Dans [58℄, Goldberg et Tsioutsiouliklis présentent une étude expérimentale
omparée de 
es deux algorithmes.5.2.3 ParamétrisationDans la suite de 
e 
hapitre, nous 
onsidérons un 
ertain nombre d'arêtes du réseaupour lesquelles la 
apa
ité n'est pas déterminée à l'avan
e. Étant donné un réseau R, nousséle
tionnons k arêtes e1, e2, . . ., ek pour lesquelles la 
apa
ité est variable (c(ei) = λi)(on élimine les indi
es quand k = 1 a�n de simpli�er les notations).Pour marquer les di�érents éléments dépendant des paramètres, nous noterons 
eux-
ien exposant. Par exemple, la valeur d'un �ot maximum entre s et t sera noté fλ1,λ2,...,λk

s,t .Cela 
on
ernera en parti
ulier le réseau, les arbres de Gomory-Hu, les �ots et les 
oupes.Pour 
haque paramètre, deux 
as parti
uliers sont à noter. Premièrement, λi = 0signi�e simplement que la 
apa
ité de l'arête est nulle, en d'autres termes que l'arêtepeut être éliminée du réseau, ou plus simplement on travaille dans R\ ei. Deuxièmement,
λi = ∞ est plus di�
ile à dé�nir de façon pratique, en parti
ulier dans le 
adre des
al
uls de �ots. Nous montrons par la suite la validité de 
ette notation. A�n de faireun parallèle ave
 
e qui pré
ède, 
ela peut être vu 
omme la 
ontra
tion de l'arête e,
'est-à-dire, travailler dans le réseau R/e.L'analyse de sensibilité dans le 
adre des �ots multi-terminaux paramétrés 
onsisteen l'étude du 
omportement des �ots maximaux entre les di�érents points du réseau enfon
tion des paramètres. Quand il n'y a qu'un seul paramètre (ou que tous les paramètressont dépendants d'un seul), elle 
onsiste à 
her
her les valeurs de 
e paramètre pour47



lesquelles on 
onstate un 
hangement de 
omportement du type � une 
oupe qui étaitminimum n'est plus minimum �.Le but de 
e 
hapitre est de montrer 
omment résoudre 
e problème e�
a
ement. Leparagraphe suivant s'intéresse dire
tement à l'analyse de sensibilité, les suivants montrentles 
onséquen
es de 
ette nouvelle analyse.5.3 Vers une simpli�
ation de l'analyse de sensibilitéDans 
e paragraphe, nous présentons le problème de sensibilité tel qu'il a été posé etrésolu par Elmaghraby, puis nous en présentons notre vision au paragraphe 5.3.2.5.3.1 Vision d'ElmaghrabyDans le problème initialement dé�ni par Elmaghraby [47℄, l'analyse de sensibilité netraite que le 
as d'une seule arête paramétrée (k = 1). On dispose d'un réseau pour lequelune arête e possède des fuites : la 
apa
ité de 
ette arête a pour forme c(e) = c0 − ǫ,
0 ≤ ǫ ≤ c0. On veut alors savoir à partir de quelle(s) valeur(s) des pertes les di�érents�ots seront a�e
tés.La te
hnique mise en pla
e par Elmaghraby est basée sur la dé
roissan
e de la 
apa
ité
c(e). Quand 
ette 
apa
ité diminue, 
ertains �ots sont a�e
tés, 
'est-à-dire, la valeur du�ot maximum 
orrespondant diminue. Elmaghraby dé�nit alors la notion de 
apa
ité
ritique 
omme une valeur de la 
apa
ité paramétrée pour laquelle un �ot 
ommen
e à êtrea�e
té. A�n de déterminer 
es 
apa
ités 
ritiques, Elmaghraby 
ommen
e par 
al
uler unarbre de Gomory-Hu pour le paramètre ǫ = 0 (soit T c0). À partir de la matri
e dé
rivantles 
oupes minimumdans le réseau original (de taillem×(n−1)) [46℄, il identi�e l'ensembledes 
oupes minimum qui 
ontiennent l'arête paramétrée, et trouve ainsi la première valeur
ritique ǫ0. Cette te
hnique est réitérée à partir de c(e) = c1 = c0 − ǫ0.Le nombre d'arbres de Gomory-Hu 
onstruits par 
ette méthode 
orrespond au nombrede valeurs 
ritiques distin
tes dans le réseau. Dès que le réseau est de taille � raisonnable �,
ette méthode n'est pas appli
able en pratique.Par ailleurs, un étude �ne de 
ette méthode par Diallo a montré quelques failles dansla 
ara
térisation 
itée plus haut. Des solutions utilisant une méthodologie de même typey ont été apportées [43℄, ne faisant qu'augmenter la 
omplexité �nale du problème.5.3.2 Vision positiveLe défaut de la méthode pré
édente provient essentiellement de la manière de 
onsidé-rer le problème. En e�et, le réseau est alors vu au travers de ses modi�
ations élémentaires.Notre 
ontribution prin
ipale a été de 
onsidérer l'évolution globale d'un �ot sur toutela plage des valeurs des 
apa
ités de l'arête paramétrée. Le 
omportement global de lafon
tion donnant la valeur du �ot maximum en fon
tion de la 
apa
ité 
ritique est simple
omme le montre la propriété suivante et la �gure 5.2. On rappelle que fλ

s,t est la valeurdu �ot maximum entre s et t quand l'arête paramétrée a pour 
apa
ité λ.48



Propriété 5.1 ( [23℄) Soit R un réseau, e une arête de 
apa
ité paramétrée par λ, s et
t deux sommets du réseau. La valeur du �ot maximum fλ

s,t s'exprime par :
fλ

s,t = min(f 0
s,t + λ, f∞

s,t) (5.1)Cette propriété exprime le fait qu'un �ot pro�te linéairement de l'augmentation de 
apa-
ité de l'arête étudiée (quand 
elle-
i est dans une 
oupe minimum), puis, lorsque 
elle-
isort de la 
oupe minimum, le �ot n'est plus in�uen
é par les évolutions futures. Le 
asparti
ulier où le 
ouple (s, t) 
orrespond aux extrémités de l'arête e 
onduit simplementà ne 
onsidérer que la première partie de l'équation 5.1, la se
onde valant par dé�nition
+∞. Dans le 
as général, il existe un moyen simple de 
al
uler f∞

s,t : il su�t de 
onsidérerune 
apa
ité su�samment grande pour s'assurer que l'arête ne fera pas partie d'une 
oupeminimum 
omme la somme des 
apa
ités des arêtes in
identes à l'une des extrémités de
e. Une autre te
hnique 
onsiste à 
onsidérer le réseau R/e (
e qui revient à identi�er lesextrémités de l'arête).

0 λ

fλ
s,t

f 0
s,t

f∞
s,t

λ∗
s,tFig. 5.2 � Modélisation d'un �ot paramétréÀ partir de 
ette propriété, nous pouvons simplement retrouver la 
apa
ité 
ritiqueasso
iée à 
e �ot telle qu'elle est donnée par l'analyse d'Elmaghraby. Celle-
i 
orrespondau 
hangement de 
omportement de la fon
tion de �ot.Lemme 5.1 ( [23℄) Étant donné un réseau R, une arête paramétrée e = [i, j] et deuxsommets s et t du réseau, la 
apa
ité 
ritique asso
iée au �ot fλ

s,t est pour (s, t) 6= (i, j) :
λ∗

s,t = f∞
s,t − f 0

s,t (5.2)Nous pouvons faire deux remarques relatives à 
e lemme 
on
ernant les limites de 
etteéquation. Si les sommets s et t 
onsidérés 
orrespondent aux extrémités de l'arête exami-née, par extension on peut poser que la 
apa
ité 
ritique vaut +∞. Par 
ontre, il faut êtreplus attentif quand la formule donne λ∗
s,t = 0. En e�et, si les deux extrémités de l'arête

e se trouvent de part et d'autre d'une 
oupe minimum, alors, il existe e�e
tivement une
apa
ité 
ritique ; dans l'autre 
as, la notion de 
apa
ité 
ritique ne peut être dé�nie.Grâ
e au théorème de Ford-Fulkerson, la propriété 5.1 peut s'étendre au 
as des 
oupesminimum. 49



Lemme 5.2 ( [12℄) Étant donné un réseau R, une arête paramétrée e et deux sommetsdu réseau s et t, une 
oupe minimum entre s et t est donnée par :
Cλ

s,t =

{
C0

s,t si λ ≤ λ∗
s,t

C∞
s,t sinon (5.3)On peut remarquer que pour la 
apa
ité 
ritique, les deux 
oupes sont valides.Théorème 5.1 ( [12, 23℄) Soit R un réseau et e une arête paramétrée de R. Soit T 0 et

T∞ deux arbres de Gomory-Hu pour λ = 0 et λ =∞.Pour tout 
ouple de sommets du réseau [s, t], le 
al
ul de la valeur du �ot maximumet la re
her
he d'une 
oupe minimum fλ
s,t peut s'e�e
tuer en un temps linéaire en la tailledu réseau (O(n)).De plus, la re
her
he de toutes les valeurs 
ritiques né
essite O(n3) étapes.En 
omparaison ave
 la méthode d'Elmaghraby qui né
essite autant de 
al
uls d'arbresde Gomory-Hu que de valeurs 
ritiques dans le réseau, notre méthode ne requiert que le
al
ul de 2 arbres de Gomory-Hu, 
haque arbre né
essitant (n− 1)MF (n, m) étapes. Cethéorème 
onstitue don
 une avan
ée importante dans le domaine.Dans les paragraphes suivants, nous allons présenter les diverses impli
ations et ques-tions que pose 
e théorème. En parti
ulier, au paragraphe 5.4, nous présentons deuxgénéralisations de 
e théorème. Au paragraphe 5.5, nous 
onsidérons le 
al
ul d'arbres deGomory-Hu 
ouplés dans le but de gagner du temps sur la partie amont du théorème 5.1.5.4 Extensions du théorème 5.1Dans 
e paragraphe, nous proposons deux extensions possibles du théorème 5.1. Lapremière 
onsiste simplement à 
onsidérer d'autres bornes pour le théorème. La se
ondeprend en 
ompte le 
as multi-dimensionnel, 
'est-à-dire, le 
as où plusieurs arêtes peuventêtre paramétrées.5.4.1 BornesA�n de rendre plus 
laire la présentation, nous nous sommes restreints dans 
e 
hapitreau 
as où les valeurs extrêmes du théorème 5.1 sont les plus simples : 0 pour l'absen
ed'arête et +∞ lorsque les deux extrémités de l'arête sont 
onfondues. Le fait de 
hoisird'autres bornes 
onsiste simplement à limiter la portée de l'équation 5.1 et d'en déduireles autres propriétés.Supposons don
 que la 
apa
ité de l'arête paramétrée ne varie qu'entre deux valeurs

α et β, 0 ≤ α < β ≤ ∞. Nous en déduisons la nouvelle formulation de la valeur du �otmaximum
fλ

s,t = min(fα
s,t + λ− α, fβ

s,t) (5.4)De 
ette formulation, on remarque qu'il n'existe pas né
essairement de valeur 
ritiquedans l'intervalle 
onsidéré, en parti
ulier si fβ
s,t = fα

s,t +β−α. Par ailleurs, le théorème 5.1reste véri�é en remplaçant 0 par α et +∞ par β.Ave
 
ette te
hnique, on peut réé
rire tous les théorèmes de 
e 
hapitre. Cependant,
ette modi�
ation n'apporte pas d'autre intérêt que d'a

roître la 
omplexité des for-mules [12℄. 50



5.4.2 Plusieurs arêtes paramétréesDans 
e paragraphe, nous nous intéressons au 
as où les 
apa
ités de k arêtes peuventvarier indépendemment ; nous dirons que dans 
e 
as qu'on travaille sur un problème dedimension k. Soit e1, . . ., ek les arêtes visées dont la 
apa
ité est donnée par c(ei) = λi.Nos résultats en dimension supérieure proviennent en grande partie de l'appli
ation dela propriété suivante.Propriété 5.2 ( [23℄) Étant donné un réseau R possédant k arêtes paramétrées, la fon
-tion partielle λi 7→ f
λ0
1
,...,λi,...,λ0

k

s,t pour s et t des sommets de R et λ0
j , j 6= i des 
apa
ités�xées 
omprises entre 0 et +∞ est une fon
tion du même type que l'équation 5.1 :

f
λ0
1
,...,λi,...,λ0

k

s,t = min(f
λ0
1
,...,0,...,λ0

k

s,t + λi, f
λ0
1
,...,∞,...,λ0

k

s,t )La même proposition peut s'é
rire pour les 
oupes minimum. De 
ette propriété, on endéduit 
omment obtenir n'importe quelle valeur de �ot maximum et une 
oupe minimumen fon
tion des valeurs extrêmes pour 
haque 
apa
ité. Dans le 
as de la dimension 2,
ela donne l'expression suivante ; pour les dimensions supérieures, il su�t de développerle 
al
ul (
e qui ne pose pas de problème théorique majeur).Lemme 5.3 Étant donné un réseau R, deux sommets s et t du réseau et deux arêtesparamétrées e1 et e2, la valeur du �ot maximal entre s et t s'é
rit sous la forme :
fλ1,λ2

s,t = min




f 0,0
s,t + λ1 + λ2,

f 0,∞
s,t + λ1,

f∞,0
s,t + λ2,

f∞,∞
s,t


 (5.5)Nous avons le même type d'extension dans le 
as des 
oupes minimum. Celle-
i peut sereprésenter de manière synthétique par la �gure 5.3.

0
λ2

f∞,0
s,t − f 0,0

s,t

C0,0
s,t

C∞,0
s,t

C∞,∞
s,t

C0,∞
s,t

f 0,∞
s,t − f 0,0

s,t

λ1Fig. 5.3 � Zones de validité de 
haque 
oupe minimumDans le 
as général, le théorème suivant donne la 
omplexité du 
al
ul des valeurs des�ots maximum. 51



Théorème 5.2 ( [23℄) Soit R un réseau dont k arêtes sont paramétrées. On peut déter-miner à partir de 2k arbres de Gomory-Hu la valeur d'un �ot maximum et d'une 
oupeminimum entre deux sommets quel
onques en temps O(2kn) où n est le nombre de som-mets du réseau.Idée de la preuve : On obtient 
e résultat par ré
urren
e à partir du 
as unidimen-sionnel. Les arbres de Gomory-Hu 
onsidérée sont représentés dans la famille T x1,...,xk ,
xi ∈ {0,∞}, 1 ≤ i ≤ k. �Ce théorème n'améliore la 
omplexité que lorsque le nombre d'arêtes paramétrées estfaible. En e�et, quand le 
e nombre est trop grand, 
ette re
her
he requiert plus de 
al
ulsque la re
her
he simple du �ot maximum dire
t dans le réseau.De manière extrême, si toutes arêtes sont paramétrées, on peut interpréter 
e théorèmepar : la valeur du �ot maximum est la somme des 
apa
ités des arêtes de la 
oupeminimum. On retrouve don
 la propriété fondamentale des �ots.Cette partie peut apporter de nouvelles dire
tions d'investigation a�n de 
ompléterl'analyse dans le 
as multidimensionnel. En e�et, l'étude pré
édente se base sur l'indépen-dan
e totale de la variation des paramètres. Cependant, les divers paramètres peuventêtre liés, 
omme dans le 
as où l'on dispose d'une 
ertaine quantité de 
apa
ité à répartirau mieux entre les quelques 
apa
ités qui ne sont pas en
ore �xées. Les questions qui seposent alors sont :1. Est-il né
essaire de 
al
uler autant d'arbres de Gomory-Hu ? À partir de la �-gure 5.3, on peut faire la remarque suivante : si la dépendan
e entre les deux pa-ramètres est du type λ2 = αλ1 + β, ave
 α > 0, il ne faudra 
onsidérer que trois
oupes di�érentes (trois zones d'in�uen
e). Dans le 
as général, les 4 zones sontné
essaires. Comment 
e phénomène se généralise aux dimensions supérieures ?2. Le domaine de validité du théorème 5.2 en serait-il élargi ?5.5 Cal
ul d'arbres de Gomory-Hu 
ouplésCe paragraphe s'intéresse en premier lieu à l'étude de la portée des théorèmes 5.1et 5.2. On remarque en e�et que les 2 (2k) arbres de Gomory-Hu que l'on doit 
onsidérer
on
ernent des réseaux qui ne di�èrent que lo
alement : le premier 
onsidère le réseauauquel on a supprimé l'arête 
ible e, le se
ond, le mineur du réseau par 
ontra
tion de 
ettearête. On a 
her
hé à améliorer le 
al
ul des 2 arbres de Gomory-Hu en 
onsidérant 
esdeux réseaux simultanément. Dans la suite, nous présentons d'abord un 
as plus simpleau paragraphe 5.5.1 : 
al
uler un arbre de Gomory-Hu pour une valeur intermédiaire duparamètre. Ensuite, nous présentons le problème général au paragraphe 5.5.2.L'étude présentée dans 
e paragraphe 
on
erne les réseaux ne possédant qu'une seulearête paramétrée.5.5.1 Re
her
he d'un arbre de Gomory-Hu intermédiaireDans 
e paragraphe, il s'agit de résoudre le problème suivant : étant donné T 0 et T∞les arbres de Gomory-Hu des réseaux R0 et R∞, est-il possible de 
al
uler e�
a
ement T λ52




orrespondant au réseau Rλ ? Dans notre 
as, la 
omplexité re
her
hée doit être meilleureque (n− 1)MF (n, m).Pour 
e faire, nous allons examiner l'algorithme alternatif pour 
al
uler les arbres deGomory-Hu : l'algorithme de Gus�eld [63℄. On peut é
rire de manière très synthétique
et algorithme de la manière suivante. On appelle une étoile à n sommets un arbre réduità (n− 1) feuilles et une ra
ine.Algorithme 1: Gus�eld(R)
⊲ R est un réseau à n sommets.
⊲ Retourne un arbre de Gomory-Hu T de R.1 Cal
uler une étoile à n sommets T , étiquetés de 1 à n (la ra
ine portant l'éti-quette 1). Les arêtes ne sont pas valuées.2 pour s = 2 à n3 Soit t le voisin de s dans l'arbre T .4 Cal
uler une 
oupe minimum dans R entre s et t.5 Changer l'arbre en étiquetant l'arête [s, t] ave
 c(Cs,t), et réarranger l'arbrede sorte que 
e nouvel arbre re�ète la 
oupe nouvellement 
al
ulée, tout enmaintenant la validité des 
oupes pré
édentes.6 �n pourEn 
e qui 
on
erne la 
omplexité de 
et algorithme, toutes les étapes peuvent se faireen un temps linéaire, sauf bien sûr l'étape 4 qui né
essite MF (n, m). L'avantage de 
etalgorithme par rapport à notre problème est que toutes les 
oupes sont 
al
ulées sur lemême réseau. Une 
onséquen
e dire
te du théorème 5.1 est alors :Théorème 5.3 ( [12℄) Soit R un réseau dont la 
apa
ité d'une arête e est paramétrée.Soit T 0 et ∞ des arbres de Gomory-Hu pour les paramètres 0 et +∞. Il est alors possiblede 
al
uler un arbre de Gomory-Hu du réseau Rλ, 0 < λ <∞, en temps O(n2).Idée de la preuve : Il su�t d'appliquer l'algorithme de Gus�eld. Grâ
e au théorème 5.1,la 
omplexité de l'étape 4 devient linéaire. �On remarque que la donnée des deux arbres de Gomory-Hu su�t pour e�e
tuer le
al
ul. Par ailleurs, 
e théorème peut fa
ilement être étendu au 
as où k arêtes sontparamétrées.5.5.2 Cal
ul d'un arbre de Gomory-Hu supplémentaireDans 
e paragraphe, nous regardons le problème suivant : étant donné un réseau Rpossédant une arête e dont la 
apa
ité est paramétrée et un arbre de Gomory-Hu T 0 de

R0, quelle est la 
omplexité du 
al
ul d'un arbre de Gomory-Hu de Rλ, 0 < λ ≤ ∞ ? La
omplexité qui nous intéresse i
i est le nombre d'appels à la méthode de 
al
ul de �otmaximum. En e�et, 
omme a pu le voir dans la des
ription de l'algorithme de Gus�eld, la
omplexité du 
al
ul d'un arbre de Gomory-Hu est bornée par (n−1)×M((n, m), toutesles autres opérations étant négligeables par rapport à M(n, m). Nous allons résoudre le
as λ =∞, 
ependant, la méthode est générale.Pour résoudre 
e problème, il est important de 
omprendre à quelle 
ondition onpeut réutiliser une partie de l'arbre T 0 dans l'arbre T∞. Pour 
ela, il su�t de regarderla �gure 5.2 et de 
onsidérer le 
as parti
ulier où f 0
s,t = f∞

s,t. Dans le 
as général, par53



appli
ation du lemme 5.2, une 
oupe minimum C0
s,t ne 
ontient pas l'arête e. Il en résulteque 
ette 
oupe reste valide pour toute valeur de la 
apa
ité. On en déduit alors le lemmesuivant.Lemme 5.4 ( [12℄) Soit R un réseau possédant une arête e = [i, j] dont la 
apa
ité estparamétrée par λ. Soit T 0 un arbre de Gomory-Hu de R0. Soit s et t deux sommets duréseau. Si le 
hemin P 0

i,j reliant i à j dans T 0 n'a pas d'arête en 
ommun ave
 P 0
s,t (
heminreliant s à t dans T 0), alors :

∀λ fλ
s,t = f 0

s,t.Par ailleurs, une 
oupe minimum C0
s,t reste valide pour toutes les valeurs de λ.En utilisant 
e lemme et l'algorithme de Gus�eld, on s'aperçoit que l'on peut gagnerun 
ertain nombre d'étapes. En e�et, l'algorithme de Gus�eld examine les sommets dansun ordre prédé�ni : les sommets sont passés en revue de 2 à n. En 
onsidérant une autrenumérotation des sommets du réseau, on peut utiliser les informations 
ontenues dans T 0a�n de 
onstruire T∞. Nous montrons en parti
ulier par 
ette méthode [12℄ qu'il existeun arbre de Gomory-Hu de R∞ qui 
ontient le plus grand sous-arbre de la forêt T 0 \P 0

i,j,où P 0
i,j est le 
hemin reliant les extrémités de l'arête paramétrée dans l'arbre T 0 (voir�gure 5.4(a)). L'idée prin
ipale est de simuler l'algorithme de Gus�eld jusqu'au pointde 
onstru
tion du sous-arbre souhaité, puis de montrer que 
e sous-arbre ne sera plus
onsidéré par l'algorithme par la suite. Par 
onséquent, on peut 
ommen
er l'algorithmede Gus�eld de l'état 
orrespondant à la �gure 5.4(b). Cependant, 
ette te
hnique nepermet pas d'éliminer toutes les redondan
es possibles entre les deux 
al
uls d'arbres. Ene�et, tous les sous-arbres de la forêt jouent un r�le équivalent. Nous avons don
 
her
héà en in
lure le plus possible dans l'arbre re
her
hé.

x0 = i xa xl = j

T0 Ta Tl

P 0
i,j

(a) Dé
omposition à un niveau de T 0

xa

Ta(b) Nouveau point de départ de l'algo-rithmeFig. 5.4 � État initial du 
al
ul de T∞ par l'algorithme de Gus�eld. L'arbre en grisé estl'arbre le plus grandA�n d'améliorer la 
omplexité, nous sommes partis de l'algorithme original de Gomory-Hu [59℄. Celui-
i est assez simple à 
omprendre (plus di�
ile à mettre en ÷uvre). Il utilisela notion de super-n÷ud. Un super-n÷ud 
orrespond simplement à un regroupement desommets du réseau.Algorithme 2: Gomory-Hu(R)
⊲ R est un réseau à n sommets. 54



⊲ Retourne un arbre de Gomory-Hu T de R1 Créer un super-n÷ud 
ontenant tous les sommets de R.2 tant que il existe un super-n÷ud SN 
ontenant plus d'un sommet faire3 Choisir s et t dans SN4 Considérer le réseau R′ 
omposé de tous les super-n÷uds sauf SN qui a étédéveloppé.5 Cal
uler une 
oupe minimum C ′
s,t dans R′.6 Séparer SN en deux super-n÷uds SN1 et SN2 reliés par une arête de poidsla 
apa
ité de la 
oupe pré
édente, de sorte que tous les sommets de SN1sont d'un 
�té de la 
oupe et tous les sommets de SN2 sont de l'autre 
�té.Relier les autres super-n÷uds soit à SN1 ou SN2 en fon
tion de leur positiondans C ′

s,t.7 �n tant quePour 
et algorithme, il est aussi intéressant de voir où se trouvent les possibilités de
hoix :1. Le super-n÷ud à diviser. C'est un 
hoix a

essoire 
ar il faut faire � disparaître �tous les super-n÷uds qui ne sont pas 
omposés d'un seul sommet.2. Les sommets à l'intérieur du super-n÷ud (étape 3).3. La 
oupe minimum entre les sommets s et t (étape 5).À partir de 
es diverses remarques, on obtient le théorème prin
ipal de 
e paragraphe.Théorème 5.4 ( [12℄) Soit R un réseau, et e = [i, j] une arête du réseau dont la 
apa
itéest paramétrée par λ. Soit T 0 un arbre de Gomory-Hu de R0 et P 0
i,j le 
hemin dans T 0entre i et j. On peut 
onstruire un arbre de Gomory-Hu T∞ de R∞ en n'e�e
tuant que

|P 0
i,j| − 1 
al
uls de 
oupes minimum.Idée de la preuve : En utilisant les divers degrés de liberté de l'algorithme de Gomory-Hu, on peut simuler 
elui-
i a�n d'obtenir la 
on�guration suivante : un super-n÷ud
omposé de tous les éléments du 
hemin P 0

i,j relié aux sous-arbres de T 0 \ P 0
i,j (que l'onappelle une dé
omposition à deux niveaux 
omme le montre la �gure 5.5(a)). Pour 
ela,on donne une nouvelle numérotation des sommets. On e�e
tue ensuite les premièresbou
les de l'algorithme de Gomory-Hu en pré
isant les sommets 
on
ernés et quelle 
oupe
onsidérer. On re
rée alors tous les sous-arbres se trouvant en dehors du 
hemin P 0

i,j.De 
e nouvel état (�gure 5.5(b)), il ne reste plus que |P 0
i,j| − 1 étapes de l'algorithmeinitial à e�e
tuer. D'où la 
omplexité de notre algorithme. �Commentaires généraux et ouvertures. Ce théorème apporte don
 un intérêt sup-plémentaire au théorème 5.1. En e�et, le sur
oût du 
al
ul de T∞ à partir de T 0 n'esten général pas très important (le pire 
as serait d'obtenir un arbre T 0 de forme linéaireet que les sommets reliés par l'arête étudiée 
orrespondent aux extrémités de l'arbre).La 
omplexité de la re
her
he d'un �ot maximum est-elle aussi réduite du fait que l'on
onsidère un réseau plus petit ? Une étude expérimentale 
omplémentaire serait bienve-nue pour étayer la pertinen
e de 
es résultats. Cette étude pourrait apporter des élémentsqualitatifs pour l'étude du 
as multi-dimensionnel. En e�et, 
al
uler de manière e�
a
eles 2k − 1 autres arbres à partir de l'arbre de base reste une question ouverte.55
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i,j(b) Nouveau point de départ de l'algorithme deGomory-HuFig. 5.5 � État initial de 
onstru
tion de T∞ par l'algorithme de Gomory-HuPeut-on mettre une stru
ture de type treillis au dessus de 
ette famille d'arbres ?Est-
e qu'une telle stru
ture apporte quelque-
hose du point de vue algorithmique ou dupoint de vue de la 
omplexité ?Une avan
ée importante serait de pouvoir 
onstruire une stru
ture de donnée permet-tant de répondre en moyenne plus rapidement à la question du 
al
ul des �ots maximum.Une dernière remarque 
on
erne le sens de re
onstru
tion d'un arbre à partir del'autre. Nous avons 
onstruit T∞ à partir de T 0. Si on essaye d'e�e
tuer l'opérationinverse, on se heurte à la di�
ulté ren
ontrée par Elmaghraby dans son analyse de sensi-bilité, 
'est-à-dire que l'on risque d'être 
onfronté au grand nombre de valeurs 
ritiques.5.6 Les ε-arbres de Gomory-HuUne autre question se pose à partir du théorème 5.4 : est-il possible de 
onstruire lepremier arbre de Gomory-Hu de sorte à minimiser la distan
e entre les deux sommets i et
j, extrémités de l'arête paramétrée dans le réseau 
ible ? C'est en partie pour répondre à
ette question que nous avons mis en pla
e les ε-arbres de Gomory-Hu. Nous présentonsensuite deux appli
ations de 
es arbres. Les résultats de 
e paragraphe ne sont pas en
orepubliés. Nous détaillons don
 un peu les preuves.5.6.1 Dé�nitionComme nous l'avons pré
isé pré
édemment, un réseau donné peut avoir plusieursarbres de Gomory-Hu. Dans l'arti
le de Tu
ker, Hu et Shing [89℄, 
eux-
i présentent demanière évasive le problème qui nous 
on
erne :Note that, in general, multiple trees exist whi
h satisfy the GH tree de�ni-tion. However, for simpli
ity in dis
ussion we usually prefer the tree of smallestdiameter, and pi
k its internal node of greatest sum of link 
apa
ities as theroot.Cependant, il n'est jamais fait mention de te
hniques permettant de trouver un tel arbrede Gomory-Hu. Comme nous l'avons déjà souligné pour l'algorithme de Gomory-Hu, ilexiste un 
ertain nombre de degrés de liberté pour 
onstruire un arbre de Gomory-Hu.Dans 
e paragraphe, nous limitons le nombre de 
oupes minimum qui peuvent être 
an-didates (lors de l'étape 4 de l'algorithme 1 ou de l'étape 5 de l'algorithme 2) en donnant56



une valeur symbolique à la 
apa
ité de l'arête paramétrée. Pour 
ela, nous introduisonsune variante des arbres de Gomory-Hu dans laquelle on 
onsidère des modi�
ations élé-mentaires de la 
apa
ité paramétrée en un point donné. Suivant la valeur de la 
apa
itéet sa position par rapport à la 
apa
ité 
ritique, 
ette modi�
ation élémentaire aura ounon une in�uen
e sur la valeur du �ot maximum.Dé�nition 5.7 Soit R un réseau et e = [i, j] une arête du réseau. Un ε+-arbre deGomory-Hu de R est un arbre de Gomory-Hu de R pour lequel la 
apa
ité de l'arête eest c(e) + ε, où ε représente une perturbation positive in�nitésimale. Dans 
e 
ontexte, ilest possible que c(e) = 0.De manière similaire, si c(e) > 0, on dé�nit un ε−-arbre de Gomory-Hu de R
omme l'arbre de Gomory-Hu de R pour lequel la 
apa
ité de e a subi une légère pertur-bation négative.Un ε-arbre de Gomory-Hu est soit un ε+-arbre de Gomory-Hu soit un ε−-arbre deGomory-Hu.On peut alors remarquer que dans de tels arbres, il existe deux types de 
apa
ités :
elle qui sont 
onstantes et 
elles qui sont paramétrées par ε.L'avantage prin
ipal de 
ette stru
ture est de trouver dire
tement les sommets s et
t pour lesquels fs,t est sensible à une variation de la 
apa
ité de l'arête e. Nous sommesobligés de 
onsidérer les deux 
as a�n de pouvoir 
onsidérer la singularité (le 
hangementde pente) de la 
ourbe donnant la valeur du �ot maximum en fon
tion de la 
apa
ité (voirla �gure 5.2). Avant de donner les propriétés de 
ette stru
ture, nous pré
isons quelquespoints 
on
ernant son 
al
ul.Cette stru
ture peut être 
al
ulée de manière aussi e�
a
e que tout autre arbre deGomory-Hu. Le s
héma général suit les algorithmes 
lassiques de Gomory-Hu ou Gus�eld.La seule di�éren
e provient de l'algorithme de re
her
he d'une 
oupe minimum. Si leréseau ne 
omporte que des 
apa
ités entières, on peut 
hoisir ε = 1/2 : tous les �ots nonentiers seront alors sensibles à la variation de la 
apa
ité de e. Par 
ontre, si les 
apa
itéssont réelles, il faut 
hanger les te
hniques de 
omparaison entre di�érentes 
apa
ités enappliquant la règle

∀x, y x < y =⇒ x < x + ε < y et x < y − ε < y. (5.6)On peut aussi remarquer qu'il n'y a pas né
essairement uni
ité des 
es nouveauxarbres de Gomory-Hu. En voi
i des propriétés importantes.Lemme 5.5 Soit R un réseau et e = [i, j] une arête de R. Soit T ε un ε-arbre de Gomory-Hu et P ε
i,j le 
hemin reliant i à j dans T ε. Alors, les deux propriétés suivantes sontvéri�ées :1. La 
apa
ité d'une arête e′ de T ε dépend de ε si et seulement si e′ appartient à P ε

i,j.2. T ε fournit un arbre de Gomory-Hu de R en ignorant les ε.Preuve : A�n de prouver le deuxième point, il su�t de remarquer que l'algorithme
al
ulant les ε-arbres de Gomory-Hu ne di�ère des algorithmes 
lassiques que dans le
hoix des 
oupes minimum. Par ailleurs, 
haque 
oupe minimum ainsi 
al
ulée n'estqu'une 
oupe minimum spé
i�que, qui reste valide dans le 
as ε = 0.Le premier point doit être montré pour 
haque 
as.57



ε+-arbres de Gomory-Hu. En utilisant le lemme 5.4, une arête n'appartenant pas au
hemin P ε
i,j ne peut pas avoir de 
apa
ité dépendant d'ε. Maintenant, éliminer toutearête e′ sur le 
hemin P ε

i,j dans T ε dé�nit une 
oupe minimale, par dé�nition del'arbre de Gomory-Hu, qui sépare i et j dans T ε, mais aussi dans R. Par 
onséquent,l'arête e est dans la 
oupe minimum et la 
apa
ité de 
ette 
oupe, qui 
orrespondà la 
apa
ité de e′ dans T ε, dépend de ε.
ε−-arbres de Gomory-Hu. On utilise dans 
e 
as un argument de même nature. Ce-pendant, le lemme 5.4 ne peut 
onsidérer que des perturbations positives. Son exten-sion au 
as des perturbations négatives est dire
t : il su�t d'inverser les argumentsen utilisant l'ε-arbre de Gomory-Hu 
omme 
as de base.

�5.6.2 PropriétésA�n de trouver l'arbre de Gomory-Hu minimisant la distan
e entre deux sommetsspé
i�ques, nous donnons un théorème plus général, dont les appli
ations dépassent le
adre de 
e paragraphe.Théorème 5.5 Soit R un réseau, e = [i, j] une arête de R. Soit T+ε un ε+-arbre deGomory-Hu de R et T−ε un ε−-arbre de Gomory-Hu de R. Soit T un arbre de Gomory-Hu de R. Alors, nous avons l'inégalité4
dT+ε(i, j) ≤ dT (i, j) ≤ dT−ε(i, j) (5.7)Preuve : On note Pa,b (respe
tivement P+

a,b et P−
a,b) le 
hemin entre a et b dans T (resp.

T+ε et T−ε). On appelle X (resp. X+ et X− ) l'ensemble des sommets de Pi,j (resp. P+
i,jet P−

i,j).Commençons par prouver la première inégalité. Soit π+ l'appli
ation X+ −→ X telleque π+(v) est le plus pro
he voisin de v dans X. Par exemple, nous avons π+(i) = i etplus généralement, pour tout élément v de X ∪X+ π+(v) = v.Ainsi dé�nie, la fon
tion π+ est inje
tive. Supposons en e�et le 
ontraire. Alors, ilexiste deux sommets v et w tels que π+(v) = π+(w). Comme T+ε et T sont des arbresde Gomory-Hu, et étant donnée la dé�nition de π+, le 
hemin Pv,w n'a pas d'arête en
ommun ave
 Pi,j. Don
, d'après le lemme 5.4, la valeur du �ot maximum entre v et wn'est pas sensible à une variation positive ε de la 
apa
ité de l'arête e. Cependant, si onregarde T+ε, v et w sont sur le 
hemin P+
i,j, et en utilisant le lemme 5.5, la valeur du �otmaximum est sensible à une variation positive de la 
apa
ité de e. Par 
onséquent, 
ela
onduit à une 
ontradi
tion et la fon
tion π+ est inje
tive.On en déduit que, puisque tous les ensembles 
onsidérés sont �nis, nous avons |X| ≥

|X+|, i.e., la distan
e entre i et j dans T ǫ est la plus petite parmi tous les arbres deGomory-Hu R.De même, pour la se
onde inégalité, nous 
onsidérons l'appli
ation π− l'appli
ation
X −→ X− qui asso
ie le plus pro
he voisin d'un point dans X−. Nous prouvons alors dela même manière que 
ette nouvelle appli
ation est inje
tive.4La notation dG(x, y) est la distan
e entre les sommets x et y dans le graphe G.58



Tous 
es éléments 
onduisent à la preuve du théorème. �L'appli
ation prin
ipale de 
e théorème donne la réponse à la question initiale de 
eparagraphe.Corollaire 5.1 Soit R un réseau, et e une arête paramétrée. On peut 
onstruire les deuxarbres de Gomory-Hu T 0 et T∞ en e�e
tuant un minimum d'appels à la re
her
he de de
oupe minimum.Preuve : Il su�t de 
hoisir pour T 0 l'ε-arbre de Gomory-Hu de R0 et d'appliquer en-suite le théorème 5.4 pour 
al
uler T∞. Le théorème 5.5 nous assure que le se
ond arbreutilisera le moins d'appels à la méthode MF (n, m). �Dans les problèmes de dimension supérieure, 
ette méthode ne semble e�e
tive quedans des 
as parti
uliers : quand les arêtes paramétrées n'ont pas d'in�uen
e simultané-ment sur la valeur du �ot maximum entre deux paires. Nous dis
utons au paragraphe 5.7des moyens d'étudier 
e problème.5.6.3 Appli
ation : le problème ASFDans 
e paragraphe, nous donnons une appli
ation de la deuxième inégalité du théo-rème 5.5. Cette appli
ation donne un nouvel é
lairage au problème que nous avons pré-senté dans [13℄. Le problème que nous souhaitons résoudre est le suivant.Dé�nition 5.8 ( [13℄) Soit R un réseau et e = [i, j] une arête de R. L'ensemble ASF[e](Allways Saturating Flows) est l'ensemble des 
ouples de sommets {s, t} tels que tous les�ots maximum saturent l'arête e.
ASF [e] =

{
{s, t} ∈ V 2 | ∀

→

f s,t |
→

f s,t(e)| = c(e)
} (5.8)Cette dé�nition permet de 
onnaître a priori les �ots qui seront parti
ulièrement sensiblesà la variation de la 
apa
ité de l'arête, en parti
ulier dans le 
as d'une dégradation.L'ensemble ASF (e) est 
ara
térisé par le théorème suivant.Théorème 5.6 ( [13℄) Soit R un réseau et e = [i, j] une arête de R telle que c(e) =

c0 > 0. Soit δ0 une dégradation in�me de la 
apa
ité de e. Soit Rδ0 le nouveau réseauet T δ0 un arbre de Gomory-Hu de Rδ0. Soit respe
tivement fs,t et f δ0
s,t la valeur du �otmaximum entre s et t respe
tivement dans T et dans T δ0. Alors, on a

∀ s, t ∈ V, {s, t} ∈ ASF [e]⇔ f δ0
s,t = fs,t − δ0. On peut réé
rire 
e théorème en utilisant les ε-arbres de Gomory-Hu.Théorème 5.7 Soit R un réseau et e = [i, j] une arête de R telle que c(e) = c0 > 0. Soit

T−ε un ε−-arbre de Gomory-Hu.
ASF [e] = {{s, t} | le �ot entre s et t dans T−ε dépend de ε}59



5.7 Con
lusions et perspe
tives de 
e 
hapitreDans 
e 
hapitre, nous avons présenté nos di�érentes 
ontributions dans le domaine desmulti-�ots paramétrés. Quelques problèmes ouverts sont apparus au �l de la dis
ussion.Ils 
on
ernent prin
ipalement le 
as où plusieurs arêtes peuvent être paramétrées. Voi
iquelques autres perspe
tives de 
e travail.5.7.1 Algorithmes de 
al
ul d'arbres de Gomory-HuD'un point de vue algorithmique, ou peut être plus pratique, il pourrait être intéres-sant de fournir un algorithme 
al
ulant un arbre de Gomory-Hu intermédiaire entre lesdeux algorithmes que nous avons présentés. L'algorithme de Gus�eld a l'avantage de lasimpli
ité d'é
riture et de 
odage. Cependant, il reste gourmand en opérations : tous les
al
uls de �ot maximum sont e�e
tués sur le réseau initial. Celui original de Gomory-Huest plus 
omplexe à 
oder. Il né
essite de mettre en ÷uvre la notion de super-n÷uds.Cependant, les 
al
uls de �ots maximum y sont plus simples 
ar les réseaux 
onsidéréssont plus petits. Quel serait l'apport d'un algorithme travaillant en 2 phases : la pre-mière 
her
hant à diminuer la taille du réseau ave
 des opérations de type Gomory-Hu,la se
onde travaillant sur des petits réseaux en utilisant l'algorithme de Gus�eld. La 
om-préhension synthétique de 
es deux algorithmes permettrait de donner une réponse assezrapidement.Il apparaît plus 
ompliqué d'améliorer la 
omplexité générale du 
al
ul d'un arbre deGomory-Hu en utilisant la méthodologie de 
al
ul d'une suite d'arbres de Gomory-Hu.En partant d'un sous-réseau sur lequel il est simple (voire très simple) de 
al
uler unarbre de Gomory-Hu, 
onstruire une suite d'arbres de Gomory-Hu a�n d'obtenir l'arbre�nal : le 
al
ul d'un sous-réseau intéressant (où le 
al
ul de �ot est élémentaire et trèse�
a
e) peut s'avérer être un problème très 
omplexe en général. Par ailleurs, pour que
ette méthode soit e�
a
e, le nombre d'arêtes à rajouter doit au plus être linéaire.5.7.2 Autres fon
tions admettant des arbres de Gomory-Hu etparamétrisationD'autres fon
tions que la fon
tion de �ot ont des représentations 
ompa
tes de typearbres de Gomory-Hu. Une voie possible est de 
omprendre quelles sont les propriétés de
ette fon
tion pour laquelle notre étude reste valable.Un exemple pro
he des �ots est 
elui 
elui des �ots multiroutes. Cette notion a étéintroduite par Kishimoto and Takeushi pour résoudre des problèmes de �abilité de ré-seau. Plusieurs études sur 
e problème sont parues, en parti
ulier un théorème de MaxFlot/Min Cut [71℄. La synthèse de réseau pour le problème multiterminal est abordé parChandrasekaran, Nair, Aneja et Kabadi dans [35℄. Dans [70℄, les mêmes auteurs ont mon-tré l'existen
e d'arbres de 
oupes sous 
ertaines 
onditions sur le nombre de routes quel'on s'autorise.Les �ots simples et les �ots multiroutes ont des propriétés 
ommunes. Il est naturelde regarder l'extension de notre travail sur 
e type de fon
tion.60



5.7.3 ε-arbres de Gomory-HuDans la se
tion 5.6, nous avons montré 
omment trouver des arbres de Gomory-Huqui minimisent ou maximisent la distan
e dans l'arbre entre deux n÷uds du réseau. Deuxdire
tions prin
ipales peuvent être 
onsidérées pour étendre 
es résultats.1. Autres propriétés. Si on se réfère à l'arti
le [89℄, il est possible de trouver un arbrede Gomory-Hu de diamètre minimum. Cependant, rien n'atteste de la di�
ulté duproblème. Quelles sont les 
onditions, que l'on espère le plus simple possible, quipermettent de séle
tionner les bons éléments dans les algorithmes de 
onstru
tiond'un tel arbre ? La question inverse se pose aussi : existe-t-il des 
ritères que l'onne peut satisfaire sans e�e
tuer une re
her
he exhaustive des 
oupes minimales ?Sa
hant qu'il peut y avoir entre deux sommets un nombre exponentiel de 
oupesminimum [82℄, on peut supposer que 
ela donnerait des problèmes NP-
omplets ?2. Plusieurs arêtes paramétrées. Peut-on donner un équivalent des ε-arbres deGomory-Hu en dimension supérieure ? Cette question n'est pas si simple. En e�et,
onsidérons un �ot paramétré par la 
apa
ité de 2 arêtes (formule 5.5). On peutdistinguer, en dehors de la saturation, trois 
as en fon
tion de la position relativedes arêtes paramétrées :(a) arêtes parallèles : la valeur du �ot maximum suit indépendemment les évo-lutions des deux 
apa
ités ;(b) arêtes série : les deux arêtes bloquent mutuellement l'évolution du �ot.(
) 
as général : on se trouve dans une situation intermédiaire.On pourrait don
, pour un �ot parti
ulier, dé�nir l'asso
iation des deux arêtes ave
une partie parallèle et une autre série. Cependant, 
ette répartition ne 
on
ernequ'une seule paire de sommets du réseau, et devra être re
al
ulée pour toutes lesautres paires.La majeure partie des réponses viendra sans doute dans la meilleure 
ompréhensionde la stru
ture de donnée arbre de Gomory-Hu et de ses rapports ave
 le réseau initial.5.7.4 Mineurs de graphes et �otsLa propriété 5.1 peut être 
onsidérée ave
 une vision d'un peu plus haut niveau. Ons'aperçoit que l'on travaille ave
 deux types de réseaux a�n d'e�e
tuer les 
al
uls : R0 et
R∞. On remarque que du point de vue théorie des graphes, le deuxième réseau 
onsisteà fusionner les deux sommets de 
haque 
�té de l'arête 
on
ernée, ou plus simplemente�e
tuer la 
ontra
tion de l'arête e. Si e est l'arête paramétrée, on travaille don
 ave

R \ e = R0 et R/e = R∞. Est-
e que 
e formalisme peut alors être utilisé pour donner denouvelles identités ?
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Chapitre 6L'arbre de 
liques augmenté : une autrereprésentation d'un grapheCe 
hapitre présente une dire
tion nouvelle de mes re
her
hes depuis l'année 2003.Je me suis intéressé aux polyn�mes 
hromatiques des graphes : au travers d'un projetde maîtrise, j'ai essayé d'en 
erner les diverses propriétés, pour re
her
her des 
onditionssimples pour que deux graphes aient le même polyn�me 
hromatique. Ave
 K. Nguyenet S. Lebresne en parti
ulier, nous avons mis au point une méthode de 
al
ul de 
espolyn�mes basée sur la triangulation des graphes. Ce travail a fait l'objet de la publi
a-tion [29℄. Plusieurs autres étudiants ont 
ontribué à faire avan
er 
e projet a�n d'a�nerles te
hniques mises en pla
e dans le travail pré
édent. Il s'agit d'A. Vieilleribière, M.Sozeau, P-L. Garo
he, S. Billard et I. Briquel.Après quelques études 
omplémentaires, la représentation des graphes 
hoisie est leprin
ipal élément qui permet d'e�e
tuer les opérations de 
al
ul du polyn�me 
hromatiquede manière assez e�
a
e. Ce 
al
ul devient alors une (prin
ipale) appli
ation possible de
ette représentation ave
 les opérations que l'on e�e
tue dessus. Nous essayons de montrerdans 
ette partie le potentiel de 
ette représentation.6.1 Introdu
tionIntroduit en 1946 par Birkho� et Lewis, le polyn�me 
hromatique d'un graphe permetde dénombrer les 
olorations propres de 
e graphe. Au travers de ses 
oe�
ients ou dela valeur en 
ertains points, 
e polyn�me 
apture aussi un 
ertain nombre de propriétés
ombinatoires des graphes, 
omme le nombre 
hromatique, mais aussi le nombre d'orien-tations a
y
liques ou d'arbres 
ouvrants [88℄. On trouve aussi quelques appli
ations enphysique théorique [36℄. De nombreuses autres études ont été réalisées sur 
e polyn�me,en parti
ulier la lo
alisation de ses ra
ines réelles ou 
omplexes [69℄.Quelques arti
les traitent du 
al
ul e�e
tif du polyn�me 
hromatique en utilisant lesopérations élémentaires de 
ontra
tion et la suppression d'arêtes, opérations élémentairespermettant de dé
rire tous les mineurs d'un graphe donné1. Ce 
al
ul est basé sur uneméthode ré
ursive, les ré
ursions agissant sur des transformations élémentaires du grapheinitial. Les 
as de base 
orrespondent aux graphes pour lesquels il est fa
ile de 
al
uler1Voir l'annexe B pour une dé�nition pré
ise de 
ette notion.63




e polyn�me. Les 
as les plus simples sont les graphes vides et les arbres. Haggard [65℄ are
her
hé une famille plus large de tels graphes et a poussé 
e raisonnement à l'extrême :si graphe est � su�samment � petit, on regarde si son polyn�me 
hromatique n'a pasdéjà été 
al
ulé. On 
onstitue ainsi un di
tionnaire des polyn�mes 
hromatiques despetits mineurs du graphe 
ible. Cette méthode utilise par ailleurs la déte
tion de graphesisomorphes [77℄. À l'instar de [88℄, nous avons utilisé les graphes triangulés 
omme 
as debase. Cependant, nous avons utilisé les ré
ursions basées sur l'ajout d'arête et la fusionde deux sommets non voisins.Un autre élément important de notre étude est la famille des graphes triangulés. Cettefamille est 
ara
térisée de di�érentes manières [66℄. Par exemple, un graphe triangulé estun graphe dans lequel tout 
y
le de longueur > 3 possède une 
orde. Cette famille pos-sède de bonnes propriétés algorithmiques : un 
ertain nombre de problèmes di�
iles (enparti
ulier, NP-
omplets) deviennent fa
iles à résoudre (en l'o

urren
e, polynomiaux)dans 
ette famille. Une triangulation d'un graphe général 
onsiste à rajouter des arêtes à
e graphe pour qu'il devienne triangulé. Les appli
ations des triangulations se retrouventdans divers domaines 
omme pour les multipli
ations de matri
es 
reuses, en gestion debases de données ou la vision par ordinateur (voir les référen
es in
luses dans [66℄).Dans la suite de 
e 
hapitre, nous présentons les diverses dé�nitions importantes au pa-ragraphe 6.2, en parti
ulier 
elle de l'arbre de 
liques augmenté. Au paragraphe 6.3, nousmontrons 
omment 
ette stru
ture est utilisable dans le 
al
ul du polyn�me 
hromatique.Au paragraphe 6.4, nous donnons quelques résultats pratiques. En�n, le paragraphe 6.5montre le potentiel des arbres de 
liques augmentés.6.2 Dé�nitionsDans 
e paragraphe, nous présentons rapidement les deux outils essentiels de 
etteétude, à savoir les polyn�mes 
hromatiques et les triangulations.6.2.1 Polyn�mes 
hromatiquesÉtant donné un graphe G = (V, E), on appelle une 
oloration ave
 k 
ouleurs de
G une fon
tion φ : V 7→ Ik, où Ik = {1, . . . , k}. Une 
oloration propre de G ave
 k
ouleurs est une fon
tion des sommets dans N telle que deux sommets voisins sont de
ouleurs di�érentes.Dé�nition 6.1 Le polyn�me 
hromatique du graphe G, noté P (G, λ), est une fon
tion
N −→ N dé�nie par

P (G, λ) = |{φ : V 7→ Iλ | φ 
oloration propre de G}|Comme nous le verrons par la suite, la dénomination � polyn�me � de 
ette fon
tion estjusti�ée et nous 
onsidérerons son extension naturelle dans le 
orps des réels. Voi
i lespolyn�mes 
hromatiques de quelques graphes simples.Graphe vide : P (K̄n, λ) = λn ; 64



Graphe 
omplet : P (Kn, λ) =
n−1∏
i=0

(λ− i) = λ(n) ;Arbres : P (Tn, λ) = λ(λ− 1)n−1.Cha
une de 
es trois familles de polyn�mes 
onstituent une base de l'espa
e ve
torieldes polyn�mes sans terme 
onstant. De 
e fait, les polyn�mes 
hromatiques sont souventdé
rits dans l'une de 
es trois bases. Shier et Chandrasekaran ont présenté quelquespropriétés des 
oe�
ients du polyn�me 
hromatique d'un graphe pour 
ha
une de 
esbases [88℄.Toutes les méthodes de 
al
ul sont basées sur les deux équations suivantes qui sontéquivalentes2.
P (G, λ) = P (G + e, λ) + P (G/e, λ), si e 6∈ E (6.1)
P (G, λ) = P (G− e, λ)− P (G/e, λ), si e ∈ E (6.2)Ces deux formulations dé�nissent un s
héma ré
ursif pour 
al
uler le polyn�me. Le 
as debase si on utilise la première est le graphe 
omplet. Pour la deuxième formulation, on peuts'arrêter aux graphes vides ou aux arbres. Ces deux équations montrent en parti
ulierque l'objet que l'on 
onsidère est bien un polyn�me 
omme somme �nie (mais grande)de polyn�mes élémentaires. Le résultat suivant permet d'améliorer l'e�
a
ité du 
al
ulen diminuant la taille des graphes 
onsidérés.Lemme 6.1 ( [69℄) Soit G un graphe, G1 et G2 deux sous-graphes de G tels que G =

G1 ∪G2 et G1 ∩G2 ∼ Kr. On a alors :
P (G, λ) =

P (G1, λ)P (G2, λ)

λ(r)
(6.3)Ce lemme permet de 
al
uler le polyn�me 
hromatique des arbres en éliminant les feuillesune à une. Par ailleurs, il met en éviden
e l'importan
e des séparateurs minimaux 
om-plets dans le 
al
ul du polyn�me.Dé�nition 6.2 Étant donné un graphe G = (V, E), un ensemble S de sommets est appeléun séparateur s'il existe deux sommets s et t dans G tels que 
es deux sommets sontdans deux 
omposantes 
onnexes distin
tes de G\S. L'ensemble S est appelé séparateurminimal s'il est minimal par in
lusion. Il est dit séparateur minimal 
omplet s'ilinduit une 
lique sur G.6.2.2 Triangulations, Arbres de 
liquesUn graphe triangulé est un graphe qui ne 
ontient pas de 
y
le induit de longueurstri
tement supérieure à 3. Cette 
lasse de graphes est intéressante 
ar nombre de pro-blèmes NP-
omplets dans le 
as général deviennent polynomiaux dans 
ette 
lasse, 
ommela 
oloration minimale de graphes ou la 
lique maximum. Une représentation des graphestriangulés est l'arbre de 
liques dont on peut donner la dé�nition suivante [6, 20, 54℄.Dé�nition 6.3 Un arbre de 
liques d'un graphe triangulé G = (V, E) est un arbre

T = (V, E) tel que :2Voir l'Annexe B pour les notations. 65



a

b

g f e

dc

(a) Séparateur minimal
a

b

g f e

dc

(b) Séparateur minimal 
ompletFig. 6.1 � Deux séparateurs minimaux. Les sommets séparés sont a et e.� V = {C1, C2, . . . , Cj} est l'ensemble des 
liques maximales de G ;� pour 
haque sommet v de G, l'ensemble des sommets de T 
ontenant v induit unsous-arbre de T .Cette dé�nition donne une dé
omposition arbores
ente parti
ulière d'un graphe tri-angulé : 
e sont les dé
ompositions dont l'ensemble des sommets représentent les 
liquesmaximales du graphe.Nous donnons un exemple simple à la �gure 6.2. Comme il est montré en parti
ulierdans [54℄, il n'y a pas uni
ité des arbres de 
liques pour un graphe triangulé donné. Ilfaut par ailleurs remarquer que 
haque arête de l'arbre de 
liques induit dans le grapheinitial un séparateur minimal 
omplet dans G. Cette 
ara
térisation permet de 
al
u-ler le polyn�me 
hromatique des graphes triangulés de manière simple en utilisant laformule 6.3.
a

b

g f e

dc

abg bcfg

cdfg

bcefFig. 6.2 � Un graphe triangulé et un de ses arbres de 
liquesPour un graphe général G = (V, E), une triangulation de G est un graphe triangulé
G′ = (V, E ∪ F ), ave
 F un ensemble d'arêtes disjoint de E. Par abus de langage, onappellera aussi F une triangulation3 de G. Une triangulation est dite minimale si elle estminimale par in
lusion. On peut trouver une triangulation minimale en temps polyno-mial [66℄. Il existe en e�et diverses 
ara
térisations des triangulations qui permettent detester la minimalité de 
elle-
i. Il existe deux problèmes 
lassiques d'optimisation reliésaux triangulations :3L'ensemble F est aussi appelé �ll-in dans la littérature.66



� le problème duminimum �ll-in 
her
he à minimiser le nombre d'arêtes à rajouterdans la triangulation (|F |). Ce problème est NP-Complet [91℄ et si l'optimum est
k, il existe un algorithme polynomial trouvant un �ll-in de taille au plus 8k2 [80℄.� le problème de la largeur arbores
ente minimale 
onsiste à re
her
her une tri-angulation pour laquelle la taille de la 
lique maximale est minimale. Ce problèmeest lui aussi NP-
omplet [5℄. Ré
emment, Feige et al. ont trouvé un algorithmed'approximation en O(

√
k), où k représente la valeur optimale du paramètre [49℄.Par ailleurs, il existe un 
ertain nombre d'heuristiques 
al
ulant des triangulationsminimales [66℄. L'une des plus populaires est 
elle du degré minimum qui 
her
he à
ompléter les voisinages des sommets de plus petit degré en premier. Ces heuristiquesdonnent en général des solutions de bonne qualité pour les deux problèmes 
ités plushaut. Cependant, 
e ne sont pas des algorithmes d'approximation.A�n de représenter les graphes généraux, nous avons proposé dans [29℄ une représenta-tion des graphes à l'aide d'une de leurs triangulations. L'idée prin
ipale est de représenterle graphe par l'une de ses triangulations minimales, et de marquer les arêtes qui ont étérajoutées au graphe d'origine. La triangulation sera représentée par un de ses arbres de
liques. Pour une triangulation minimale, on sait que les arêtes rajoutées font toutespartie de séparateurs minimaux du graphe triangulé. Par ailleurs, tous les séparateursminimaux d'un graphe triangulé 
orrespondent exa
tement aux interse
tions de deux
liques voisines dans l'arbre de 
liques. Par 
onséquent, on peut étiqueter 
haque arêtede l'arbre de 
liques, 
'est-à-dire, 
haque séparateur minimal, par l'ensemble des arêtesissues de la triangulation 
ontenues dans 
e séparateur minimal. Nous donnons une dé-�nition plus formelle de 
ette stru
ture de données ainsi qu'un exemple simple dans la�gure 6.3.Dé�nition 6.4 Soit G = (V, E) un graphe et F une triangulation minimale de G. Soit

T = (V, E) un arbre de 
liques de G′ = (V, E ∪ F ). L'arbre de 
liques augmenté (ouACT) de G par rapport à F est un étiquetage φ des arêtes de T tel que :
φ(Vi, Vj) = F ∩E(G′[Vi ∩ Vj ]),où G′[U ] représente le sous-graphe de G′ induit par U , U ⊂ V (G′). Par extension, onappellera arbre de 
liques augmenté la donnée de T et de φ.Dans le paragraphe suivant, nous présentons 
omment e�e
tuer 
ertaines opérationsde modi�
ation de graphe dire
tement sur la représentation d'arbre de 
liques augmenté.6.3 Opérations sur l'arbre de 
liques augmentéA�n d'e�e
tuer le 
al
ul du polyn�me 
hromatique d'un graphe, nous avons utilisé lareprésentation par arbre de 
liques augmenté. Comme nous l'avons montré pré
édemment,
e 
al
ul est basé sur l'équation 6.1 et sur le lemme 6.1 dit de séparation. Nous présentonsles 
onséquen
es de 
es deux résultats sur la stru
ture de données 
hoisie.Dans tout 
e paragraphe, le graphe G = (V, E) admet une triangulation F et un ACT

T = (V, E , φ). 67



a

b

g f e

dc

abg bcfg

cdfg

bcef

(b,g)

(c,f)

(c,g), (c,f)

Fig. 6.3 � Un graphe et son arbre de 
liques augmenté pour la triangulation F =
{(b, f), (b, g), (c, f)}6.3.1 Fusion de sommetsL'équation 6.1 induit la 
réation de deux graphes pour e�e
tuer la ré
ursion à partird'une non-arête donnée e = (a, b) : le graphe G + e et le graphe G/e. Si on 
hoisit l'arêtedans la triangulation F , on minimise l'impa
t sur l'ACT asso
ié. En parti
ulier, il est
lair qu'un ACT asso
ié à G + e peut être obtenu immédiatement :� on peut 
hoisir le même arbre de 
liques T ;� la fon
tion d'étiquetage φ′ est telle que pour tout séparateur minimal 
omplet Sde G′ = (V, E ∪ F ), 
'est-à-dire, pour 
haque arête de l'arbre de 
liques, φ′(S) =

φ(S) \ S.L'apport prin
ipal de notre travail a été de montrer que l'opération de fusion desommets peut être e�e
tuée e�
a
ement si l'arête 
onsidérée appartient à la triangulation
hoisie. Le prin
ipe général de 
ette opération 
onsiste voir que quand on fusionne deuxsommets, on 
rée, dans la représentation ACT, des 
liques qui ne sont plus maximales. Ilsu�t alors de réduire l'ACT pour ne 
onserver que les 
liques maximales. L'algorithmeplus pré
is est donné par la suite. On suppose que tous les sommets ont une étiquetteunique.Algorithme 1: FusionSommets(T, a,b)
⊲ T = (V , E , φ) est un ACT d'un graphe G = (V, E) suivant une triangulation F .
⊲ a et b sont deux sommets de G tels que l'arête (a, b) ∈ F .
⊲ renvoie T ′ = (V ′, E ′, φ′) est un ACT de G/e1 T ′ ← T2 Pour 
haque X ∈ V ′, renommer a en b, et éliminer les doublons si né
essaire.3 Pour 
haque arête e ∈ E ′, renommer toutes les o

urren
es de b par a dans
φ′(e). Éliminer aussi de φ′(e) les arêtes apparues dans le graphe du fait de la
ontra
tion.4 Réduire l'arbre de 
liques pour qu'il ne 
onserve que des 
liques maximales :5 Tant qu'il existe deux 
liques voisines dans T ′ X et Y telles que X ⊂ Y ,
ontra
ter l'arête (X,Y ) dans T ′6 retourne T ′.L'exemple de la �gure 6.4 montre les di�érentes étapes de 
et algorithme sur le 
y
le à 7sommets. 68
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7(a) Le 
y
le C7 etune de ses triangula-tions F
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134 16714 16123
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134 16714 16123
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134 16714 16123
13

134 16714 16

123
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134 167(b) Évolution de l'arbre de
liques 1

2

3

46

7

(
) C7/(1, 5)Fig. 6.4 � Fusion de sommets dans le 
y
le. Les triangulations sont notées en pointillés.L'algorithme �nal est un peu plus 
omplexe. En e�et, il se peut que la triangulationobtenue après fusion de sommets ne soit plus minimale 
omme le montre la �gure 6.5.Plusieurs te
hniques peuvent être mises en pla
e :� 
onserver un arbre de 
liques qui n'est pas réduit. Cette solution est utilisable dansle 
as du 
al
ul du polyn�me 
hromatique, mais elle implique des ré
ursions inutiles.� travailler lo
alement dans l'arbre de 
liques augmenté pour obtenir une triangula-tion minimale. Dans les dernières mises en ÷uvre de l'agorithme, nous avons proposéune version simpli�ée de 
ette méthode. La version 
omplète et détaillée doit êtreabordée pro
hainement (voir paragraphe 6.5.3).
1234 1345 1456

34 15

15
123 1356135

123 136 356Après re−triangulation

Avant le renommage

Après le renommage

Fig. 6.5 � Évolution d'un ACT donnant une triangulation non minimale. I
i les sommetsfusionnés sont 3 et 4. La 
lique résultante 135 est in
luse dans 1356, mais l'arête 15 resteà rajouter.Dans tous les 
as, on peut déduire le théorème suivant.Théorème 6.1 Soit G un graphe, F une triangulation de G, et T un ACT de G. Soit
e ∈ F . Alors, il existe F1, F2, T1, T2 tels que :1. F1 est une triangulation de G + e et T1 un ACT de G + e ;2. F2 est une triangulation de G/e et T2 un ACT de G/e ;Ces ensembles peuvent être obtenus en temps quadratique O(|V (G)|2) à partir de F et T .6.3.2 SéparationLe lemme de séparation permet de diminuer e�
a
ement le nombre de ré
ursions àfaire lors du 
al
ul e�e
tif du polyn�me 
hromatique.69



Le point essentiel dans 
e paragraphe est de voir quand 
e lemme peut s'appliquer,en 
onsidérant la représentation du graphe par un ACT. Cette opération peut s'e�e
tuerquand un séparateur minimal est 
omplet, 
'est-à-dire quand l'étiquette d'une arête del'ACT est vide. Dans 
e 
as, on peut diviser le 
al
ul en deux parties, 
e qui revientà travailler sur les deux parties de l'arbre indépendemment. Cette opération permet ungain en temps signi�
atif 
ar les graphes résultants sont de taille réduite.Ce résultat se résume dans le théorème suivant :Théorème 6.2 Soit G un graphe et G1, G2 deux sous-groupes de G tels que G = G1∪G2et G1 ∩G2 ∼ Kr. Soit F une triangulation de G et T un ACT de G. La triangulation de
G peut être divisé en deux triangulations F1 et F2 telles que Fi est une triangulation de
Gi (i ∈ {1, 2}). De plus, les ACT résultants peuvent être obtenus simplement à partir de
T . En e�et, il su�t de 
onsidérer les deux sous-arbres obtenus en éliminant l'arête quireprésente le séparateur minimal.6.4 Appli
ation au 
al
ul du polyn�me 
hromatique6.4.1 Algorithme généralÀ partir de 
es résultats théoriques, on en déduit l'algorithme général de 
al
ul dupolyn�me 
hromatique. On rappelle que le polyn�me 
hromatique d'un graphe trianguléest simple à 
al
uler, par appli
ations su

essives du lemme de séparation.Algorithme 2: Chromati
-Polynomial(G, T)

⊲ T est un ACT de G

⊲ Retourne le polyn�me 
hromatique de G1 début2 si G est triangulé alors retourne la formule des graphes triangulés.3 si ∃e ∈ T tel que φ(e) = ∅4 Dé
omposer G ave
 le théorème 6.2 :5 Soit G1, T1, G2, T2 et Kr les éléments de 
ette dé
omposition6 P1 ← Chromati
-Polynomial(G1 , T1)7 P2 ← Chromati
-Polynomial(G2 , T2)8 retourne P1 × P2/P (Kr)9 Soit e = Choi
eFun
tion(G,T )10 Ave
 le théorème 6.1, on 
al
ule11 G1 = G + e, et l'arbre de 
liques T1 = T12 G2 = G/e, et l'arbre de 
liques T213 retourne Chromati
-Polynomial(G1 , T1) + Chromati
-Polynomial(G2 ,
T2)14 �nCet algorithme 
al
ule de manière 
orre
te le polyn�me 
hromatique d'un graphe.Cependant, 
e s
héma est générique et laisse à l'utilisateur une possibilité de réglageimportante. Le 
hoix prin
ipal se situe au niveau de l'étape 9. L'algorithme sera e�
a
esi l'étape 3 est appliquée régulièrement et qu'elle sépare les graphes en deux parties70



équivalentes en taille. Plusieurs stratégies de 
hoix ont été testées lors du Master de S.Billard, 
ha
une d'elle a son 
hamp d'appli
ation.A�n d'illustrer l'importan
e de 
e 
hoix, on a 
al
ulé le nombre de n÷uds de l'arbre deré
ursion dans le 
as d'un 
y
le Cn suivant di�érentes stratégies. La triangulation 
hoisieest 
elle montrée à la �gure 6.4(a) :arête la plus à gau
he : O(ρn), où ρ est le nombre d'or ;arête la plus 
entrale : O(n2).Dans 
e 
as parti
ulier, la meilleure stratégie est d'utiliser l'équation 6.2, où le nombrede n÷uds est linéaire.6.4.2 Résultats expérimentauxCet algorithme a été testé sur un 
ertain nombre d'instan
es. Le 
ode prin
ipal a étémis en pla
e par S. Lebresne et K. Nguyen, une mise au point a été apportée par S.Billard et surtout I. Briquel, lors de stages respe
tifs de maîtrise et li
en
e. Il a été réaliséen OCAML.A�n d'évaluer la qualité d'une triangulation, nous avons dé�ni le paramètre d'épaisseurde triangulation 
omme la taille maximale d'une étiquette d'un arbre de 
lique asso
ié.Dans l'exemple 6.3, l'épaisseur de triangulation est 2. Cette épaisseur est évidemmentnulle pour tout graphe triangulé. Pour les 
y
les, 
e paramètre vaut 1.De manière générale, l'algorithme est e�
a
e pour des instan
es dont l'épaisseur detriangulation est petite. Dans le 
as des graphes aléatoires, nous avons testé les di�érentesdensités de graphes a�n de faire une étude statistique. Il apparaît que l'on peut résoudre demanière systématique tous les graphes ayant moins de 22 sommets. Le problème prin
ipalest lié à la réservation de mémoire engendrée par l'utilisation de très grands entiers. Audelà de 25 sommets, seules les densités faibles et très grandes ont été résolues par notreméthode. 20 sommetsdensité 20 30 40 50 60 70 80 90#arêtes ACT 14.2 12.00 9.97 8.27 6.9 5.8 4.65 3.52diamètre ACT 6.42 5.86 5.02 4.45 3.94 3.43 2.83 2.27Taille max Clique 6.67 8.99 11.00 12.73 14.09 15.19 16.35 17.48Épaisseur 8.7 15.86 22.26 25.61 25.51 23.17 17.8 10.26Temps (s) 0.25 3.02 16.30 39.17 36.62 24.29 6.68 0.4923 sommetsdensité 20 30 40 50 60 70 80 90#arêtes ACT 16.03 12.87 10.62 8.78 7.23 5.94 4.86 3.72diamètre ACT 7.04 6.07 5.29 4.71 4.11 3.45 2.91 2.46Taille Max Clique 7.91 11.13 13.35 15.21 16.76 18.06 19.14 20.28Épaisseur 13.98 26.82 35.49 39.74 39.23 33.45 25.17 13.96Temps (s) 2.98 112.95 465.65 1189.29 1540.93 867.54 121.00 4.29Résolus/10mn -/100 99/97 85/63 74/24 78/21 100/54 100/98 -/10071



25 sommetsdensité 20 30 40 50 60 70 80 90#arêtes ACT 16.87 13.49 10.99 9.14 7.57 6.27 5.03 3.81diamètre ACT 7.01 6.13 5.33 4.83 4.32 3.71 3.09 2.43Taille Max Clique 9.10 12.5 15.01 16.85 18.43 19.73 20.97 22.19Épaisseur 19.84 35.21 46.2 49.83 48.11 42.63 31.32 18.23Temps (s) 48.20 474.87 1045 906 982 948 781.61 24.98Résolus/10mn 100/98 73/53 16/3 3/1 4/1 16/4 87/41 -/1006.5 Con
lusions et perspe
tivesÀ partir de 
ette première étude, nous avons montré l'intérêt d'une modélisation desgraphes par les ACT. Plusieurs axes de re
her
he sont alors possibles.6.5.1 Autres 
al
uls à partir de l'arbre de 
liques augmentéLes ACT peuvent dire
tement être utilisés pour résoudre toute une famille de pro-blèmes. En e�et, tout problème que l'on peut é
rire sous la forme :
f(G) = g(f(G + e), f(G/e)),ave
 e n'appartenant pas à E(G), et tel que le 
al
ul du paramètre soit fa
ile sur la familledes graphes triangulés peut utiliser 
ette méthode de résolution.L'exemple le plus simple dans 
ette 
atégorie est le 
al
ul du nombre 
hromatique.En e�et, nous avons de manière simple à partir de notre étude :

χ(G) = min(χ(G + e), χ(G/e)).Par ailleurs, le lemme de séparation peut se résumer ainsi. S'il existe un séparateurminimal 
omplet, le nombre 
hromatique est le maximum des nombres 
hromatiquesdes deux sous-graphes que l'on obtient en séparant le graphe. La trans
ription de 
espropriétés dans le formalisme des ACT est alors dire
te. De plus, le nombre 
hromatiqued'un graphe triangulé est très simple à 
al
uler : 
'est la taille de la 
lique maximale. Onpeut en déduire un algorithme dérivé du n�tre qui détermine le nombre 
hromatique. Cetalgorithme pourrait béné�
ier de plus des remarques suivantes :� à 
haque étape de la ré
ursion, il est possible d'évaluer des bornes inférieures etsupérieures du nombre 
hromatique des graphes dérivés, 
es évaluations permettentd'élaguer l'arbre de re
her
he. On peut y asso
ier des heuristiques de 
olorationsimple. L'algorithme obtenu serait alors de type bran
h-&-bound ;� la fon
tion 
al
ulée est réduite à un seul entier : le 
ritère de la mémoire utiliséeserait moins 
ritique.De 
ette étude peut ressortir d'autres questions 
on
ernant la 
omplexité exa
te du
al
ul du nombre 
hromatique. Des bornes sont 
onnues dans le 
as général [18℄, toutesde type exponentiel. Le problème étant NP-
omplet, il est a priori illusoire de 
her
her àéliminer l'exponentielle, mais il est peut être plus � abordable � de 
her
her à diminuerle fa
teur de l'exponentielle. Il serait important de dé
onne
ter 
es deux notions ou demontrer qu'elles sont reliées, 
omme nous l'avons fait pour le minimum �ll-in.72



6.5.2 Quel(s) 
ritère(s) d'évaluation d'une triangulationNous avons relié expérimentalement la qualité d'une triangulation au paramètre d'épais-seur de triangulation. En e�et, pour pouvoir séparer une arête de l'ACT, il faut 
omplé-ter le séparateur, 
'est-à-dire, ajouter les arêtes (de la triangulation) 
ontenues dansl'étiquette de l'arête (de l'ACT). E�e
tuer 
ette opération induit un arbre de ré
ursionexponentiel en l'épaisseur de 
ette arête (de l'ACT) avant de pouvoir appliquer le lemmede séparation. Par ailleurs, nous avons montré que le 
hoix de l'arête à rajouter n'in�uepas lo
alement sur la taille de l'arbre de ré
ursion. L'impa
t de la 
ontra
tion d'une arête(de la triangulation) peut se situer en dehors de l'arête (de l'ACT) 
hoisie. Il serait im-portant de dé
onne
ter 
es deux notions ou de montrer qu'elles sont reliées, 
omme nousl'avons fait pour le minimum �ll-in. En e�et, d'autres séparateurs minimaux peuvent être
omplétés plus rapidement.La forme de l'arbre et la disposition des arêtes semblent don
 aussi importantes quel'épaisseur. La répartition des arêtes paraît un meilleur 
ritère : l'impa
t de la 
ontra
tiond'une arête peut être très importante. Sans doute le but de l'algorithme asso
ié (
al
uldu polyn�me 
hromatique, . . .) peut déterminer le(s) 
ritère(s) pertinent(s). Cependant,parmi les mesures que l'on peut mettre sur une triangulation en relation ave
 nos algo-rithmes, l'épaisseur reste la plus fa
ile à dé�nir.Dans 
e sens, il est important de dé�nir la di�
ulté de la re
her
he de la triangu-lation d'épaisseur minimale, 
elle-
i étant sûrement NP-dur. En la reliant à la largeurarbores
ente, qui est aussi une notion lo
ale du graphe, il est possible d'en donner uneapproximation grossière. Dans [29℄, nous avons montré que les deux paramètres d'éva-luation d'une triangulation que sont le minimum �ll-in et l'épaisseur de triangulation nesont pas minimaux pour les mêmes triangulations. L'exemple de la �gure 6.6 illustre 
ettepropriété.
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(b) Fill-In = 27 ;Épaisseur = 18
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(
) Fill-In = 28 ;Épaisseur = 16Fig. 6.6 � Une graphe pour lequel le minimum �ll-in et l'épaisseur de triangulation ne sontpas minimisés pour les mêmes triangulations. Chaque 
er
le symbolise un graphe 
ompletet 
haque arête représente un graphe biparti 
omplet. Les triangulations proposées sontmarquées en pointillé. I
i p = 2, q = 3 et r = 6.6.5.3 Modélisation �ne de l'arbre de 
liques augmentéNous avons dé�ni l'arbre de 
liques augmenté pour des triangulations minimales.L'exemple de la �gure 6.5 montre que 
ette notion peut et doit être étendue à toutes les73



triangulations de graphes. Nous proposons d'étudier de manière 
omplète 
ette notiona�n d'en déduire de nouvelles stratégies de triangulation de graphes.De manière assez simple, si on applique l'algorithme de rédu
tion à notre exemple, ilapparaît qu'une arête de la triangulation doit être ajoutée dans une 
lique maximale, endehors de tout séparateur. A�n d'obtenir une triangulation minimale, on peut éliminer
ette arête de 
ette 
lique maximale.De 
ette modélisation, on peut en déduire des stratégies de triangulation de graphequi maintiennent un ACT a�n d'en obtenir une forme propre, en relation ave
 une tri-angulation minimale. On peut dé
rire l'algorithme du degré minimum dans 
e 
adre : enpartant de la triangulation triviale (F = Ē) ave
 un seul sommet dans l'arbre de 
liques,on 
her
he à éliminer en une seule étape une étoile maximale à 
ette triangulation, 
'est-à-dire, on rend simpli
ial le sommet de degré minimal. Dans 
e type de stratégie, on netravaille que dans l'espa
e des graphes triangulés en di�éren
iant deux types d'arêtes :
elles qui sont dans le graphe 
ible, et 
elles qui appartiennent à la triangulation (minimaleou non).Ave
 
ette méthode, on peut alors orienter la re
her
he de la triangulation minimalesuivant di�érents 
ritères. Une voie de re
her
he 
onsiste à étudier 
ette modélisation desgraphes sous 
ette forme et le potentiel des te
hniques sous-ja
entes.6.5.4 Autres opérations sur l'arbre de 
liques augmentéA�n de 
al
uler les polyn�mes 
hromatiques, Haggard a fortement utilisé la notiond'isomorphisme pour réduire le nombre de 
al
uls e�e
tifs. Une extension possible de notrestratégie pour le 
al
ul du polyn�me 
hromatique est de re
her
her 
omment apparaissentles isomorphismes dans notre 
adre.Une première appro
he part de la 
onstatation suivante : si on travaille � à un bout �de l'arbre de 
liques, on devra ave
 une forte probabilité 
al
uler plusieurs fois le polyn�me
hromatique d'un même graphe. Ave
 I. Briquel, nous avons 
ommen
é 
ette étude dansle 
as des 
y
les. Nous avons montré que le nombre de graphes regardés (ou le nombre deré
ursions) peut être linéaire (
ontre quadratique ave
 la stratégie a
tuelle) en fon
tionde la taille de 
elui-
i. Cependant, il manque à 
ette étude préliminaire une modélisationqui permette de réaliser le 
al
ul de manière e�
a
e dans tous les 
as.Notre algorithme utilise une gestion simple de la mémoire. Un algorithme gérant l'iso-morphisme doit enregistrer un 
ertain nombre de polyn�mes 
hromatiques intermédiaires ;
e qui 
omplique le sto
kage et la ré
upération. Ce problème pose don
 plusieurs typesde dé�s : algorithmique, stru
ture de données et performan
e.6.5.5 Extensions de l'arbre de 
liques augmentéNotre modélisation est basée sur l'ajout d'arêtes. Toutes les autres sont basées sur le
al
ul du polyn�me 
hromatique dans les mineurs du graphe 
ible (au travers de l'équa-tion 6.2). Il est don
 important de voir 
omment notre modélisation s'applique pour lesopérations 
lassiques des mineurs.En premier lieu, une stratégie qui utiliserait nos paradigmes travaillerait ave
 la notionde sous-triangulation, 
'est-à-dire un ensemble d'arêtes à enlever pour que le grapherésultant soit triangulé. C'est un peu 
e qui est dé
rit dans [88℄, sans stratégie de guidage74



expli
ite des ré
ursions. Le problème prin
ipal est de dé
rire la stru
ture équivalente quipermet à l'algorithme de réduire le graphe initial en des graphes triangulés. De manièresimilaire à 
e que l'on vient de dé
rire, on peut 
onsidérer l'arbre de 
liques du graphetriangulé asso
ié, et regarder les opérations que l'on peut e�e
tuer ave
 les arêtes de lasous-triangulation (arêtes à éliminer lors de l'algorithme). Il ne peut s'agir alors que d'uneversion di�érente de l'ACT, où les arêtes de la sous-triangulation apparaissent entre les
liques maximales.Ave
 
ette nouvelle modélisation, les opérations de rédu
tion ne sont pas très simplesdans 
e 
as. Le 
as de l'élimination d'arête s'avère simple et e�
a
e, 
omme dans le 
as del'ajout d'une arête de la triangulation pour un ACT. Cependant, la 
ontra
tion d'arêtesest généralement plus problématique. Un exemple 
ara
téristique provient du 
y
le. Lessous-triangulations sont très simples et sont réduites à une seule arête 
omme le montrela �gure 6.7(a). Le problème est que la 
ontra
tion peut modi�er tout l'arbre de 
liques,et revient dans nombre de 
as à re
al
uler une autre sous-triangulation minimale.1 23456 7
(a) Le 
y
le C7 et une de sessous-triangulations F

675645 34 23 12(1,7)
(b) Un arbre de 
liques

5645 34 23 1261 ?
(
) Après 
ontra
tionFig. 6.7 � Fusion de sommets dans le 
y
le. Les triangulations sont notées en pointillés.Cette voie semble don
 
ompromise a priori. Cependant, si l'arête à 
ontra
ter reliedeux 
liques voisines dans l'arbre de 
liques, alors la modi�
ation devient réalisable sousune forme similaire à 
elle que nous avons présentée.Sur 
ette thématique, on peut dé�nir 
lairement deux axes :1. Donner une version équivalente à notre des
ription ave
 les sous-triangulations endé�nissant 
lairement les limites et l'impa
t de 
es méthodes. On peut noter que
ette méthode ne pourrait pas s'appliquer à la re
her
he du nombre 
hromatique.2. Ces deux appro
hes peuvent être 
ombinées a�n d'obtenir de nouvelles alternativeset améliorer les temps de 
al
ul e�e
tifs. On obtient alors une triangulation plus
omplexe, pro
he du problème général d'édition de graphes.
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Chapitre 7Con
lusion et Perspe
tivesTout au long de 
e do
ument, nous avons 
her
hé à mettre en éviden
e notre démar
hede re
her
he au travers d'un 
ertain nombre d'exemples dans di�érents domaines. Nousavons re
her
hé des modélisations pertinentes des réseaux ou des graphes proposés. Onpeut 
iter dans 
e 
adre :� les empilements de graphes pour représenter le réseau optique POPS ;� les arbres de Gomory-Hu pour les problèmes des �ots multi-terminaux ;� les arbres de 
liques augmentés qui donnent une représentation des graphes adaptéeaux opérations d'ajout d'arêtes et de fusion de sommets.Par ailleurs, nous avons re
her
hé des stru
tures de parti
ulières dans les graphes per-mettant de résoudre simplement le problème initial. Le meilleur exemple reste en
ore la
ouverture d'un graphe par les poulpes a�n de réaliser l'é
hange total périodique.Nous avons donné pour 
haque problème un 
ertain nombre de perspe
tives. Il nes'agit pas i
i de les reprendre en détail, et nous renvoyons don
 le le
teur aux 
hapitres
on
ernés. Le but est bien i
i de repla
er les di�érents thèmes en termes de prioritéspersonnelles.Communi
ations Ce thème 
omporte un 
ertain nombre d'aspe
ts que nous avonsabordé au 
ours du temps. L'évolution a
tuelle des thématiques d'inter
onnexion setourne plut�t vers l'étude des systèmes pair à pair, ainsi que l'étude de l'utilisation denouveaux proto
oles 
omme BGP.Nos 
entres d'intérêt dans 
e domaine ont évolué durant les 10 dernières années. Nousprivilégions maintenant les problématiques relatives à l'optimisation liées en général à laréservation de ressour
e. Le 
o-en
adrement des thèses de M. Ben Dhaou et L. Gastalvont dans 
e sens.Arbres de Gomory-Hu Cette thématique rejoint des aspe
ts plus fondamentaux dela 
ompréhension des �ots en général. A
tuellement, nous avons traité un tout 
ohérentautour de la paramétrisation des arêtes du réseau de �ots. Les nouveaux aspe
ts quenous souhaitons mettre en avant dans 
ette thématique traitent des autres fon
tions quiadmettent 
e type de modélisation, en parti
ulier les �ots multi-route.77



Arbres de 
liques augmentés Cette thématique est une des plus ouvertes dans 
e quenous avons pu étudier. Elle 
onstitue un axe prioritaire de notre re
her
he future. Cettepartie nous a apporté une ouverture vers l'algorithmique basée sur les dé
ompositions degraphes, qui est a
tuellement en plein essor.Autres thématiques Au 
ours de nos re
her
hes, nous avons essayé de diversi�er lesdomaines d'appli
ation. La motivation du 
hoix d'une thématique réside prin
ipalementdans la dé�nition d'un nouveau problème algorithmique sur les graphes. Dans 
e sens,nous parti
ipons à diverses modélisations de problèmes en bio-informatique. Cette thé-matique est très vaste, et 
'est don
 au travers de problèmes très 
iblés que nous pouvonsintervenir. Nous pouvons 
iter l'étude des ARNs et la re
her
he de motifs parti
uliersdans 
es stru
tures.
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Annexe ACollaborationsCette annexe dé
rit les 
ollaborations prin
ipales auxquelles j'ai pu parti
iper au 
oursde 
es dernières années, prin
ipalement dans le domaine des 
ommuni
ations optiques.A.1 Télé
ommuni
ationsDans le 
ontexte des télé
ommuni
ations, nous avons travaillé sur divers modèles autravers de plusieurs projets en 
ollaboration ave
 le monde industriel et universitaire,ave
 des partenaires français et européens.ROM (Routage Optique Multiservi
e) : 
e projet RNRT était géré par Al
atel CITave
 plusieurs partenaires industriels (Fran
e Télé
om R&D, Al
atel), et universi-taires (INT, LRI) durant la période 1999-2001. Le but prin
ipal de 
e projet étaitde montrer la faisabilité d'un réseau optique multi-servi
e où l'optique intervient àtous les niveaux du routage. Il fallait aussi prévoir la gestion de la qualité de ser-vi
e. Les verrous te
hnologiques à lever par 
e projet étaient d'identi�er les diverses
lasses de servi
e, de dé�nir un format de paquets 
ompatible ave
 l'ar
hite
tureproposée. Nous avons présenté le premier modèle du réseau dans [62℄. C'est dans le
adre de 
e projet que nous avons dé�ni le routage eulérien dont quelques propriétéssont montrées au paragraphe 3.3.Ce projet a 
onnu une suite dans le 
adre RNRT ave
 le projet ROM-EO [3℄, en re-gardant une faisabilité à moins long terme. En e�et, l'option tout-optique n'est pasa
tuellement �nan
ièrement viable, l'utilisation d'interfa
es Éle
tronique/Optiques'avère une solution intermédiaire a

eptable. Cependant, je n'ai que très super�-
iellement parti
ipé à 
e dernier projet.DAVID (DAta and Voi
e Integration over DWDM networks) [2℄ : 
e projet eu-ropéen du 5ème PCRD IST a regroupé une quinzaine de partenaires sous la dire
-tion s
ienti�que de L. Ditmann de l'université te
hnique du Danemark. Le but étaitlà aussi de proposer un réseau optique travaillant dans le domaine multi-longueurd'onde, allant du réseau de type mondial (WAN) ou métropolitain (MAN). Le projets'intéressait à tous les aspe
ts, depuis l'éle
tronique jusqu'à la gestion des messages.Dans 
e 
ontexte, j'ai en
adré le stage de DEA d'A. Gueye sur des problèmes d'al-lo
ation de requêtes sur le réseau proposé [28℄.87



A.2 Autres 
ollaborationsROCOCO (Re
her
he Opérationnelle et COntraintes pour la COn
eption deréseau) [1℄ : Ce projet RNRT était géré par Ilog en partenariat ave
 Fran
e Tele-
om R&D. Ce projet vise à développer des te
hniques logi
ielles intégrant l'e�
a
itéde l'optimisation 
ombinatoire et la �exibilité de la programmation par 
ontraintespour optimiser le dimensionnement et le re-dimensionnement de réseaux de télé-
ommuni
ation, d'entreprise en parti
ulier. Dans 
e 
ontexte, j'ai en
adré le stagede DEA de B. Cohen-Boulakia [10, 37℄ dont le but était de modéliser le 
oût derevient d'une ligne simple en fon
tion du débit demandé. Ces travaux ne sont pasprésentés dans 
e do
ument.BQR Fourmis Le travail sur les évolutions de 
ontexte dans le monde des télé
ommu-ni
ations a été initié au 
ours d'un BQR de l'université Paris-Sud en 
ollaborationave
 M. Sebag de l'équipe Inféren
e et Apprentissage du LRI, il a été prolongé dansle 
adre de la thèse de L. Gastal en 
ollaboration ave
 A. Lisser. Nous en présentonsles premiers résultats au paragraphe 4.2.
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Annexe BDé�nitions générales et notationsNous présentons dans 
ette annexe divers rappels de la théorie des graphes utilespour la 
ompréhension du do
ument. Il ne s'agit pas de faire un 
ours, mais de poser lesdé�nitions. Toutes 
es notions peuvent être trouvées dans plusieurs livres de référen
e
omme 
omme [19, 85℄.Un graphe non orienté G = (V, E) est 
onstitué de deux ensembles : un ensemblede sommets V , et un ensemble d'arêtes E. Chaque arête relie deux sommets qui sontalors dits voisins. Un graphe est dit simple si, pour 
haque 
ouple de sommets, il existeau plus une seule arête les reliant. Dans le 
as 
ontraire, on parlera de multi-graphe. Sil'arête (a, a) n'existe pas, alors le graphe est dit sans bou
le.Un 
hemin dans un graphe est une séquen
e (�nie) de sommets telle que deux som-mets su

essifs de la séquen
e sont reliés par une arête. Le 
hemin est dit simple s'ilne passe pas deux fois par le même sommet. La longueur d'un 
hemin est le nombred'arêtes le 
omposant. La distan
e entre deux sommets est la longueur du plus 
ourt
hemin les reliant. Un graphe est dit 
onnexe s'il existe pour toute paire de sommets un
hemin les reliant.Le degré d'un sommet est le nombre de voisins que 
elui-
i possède dans le graphe.On note δ(G) (ou simplement δ) le minimum des degrés du graphe et ∆(G) (ou ∆) lemaximum des degrés.Pour un graphe non orienté G = (V, E) et e = (a, b) une arête de G, on note G \ ele graphe (V, E \ e) (le graphe dans lequel e est éliminé) et G/e le graphe simple sansbou
le (V ′, E ′) tel que V ′ = V \b et E ′ = {(πb
a(x), πb

a(y)) | (x, y) ∈ E}\(a, a), où πb
a est lafon
tion de V dans V ′ qui 
orrespond à l'identité sur V ′ et tel que πb

a(b) = a. Le graphe
G/e est le résultat de la 
ontra
tion de G suivant e. Il revient simplement à identi�er lesdeux extrémités de l'arête e et d'identi�er les deux voisinages. Par analogie, si e 6∈ E,on dé�nit G + e = (V, E ∪ {e}) et G/e = (G + e)/e. Nous illustrons 
es notions dans la�gure B.1. Les deux premières opérations sont les opérations de mineur sur un graphe.Par extension, un graphe H est un mineur de G s'il peut être obtenu par une suite (�nie)de 
ontra
tions et de suppressions d'arêtes.On dit que deux graphes G et H sont isomorphes, 
e qu'on note G ∼ H , s'il existe unrenommage des sommets de G tel que les deux graphes soient identiques (mêmes sommetset mêmes arêtes). 89



e2

e1(a) G (b) G \ e1 (
) G/e1

(d) G + e2 (e) G/e2Fig. B.1 � Un graphe et ses transformés élémentaires. e1 est une arête de G tandis que
e2 n'en est pas une.Pour terminer, voi
i quelques exemples de graphes qui sont utilisés dans 
e do
ument.Un arbre à n sommets est un graphe 
onnexe ayant n − 1 arêtes. Une forêt est une
olle
tion d'arbres. Un anneau est un 
hemin simple pour lequel les deux extrémitéssont identiques. On note Kn le graphe 
omplet à n sommets, 
'est-à-dire quand tous les
ouples de sommets sont reliés par une arête. Dans le 
as des graphes orientés, on note
K+

n le graphe 
omplet sans bou
le, et K+∗
n quand toutes les bou
les sont aussi présentes.
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