Graphes et outils logiques

Thibaut Balabonski @ Université Paris-Sud

Troisieme partie, 23 avril 2020

Table des matieres

7 Algorithmes et raisonnements récursifs (26/03) 2
7.1 Récurrence simple surlesentiers . . ... ........... 2
7.2 Récurrenceforte . ... ... ... ... .. ... ....... 2
7.3 Récurrencesmultiples . . . ... ... ... ........... 3
7.4 Fonctions récursives sur des structures de données . . . . . 4

8 Constructions par cléture et récurrence (02/04) 4
8.1 Retour sur les définitions d’ensembles . . ... ... ... .. 4
8.2 Définitions parcloture. . . . ... ... ... ... ... 5
8.3 Notation alternative pour les formules d’inférence . . . . . . 6
8.4 Principederécurrence. . . .. ... ... ... ... ...... 7
8.5 Principesdérivés . . ... ... ... ... ... . 8
8.6 Cas particulier : définition de relations par cloture. . . . . . 9
8.7 Cas particulier : définition de fonctions par cloture . . . .. 9

9 Termes structurés (09/04) 10
9.1 Alphabetsetmots ... ...................... 10
9.2 Récurrences sur la structuredesmots . . ... ... ... .. 10
93 Termes . . . ... . . i e e 11
9.4 Définition de fonctions et de prédicats sur les termes . ... 13
9.5 Principe de récurrence sur lestermes . ............ 14

10 Relations d’ordre et problemes de terminaison (23/04) 15
10.1 TerminaiSon . . . . . . . v v v v v e e e e e e e e e 15
10.20rdres . . . . . . e e e e e 15
10.3 Maximum/minimum, maximaux/minimaux . . . .. ... .. 16
10.4 Majorants/minorants, bornes . . . . .. ... .......... 16
10.5 Ordres bienfondés . . . . ... ... ... ... ......... 16
10.6 Récurrence bien fondée . ... ... ............... 17
10.7 Combinaison d’ordres . . . . ... ... ... .......... 18

11 Treillis, algébre booléenne, théoréme de point fixe (30/04) 19

11.1 Structure de treillis . . ... ... .. ... ... ... ..... 19
11.2 Algebrede Boole . . . ... ... .. ... ............ 19
11.3 Points fixes . . . ... ... ... ... ... 20
12 SAT : algorithmes de résolution de contraintes (07/05) 21
12.1 Formules logiques vues comme des termes . . ... ... .. 21
12.2 Formesnormales . . . . . .. ... ... ... .......... 21
12.3 Algorithme DPLL . . . ... ... .. .............. 23



7 Algorithmes et raisonnements récursifs (26/03)

7.1 Récurrence simple sur les entiers

Certaines fonctions sur les entiers positifs se calculent naturellement
a l'aide d’équations récursives. La factorielle n! par exemple est définie
par les deux équations suivantes :

0!
{ n!

De telles équations peuvent étre traduites en code a I'aide d’une fonction
récursive, c’est-a-dire une fonction qui, lors de son calcul, s’appelle elle-
méme.

1
nx(n-1) sin>0

def factorielle(n):
if n==
return 1
else:
return n * factorielle(n-1)

La plupart du temps, un tel appel récursif sert a résoudre un sous-probléme
(ici la factorielle de I'entier précédent) utile a la résolution du probléme
principal. De maniére générale cependant, un tel appel récursif peut prendre
un argument arbitraire. On peut également avec des fonctions récursives
simuler n’importe quelle boucle while.

Une telle fonction récursive f utilisant f(0) comme cas de base et cal-
culant chaque f(n+1) en fonction de f(n) est intimement liée au principe
de récurrence simple sur les entiers. Rappel : le raisonnement par récur-
rence permet de justifier un énoncé de la forme Vn € N, ¢(n) en vérifiant
d’une part que la propriété ¢ est vraie pour 0 et d’autre part que pour tout
entier n, la validité de la propriété ¢(n + 1) peut étre justifiée en partant
de p(n).

Preuve de correction d’'une fonction récursive Pour vérifier que
la fonction Python factorielle calcule bien la factorielle mathématique
définie par n! =1x2 x --- x n, on peut démontrer par récurrence que pour
tout entier n e N,

factorielle(n) = n!

Démonstration par récurrence :
— Cas de base : factorielle(0) vaut 1, et 0! =1 (1 est ’élément
neutre pour la multiplication), donc factorielle(0)=0!
— Hérédité : soit n un entier naturel tel que factorielle(n)= n!
Lentier n + 1 étant différent de 0, on a
factorielle(n+1) = (n+1)xfactorielle(n)
= (n+1)xn!
= (n+1)

7.2 Récurrence forte

Le principe de récurrence forte sur les entiers donne plus de souplesse
que la récurrence simple.

Rappelons que pour démontrer Vn € N, ¢(n) a 'aide d’'une récurrence
simple 'étape d’hérédité demande, quelquesoit n, de justifier ¢(n +1) en
utilisant comme seule hypothese ¢(n).



Avec le principe de récurrence forte, on peut lors de la justification de
@(n+1) utiliser comme hypotheése toute formule ¢(%) telle que & < n. Cela
inclut ¢(n) comme pour la récurrence simple, mais également ¢(n —1),
p(n —2), etc. jusqu’a ¢(0).

Ainsi, pour justifier que pour tout n € N, la propriété ¢(n) est vraie, il
suffit de démontrer que pour tout n e N :

(Vk <n, o(k)) = @)

Remarque : le cas de base n’apparait pas explicitement dans cette for-
mulation, mais il faut bien toujours & un moment ou un autre démontrer
que @(0) est vraie. En effet, si 'on considere la formule précédente en
0 on obtient : (V& < 0, ¢(k)) = ¢(0). Autrement il s’agit de démontrer
¢(0) en s’aidant de I’hypotheése que ¢ est vraie pour tout les entiers 2 e N
strictement négatifs, autrement dit en ne s’aidant de rien.

On peut rapprocher cette récurrence généralisée d’une fonction récur-
sive pour laquelle la décroissance du parametre a chaque appel récursif
est différente de 1. Ainsi une fonction reste_3 calculant le reste de la
division euclidienne par 3 peut étre définie par les équations suivantes :

reste_3(n) = n sin<3
reste_3(n) = reste_3(n-—-3) sinon

On pourrait écrire une fonction correspondant a ces équations de la ma-
niere suivante :

def reste_3(n):
if n< 3:
return n
else:
return reste_3(n-3)

7.3 Récurrences multiples

Une fonction, plusieurs appels récursifs Dans une preuve par ré-
currence (simple ou forte), rien n’empéche d’utiliser plusieurs fois la ou
les hypotheéses de récurrence. De méme une fonction peut effectuer plu-
sieurs appels récursifs.

Exemple avec F,, 1a suite de Fibonacci :

Fo = 0
F 1
Frnio = Fn+Fp

qu’on peut programmer naivement ainsi :

def fibo(n):
if n< 2:
return n
else:
return fibo(n-1) + fibo(n-2)

A noter qu'une telle fonction effectuant plusieurs appels récursifs court
le risque d’effectuer un nombre d’appels exponentiel en n, comme c’est le
cas ici. On préférera en 'occurrence utiliser des techniques de program-
mation dynamique ou de mémoisation pour ne pas faire plusieurs fois le
méme travail.




Fonctions mutuellement récursives Les définitions de fonctions ré-
cursives peuvent faire intervenir plusieurs fonctions s’appelant mutuel-
lement. Exemple avec deux fonctions pair et impair calculant la parité
d’un nombre entier positif, dont chacune fait appel a I'autre.

def pair(n):
if n==0:
return True
else:
return impair(n-1)

def impair(n):
if n==0
return False
else:
return pair(n-1)

En termes de démonstration par récurrence associée on aurait ici une ré-
currence simple, puisque chaque appel récursif correspond a une décrois-
sance de 1, mais avec une hypothése de récurrence comportant plusieurs
parties (une par fonction).

Ainsi démontrer la correction de ces fonctions reviendrait a démon-
trer par récurrence la validité de la formule ¢(n) suivante :

(pair(n)=True©n%2=0) A (impair(n)=True o n%2=1)

Linitialisation revient a vérifier que pair(n) = True et impair(n) =False.
L'hérédité consiste elle, quelquesoit n, a justifier pair(n + 1) = True <
(n+1)%2=0et impair(n+1)=True & (n+1)%2 =1 a 'aide des deux hy-
pothéses de récurrence pair(n) = True © n%2 =0 et impair(n) = True &
n%2=1.

7.4 Fonctions récursives sur des structures de données

Comme on I’a vu dans les chapitres précédents, c’est tout a fait pos-
sible! On reviendra la-dessus dans les prochains chapitres.

8 Constructions par cloture et récurrence (02/04)

8.1 Retour sur les définitions d’ensembles

On a évoqué au début du cours deux maniéres de définir un ensemble :
— en fournissant tous les éléments (définition en extension : E =
{1,2,3,4}), ou
— en fournissant une propriété logique caractérisant les éléments de
cet ensemble (définition en compréhension: E ={keN|1<k <5}).
Dans la définition en compréhension, la formule utilisée pour caractériser
les éléments était considérée comme une formule arbitraire. On peut par
exemple se donner un ensemble A déja existant, et définir un ensemble
B par I'équation B={keN|k=0vEk—-2€eA}. Un tel ensemble B contient
0 et tous les entiers valant 2 de plus qu'un élément de A.
Regardons maintenant cette légere variante de ’équation précédente :

E={keN|k=0VE-2€FE}

Cette équation définit-elle un ensemble E ? Pour essayer de savoir ce que
serait cet ensemble, on peut regarder quelques-uns des éléments qui lui
appartiendraient :




— 0€E, car la formule est explicite sur ce point;

— 2eFE,car2—-2=0et0€eFE;

— 4eFE,car4-2=2et2€e¢FE,;

— 6€eFE,car6-2=4et4€ckE..
La « définition » impliquerait donc que tous les entiers pouvant étre ob-
tenus en partant de O et en ajoutant 2 un certain nombre de fois appar-
tiennent a E. On pourrait en effet généraliser et montrer par récurrence
que Yk €N, 2k € E, autrement dit que 'ensemble P des entiers pairs po-
sitifs ou nuls est nécessairement inclus dans tout ensemble E vérifiant
cette équation.

Pour aller un peu plus loin, on peut méme démontrer que 'ensemble
P des entiers pairs positifs ou nuls satisfait ’équation P ={keN |k =0V
k—2 e P} (preuve standard d’égalité entre deux ensembles : par double in-
clusion), et qu’il est 'unique ensemble satisfaisant cette équation (preuve
par 'absurde en considérant le plus petit nombre impair appartenant a
un ensemble E satisfaisant 'équation).

Une équation telle que E={keN|k=0VvEk—-2¢€ E} peut donc dans
certains cas définir un ensemble. Que dire dans ce cas des ensembles
« définis » par les équations suivantes?

E={keN|k=0VEk+2€FE}

E={keN|k+2€FE}
E={keN|k¢ZE}

8.2 Définitions par cloture

Systématisons cette méthode de définition d’un ensemble. Pour définir
un ensemble E on se donne un ensemble de formules logiques ¢1(E), ...,
¢n(E), chacune de la forme

Vx1---x;, PIAPoA---ANPp = teE

appelées formules d’inférence. On définit alors 'ensemble E comme le
plus petit des ensembles vérifiant toutes les formules ¢;(E).

Parmi ces formules d’inférence, on aura en particulier :

— des cas de base, aussi appelés axiomes, utilisés pour indiquer
que certains éléments concrets appartiennent a E ; ces formules
sont simplement de la forme ¢ € E, par exemple 0e E ou5€ E, et

— des cas inductifs, aussi appelés cas d’itération, en particulier
utilisés pour indiquer qui si certains éléments appartiennent a E
alors d’autres éléments doivent aussi nécessairement appartenir a
E; ces formules sont de la forme Vxi---x,,x1 € EA---Ax, e E =
te E, par exemple Vk, ke E—=k+1cE ouVk, k', ke EAk €
E—Fk+Ek'€E.

Par exemple I'ensemble P des nombres pairs positifs, dont on a vu qu’il
était le plus petit des ensembles E vérifiant I’équation E ={k e N | k =
0V k—2€E}, peut étre défini par les regles d’inférence suivantes :

— lecasdebase 0 E, et

— le casinductif Vk, ke E —=k +2€ E.

Exemples
— Ensembles de nombres.
— Les fomules d’inférence 0 € E et Vn, n € E = n+1 € E défi-
nissent 'ensemble N des entiers naturels.



— Les formules d’inférence 0 € E et Vn, ne E —= n+2 € E défi-
nissent ’ensemble des entiers naturels pairs.

— Ensembles de mots. On note € le mot vide et m1-mg la concaténa-
tion de deux mots m1 et mo.

— Pour tout ensemble X, les formules d’'inférence c € E et Va,m, a €
ZAmeE = a-m e E définissent 'ensemble Z* des mots sur
Palphabet X.

— Les formules d’'inférence ¢ € D, Vm, me D —= (‘m-) e D et
Vmi,meo, mi1 € DAmeo €D — m1-mo € D définissent ’ensemble
des suites de parentheéses bien associées.

— Ensembles de graphes.

— Les formules (S,p) € E et VS,A,s,A’, (S,A)e EAns¢gSA(NVa €
A’ 35’ €S, e(a)={s,5'}) = (Su{s},AUA’) € E définissent l'en-
semble des graphes simples non orientés.

— Les formules (S, @) € E et VS,A,s,A’, (S,A)e EAns¢gS A(Va €
A',o(@)=sA1(a)eS) = (Su{s},AUA’) e E définissent l'en-
semble des graphes orientés acycliques.

— Lesformules ({s},@)€e E et VS,A,s,a, (S,A)e EA(Is' €8S, e(a) =
{s,s')h = (Su{s},Au{a}) € E définit I'ensemble des arbres.

Dérivations.

Etant donné un ensemble E, défini par cloture et un élément ¢, les
principaux outils que nous ayons a disposition pour justifier 'apparte-
nance ¢ € E, sont les formules d’inférence. On appelle dérivation de ¢ €
E, une séquence d’utilisations de formules d’inférence dans laquelle les
prémisses de chaque formule utilisée sont déja justifiées par les conclu-
sions des formules précédentes.

Par exemple, pour justifier que 6 € P, pour I'’ensemble P des nombres
pairs vu en introduction, on peut effectuer la dérivation suivante :

1. Par cas de base, 0 € P.

2. Par cas inductif et point 1, 2€ P.
3. Par cas inductif et point 2, 4 € P.
4. Par cas inductif et point 3, 6 € P.

Justifier une non-appartenance comme t ¢ E, est plus compliqué.

— On peut imaginer raisonner par ’absurde si on sait déja qu'un
certain élément ¢o n’appartient par a E, et qu'on sait démontrer
tekE p =1t € E @

— Sinon il faut pouvoir raisonner sur toutes les dérivations possibles,
et montrer que ¢ € E, n’est 1a conclusion d’aucune. Ceci suppose au
passage que E, ne contient que des éléments dont 'appartenance
a E, peut étre justifiée par une dérivation, ce qui est une propriété
plausible mais que nous n’avons pas démontrée.

8.3 Notation alternative pour les formules d’inférence

Les formules d’'inférence ont une certaine forme en commun : elles
ont pour partie principale une implication d’un certain nombre de pré-
misses vers une conclusion, toutes les variables libres de cette partie
principales étant quantifiées universellement.

Vxi---x;, P1APoAN---ANPp, = teE

La notation sous forme de régle d’inférence omet les quantificateurs
universels, et sépare I'ensemble des prémisses de la conclusion par une



barre horizontale.

Py p, P,
tek

Les conjonctions entre les prémisses sont également omises.

Les deux formules d’inférence 0 € E et Vk, k€ E — k + 2 € E définis-
sant 'ensemble des entiers pairs correspondent aux deux regles d’infé-
rence

keE
Ocek k+2€eE

La notation sous forme de regles d’inférence permet également de pré-
senter les dérivation sous la forme d’abres de dérivation, des arbres
dont les sommets sont les utilisations de regles et les arétes indiquent
I'utilisation de la conclusion d’une réegle pour justifier une prémisse d’'une
autre regle.

La dérivation de la propriété 6 € P peut ainsi étre représentée par
Parbre de dérivation

0eP

2eP
4eP
6elP

8.4 Principe de récurrence

On consideére un ensemble de formules d’inférence ¢;(E). Par défini-
tion, 'ensemble E, défini par ces formules est le plus petit des ensembles
E vérifiant toutes les formules ¢;(E). Autrement dit, E, est inclus dans
tout ensemble E vérifiant 'ensemble des formules ¢;(E).

P1E)N---Npp(E)=E,cE
Par définition de l'inclusion :
P1EIN---Npp(E)=>Vx€E, x€E

Cette formule est le principe de récurrence (aussi appelé principe
d’induction) relatif a E,, permettant de prouver des propriétés vraies
pour tous les éléments de E .

Dans cette définition du principe de récurrence, la propriété que ’'on
prouve est 'appartenance a un certain ensemble E. Grace a ceci, pour
prouver que tous les éléments e € E, vérifient une certaine propriété P(e),
il suffit de considérer I'ensemble Ep = {e | P(e)} et de démontrer que Ep
vérifie toutes les formules d’inférences définissant E .

Exemple. Lensemble N est défini par les formules d’inférence 0 € N et
Vn,neN=>n+1eN.

Notons E I'ensemble des entiers n tels que Y g<z<, 2 = n(n + 1)/2. On
remarque que E vérifie aussi les deux formules d’inférences définissant
N :

— 0eE

— SineE,alors Y g<p<pi1k =nn+1)2+n+1=mnn+1)+2(n+1))/2 =

n+1)(n+2)/2,etainsin+1€ekE.



On en déduit NS E, c’est-a-dire Vn e N, n € E. Ou en développant

VneNlN, Z kE=n(n+1)/2

O<k<n

Ce que l'on vient de faire est une preuve par récurrence du fait que la
somme des entiers de 0 a n vaut n(n + 1)/2.

8.5 Principes dérivés

On considére un ensemble E, défini par un ensemble de régles d’in-
férence. Notons

Pi(E) - PuE)
tek

I'une de ces regles, et ¢(E) la formule associée.
Du principe de récurrence associé a la définition de E, on peut dé-
duire deux autres outils de raisonnement.

Renforcement du principe de récurrence.
Lorsque I'on démontre par récurrence que Vx € E,, x € Ep pour un
certain ensemble cible Ep, il faut vérifier entre autres la formule @(Ep).
Cette formule a la forme

Vxi-x,, PilEp)A---ANP,(Ep)—=t€eEp

Elle demande de démontrer ¢ € Ep sous les hypothéses P;(Ep).

Le principe de récurrence renforcé permet de s’autoriser 'utilisation
d’hypothéses additionnelles, a savoir les P;(E ¢)- Celarevient a démontrer
la formule

Var-xn, PLEQ N AP (EY)ANP1(Ep)A---NPp(Ep) = teEp

Justification. Les hypothéses additionnelles du principe de récurrence
renforcé apparaissent lorsque I'on essaye de démontrer Vx € E,, x€e Ep N
E, avec le principe de récurrence ordinaire. Or les deux propriétés Vx €
Ey,xeEpnE,etVxeE,, x€ Ep sont équivalentes.

Principe d’inversion.

Lensemble E, défini par notre ensemble de régles d’inférence est le
plus petit des ensembles validant chacune des regles. Autrement dit il ne
contient que ce qui est directement impliqué par les regles d’inférence, et
on peut a s’attendre a ce que chaque élément ¢ € E, aie son appartenance
a E, justifiée par une dérivation.

Supposons que la derniére régle d’inférence utilisée dans la dérivation
justifiant ¢ € £, soit la regle

Pl(E(p) Pn(E<p)
tek,

Cette regle ayant été utilisée, il est certain que les prémisses P;(E,)
étaient vérifiées.

Bilan : principe d’inversion. Si on sait que la formule ¢ € E, est vraie,
alors on peut en déduire qu’il existe une regle d’inférence ayant pour
conclusion ¢ € E, et dont toutes les prémisses sont vraies.



Remarque : raisonnement par cas nécessaire. Le principe d’inversion
assure la validité des prémisses de 'une des regles d’inférence, mais nous
ne savons pas de laquelle. Quand on utilise ce principe il faut donc ensuite
raisonner par cas sur ’ensemble des regles d’inférence, éventuellement
en éliminant celles qui sont en contradiction avec t € E .

Justification. Nous avons introduit le principe d’inversion comme un
principe de bon sens. Cela permet d’expliquer pourquoi on imagine que
ce principe devrait étre valide, mais cela ne constitue pas une preuve. La
vraie justification du principe d’inversion utilise le schéma de récurrence
renforcé.

8.6 Cas particulier : définition de relations par cloture

Une relation n-aire est un ensemble de n-uplets. En définissant par
cloture un ensemble de n-uplets on définit donc une relation. De plus, le
principe de récurrence associé a cette définition par cléture va pouvoir
étre utilisé pour démontrer des propriétés vraies de tous les n-uplets vé-
rifiant la relation.

Exemple de relation binaire : accessibilité dans un graphe. Soit
un graphe G =(S,A). Les conditions

— pour tout sommet s € S, R(s,s), et

— pour tous sommets s1,s9,83, si R(s1,s2) et §’il existe une aréte de

sg vers sg alors R(s1,s3),

définissent une relation R telle que R(s,s’) si et seulement s’il existe un
chemin de s vers s’.

Note : cette méme relation peut également étre définie par les condi-
tions alternatives

— pour tout sommet s €S, R(s,s),

— pour toute aréte @ d’extrémités s et s’, R(s,s’), et

— pour tous sommets s1,9,s3, si R(s1,s2) et R(sg,s3) alors R(s1,s3).

8.7 Cas particulier : définition de fonctions par cloture

Une fonction est une relation binaire ayant la propriété d’étre fonc-
tionnelle (pour chaque élément de ’ensemble d’entrée il existe au plus
une image dans I'ensemble de sortie). On peut donc définir une fonction
par cloture en définissant par cloture la relation binaire sous-jacente. Le
principe de récurrence associé permet de démontrer des propriétés sur
les valeurs prises par la fonction.

Exemples

— La factorielle n! est définie par : 0! =1 et (n+ 1)! = (n + 1)(n!). La
relation binaire sous-jacente F telle que F'(a,b) si et seulement si
a! = b est donc définie par les conditions :

— F(0,1), et
— pour tous entiers n, m, si F(n,m) alors F(n+1,(n + 1)m).

— La suite de Fibonacci f;,, est définie par : fo =0, f1=1et fr+2 =
fn+1+ fn. La relation binaire sous-jacente F' telle que F(a,b) si et
seulement si f,, = b est donc définie par les conditions :

— F(0,0),

— F(1,1), et

— pour tous entiers n, m1, mo, si F(n,m1) et F(n+ 1,ms) alors
F(n+2,mi+ms).



9 Termes structurés (09/04)

9.1 Alphabets et mots

La notion de mot en informatique désigne une suite finie de carac-
teres. Il s’agit d’'un élément central de la théorie des langages que vous
étudiez dans d’autres cours. Avec une vision plus algorithmique, les mots
peuvent aussi décrire des structures de données séquentielles comme des
tableaux ou des listes.

Définitions Un alphabet est un ensemble X dont les éléments sont
appelés des caractéres. Un mot sur 'alphabet Z est une suite finie de
caracteres. On peut représenter un mot m par la suite agai:--a,—1 de ses
caracteres. Plus formellement on peut définir un mot par sa longueur
n (le nombre de caracteres dans la suite) et par une fonction [0,n[—
2 associant chaque indice de 0 inclus a n exclu au caractére présent a
cet indice dans la séquence. On note |m| la taille du mot m, et ml[i] le
caractere d’indice i de m.

On note X* I'ensemble des mots sur X et X" 'ensemble des mots de
longueur n.

Mots particuliers et opérations Le mot vide, généralement noté ¢,
est I'unique suite de longueur 0.

Le mot singleton d'un certain caractére a € X, simplement noté a,
est la suite de longueur 1 formée du seul caractere a.

La concaténation de deux mots m1 et mo, notée m1-mg ou simple-
ment mimg, est la suite formée en faisant se suivre les suites mq et mo.
Llopération de concaténation est associative et admet ¢ comme élément
neutre.

La téte d’'un mot m, notée hd(m), est le premier de ses caracteres (ce
n’est défini que si m #¢).

La queue d’'un mot m, notée tl(m), est la suite formée en retirant le
premier caractére de m (ce n’est défini que si m # ¢).

9.2 Récurrences sur la structure des mots

L'ensemble X* des mots sur X vérifie un certain nombre de régles
d’inférence, dont

(A) (B) (C) (D)
aeX aeX mex* aeX mex®
cex” aeXx” ameX® maeX®
(E)
m1€Z* szZ*
mimg € >*

Principes d’induction Plusieurs sous-ensembles de ces régles suffisent
a définir I’ensemble des mots, par exemple {(A),(C)} ou {(A),(B),(E)}, et
chacun de ces systémes donne un principe d’induction.

— Pour le systeme {(A),(C)} le principe d’'induction est :

Pour tout prédicat P sur les mots, si
(A) P(e)
(C) pour tous a € X et m e X*, si P(m) alors P(am)

alors pour tout m € Z* on a P(m).

10



— Pour le systeme {(A),(B),(E)} le principe d’induction est :

Pour tout prédicat P sur les mots, si
(A) P(e)
(B) pour tout a € Z on a P(a)

(E) pour tous m1 € X* et mg € X*, si P(m1) et P(mg) alors
P(mimyg)

alors pour tout m € Z* on a P(m).

Définition de fonctions On peut définir des fonctions par récurrence
sur les mots en suivant la structure de ces principes d’induction. Par
exemple, pour compter le nombre d’occurrences du caractéere a dans un
mot m :

— Version {(A),(C)} :

cla,e) = 0
c(a.bm) { 1+c(m) s?a:b
c(m) sinon
— Version {(A),(B),(E)} :
cla,e) = O
cab) = { 1 s¥a:b
0 sinon
cla,mimg) = c(my)+c(mg)
Pour retourner un mot m :
— Version {(A),(C)} :
re) = €
rlem) = r(m)a
— Version {(A),(B),(E)} :
re) = ¢
ria) = a
r(mimg) = r(mo)r(m)

Ces techniques toutefois marchent mal si les mots considérés ont
une structure particuliere. Considérons le mot 1+ 2 x 3 sur 'alphabet
Z =NuU{+,x,(,)} représentant une expression arithmétique : nos sys-
temes ne permettent pas d’écrire une fonction calculant le résultat de
cette expression.

9.3 Termes

Les mots possédant une structure particuliére peuvent étre définis
par leurs propres régles d’inférence. Tentative pour I'ensemble A des ex-
pressions arithmétiques :

neN a1 €A as €A a1 €A as €A

neA ai1+as €A a1 xag €A

On a cependant dans ce cas plusieurs dérivations possibles pour le méme
mot 1+2x3:

2€A 3eA l1eA 2€A
le A 2x3€eA 1+2€A 3eA
1+2x3€A 1+2x3€A
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Et ces dérivations ne correspondent pas a la méme interprétation : la
premiere suit la structure correcte 1+ (2 x 3) alors que la deuxiéme suit
I'interprétation incorrecte (1 +2) x 3.

La notion de terme va donner une approche systématique pour repré-
senter de tels mots structurés sans ambiguité, et permettre en particulier
la définition par récurrence de propriétés ou de fonctions sur ces mots.

Signatures et termes Une signature est un ensemble X dont chaque
élément est associé a un nombre entier naturel appelé arité. Les termes
sur la signature Z sont des mots sur 'alphabet ZuU{(),}, dont 'ensemble
T'(X) est défini par des regles d’inférence, chaque symbole de X donnant
une régle. Si ¢ est un symbole de X d’arité zéro, la régle associée est un
cas de base :

ceT(X)
Si f est un symbole de X d’arité n non nulle, la regle est :

t1€T(X) th,eT(X)
f(t1,...,tp)) e T(X)

Exemple : expressions arithmétiques Les expressions arithmétiques
précédentes peuvent donc étre redéfinies comme des termes sur une si-
gnature contenant les nombres entiers (symboles dont I'arité est 0) et les
symboles + et x d’arité 2. Les regles d’inférences deviendraient :

neN a1 €A as €A a1 €A as €A

neA +(a1,a9) €A x(a1,a9) €A

Toute ’'ambiguité habituellement associée aux opérateurs arithmétiques
disparait, I’expression 1+2 x 3 précédente étant explicitée soit en le terme
+(1,%(2,3)) soit en le terme x(+(1,2),3).

Termes avec sortes La structure de termes peut également étre uti-
lisée pour représenter des structures de données. La structure de liste
chainée par exemple est constituée de deux éléments principaux :

— les cellules, comportant un élément et un pointeur vers la cellule

suivante

— la liste vide, dénotant une absence de cellule
On pourrait représenter une telle liste comme un terme a 'aide de deux
symboles : un symbole Nil d’arité nulle pour la liste vide, et un symbole
Cell d’arité 2 pour les cellules. La liste comportant les éléments 1, 2, et 4
dans cet ordre pourrait alors s’écrire Cell(1, Cell(2, Cell(3, Nil))).

Petite subtilité par rapport a la situation d’origine : dans un terme
Cell(e, t) les arguments e et ¢ n’ont pas la méme nature. Ici, e est un élé-
ment de la liste, par exemple un entier, tandis que ¢ est une liste (au-
trement dit un terme). On peut enrichir la notion d’arité en ne donnant
pas seulement le nombre des arguments attendus mais aussi la nature,
appelée sorte, de chacun de ces arguments.

Pour I'exemple des listes chainées :

— Le symbole Nil constitue directement une liste. En notant liste la

sorte « liste chainée » on pourra résumer son arité avec la notation
Nil : liste.
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— Le symbole Cell combine deux éléments pour former une liste, le
premier élément étant un entier et le deuxiéme une autre liste.
En notant N la sorte « entier », on pourra résumer l'arité de ce
symbole avec la notation Cell : N x liste — liste.

Exemple : arbres binaires Une structure arbre d’arbre binaire dans
laquelle les nceuds internes sont étiquetés par des valeurs entiéres peut
étre représenté par des termes sur la signature {feuille,nceud} avec les
arités suivantes :
— feuille: arbre
Le symbole feuille est un arbre un soi, son arité est nulle.
— noeeud : arbre x N x arbre — arbre
Le symbole nceud a une arité de 3, et a besoin de deux sous-arbres
et d’un entier pour former un nouvel arbre.
Exemple d’arbre : nceud(feuille, 3, nceud(nceud(feuille, 1, feuille), 2, feuille)).

9.4 Définition de fonctions et de prédicats sur les termes

L'ensemble T'(Z) des termes sur une signature X étant défini par clo-
ture a partir de regles d’inférence, ces mémes regles nous donnent égale-
ment un schéma pour définir des fonctions et des prédicats s’appliquant
aux éléments de T'(X).
Pour définir une telle fonction F' : T'(X) — B, il suffit de prévoir un
cas par symbole de la signature X :
— pour chaque symbole ¢ d’arité nulle, donner I’élément b € B tel que
F(c)=b;

— pour chaque symbole f d’arité n, donner une équation exprimant
F(f(t1,...,ty)) en fonction des éléments ¢ a ¢, 'équation pouvant
également utiliser F(¢;) pour les ¢; qui sont bien des termes.

Exemple : valeur d’une expression arithmétique Pour calculer la
valeur eval(a) d’'une expression arithmétique représentée par un terme a,
on peut donner les trois équations suivantes, qui effectuent les opérations
représentées par les symboles binaires + et x.

eval(n) n
eval(+(a1,a9)) = evallay)-+eval(ag)
eval(x(a1,a9)) eval(a1) x eval(ag)

Exemple : hauteur et taille d’'un arbre binaire Pour calculer la
hauteur h(a) ou le nombre de feuilles f(a) d'un arbre binaire a, on donne
les deux équations suivantes.

h(feuille) = 0
h(nceud(a1,n,a2)) = 1+max(h(ai),h(as))
f(feuille) = 1

f(nceud(a1,n,a9))

flay) +flag)

Exemple : arbre équilibré Pour définir un prédicat Eq exprimant
qu'un arbre a est équilibré, c’est-a-dire qu'en chaque nceud de @ la hau-
teur des sous-arbres gauche et droit differe au plus de un, on donne les
deux regles d’inférences suivantes.

Eq(a1)  Eqlez)  |h(a1)—hl(ag)l<1
Eq(feuille) Eq(nceud(a,n,as))
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Exercices

— Définition d’une fonction de comptage des sommets d'un arbre bi-
naire.

— Définition d’'un prédicat pour 'appartenance d'un élément a un
arbre.

— Définition d’'un prédicat caractérisant les arbres binaires de re-
cherche.

— Définition d’une fonction cherchant efficacement un élément dans
un arbre binaire de recherche.

— Définition d’un prédicat caractérisant une liste chainée triée.

— Définition d’une fonction insérant un élément dans une liste chai-
née triée.

9.5 Principe de récurrence sur les termes

L'ensemble T'(Z) des termes sur une signature X étant défini par clo-
ture a partir de régles d’inférence, il bénéficie du principe de récurrence :
toute propriété P satisfaisant les mémes formules d’inférence sera vraie
pour tous les termes.

Exemple : expressions arithmétiques Pour tout prédicat P, si
(a) pour tout n € Non a P(n),
(b) pour tous a1, as tels que P(a1) et P(as) on a P(+(a1,a2)), et
(c) pour tous a1, ag tels que P(a1) et P(ag) on a P(x(a1,as9)),

alors pour toute expression arithmétique a € A on a P(a).

Proposition. Pour toute expression arithmétique a € A, en notant c(a)
le nombre de constantes dans a et o(a) le nombre d’opérateurs dans a, on
ac(a)=o(a)+1.

Preuve par récurrence. Notons P(a) = c(a) = o(a)+ 1.

(a) soitneN, on ac(n)=1et o(rn)=0, donc P(n);

(b) soientai,ag € A telles que P(a1) et P(ag),on a c(+(ay,az)) =cla)+
clag)=o(a1)+1+olag)+1=0(+(a1,a2))+1, et donc P(+(ai,a9));

(c) soientai,as € A telles que P(ai) et P(ag),onac(x(ai,as)) =cla)+
clag) =ola1)+1+olag)+1=o0(x(ai,as))+1, et donc P(+(a1,a3)).

Donc pour tout a € A on a c(a) =o(a) + 1.

Exemple : arbres binaires Pour tout prédicat P, si
(a) P(feuille), et

(b) pour tout entier n et tous arbres ai, ag tels que P(a1) et P(ag) on
a P(noeud(a,n,as)),
alors pour tout arbre binaire a on a P(a).

Proposition. Pour tout arbre binaire a, en notant f(a) le nombre de
feuilles dans a et s(a) le nombre total de sommets de a (nceuds et feuilles),
on a s(a)=2f(a)-1.

Preuve par récurrence. Notons P(a) =s(a)=2f(a)-1.

(a) s(feuille) =1 et f(feuille) =1, donc P(feuille);

(b) soient n € N et a1, ag deux arbres tels que P(a1) et P(asg), alors
s(neeud(ai,n,ag)) = 1+s(ai) +s(ag) =1+2f(a1)—1+2f(ag)—1=
2(f(a1) + f(ag)—1=2f(nceud(a,n,az)) - 1.

Donc pour tout arbre binaire a on a s(a) = 2f(a)—1. (remarque : cette pro-
priété est la méme que la précédente sur les expressions arithmétiques)
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Exercices
— Correction de la fonction de recherche d’un élément dans un arbre
binaire de recherche.
— Préservation du caractere trié pour une fonction d’insertion d’'un
élément dans une liste chainée triée.

10 Relations d’ordre et problemes de terminai-
son (23/04)

10.1 Terminaison

Deux raisons pour lesquelles 'exécution d’'un programme pourrait ne
pas s’arréter :

— une boucle while

— un appel récursif
Pour justifier qu'un programme aboutit toujours, il faut pouvoir argu-
menter que quelque chose progresse a chaque tour de boucle ou a chaque
appel récursif, et que cette progression est de nature telle qu’elle ne peut
pas se poursuivre indéfiniment.

Exemples

— Une boucle while qui s’exécute tant que la variable a est inférieure
a une borne n, et dans laquelle la valeur de a augmente de au
moins 1 a chaque tour : on progresse car a chaque tour la valeur
de a est plus proche de la valeur de n, et qu’il n’est pas possible de
faire une infinité d’incréments sans dépasser n.

— Une fonction récursive avec un parameétre n entier positif, tel que
chaque appel récursif s’effectue avec une valeur strictement plus
petite pour le parametre : on progresse car a chaque appel la va-
leur du parametre se rapproche un peu plus de 0, et qu’il n’est
pas possible de faire une infinité de telles étapes tout en restant
positif.

Contre-exemple : paradoxe de Zenon
— A chaque itération, une valeur réelle est divisée par 2. On peut
imaginer que lon progresse vers 0, car a chaque tour la valeur
considérée est strictement plus petite. Cependant, aucun nombre
fini d’étapes ne permettra d’atteindre 0.

10.2 Ordres

Relation d’ordre Etant donné un ensemble E, une relation d’ordre
sur E est une relation binaire R sur E x E (on parle de relation binaire
homogéne) qui est :

— réflexive (Vx, xRx)

— anti-symétrique (Vx,y, xRy AyRx) = x=1y)

— transitive (Vx,y,z, xRy AyRz) = xRz)
Un ordre total est un ordre pour lequel tous deux éléments sont compa-
rables (dans un sens ou dans l'autre) : Vx,y, xRy Vv yRx.

Exemples
— Relation d’ordre usuelle < sur un ensemble de nombres.
— Relation d’inclusion < sur les parties d'un ensemble A.
— Relation de divisibilité | sur les nombres entiers.
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10.3 Maximum/minimum, maximaux/minimaux

On considére un ensemble E et un ordre < sur E. Etant donnés un sous-
ensemble A C E et un élément x € A, on dit que :
— x est le minimum de A si x est plus petit que tous les éléments de
AWNyeA, x<y),
— x est le maximum de A si x est plus grand que tous les éléments
de A (VyeA, y=<x).
Note : une partie A n’admet pas nécessairement de minimum, mais dans
le cas ou un tel élément existe il est unique (de méme pour le maximum).

Etant donnés un sous-ensemble A € E et un élément x € A, on dit que :
— x est un élément minimal de A s’il n’existe pas dans A d’élément
plus petit que x (VyeA, y<x =y =x),
— x est un élément maximal de A s’il n’existe pas dans A d’élément
plus grand que x (Vy€eA, x<y =y =x),
Note : minimal n’est pas la méme chose que minimum, et un élément
minimal de A n’est pas nécessairement unique (de méme pour maximal/-
maximum).

Exercices
— Le minimum, s’il existe, est unique.
— Le minimum, s’il existe, est I'unique élément minimal.
— Si lordre < est total, les conditions « étre le minimum de A » et
« étre un élément minimal de A » deviennent équivalentes.

10.4 Majorants/minorants, bornes

On considere un ensemble E, un ordre < sur E et une partie A C E.
— Un élément x € E est un minorant de A s’il est plus petit que tous
les éléments de A (Vy e A, x < y).
— Un élément x € E est un majorant de A s’il est plus grand que
tous les éléments de A (Vye A, y <x).
— La borne inférieure de A est, s’il existe, le maximum des mino-
rants de A.
— La borne supérieure de A est, s’il existe, le minimum des majo-
rants de A.
Note : les majorants, minorants et bornes de A n’existe pas forcément, et
dans le cas ou ils existent n’appartiennent pas nécessairement a A.

10.5 Ordres bien fondés

La notion d’ordre permet de donner du sens a la notion de « progression »
évoquée dans notre probléme de justification de I'arrét d'un algorithme :
on considérera avoir progressé des lors que I'on obtiendra quelque chose
de strictement plus petit vis-a-vis de I'ordre choisi. En revanche, tous les
ordres n’empéchent pas une telle progression de se poursuivre indéfini-
ment. Cette derniére propriété caractérise les ordres dits « bien fondés ».

Ordre bien fondé : définition Un ordre < sur un ensemble E est bien
fondé s’il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante pour <.
Autrement dit, en notant < I'ordre strict associé a <, il ne peut pas exister
de suite (xz)ren telle que VE, xp11 < xp.

Cette propriété traduit directement la notion d’arrét cherchée.
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Caractérisation alternative Un ordre < sur un ensemble E est bien
fondé si et seulement toute partie non vide de E admet un élément mini-
mal. Autrement écrit :

VACE, A2p—=(JacA,VxeA, x<a=—>x=a)

Preuve

— Supposons (E, <) bien fondé. Soit A une partie non vide de E.
Raisonnement par 'absurde. Supposons que A n’admette pas d’élé-
ment minimum. Autrement dit, Va € A, 3a’ € A, @' <a. Comme A
est non vide, il existe au moins un élément ag € A. Comme < est
bien fondé, il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante
a partir de ag. Soit (a)reo,n] une suite strictement décroissante
d’éléments de A a partir de ag, qui soit la plus longue possible.
Comme ay € A et A n’admet pas d’élément minimal, il existe
an+1 € A avec an+1 < an. Donc (az)refo n+1] est une suite stric-
tement décroissante dans A strictement plus longue que la précé-
dente. Contradiction, donc A doit admettre un élément minimal.

— Supposons que toute partie non vide A de E admette un élément
minimal.
Raisonnement par 'absurde. Soit (x3),en une suite infinie stricte-
ment décroissante dans E. On note A I'ensemble des valeurs de
cette suite. Cet ensemble A est non vide (il contient par exemple
x0), et admet donc un élément minimal x;. Or x;,.1 < x; avec x3.1 €
A, ce qui contredit la minimalité de x;. Donc il ne peut pas exister
de suite infinie strictement décroissante dans E, et 'ordre < est
bien fondé.

Exemples
— Ordre usuel < sur N.
— Divisibilité | sur Z.
— Inclusion € sur les parties d’'un ensemble fini.

Contre-exemples

— Ordre usuel < sur Z : on peut descendre indéfiniment dans les
négatifs.

— Ordre usuel < sur R : on peut s’approcher indéfiniment de 0 sans
jamais l'atteindre.

— Inclusion < sur les parties d'un ensemble infini : on peut définir
une suite infinie d’ensembles qui ont toujours moins d’éléments
mais restent infinis, comme la suite ([£,00[)zen-

10.6 Récurrence bien fondée

On considére un ensemble E, avec un ordre bien fondé <. En notant <
Pordre strict associé a < (par définition, x < y si et seulement si x < yAx #
¥), on a le nouveau principe de récurrence suivant.

Pour tout prédicat P sur les éléments de E, si
1. pourtoutec E, (Vx € E, x <e = P(x)) implique P(e),

alors pour tout élément e € E on a P(e).

Autrement dit, si 'on peut déduire P(e) dés lors que I'on suppose la pro-
priété vraie pour tout les élément strictement inférieurs a e, et ceci pour
chaque e, alors la propriété P est vraie pour tous les éléments de E. C’est
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la méme idée que le principe de récurrence forte sur les entiers (chapitre
7 de ces notes de cours).

Justification Supposons que pour tout e € E, (Vx € E, x < e = P(x))
implique P(e), notons A ’ensemble des éléments de e € E tels que P(e) ne
soit pas vraie et montrons que cet ensemble est vide en raisonnant par
labsurde.

Supposons cet ensemble A non vide. Comme < est bien fondé et A non
vide, il existe un élément minimal a de A. Soit x € E tel que x < a. Comme
a est minimal dans A, nous savons que x ¢ A, et donc que P(x) est vraie.
Ceci étant vrai pour pour tous les x < a, on déduit P(a). Contradiction
avec appartenance de a a A. Donc 'ensemble A doit étre vide, et tous
les éléments de E vérifient P.

10.7 Combinaison d’ordres

Comment comparer deux paires d’entiers? Comment jugeons-nous les
propositions suivantes ?

— (1,2)<(3,4)?

— (1,3)<(2,4)?

— (1,5)<(2,3)?

— (2,3)<(1,5)?
De maniére plus générale, étant donnés deux ensembles A et B, chacun
avec un ordre (on pourra les noter respectivement <4 et <g), on cherche
a ordonner les paires de A x B.

Ordre produit cartésien Lordre produit sur A x B est défini par
(a1,b1) < (ag,b2) si et seulement si (a1,b1) est plus petit sur les deux
composantes a la fois : a1 <4 ag Ab1 <p bs.

Par exemple :

— (1,2)=(3,4)

— (1,3)<(2,4)

— (1,5) et (2,3) sont incomparables
Note : ordre produit n’est donc pas total.

Ordre produit lexicographique Le produit lexicographique des
deux ordres <4 et <p consiste & comparer d’abord la premiére compo-
sante, puis a ne tenir compte de la deuxiéme composante qu’en cas d’éga-
lité sur la premiére : on a (a1,b1) < (ag,b2) si et seulement si a; <p
asV(ai=ag ANbi<pbs).

C’est selon ce principe que I'on compare deux mots dans le diction-
naire (Pordre lexicographique est aussi appelé ordre du dictionnaire).

— (1,2)=<(3,4)

— (1,3)=(2,4)

— (1,5)=(2,3)
Note : l'ordre lexicographique est total.

Exercices
— Lordre lexicographique est total.
— Si <4 et <p sont des ordres bien fondés, alors les ordres produit
cartésien et produit lexicographique sont tous deux bien fondés
également.
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11 Treillis, algebre booléenne, théoreme de point
fixe (30/04)

11.1 Structure de treillis

Un treillis est un ensemble ordonné (£, <) tel que pour tous deux élé-
ments x, y de E, I’ensemble {x,y} admet dans E :

— une borne inférieure, notée x My,

— une borne supérieure, notée x L1y.

Exemples

— Dans le cas d’un ordre total (comme l'ordre usuel sur les entiers) :
— anb=min(a,bd)
— aub=max(a,b)

— Dans le cas de l'ordre d’inclusion sur I’ensemble des parties d’'un
ensemble E :
— AnB=AnB
— AUB=AuUB

— Dans le cas de l'ordre de divisibilité sur N :

— anb=pgcd(a,b)
— aub=ppcm(a,bd)

Propriétés
— xMy=ynx (commutativité)
— xM(ynz)=(xny)rz (associativité)
— xMx = x (idempotence)
— commutativité, associativité et idempotence aussi pour U
— xM(xuUy)=x (loi d’absorption)
— xU(xny)=x (loi d’absorption)

Exercice
— Dans un treillis, tous ensemble fini d’éléments admet une borne
inférieure et une borne supérieure.

11.2 Algebre de Boole

Un treillis (E, <) peut également étre :
— borné §’il admet un minimum (noté 1) et un maximum (noté T);
ces éléments vérifient de plus dans ce cas les propriétés :

—axnl=1
— xNT=x
— xUl=x
— xuT=T

— distributif siles deux propriétés suivantes sont vérifiées :
— xNyuz)=(@ny)u(xnz)
— xU(ynz)=(@uy)nxuz)
— complémenté s’il est borné et s’il existe une fonction x — x (appe-
lée complément) telle que :
— axnx=1
— xUx=T
Un treillis a la fois borné, distributif et complet s’appelle une algeébre de
Boole.
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Exemples
— Ensemble des parties d’un ensemble E avec I'ordre d’inclusion.
— Valeurs booléennes vrai et faux, avec faux < vrai.

Propriétés Dans une algébre de Boole, le complément est unique (c’est-
a-dire : il n’existe qu’une fonction avec les propriétés demandées), il véri-
fie les lois de de Morgan :

— x=2x,
— xMNy=xUY,
— xUy=xMNYy,

et il inverse l'ordre des éléments :
— x <y sietseulement si y <x.

11.3 Points fixes

Treillis complet Un treillis (£, <) est complet si toute partie X de E
admet :

— une borne inférieure, notée [ 1X,

— une borne supérieure, notée | | X.
Note : ce qui est important ici est que les bornes supérieure et inférieure
existent méme pour les parties infinies de E.

Fonction monotone Etant donnés deux ensembles ordonnés (4,<4)
et (B,<p), une fonction f : A — B est monotone si elle préserve 'ordre
des éléments :

Vai,az €A, a1<pa2= f(a1)<p f(az)

Théoréme de point fixe Si (E,<) est un treillis completet f:E — E
une fonction monotone sur E, alors I'ensemble {e € E | f(e) = e}, appelé
ensemble des points fixes de E, est non vide et admet un minimum et
un maximum.

Fonction continue Etant donnés deux treillis complets (A,<4) et (B,<p
), une fonction f : A — B est continue si elle préserve les bornes supé-
rieure et inférieure de chaque ensemble, c’est-a-dire si pour toute partie
X € A, I'ensemble f(X) < B des images des éléments de X vérifie :

— X)) =TUFX))

— fUUX) = (X))

Caractérisation du plus petit point fixe Si (¥, <) est un treillis com-
plet et f : E — E une fonction continue sur E, alors le plus petit point
fixe de E est donné par :

[ 1 ReN)

(sachant que litération f k de la fonction f est définie par fO(x) = x et

FE () = F(FR @)

Calcul du plus petit point fixe dans un treillis fini Si (E,<) est
un treillis complet fini et f : E — E une fonction continue sur E, alors
Palgorithme suivant termine et renvoie le plus petit point fixe de E :

1. Définir p = 1.
2. Tant que f(p) # p,

(@) p:=f(p).
3. Renvoyer p.
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12 SAT :algorithmes de résolution de contraintes
(07/05)

12.1 Formules logiques vues comme des termes

L'ensemble des formules de la logique propositionnelle (chapitre 1!)
peut étre vu comme un ensemble des termes sur une signature contenant
les symboles suivants :

— les symboles T et L, d’arité 0,

— un ensemble {A,B,C,...} de symboles d’arité 0 (les variables pro-

positionnelles),

— un symbole — d’arité 1,

— des symboles A, v et = d’arité 2.

Cette vision permet de parler des formules en tant que telles et de leurs
propriétés, ou encore de parler de définir des fonctions s’appliquant aux
formules.

Exemple : principe de récurrence sur les formules Soit P un pro-
priété sur les formules. Si :

1. P(),

P(T),

pour toute variable A, P(A),

pour toute formule ¢, si P(¢p) alors P(—¢),

pour toutes formules 1 et @2, si P(¢1) et P(g2) alors P(¢p1 A ¢2),

IO o

pour toutes formules @1 et @2, si P(¢1) et P(g2) alors P(¢p1 V ¢2),
7. pour toutes formules @1 et @2, si P(¢1) et P(p2) alors P(p; = @2),

alors la propriété P(¢) est vérifiée pour tout formule .

Satisfiabilité (rappel) Une interprétation est une fonction associant
a chaque variable propositionnelle une valeur de vérité. Etant donnée
une formule ¢ et une interprétation I de ses variables propositionnelle,
on peut calculer une valeur de vérité de ¢ pour I. Une formule ¢ est :

— valide si toute interprétation rend la formule vraie,

— satisfiable si au moins une interprétation rend la formule vraie,

— contradictoire si aucune interprétation ne rend la formule vraie.
Pour savoir si une formule est satisfiable on peut construire sa table de
vérité, dont les lignes sont en correspondance avec 'ensemble des inter-
prétations imaginables de ses variable propositionnelles, et chercher si
au moins une des lignes indique Vrai. Souci : le nombre de lignes est ex-
ponentiel en le nombre de variables propositionnelles.

12.2 Formes normales

Pour explorer plus efficacement les différentes interprétations des va-
riables d’'une formule ¢ et décider plus rapidement de sa satisfiabilité,
on peut transformer ¢ en une formule logiquement équivalente mais de
forme plus simple.

Forme normale négative Formule dans laquelle :
— le symbole d’implication n’apparait pas,
— les négations n’apparaissent qu’'au niveau des variables proposi-
tionnelles
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nnf(L)

nnf(T)

nnf(A)
nnf(—¢p)
nnf(p1 A @2)
nnf(p1 Vv @2)
nnf(p; = @2)

On se débarasse des implications avec ’équivalence A = B = "A VvV B,
et on repousse les négations au niveau des variables avec les lois de de
Morgan.

En suivant la structure récursive des formules, on peut ainsi écrire
des équations décrivant cette transformation. On notera nnf(¢) la forme
normale négative de la formule ¢, et m(q)) la forme normale négative de
la formule —¢.

= 1 nf(L) = T
T nnf(T) = 1
A nf(A) = -A
nnf(¢) nnf(-p) = nnf(p)
nnf(p1) A nnf(pz) nnflp1 A@2) = nnf(p1) v nnf(pa)
nnf(p1) v nnf(¢pz) nnfp1vp) = nnflp1) Annf(pz)
= nnf(p1) v nnf(gs) nnflp1 = @2) = nnf(p1) Annf(ps)

Formes normales disjonctive et conjonctive On appelle littéral
une formule qui est soit une variable propositionnelle (A), soit la néga-
tion d’'une variable propositionnelle (A). On s’intéresse aux formes par-
ticuliéres suivantes :
— Une conjonction élémentaire est une conjonction de littéraux.
Exemple : ANBA-C
— Une forme disjonctive est une disjonction de conjonctions élé-
mentaires.
Exemple : (AANBA-C)V(=BAC)V(nA)
— Une elause est une disjonction de littéraux.
Exemple : Av-BvC(C
— Une forme conjonctive est une conjonction de clauses.
Exemple : (AvBvV-C)A(mBVC)A(0A)

Mise sous forme disjonctive Il est facile de trouver une formule en
forme disjonctive équivalente a une formule ¢ donnée, en consultant la
table de vérité de ¢ :
— chaque ligne donne une conjonction de littéraux (contenant A si
la variable A est a Vrai sur cette ligne, = A si la variable A est a
Faux),
— on prend la disjonction des lignes pour laquelle la formule vaut
Vrai.
Souci : la formule obtenue est de taille exponentielle (et le calcul de la
table de vérité nous donnait déja toutes les informations que nous vou-
lions).

Codage de Tseitin Pour obtenir une formule en forme conjonctive équi-
valent a une formule ¢ donnée, on peut recourir a 'astuce suivante :

— créer une nouvelle variable propositionnelle pour chaque symbole
présent dans la formule, c’est-a-dire pour chaque nceud de I’arbre
représentant la formule,

— exprimer les conditions auxquelles chacune de ces nouvelles va-
riables sont vraies en fonction des variables représentant les sous-
termes immédiats.

Ainsi, pour une formule (AAB)V(C = D), on introduit trois nouvelles

variables X1, X9, X3 telles que :
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— X représente la validité de la formule A A B, on a donc I'équi-
valence X; < (A A B), qui peut aussi étre représentée par la
conjonction des trois clauses " X1 VA, " X;vBet "Av-BvXy;

— Xy représente la validité de la formule C = D, et peut étre tra-
duite en trois clauses comme la précédente;

— X3 représente la validité de la formule X v X9, et peut encore étre
traduite en trois clauses;

— On ajoute une clause formée de 'unique littéral X3, pour signifier
qu’on cherche a satisfaire la formule complete.

Cette transformation produit une formule dont le nombre de variables
comparable a la taille de la formule d’origine, le nombre de clauses est
environ trois fois cette taille, et chacune des clauses est petite (entre un
et trois littéraux).

12.3 Algorithme DPLL

Lalgorithme DPLL (Davis/Putman/Loveland/Logemann) explore effi-
cacement I'ensemble des interprétations possibles pour une formule en
forme conjonctive. Le principe est d’essayer des interprétations partielles
(c’est-a-dire concernant seulement une partie des variables), et d’élaguer
certaines parties de 'arbre d’exploration.

Une exploration en cours est représentée par une paire I >> A ou :

— I est une interprétation pour une partie des variables proposition-
nelles,

— A est un ensemble de clauses restant a satisfaire.

On a deux cas particuliers de fin d’'une branche de I'exploration, c’est-a-
dire d’'une feuille dans I’arbre d’exploration :

— I >> @ : toutes les clauses sont satisfaites, la formule est satis-
fiable.

— I >> A,C, ou tous les littéraux de la clause C sont invalidés par
I'interprétation I : aucune interprétation contenant I ne peut sa-
tisfaire la formule.

Quand une clause C est satisfaite, c’est-a-dire que 'un de ses littéraux
est validé par I'interprétation I, on peut la supprimer. On passe donc de
I>>A,Cal>>A.

Quand nous ne sommes pas dans 'un de ces cas, on peut choisir une
variable A pas encore interprétée par I et poursuivre I'exploration dans
deux branches, donnant respectivement les valeurs Vrai et Faux a cette
variable. On a dans ce cas un nceud dans arbre d’exploration, dont les
fils sont :

1. I,A—Vrai>>A
2. I,A— Faux>>A

En partant de 'ensemble des clauses de la formule et de 'interprétation
vide, on obtient un arbre d’exploration. La formule est satisfiable si au
moins une des feuilles a donné ce verdict. A I'inverse, la formule n’est pas
satisfiable si aucune des feuilles n’est satisfiable.

Accélération avec les clauses implicatives Une clause C est appe-
lée une clause implicative sous une interprétation partielle I si I'inter-
prétation I invalide tous les littéraux de I sauf un, et ne donne pas de
valeur au dernier littéral.

On sait alors quelle valeur donner a la variable du dernier littéral :

— Vrai si le littéral est de la forme A,

— Faux si le littéral est de la forme —A.
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Ce faisant on satisfait la clause C observée (on peut I’éliminer), et sur-
tout on évite ’exploration de tout une partie de 'arbre. On continue ainsi
en cascade tant que notre ensemble A contient des clauses implicatives,
en limitant d’autant le nombre de choix arbitraires a faire et donc de
branches a explorer.

Apprentissage Les clauses implicatives forcent certains choix. On peut
représenter dans un graphe I’ensemble des choix qui ont été ainsi for-
cés et des clauses qui y ont participé. L'observation de ce graphe per-
met ensuite, lorsque ’exploration aboutit a une feuille non satisfiable, de
chercher les raisons premiéres de cet échec et de déduire une nouvelle
clause appelée clause de conflit. Cette nouvelle clause sera ajoutée a
I’ensemble des clauses a satisfaire dans les autres branches et aura pour
effet d’éviter de retomber dans les mémes piéges.

Ainsi, si une fausse route similaire se présente a nouveau dans une
autre branche elle sera cette fois évitée : I'algorithme apprend quelque
chose du probleme qu’il essaie de résoudre. C’est I'efficacité de ce dernier
mécanisme qui fait que, bien que 'exploration des interprétations soit en
théorie exponentiel, les solveurs actuels soient capables de résoudre des
problémes faisant intervenir des millions de variables propositionnelles.
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