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THE JOURNAL OF SYMBOLIC LOGIC 

Volume 67, Number 1, March 2002 

LA LIMITE DES THEORIES DE COURBES GENERIQUES 

OLIVIER CHAPUIS, EHUD HRUSHOVSKI, PASCAL KOIRAN, ET BRUNO POIZAT 

Resumo. Ne estas prima orda formula, kiu definas la Zariskijajn slositojn inter la konstruitoj, malpli 

ke la konektojn inter la slositoj. 

Introduction. Pour paraphraser [SHM 1984]: les questions resolues dans cet 
article ont ete posees par le premier et le troisieme auteurs; pour ce qui est de la 
solution, la lumiere est venue du second; quant au quatrieme, il s'est charge des 
details techniques et de la redaction, sous l'attention vigilante des trois autres. 

Nous parlons ici de la possibility d'exprimer certaines proprietes par des formules 
du premier ordre. Voila' ce que ,a signifie: on consider une structure M, un entier 
m, et un enonce (p (R) usuel, c'est-a'-dire finitiste et du premier ordre (il ne quantifie 
que des elements de M), dans le langage de M augmented d'un symbole R de relation 
m-aire. Etant donned un ensemble X de parties de Mm, on dit que le sous-ensemble 
Y de X est defini 'a l'interieur de X par l'enonce (p (R) si Y est precisement former 
des elements A de X pour lesquels cet enonce devient vrai dans M quand on y 
interprete le symbole R par la relation A. 

Par exemple, dans un corps reel-clos K, les parties fermees de Km sont ca- 
racterisees par une propriety evidence du premier ordre. Par contre, nous verrons 
ici que, si K est algebriquement clos, il est impossible de definir par un enonce du 
premier ordre les fermes de Zariski, meme parmi les ensembles definissables, des 
que m > 2: c'est la reponse a une question posee dans [CHAPUIS-KOIRAN 1999]. 

Outre l'interet proprement modele-theorique attache 'a la caracterisation des 
fermes de Zariski parmi les constructibles (c'est-a'-dire les ensembles definissables 
dans un corps algebriquement clos), ce type de questions a des motivations en Com- 
plexite algebrique : quand on travaille en Geometrie reelle ou complexe, et qu'on se 
pose la question de savoir si un ensemble defini par une formule p (x) possede une cer- 
taine propriete P, si jamais cette propriete, pour un ensemble definissable, s'exprime 
au premier ordre par (p(R), on obtient un algorithme de decision en substituant 
p a R et en eliminant les quanteurs! D'ailleurs, cette simplicity algorithmique des 
proprietes exprimables au premier ordre fait qu'elles ont ete intensement etudiees 
par les specialists des bases de donnees, qui traduiraient nos resultats en termes 
de bases de donnees geographiques avec contraintes dans un corps algebriquement 
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clos: nous renvoyons nos lecteurs interesses par leur point de vue 'a [BDLW 1998] 
et [BALDWIN-BENEDIKT 1999]. 

Dans le cas des corps algebriquement clos, nous allons voir que bien des pro- 
prietes topologiques des ensembles definissables ne peuvent ainsi se caracteriser. La 
seule propriete remarquable qui se definit par un enonce du premier ordre est la 
dimension: en effet, une partie constructible A de Km est de dimension m si et 
seulement si elle est generique, c'est-a-dire si Km est recouvert par m + 1 translates 
de A (il existe a0o... , ?m tels que Km = a0 +A U ... U qm +?A); elle est de dimension 
au moins n, n < m, si et seulement si elle a une projection sur n coordonnees qui est 
une partie generique de K . 

Les resultats. Tous les corps que nous considerons ici sont algebriquement clos, 
d'une caracteristique arbitraire, mais fixee. 

Un polynome P(x, y), en deux variables x et y, a coefficients dans k, de degree total 
(au plus) d s'ecrit P(x, y) a aij x'y ', i + < d; nous notons N + 1 son nombre 
de monomes, ou de coefficients, qui est facile a calculer, en evaluant le nombre de 
j possibles pour un i donned, puis en sommant: N + 1 = (d + 1) + d + . . . + 1 
(d + 1)(d +2)/2. 

Nous dirons que P est generique si ses coefficients aij sont algebriquement 
independents (sur le corps premier); il est alors irreductible (Lemme 4), si bien 
que l'equation P(x, y) = 0 definit une courbe plane irreductible, que nous notons 
Ca. La theorie de cette courbe, c'est l'ensemble des enonces, dans le language L 
des corps augmented d'un symbole de relation binaire C (x, y), qui deviennent vrais 
quand C est interpreted par Ca. Comme cette theorie s'interprete dans le type de a, 
il est clair que toutes les courbes generiques de degree d ont une meme theorie Td. 

Nous allons montrer que cette suite est convergente, dans b'espace des theories 
completes de language L, et que sa limited T a la propriete suivante: a partir d'un 
modele de T, quell que soit le point (a, b) sur la "courbe" C, on obtient un autre 
modele de T en considerant la courbe C - {(a, b)} obtenue en enlevant le point 
(a, b) 'a C; autrement dit, quelle que soit la formule (p, T a pour consequence 
(Vx)(Vy)p(C) -* p (C - {(x,y)}). Cela implique que, etant donned un enonce 
(p (C) satisfait par C, il existe un point (c, d) hors de C tel que la courbe augmented 
de ce point satisfasse aussi p; en effet, la courbe C - {(a, b)} satisfait cette derniere 
condition, donc C aussi. 

I1 devient alors clair qu'il n'existe pas d'enonce (du premier ordre) separant les 
courbes planes des courbes planes privees d'un point, ni les courbes planes des 
courbes planes augmentees d'un point; ni 'a fortiori d'enonce qui distingue les 
fermes de Zariski parmi les constructibles, ou bien les connexes ou les irreductibles 
parmi les fermes de Zariski. En effet, un tel enonce devrait etre consequence de T, 
ainsi que sa negation, dans le cas oui le corps algebriquement clos dans lequel on 
se place est de degree de transcendence infini; et c'est aussi vrai s'il est de degree de 
transcendence fini, bien qu'il n'ait pas de courbes generiques de grand degree, car la 
chose se transmet par restriction elementaire! 

I1 est egalement possible ce sera un exercice facile pour le lecteur qui sera 
parvenu ?'a la fin de cet article de voir que, si on prend pour Dd ba reunion de deux 
courbes generiques et independantes, definie par une equation P(x, y) Q(x, y) = 0 
oui P et Q sont deux polynomes de degree d dont les 2N + 2 coefficients sont 
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algebriquement independents, alors on obtient la meme theorie T 'a la limite. On 
ne peut donc separer par une formule une courbe de deux courbes, soit encore 
caracteriser par une formule les fermes irreductibles parmi les fermes connexes. La 
conclusion est qu'on peut obtenir facilement une plethore de resultats de ce genre 
des que la dimension est superieure a deux. 

Nous notons en passant que [KOIRAN 2000] montre, par une tout autre methode, 
des resultats analogues dans les corps reel-clos: il est impossible de caracteriser par 
une formule les varieties irreductibles de R2 parmi les varieties, ni d'ailleurs les 
varieties parmi les ensembles semi-algebriques. 

L'article est organism ainsi: dans une premiere partie, nous decrivons la theorie 
T; elle est obtenue par une construction qui a ete initiee il y a plus de dix ans par 
le second auteur, et qui est devenue une vraie usine a produire des exemples de 
toutes sortes en Theorie des modules. D'habitude, cette construction fabrique des 
objets pathologiques: ici, c'est la premiere fois qu'elle produit une theorie ayant une 
interpretation naturelle; c'est pour cela que nous avons particulierement soigne son 
axiomatisation. Dans le cas d'espece, c'est une application plutot simple de cette 
mthode, qui ressemble beaucoup 'a ce qui a ete fait dans [POIZAT 1999], auquel 
nous renvoyons pour certains details. Dans une deuxieme partie, nous montrons 
que la suite Td converge bien vers T, c'est-at-dire que chaque axiome de T est verified 
par Td des que d est assez grand; c'est la partie la plus delicate, qui demande un 
peu de connaissances en Geometrie algebrique, auxquelles nous nous efforcerons 
de conserver un caractere elementaire. 

Premiere partie. Construction de T. Nous considerons donc des corps K algebri- 
quement clos d'une caracteristique donnee, muni en outre d'un symbole C (x, y) 
ajoute au langage des corps, interpretant une partie de K2, que nous appellerons ici 
"la courbe C". 

Nous demandons a ces corps de verifier la propriete suivante: si 

{(aj, bi),. j(an, bn)} 

est un ensemble de points deux-a'-deux distincts tous sur la courbe, alors le degree 
de transcendence (sur le corps premier) du uple (a 1, b1, an, bn) de leurs coor- 
donnees vaut au moins n. 

Autrement dit, si k est un sous-corps algebriquement clos de degree de transcen- 
dance fini de K, et si on note 6 (k) la difference entre le degree de transcendence de 
k et le nombre de points de k2 sur la courbe (qui doit etre fini), alors ce (k) est 
toujours positif ou nul. Nous noterons Oo (et non pas To comme dans [POIZAT 
1999]) la classe des corps avec courbe ayant cette propriete, dans laquelle nous 
travaillons desormais. 

On nous aura dej'a' pardonne un abus de langage naturel: quand nous disons que 
k est un sous-corps de K, nous voulons dire que c'en est une sous-structure dans le 
langage L, c'est-a?-dire que la courbe de k est formee des points de k2 qui sont sur 
la courbe de K. 

Si k est un sous-corps (algebriquement clos, de degree de transcendence fini) 
de K, il est possible qu'on puisse trouver k1 intermediaire entre k et K tel que 
6(k) > 6(ky). Si cela ne se produit pas, on dit que k est autosuffisant (ou encore 
ormessien) dans K; autrement dit, k est autosuffisant dans K si et seulement si, 
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chaque fois que n points distincts sont pris sur la courbe dans K2 - k2, alors leur 
degree de transcendence sur k vaut au moins n. 

On montrera comme dans [POIZAT 1999] la batterie de lemmes qui suit; ils ne 
posent que peu de difficulties par rapport 'a d'autres versions de cette methode, car 
la partie negative de la formule definissant 6 n'est qu'une simple cardinalite. 

Existence. k a toujours au moins une extension k1 de degree de transcendancefini 
qui soit ormessienne dans K (prendre k1 de 6 minimal parmi les extensions de k). 

Transitivite. Si k est autosuffisant dans k1 et k, est autosuffisant dans K, alors k 
est autosuffisant dans K. 

Intersection. Si k1 et k2 sont autosuffisants dans K, il en est de meme de leur 
intersection (on montrera d'abord que k1 n k2 est autosuffisant dans k2). 

Cl6ture. Il existe un plus petit corps (algebriquement clos!) contenant k et autosuf- 
fisant dans K, qu'on appelle la cloture autosuffisante de k dans K; c'est le plus petit 
corps de 6 minimal parmi les sous-corps de K contenant k. 

Limite. Si ko . . . , ki, ki+,, . . . est une suite croissants de corps (dans 00, comme 
toujours!), chacun etant autosuffisant dans le suivant, alors ils sont tous autosuffisants 
dans leur limite K = Uki. 

Nous definissons maintenant la notion d'amalgame libre, au-dessus de k, de deux 
extensions K1 et K2 de k, que nous notons K1 ek K2. Pour en former le corps, nous 
placons K1 et K2 de maniere independante au dessus de k, au sens de la theorie des 
corps algebriquement clos; en termes algebriques, cela signifie que K1 et K2 sont 
lineairement disjoints au-dessus de k; puis nous prenons la cloture algebrique K 
du corps qu'ils engendrent. Ils reste 'a definir la courbe de K: nous lui mettons le 
moins de points possible, c'est-at-dire que c'est la reunion de la courbe de K1 et de 
celle de K2. 

On obtient alors sans douleur le: 

LEMME D'AMALGAMATION. Si k est autosuffisant dans K1, alors l'amalgame libre 
K1 ek K2 est bien dans 00, et K2 est autosuffisant dans K1 ek K2. 

Apres qu'on a observe qu'il n'y a, a l'isomorphie pres, qu'une famille denombra- 
ble de corps k de degree de transcendence fini dans 00, on met 'a contribution ce 
lemme, par une technique routiniere depuis les travaux de Fraisse et de Jonsson, 
pour construire un corps K, dans 00 bien sfir, denombrable et ayant la propriete 
suivante (oui les lettres minuscules designent des corps de degree de transcendence 
fini): 

Si k est une restriction autosuffisante de K, et sipar ailleurs k est autosuffisant dans 
k', alors il existe un k-plongement de k' dans K, dont l'image est autosuffisante dans 
K. 

Nous dirons qu'un corps est riche s'il a cette propriete. 
Deux corps riches se correspondent par va-et-vient infini, obtenu en prenant 

a chaque tape les clotures autosuffisantes, si bien qu'ils sont elementairement 
equivalents (ils sont meme equivalents dans L,,,, ). Pour la meme raison, il n'y 
a a l'isomorphie pres qu'un seul corps riche denombrable. La theorie T qui nous 
interesse ici, c'est celle des corps riches; nous allons l'axiomatiser. 

Pour cela, nous exhibons une liste d'axiomes que nous avons voulu la plus simple 
possible, quitte a obscurcir ses motivations. Nous verifions que cette liste est consis- 
tante, soit encore que les corps riches satisfont ses axiomes : nous faisons cette 
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verification ici, afin de ne pas embrouiller l'esprit de notre lecteur, bien que cette 
consistence soit une consequence de la deuxieme partie. Ensuite, il ne reste plus 
qu'at montrer que ses seuls modules co-satures sont les corps riches. 

Nous rassemblons les axiomes en trois groupes: 

1. Ceux qui expriment que le corps est algebriquement clos, de la caracteristique 
voulue. 

2. Les axiomes universels. Soit P(ul,... ., u) un polynome en n variables non 
identiquement nul, 'a coefficients dans le corps premier; on met l'axiome universal 
suivant: 

(Vx, Y1** Xn Yn) A Al.i<jn(xi yi); (xj, yj) A A Ali<n C(xi, yi) 
_ . . . V Vg P(U81, .. * * Ugn) 

78_ 0 

la disjonction portant sur les 2n fonctions 8 qui choisissent une variable ui dans 
chaque couple (xi, yi). 

3. Les axiomes inductifs (en V]). Nous considerons une conjonction 

9(P Xi Y1 * .. * .Xn5 Yn5 Z) 

d'equations polynomiales a coefficients dans le corps premier. Comme la dimension 
est definissable, pour chaque fonction 8 choisissant une variable uei entre xi et yi, il 
existe une formule Vi (z) du langage des corps exprimant que, le parametre z etant 
fixed, la formule (]u, . . ..u.gn)f (x, y, z) definit une partie (constructible!) de Kn 

generique, c'est-at-dire de dimension n. Nous notons tg(z) la disjonction des i, et 
nous introduisons dans notre liste l'axiome suivant: 

(Vlz)(3x1, y . * . *Xn Yn) YJ(Z) A Al<io n C(xi. yi) A (p(x, y, z) 

Verifions tout d'abord que ces axiomes sont satisfaits par un corps riche. 
Les axiomes universels constituent en fait une axiomatisation de 00, comme le 

montre le Corollaire 3 ci-dessous; nous sommes reconnaissants 'a Frank 0. Wag- 
ner de nous avoir fait observer qu'il reposait sur un celebre theoreme matrimo- 
nial, generalise a la geometric des corps (et en fait a n'importe quelle geometric 
combinatoire; cette generalisation est bien connue des specialists de la chose 
voir [BOLLOBAS 1986, Th. 1, p. 137]). 

LEMME 1 (Theoreme des marriages . On considere un ensemblefini defemmes, qui 
aiment des hommes. On suppose que chaquefois qu'on en prend un certain nombre n, 
il y a au moins n hommes qui sont aims d'au moins l'une d'entre elles. In est alors 
possible de marier monogamiquement toutes lesfemmes, chacune a un homme qu'elle 
aime. 

DEMONSTRATION. Voir le Lemme 2. H Fin 

LEMME 2 (Theoreme des marriages independents). On suppose en outre que les 
hommes vivent dans une extension de corps K/k, et que, chaque fois qu'on prend 
nfemmes, l'ensemble des hommes qu'elles aiment engendre un corps de degree de trans- 
cendance au moins n sur k. Alors il est possible de marier toutes les femmes a des 
hommes algebriquement independents sur k. 
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DEMONSTRATION. On se ramene au cas ou il n'y a qu'un nombre fini d'hommes 
aims et on raisonne par recurrence sur leur nombre. La recurrence s'amorce sans 
difficult au jardin d' Eden. Pour le pas d'induction, si chaque ensemble non vide de 
femmes aime des hommes dont le degree de transcendence est strictement superieur a 
leur nombre, on conserve l'hypothese de mariabilite en tuant n'importe quel homme, 
et l'hypothese de recurrence permet de marier les femmes aux survivants. 

Sinon, nous considerons n (non nul et) minimal tel qu' il existe n femmes 
f i . . . , f n dont l'ensemble d'hommes aims est de degree de transcendence exac- 
tement n sur k. Nous commencons par marier la premiere femme 'a un homme 
transcendent h1. Par hypothese de minimalite sur n, si on prend m femmes parmi 
f 2, . . . , f n, le degree de transcendence des hommes qu'elles aiment vaut au moins 
m + 1 sur k, et donc au moins m sur k(hl). Ces femmes satisfont par consequent 
l'hypothese de mariabilite sur k(h1), et comme h1 est maintenant mort (enfin, 
nous voulons dire marie et algebrique) on peut par hypothese d'induction marier 
f2 .* n des homes h2, hn algebriquement independants au-dessus de 
k(h1). 

S'il reste des femmes, on observe qu'elle satisfont l'hypothese de mariabilite sur 
k (hl, . . ., hn), et on termine le marriage en s'appuyant egalement sur l'hypothese de 
recurrence. H Fin 

COROLLAIRE 3. La condition de positivity de 6 s'exprime egalement ainsi: etant 
donnes n points distincts (al, bl),. . , (an, bn) sur la courbe, on peut pour chaque i < n 
choisir ci dans {ai, bi } de sorte que cl, . . ., Cn soient algebriquement independents. 

DEMONSTRATION. Les femmes, ce sont les points sur la courbe, et les hommes 
qu'elles aiment, leurs coordonnees. F- Fin 

Nous verifions maintenant que chaque axiome en V3, de la forme 

(Vz)(3x , Y1, * * * y Xn, Yn) Yg(z) A AlA1i<n C(xi, yi) A (p(x, y, z) 

est satisfait dans un corps riche K. 
Soit donc d dans K satisfaisant Vi et soit k la cloture autosuffisante du corps 

engendre par d. Dans une certaine extension de k, on peut trouver a,, b1, . . ., an, bn 
satisfaisant (p (x, y, d), avec c1 E {aa, b 1, . . . , cn {a n, bn } algebriquement indepe- 
ndants au-dessus de k. Nous notons k' la cloture algebrique de k(a1, b1 ... I an, bn) 
que nous transformons en corps avec courbe en mettant les (ai, bi) sur la courbe, 
et rien que ceux-la en dehors des points 'a coordonnees dans k qui y sont deja. On 
observe alors que k' est dans Oo, et que c'est une extension autosuffisante de k: 
c'est vrai me~me si certains des (ai, bi) sont confondus. La richesse de K permet d'y 
plonger k', si bien que l'axiome est verified. 

Notre theorie T est donc consistante, et c'est un fragment de la theorie des corps 
riches; pour voir qu'elle est complete, il nous suffit de montrer que tout module K 
de T co-sature est riche. 

Soit donc k autosuffisant 'a la fois- dans K et dans k'; nous dirons que l'extension 
k'/k est minimale s'il n'y a pas de corps intermediaires autosuffisants dans k': 
comme nous parlons de corps algebriquement clos de degree de transcendence fini, 
toute extension ormessienne se decompose en une tour finie de telles extensions 
minimales, si bien qu'il nous suffit de montrer la propriete de richesse relativement 
aux extensions minimales. 
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Nous supposons donc que k'/k est minimale, et aussi, pour l'instant, que 6 (k) 
5(k') k' sera donc engendre au-dessus de k par n points distincts sur la courbe 
et de degree de transcendence n. I1 y a de tries nombreux exemples de cette situa- 
tion; une facon simple d'en produire un est de prendre ci,... , cn algebriquement 
independents et de mettre les n points (Cl, C2), (C2, c3), . ( . , (Cni C) sur la courbe. 
Soient (ai, b1), . . ., (an, bn) les points de la courbe qui sont dans k' sans etre dans 
k, et soit (p(x, y, d) une conjonction d'6quations definissant la variety de a A b 
sur k; nous supposons en outre que le parametre d pris dans k contient toutes les 
coordonnees des points de k2 qui sont sur la courbe (il n'y en a qu'un nombre fini). 

Comme k est autosuffisant dans k', d satisfait la formule V/ associee 'a (p (Lemme 2), 
si bien qu'on peut trouver (a,, PI) . ..(. , anA) dans K, sur la courbe, et satisfai- 
sant (p (x , _,) d ; mais ,a ne nous suffit pas, car nous les voudrions aussi deux-a-deux 
distincts et tous hors de k. Par bonheur, cette derniere condition est impliquee par 
un axiome du meme type associe 'a une variety definie par une formule p* (x*, y*, z) 
contenant plus de variables. Par exemple, si a1 # b2, nous ajoutons un couple de va- 
riables (xn+ ?, Yn+ I) et l'equation (x1 - Y2) Yn+l = 1: comme rien nest exige de xn+ 1, 
d satisfait aussi la condition * associee a *; de meme, si par exemple b3; di, on 
ajoute deux nouvelles variables (xn+2, Yn+2) et l'equation (zi - Y3) . Yn+2 = 1. 

Si donc les n points (ai , PI . ..(, (nf) sont distincts et pas dans k, l'auto- 
suffisance de k dans K les force 'a etre de degree de transcendence au moins n, ce 
qui implique qu'ils realisent sur k le generique de la variety irreductible (0 (x, y, d) 
que les corps k(ai, b1, an, bn) et k(a 1, fi, . . . /3 an, fln) sont k-isomorphes. I1 en 
est de meme de k' et de la cloture algebrique is de k (a, ,/1 . . a, /ln) dans K. 
Par ailleurs, cette autosuffisance de k implique aussi qu'il n'y a pas d'autre points 
dans is sur la courbe autres que ceux que nous connaissons deja, si bien que k' et 
K sont aussi isomorphes en tant que corps avec courbe. Enfin, comme (k) = (n), 
is est necessairement autosuffisant dans K: nous avons bien obtenu un plongement 
ormessien de k' dans K. 

Pour l'instant, nous n avons pas utilise la co-saturation de K, car nous n'avons fait 
que realiser des types isoles. Nous en avons besoin pour realiser la derniere sorte 
d'extension minimale, correspondent au "generique du corps": k'/k est de degree 
de transcendence un et il n'y a pas dans k' de nouveaux points sur la courbe. On 
obtient ce dernier type comme limite d'une suite de types isoles (parce que k est 
de degree de transcendence fini !), si bien qu'il doit etre lui-aussi realise (c'est-at-dire 
qu'on peut plonger autosuffisamment k' dans K): par exemple, si c E K - k et (c, c) 
est sur la courbe, tp(cn/k) tend vers le type generique. Si un detail vous echappe, 
voyez [POIZAT 1999]. 

REMARQUE. Nous aurions pu reproduire l'axiomatisation de [POIZAT 19991, 
avec ses blocs de variables; si celle que nous offrons ici est moins penible, c'est que 
nous sommes dans une situation oui le Theoreme des marriages permet d'approcher 
economiquement l'autosuffisance! 

I1 faut enfin faire ce que nous avons promis dans introduction, 'a savoir montrer 
que si, dans un module de T, on enleve un point (a, b) de la courbe, on obtient un 
autre module de T. I1 est clair que si on efface des points de la courbe d'un module 
de T, les axiomes universels sont encore vrais (si on en ajoute, ce sont les axiomes 
inductifs qui restent satisfaits!). Quant aux axiomes inductifs, il faut voir que celui 
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qui est associe 'a (p (x1, yi. xXn, yn, z) reste vrai quand on y remplace C (x, y) 
par C(x, y) A (x, y) 74 (a, b); c'est consequence de l'axiome associe 'a la formule 
1D definie par la conjonction: p(xi, yi,... , Xn, Yn, z) A ((x1 - a)Xn+l - 1) ((yI - 

b)Yn+l-1) = OA... , A((xn -a)x2n -1). ((Yn -b)y2n -1) = 0; eneffet, laformule 
y/(z) associee 'a (p est satisfaite par les memes z que la formule T'(z, a, b) associee 'a 
D. On peut aussi verifier directement que, si on enleve un point de la courbe d'un 
corps riche, ,a n'en fait pas un proletaire. 

REMARQUE. Une analyse des types en tous points identique a ce qui est fait 
dans [POIZAT 1999] montre que T est co-stable, de rang de Morley co. Les corps 
riches peuvent etre collapses sur des corps de rang de Morley un, comportant une 
"courbe" non definissable dans le langage des corps. Les conditions permettant 
de definir un collapse sont faciles 'a determiner, mais tous les collapses ne seront 
pas satures, ni omega-stables, ni meme stables. En effet, la theorie T a la dope; 
elle a beaucoup de types orthogonaux, ce qui ne l'empeche pas d'6etre stable car 
les dimensions associees a ses types isoles sont infinies. Mais dans un collapse ces 
dimensions deviennent finies, et on peut faire en sorte qu'une dimension basee sur 
un parametre algebrique soit strictement inferieure a celle qui lui correspond sur un 
parametre transcendent, et donc definir le corps des nombres algebriques, et en fait 
interpreter n'importe quelle structure dessus. Pour eviter cela, il faut choisir d'une 
facon uniforme ces dimensions: c'est ce que [BALDWIN-HOLLAND 2000] ont 
appele la condition "finite to one". 

Deuxieme partie. La suite Td tend vers T. Nous montrons maintenant que chaque 
axiome de T est verified par les courbes planes generiques de degree d, des que d est 
assez grand. 

Nous revenons a notre polynome generique P(x, y) = aij xyj, i + j < d, 
'a N + 1 = (d + 1) (d + 2)/2 coefficients algebriquement independents, definissant 
une courbe plane Ca. 

I1 est clair que, si on multiplie les aij par un meme scalaire non nul, on ne change 
pas la courbe. Comme a00 74 0, on peut etre tented de normaliser le polynome en lui 
imposant d'avoir un coefficient constant legal a 1, c'est-a'-dire de remplacer P(x, y) 
par Q(x, y) = (1/aoo) P(x, y) = Z(aij/aoo) x'yj ; c'est utile pour montrer le 
lemme bien connu qui suit. 

LEMME 4. Un polynome generique en deux variables est (absolument) irre'ductible, 
et definit donc une courbe plane irreductible. 

DtMONSTRATION. Si le polynome Q est reductible, il se decompose comme produit 
de deux polynomes Q' et Q", de degres respectifs d' et d", avec d' + d " = d, 1 < 

d' < d" < d - 1, dont les coefficients constants sont egaux 'a 1. Les coefficients 
de Q s'expriment en fonction de ceux de Q' et de Q", si bien que leur degree de 
transcendence ne peut exceder N' + N"; mezalor, un bete exercice sur les variations 
de la fonction t(t + 1) montre que N' + N" < N, si bien que les coefficients de Q 
ne sont pas algebriquement independents. H- Fin 

Mais il est preferable, et surtout indispensable pour la fin de la section, de 
considered le uple a de parametres de la courbe comme un point de l'espace projectif 
de dimension N. En effet, nous allons utiliser un theoreme d'intersection, qui n'est 
pas valable dans l'espace affine, certains points pouvant fuir a l'infini; il nous servira 
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a mettre en evidence 1'existence d'un point de cet espace projectif, dont il n'est pas 
evident a priori que sa premiere coordonnee soit non nulle; mais ce sera bien vrai 
a posteriori, quand nous aurons montre que ce point est generique! 

Nous rappelons que la donnee d'un point de 1'espace projectif de dimension N, 
c'est un (N + 1) -uple de coordonnees non toute nulles, considered 'a proportionnalite 
pres; si la premiere coordonnee de ce uple n'est pas nulle, on obtient un representant 
canonique du point en imposant a la premiere coordonnee de valoir 1, et le degree 
de transcendence du point ou de son representant, c'est la meme chose (en Theorie 
des modules, on dit qu'on elimine un imaginaire); sinon il faut prendre une autre 
coordonnee. 

Par un abus de langage naturel, nous qualifierons 1'espace projectif de dimension 
N d' "espace des courbes planes de degree d", meme si la courbe Ca, ensemble des 
points (x, y) qui satisfont l'equation polynome ayant a pour coefficients, n'est pas 
irreductible; il y a meme une courbe vide, la "droite de l'infini comptee d fois", 
d'equation 1 = 0; pour lui trouver des points, il faudrait remplacer le plan affine 
par le plan projectif, ce qui n'est pas utile pour ce que nous allons faire (9a serait 
meme nuisible, car dans la theorie T obtenue 'a la limite, la notion de "points 'a 
l'infini sur la courbe C" n'a plus aucun sens!). 

On remarque que, pour une courbe, passer par un point donned se traduit par une 
condition lineaire non triviale sur les coefficients du polynome; cela signifie que les 
courbes passant par ce point forment une variety projective de dimension N - 1. 
Voici un lemme (bien connu ?) sur l'independance de ces diff6rentes conditions: 

LEMME 5. Si d > n - 1, les courbes planes de degree d qui passent par n points 
distincts du plan forment une variety de dimension N - n. 

DtMONSTRATION. Nous devons montrer que les equations lineaires, dont les in- 
connues sont les coefficients de la courbe, exprimant que cette derniere passe par 
chacun des points en question sont lineairement independantes; elles definiront 
alors un espace vectoriel de codimension n dans l'espace vectoriel de dimension 
N + 1, et une variety projective de codimension n dans son quotient. (C'est de 
l'algebre lineaire elementaire : ce n'est pas la qu'il est essential de raisonner projec- 
tivement). 

Cela revient 'a montrer qu'aucune de ces equations n'est consequence des autres, 
soit encore qu'on peut trouver une courbe de degree (au plus!) d qui passe par n - 1 
des points (a,, bl), . . ., (an-1 , b,-i), et pas par le dernier (an, bn); cette courbe a 
pour equation: 

11 (xi - a) x (yi - b) = O Fi 
i<nai#a, j<nai=an F Fin 

COROLLAIRE 6. Si d - n - 1, et si une courbe generique de degree d passe par n 
points (a,, b1),... (an, bn) du plan, leur degree de transcendence vaut au moins n. 

DtMONSTRATION. Les coefficients de la courbe, une fois normalises, ont un degree 
de transcendence N sur 0; d'apres le corollaire precedent, leur degree de trans- 
cendance sur {a,, b1, . . ., an, bn} est au plus N - n; il faut donc que le degree de 
transcendence de {a,, b1, . an, bn} soit au moins n (et si ce degree est n, les ai et 
les b; sont algebriques sur ces coefficients). F Fin 

CONCLUSION. Les axiomes universels sont finalement verifies. 
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Pour les axiomes en V3, c'est plus subtil. Appelons K le corps sur lequel est 
dessine la courbe generique Ca, et soit k un de ses sous-corps algebriquement clos 
engendre par un d satisfaisant qi (qui est une formule du pur langage des corps). 
Dans une certaine extension de k, on peut trouver ai, bi, . . . a,, b, satisfaisant 
( (x, y, d), avec c1 E t a1, b1 }, . . . , c G t{a, b, } algebriquement independents au- 
dessus de k. Ce qu'il nous faut montrer, c'est que si d est grand par rapport au 
degree de transcendence de k et par rapport 'a n, alors on peut trouver a' A b' dans 
une extension (elementaire!) K' de K, de meme type que a A b sur k, tel que la 
courbe C. passe par tous les points (a', b'). 

En fait, nous allons faire le contraire, c'est-a'-dire garder a A b fixed et faire passer 
une courbe CL par chacun des (at, be), et nous montrerons ensuite que ,? et a ont 
meme type sur k I 

Nous considerons donc a comme un point de l'espace projectif de dimension 
N, et nous appelons V la variety projective dont iA est le point generique sur k. 
Comme a est de degree de transcendence N sur 0, la dimension de V est au moins 
N - d'trans(k), et sera superieure a n si on prend d assez grand. 

Par ailleurs, nous considerons la variety projective W, 'a coefficients dans la 
cloture algebrique k' de k(albl,..., an ), de'finie par la condition que la courbe 
passe par chacun des (ai, bi); d'apres le Theoreme de la dimension, dit encore 
Hauptidealsatz, l'intersection V n W n'est pas vide, et sa codimension dans V est au 
plus n. C'est la un resultat tout-a'-fait fondamental sur la dimension, si bien qu'il est 
demontre dans un manuel elementaire de Geometrie comme [DIEUDONNE 1974, 
p. 96]; c'est pour qu'on ait ici une intersection non vide qu'il est essential que le 
problem soit de nature projective. 

Soit ,? un point generique sur k' de V n W. Nous notons n + m le degree de 
transcendence de k'/k. Ce qui fait marcher la chose, c'est le lemme suivant (oui 
RM, "Rang de Morley", est une notation modele-theoriste pour le degree de trans- 
cendance): 

LEMME 7. Si d est assez grand, a A b est de degree de transcendence au plus m sur 
k (/3). 

DEMONSTRATION. Notons P1 l'ensemble des n, points (ai, bi) qui sont algebriques 
sur k(/B), et P2 celui des n2 autres; on suppose n2 /& 0 (sinon la chose est claire!) et 
on note 0 le degree de transcendence de P2 sur k(f,). Par ailleurs, puisque le degree 
de transcendence de k(P1, P2)/k est n + m = n, + n2 + m, et celui de k(P1)/k au 
moins n, par la condition sur les ci, RM(P2/k(P1)) < n2 + m. 

On realise 1 + [d/n2] fois, de maniere independante sur k(fl), le type fort de P2 
sur k(,B); on obtient ainsi un ensemble de points Q = P1 U P2,1 U ... U P2,J U ...; 
on observe que la courbe passe par tous les points de Q, et qu'il y en a plus que 
d, si bien que RM(f,/Q) < N - d; on value alors le degree de transcendence de 
k(/_, Q) sur k. 

D'une part, RM(,BAQ/k) = RM(,B/k)+RM(Q/k(f6)) = N-r+O (1 +[d/n2j), 
ou r = n + d'trans(k). 

D' autre part, RM(,B A Q/k) = RM(Q/k) +RM(/3/k(Q)) < RM(P1/k) + (n2 + 

m) (1 + [d/n2]) + N-d. 
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Si on regroupe ce qui est borne, cela donne N + Od/n2 + 0(1) < N + md/n2 + 
0(1), ce qui donne 0 < m pour les grandes valeurs de d (a' partir d'un seuil 
facilement calculable, suivant l'expression consacree, en fonction de n et du degree 
de transcendence de k, lui-meme borne par la longueur de z (nous pretendons que 
,a marche des que d > n(2n + d?k + 1) - 1; qui dit mieux ?). F- Fin 

Pour ces grandes valeurs de d, nous injectons ce lemme dans un dernier calcul 
de dimension: RM(/6 A a A b/k) = RM(a A b/k) + RM(6/lk(a A b)) = n + m + 
dim(Vn W) > n+m+dim(V)-n dim(V)+m d'unepart; RM(/6AaAb/k) 
RM(fl/k) + RM(a A b/k(fi)) = RM(fl/k) + m d'autre part. En comparant on voit 
que RM(f6/k) = dim (V), c'est-a'-dire que ,B realise bien sur k le type generique de 
V, qu'il a meme type que a sur k; nous pouvons donc supposer que a, = si bien 
qu'il y a une copie de a A b, dans toute extension de K de degree de transcendence 
suffisant, telle que la courbe C, passe par tous les points (ai, bi), et notre axiome 
est verified (dans K lui-meme!). 

REMARQUE. On a en fait egalite dans le Lemme 7: le degree de transcendence de 
a A b sur k (a) est m. Quand m = 0 a A b est algebrique sur k (a), mais son nombre 
de conjugues croit avec d, si bien qu'a' la limite, dans la theorie T, il ne definit pas 
un type algebrique, mais un type de rang un. 
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