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SOMMARIO

Si dimostra che gli alberi sradicati binari, oltre a descrivere le class di equivalenza
secondo larelazione di “distanzafinita’ in un modello non-standard della teoria EAB, sono
tutte e sole tali classi, ovvero: comunque preso un albero sradicato binario &, esiste un

modello di EAB nel quale S compare (a meno di isomorfismi) come classe di equivalenza.

INTRODUZIONE

Come chiarito in [S1], [S2] ed in [F] (la cui lettura & indispensabile per la
comprensione del presente lavoro), gli aberi sradicati binari (o clan binari) sono introdotti
per studiare le class di equivalenza rispetto alla relazione di “distanza finita” nei modelli
non-standard della teoria elementare degli aberi binari EAB. Come dimostrato in [FI,
infatti, ogni tale classe &, a meno di isomorfismi, un albero sradicato binario; risultainoltre
che ogni clan di spettralita periodica compare, come classe di equivalenza, in ogni modello
di EAB. In [F], tuttavia, rimane aperto il seguente problema: dato un clan binario & esiste
almeno un modello di EAB in cui & compaia come classe di equivalenza?

Lo scopo del presente lavoro € quello provare (mediante il Teorema di Compattezza)
che tale problema ha risposta affermativa, confermando cosi la congettura suggeritain [S1]
secondo cui il concetto di clan & quello “corretto” per la descrizione dei modelli non-
standard di EAB.

Si ricordi che gli elementi non-standard di un modello R* di EAB sono gli elementi
che non appartengono all’ abero binario libero R. In [F] abbiamo provato che un elemento &

non-standard se e solo se sta in coda ad un ramo completo”) ovvero se & strettamente

S diceramo completo ogni catena massimale di R.



maggiore di ogni elemento di un ramo completo. Inoltre, due elementi che appartengono
alla stessa classe di equivalenza maggiorano o stesso ramo compl eto.
Ricordiamo poi che ogni ramo completo é determinato da una successione binaria e

viceversa. Piu precisamente, se f: N - {0,1} € una successione esiste una ed una sola

funzione®

h:N - R
tale che

h(0) =0
e

he(n+1) = o5y (he(n)) (n O N);
posto
Cr =ger Ne[N]

I'insieme C; risulta essere un ramo completo. Inoltre ogni ramo completo C é dellaforma C;

per una opportuna (e unica) f 00 {0,1} Y.

In[F]® s & provato che
e ((X) (= x =0 - (AY)x =y + 1 Ox=y+ 1)),
risulta dunque owvio che
e ()(AY)(x =00y =0 O x=00Kx=y+ 1 0Ox=y+1))).
Estendiamo quindi EAB con il simbolo funzionale Ttmediante I’ assioma definitorio
(Ox)((x =00T(x) = 0) O(= x =00 (x = T(X) + L, Ux = T(X) + 1,)));

con tale definizione abbiamo in sostanza esteso la funzione di predecessore definita in [F]

anche all’ elemento 0.

Teorema 1 - Sa C un ramo completo e sia s N - {0,1}; esistono allora un modello

numerabile R* di EAB ed un elemento a di R* tali che

a>C e spec(a)=s.

DIMOSTRAZIONE
Siaf: N - {0,1} taleche C = C; e sia (a,)noy |a successione degli elementi di C:
a, = hy(n) (nON);
si consideri la successione (T )y di termini costanti di £eag definita da®®

T0:O

2 | e notazioni §i discostano leggermente da quelle che si sono utilizzate in [F].
3 cr. [F], Teorema 3.1.7, p. 91.



T =Th+ Ly (nON).
Sia £ il linguaggio ottenuto da £ arricchendolo con una nuova costante a:
£ =L U {a}
esia@ l'insiemedi assiomi ottenuti aggiungendo ad (@zap gli enunciati

T.<a (nON)

() + 1y, = T0(0) (nON).
Mostriamo che lateoria (£ , @) é finitamente coerente. Sia infatti " un sottoinsieme
finito di T; esistealloran O N tale che
roe’
ove@'si ottiene aggiungendo ad (e gli enunciati

Th<a (h<n)

e
T (0) + 14y = T(a) (h<n).

Si consideri lasuccessiones: N — {0,1} definitada

s(h) =s(n-h) (h=n)

e
s(h) = s(h) (h>n);

posto

X =gef h§(n + 1),

s consideri lastruttura R’ che siaespansione di R al linguaggio £ etale che

o = amn + X

Lastruttura®®’’ éun modello di (£ , @) infatti

B Th<a e ap<anitX (h=<n)
e siccome
ah < a8y (h<n)
s hache
E Th<a = a,<an+ 0n(0) + X (h<n).
Si osservi che

p(a”™) = p(ans) + p(X) =n+1+p(x) >n

equindi, per ogni h < n, I’elemento t"*(a*®") & definito; si haallora

4 5 veda la dimostrazione del Teorema 4.1.16 di [F.



B TN a) + 1y = TO@) = Og(TT (@1 + X)) = T'(@nes + X) (h<n)
ovvero
B TQ) + 1y = T0(@) < g(m(ans + X)) = s(h) (h<n).
Per induzione su h < n proviamo che
1'(@ns1 + X) = Bneg + N+ 1- h)
Seh=0s hache
(@1 + X) = 8neg + X = 8ng + h(N+ 1) = ap + h(n+1-h)
Sel'assertovaleper hedéh + 1< n, s hache
1" (@ne1 +X) = (T (@nes + X)) = T@nsg + NN + 1 - ) = T@nes + Oy (h(n - 1))
da cui
M (an + X) = T(Ognhy(@ner + Ny(N - N))) = 8neq + hy(N-h) =85 + hy(n+ 1 - (h +1)).
Si ha dungue che, per ogni h < n,
(' (@ne1 + X)) = 981 + NN + 1 - 1)) = g(Trry(@nes + NN - ))) = 5(n - h) = 5(h).
Dunque K’ € un modello di (£ , @’); per il Teorema di Compattezza la teoria
(£ , @) risulta essere coerente. Essendo poi £ un linguaggio finito si ha, per il Teorema

di Léwenheim-Skolem, che lateoria ha un modello numerabile K ; posto

o =g 0"
s ha
a,<a (nON)
ovvero
C<a.
Inoltre
= T (@) + 14y = TE(@) (nON)
ovvero
Ogn(T () = TY(0)) (nON)
dacui
g(1'(@)) = s(n) (nON).
Siaora

SR/* =def SR/’ [S,,

s ha che ®* & un modello numerabile di EAB per il Teoremadi Coincidenzaein R* esiste

un elemento a di spettro sche stain codaaC.

Come conseguenza del Teorema l s hail



Teorema 2 - Sa C un ramo completo e sia S un albero sradicato binario; esiste allora un
modello R* di EAB che & numerabile e in cui & compare, come classe di equivalenza, in

codaacC.

DIMOSTRAZIONE
Sia infatti s = Spec(S), sia R* il modello di EAB di cui al Teorema 1 e sia a un
elemento di R* di spettro s; la classe [a] € un albero sradicato binario di spettralitased &

quindi, per il Teorema 33 di [S2], isomorfaas.

| risultati esposti sono utili per rispondere anche ad un atro problema rimasto aperto
in [F]®: il fatto che in ®* compaia un elemento con spettro non periodico implica che la
cardinalita dell’insieme degli elementi con spettro non periodico sia piu che numerabile?
Per quanto dimostrato, tale quesito ha risposta negativa dato che esistono modelli

numerabili di EAB in cui compaiono elementi con spettro non periodico.

® Cfr. [F], p. 141.
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