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Un albero binario libero R € un abero radicato in cui ogni hodo ha esattamente due
successori distinguibili mediante una “etichetta’. In unatale struttura valgono le proprieta di
ricorsione; in particolare la ricorsione semplice garantisce che una struttura di albero
binario libero & unica a meno di isomorfismi. Si dimostra che in R & definibile una
operazione di somma che generalizza, nel caso binario, la somma tra numeri naturali, s
studiano altre importanti operazioni e relazioni di R e s caratterizzano le catene massimali
rispetto ad unarelazione di ordine verticale. Si prova, senza Assomadi Scelta, che, rispetto

atale ordine, ogni catena e estendibile ad una catena massimale.
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INTRODUZIONE

Lastruttura dei numeri naturali 9t = (IN; s; 0), ovvero il noto modello degli assiomi di
Peano, pud essere considerata un albero in cui il humero O € la radice e ogni nodo ha
esattamente un successore. Vista in tal modo, essa s presta ad una ovvia generalizzazione
se s richiede che i successori di un nodo siano ora esattamente due e distinguibili (diciamo
successore sinistro e successore destro). Chiameremo albero binario libero una struttura R
siffatta; per essa valgono proprieta del tutto simili agli assiomi di Peano per I’ Aritmetica: le
funzioni di successore sono iniettive, la radice non & successore di alcun nodo e se ad un
sottoinsieme dell’ albero appartengono sia la radice che i successori di ogni suo nodo allora
guesto coincide con I'intero albero (induzione).

Lo scopo del presente lavoro € quello di raccogliere, in una pubblicazione piu breve e
facilmente reperibile di quanto non sia una tesi di Laurea, le varie proprieta dell’ albero
binario libero Q. In sostanza s tratta di un estratto, arricchito di acuni risultati piu recenti,
del primo capitolo di [F].

Ci s dedicherd, dunque, allo studio dell’albero binario libero con tecniche analoghe a
quelle utilizzate in Aritmetica. Dimostreremo cosi vari teoremi di ricorsione; daremo alcune
importanti definizioni, tra cui quelle di somma e di ordine verticale da essa determinato, di
prodotto ternario e di due relazioni di ordine orizzontale; introdurremo il concetto di
generazione e, infine, ci dedicheremo allo studio delle catene. Vedremo anche che I’ albero
binario libero € in sostanza, salvo la presentazione assiomatica da noi scelta, il monoide
libero su due generatori, ovvero il monoide delle parole su un alfabeto di due lettere. Su
tale modello concreto € basata la trattazione di L. Toti Rigatelli in [T], anche se questa
fornisce un’ assiomatizzazione incompleta per il monoide delle parole in quanto, nei nostri
termini, consente che il successore destro di un elemento possa coincidere con il successore
sinistro di un atro. Questo non solo compromette la categoricita della teoria, ma non

permette nemmeno di definire la fondamental e operazione di somma.

§ 1 - ALBERO BINARIO LIBERO E TEOREMI DI RICORSIONE

Un albero hinario libero € un albero radicato in cui ogni nodo ha esattamente due
successori distinguibili mediante una “etichetta” o genere. In questo paragrafo, dopo avere
dato gli assiomi per |'abero binario libero, dimostreremo che per esso valgono varie
proprieta di ricorsione. Vedremo che una struttura soddisfa una di tali proprieta se e solo se
soddisfa tutte le altre e che questo avviene se e solo se s tratta di un albero binario libero.

Inoltre il fatto che per un abero binario libero valga la ricorsione semplice, permettera di



dimostrare che se unatale struttura esiste essa € unica a meno di isomorfismi.

Definizione 1.1 - Si dice albero binario libero (di radice 0) una struttura

R = (R 0o, 04; 0)
tale che:
(AD 0:R - R e g éiniettiva (i<2);
(A2) ai(x) # gi(y) xyDORi#]);
(A3) 0 0im(o;) (i<2);
(A4) ODMe'chi[M]DM:M=R (MOR).

Nel seguito (A4) sara detto assioma di induzione; per un qualsias sottoinsieme M di R
s dice base induttiva la proposizione 0 0 M e, per x O R, s dice ipotes induttiva la
proposizione x [ M.

Si supponga ora che, in una struttura R = (R; 0y, 04; 0), valgal’assiomadi induzione e
che una determinata proprieta P debba essere provata valida per ogni elemento di R. Con
I’ espressione si dimostra per induzione su x O R che P(X) si intende che, detto M I'insieme
degli elementi di R aventi la proprieta P, s dimostra, mediante I'uso di (A4), I’ eguaglianza
M=R.

In modo del tutto analogo, infine, s pud definire, per ogni k > 0, la struttura

Ri=(R¢ 0o, Oy, ..., Oicr; O
di albero k-rio libero. In particolare gli assiomi di ®; coincidono con quelli di Peano per

I” Aritmetica

Teorema 1.2 (ricor sione semplice) - Sa R una struttura di albero binario liberoesia@ =
(A; 0o, §1; @) una struttura simile a R; allora esisteuna ed una solaf: R - Ataleche:

@ f(0)=a

@) f(0i()=i(f(x)) xORi<2).

DIMOSTRAZIONE
Dimostriamo, anzitutto, I’ unicita. Siano f, g entrambe soddisfacenti le condizioni (1) e
(2); posto
Ea(f,9) =ae {x 0 RI(x) = 9(x)}
proviamo che
Ea(f.o) =R
Infatti 0 O Eq(f,g) dato che



f(0) =a=9(0)
per la condizione (1) e, supposto x O Eq(f,g) s ha che, per ogni i < 2, I'elemento ¢;(X)
appartiene a Eq(f,g) dato che

f(ai(¥) = $i(f(x)) = $i(9(x)) = 9(0i(X))
per la condizione (2) e per ipotes induttiva. La conclusione si ottiene dall’ assioma (A4).
Per quanto riguarda I’ esistenza, sia
9= {rORxA|(0)0re O O (xb)Or= 0 (0i(x),$i(b)) O1)}.
xOR bOA i<2

Sihache$ # O in quanto R x A 0 §; siadunque

f =get. ﬂ r
rOg
Si dimostra che f soddisfa le proprieta che seguono.
« fOY
I nfatti
O Oaidr
roG
ese(x,b) Of alora
O xbyOr
riG
dunque per ogni i <2 s ha
(0i(x),9i(b)) O r (ros)

ovvero

O (ai(¥),¢i(b)) Of.

i<2
«  f @éovunque definita
Infatti O O dom(f) essendo
(0,2) Of;
sexOdom(f) ed éi < 2 dloraesisteb O Ataleche
(xb)Of
quindi, per il punto precedente,
(6i(x).9i(b)) O f

dacui o;(x) O dom(f).
Per induzione si ha che dom(f) = R.
« féfunzionae
Sia
M =4t {X OR]| ! (x,0) Of};
bOA

proviamo che M = R.



Si hache 0 O M infatti se, per assurdo, esistesse b # a tale che (0,b) O f si avrebbe che
f\{(0,b)} OYdunquef Of\{(0,b)} il chee assurdo.

Siax 0 M esiai < 2; aloraper un opportuno e unico b 00 A si hache (x,b) Of dacui
(0i(x),0i(b)) O f. Si supponga, per assurdo, che esistac 0 A con ¢ # ¢;(b) tale che

(ai(x).c) Of;
definiamo allora
f=f\{(ai(x).c)}

e dimostriamo chef’ O &.

Si hache
0,2 0Of
dato che (0,a) O f e non puo essere (0,a) = (ai(x),c). Se, poi,
(ydOf
allora, per ogni j < 2, s hache
(0i(y).¢;(d) O f.

Non puo essere, per un fissato j < 2,
(0(y).¢;(d)) = (ai(x).C)
atrimenti s avrebbe
i=] e x=y e ¢id)=c.
Da questo seguirebbe, essendo (y,d) O f' O f,

(xd)Of
e, per ipotes induttiva,
d=b
dacui
di(b) =c

il che é escluso dalleipotes fatte.
Dunque se (y,d) O f* deve essere (oj(y).9;(d)) O ' per ogni j < 2; questo permette di

concluderechef’ 0 G equindi f Of' il che &assurdo.

Si noti che il teorema precedente non fa altro che asserire che se R € un abero binario
libero e @ & una struttura simile ad R esiste uno ed un unico omomorfismo f: R - @ Un
albero binario libero risulta dunque essere oggetto iniziale nella categoria che ha come
oggetti la classe delle algebre ad simili e come morfismi gli omomorfismi tra tali
algebre.

Teorema 1.3 (ricorsione intermedia) - Sa R = (R; 0q, 01; 0) una struttura soddisfacente



la ricorsione semplice. Sano A, B insiemi, g: A -~ Besia, per ognii <2, ¢;: AXxB - B;
alloraesisteunaedunasolaf: Ax R - Btaleche

1) f(a,0) =g(a) (abA);
(2 f(a,0i(x) = di(af(ax) (@0AxOR i <2).

DIMOSTRAZIONE
Sia
B*=¢ {h|h: A = B};
s hacheg 00 B". Si consideri, per ogni i < 2, lafunzione yi;: B* - B" definitada
(Wi(h)(@) = ¢i(a.h(a)) (hOBYaOdA).
Per ricorsione semplice di R applicata alla struttura (B®, Yo, Wy; g) esiste un’unica

funzionef’: R - B*tale che

f(0) =g,
' (0i(x)) = Wi(f' () xORi<2).
Siaoraf: Ax R - B definitada
fax) = (f"(x)(a) (@abA xOR);

aloraper ogniadA
f(a,0) = (f"(0))(a) = g(a)
eperognialA xORei<2
f(a,0i(x) = (' (0i(x)))(@) = (Wi(f’ (x)))(@) = di(a.(f’'(x))(@)) = di(a.f(ax)).
Dimostriamo I’ unicita di f.
Siak: Ax R - Baventeleproprieta (1) e (2). Siaalorak': R - B* definitada
(K ()@ =k(a,x) xORadA).
Si hacheperogniadA
(k' (0))(a) = k(a,0) = g(a)
ovvero
k©)=g
inoltresei <2ex [ Ralloraper ognia A
(K (0i(x)))(@) = k(a,0i(x)) = ¢i(ak(@x) = pi(a(k (x))(a)) = ik (x))(@)
ovvero
K (0i(x) = Wi(K (x)).
Dunque k' =f’ dacui, per ogni a 0 A eper ogni x O R, s ha
f(ax) = (f'(x))(a) = (k' (x))(@) = k(ax)

ovverof = k.

Nel seguito per ogni insieme A e per n, i DN\ {0} coni < nindicheremo con p” lai-



esima proiezione di arieta n ovvero

p A" L A

pV(ay,....a,....8) = & (0OA 1<js<n).

Lemma 1.4 - Sa R = (R; 0y, 01; 0) una struttura che soddisfa la ricorsione intermedia;

allorain essa vale la proprieta (A4).

DIMOSTRAZIONE
SiaM O Rtale che

0OM e [Jo[MOM;
i<2

sag: R -~ Mlafunzione costantein O e sia, per ogni i < 2,

d:RxM = M
lafunzione definita da
$i(x,m) = gi(m) (xOR mOM).
Si ha dungue che esiste una ed una sola
f:RxR - M
tale che
f(x,00=g(x) =0 xOR)
e
f(x,0i(y)) = 9i(xf(xy)) = ai(f(xy)) xyORi<2).
Siaorah: Rx R - Rlafunzionej o f, essendo j lafunzione di inclusionedi M in R. Si ha
che
h(x,0) =0 xOR)
e

h(x,0i(y)) =j(ai(f(xy))) = ai(((f(xy))) = ai(h(xy)) (X yORi<2).
Si considerino lafunzionec: R — Rcostantein O e, per ogni i < 2, lafunzione
Yi=0;e p2(2): RxR - R

Esiste unaed unasolafunzionek: Rx R — Rtaleche

k(x,0) = c(x) xOR)
e
k(x,0i(y)) = Wi(x.k(x.y)) xyUORi<2);
ovvero
k(x,0)=0 (xOR)
e

k(x0i(y)) = ai(k(x.y)) xyORi<2).



Come s osservaimmediatamente tale funzione deve essere p,?. Sempre per unicitd, avendo
h le stesse proprietd, si hachej o f = h = p,? ed essendo p,? suriettivaanche | risultataee

M coincide con R.

Teorema 1.5 (ricorsione primitiva) - Sa R = (R; 0y, 01; 0) una struttura che soddisfa la
ricorsione intermedia. Sano A, B insiemi, sag: A - Besa$: AxRxB - B (i <2);
alloraesisteuna ed unasolaf: Ax R — Btaleche

1) f(a,0) = g(a) (@bA);
()] f(a,0i(x) = ¢i(a,x.f(a,x)) @OA xORi<2).

DIMOSTRAZIONE
Siag': A - Rx B definitada
g'(a)=(0,9(a)) @bA);
s consideri inoltre, per ogni i < 2, lafunzione Y;: A x (Rx B) - R x B definitada
Wi(a2) = (0i(p'?(2).0i(ap.?(2).p?(2)) (@0OA zORxB).
Per ricorsione intermedia esiste unaed unasolaf’: Ax R - Rx Btaleche:

f'(a0)=g(a) @dbA)

' (a,0i(x) = Wi(af (ax) @OAxORi<2).

Siaf =p,? o f: AxR - B; s hache
f(@0) = p2(f' (a.0)) = p?(g'(3)) = 9(a) (adA);
inoltre per ogni a [0 A, per ogni x 0 Re per ogni i <2
f(a,01(9) = p?(f' (2,0i(¥)) = P22 (Wi(af' (@) = di(a,p.?(F (2.9)).p2(F' (ax)))
ovvero
(©) f(a,01(9) = di(a.p (' (2.).f(ax) @OAXxORi<2).
Siaa O A, s dimostra per induzione su x che
P2 (@x) = x
Sex=0s4d hache
p@(F (ax) = p@(F (2,0) = p?(g (8)) = 0.
Sel'asserto valeper xed éi < 2 dlora
PP (2,0i9)) = PP (Wiaf @x) = ai(p (f* (@) = 0i(x).
Dalla (3) segue dungue che
f(a,0i(x) = ¢i(a,x.f(a,x)) @OA xORi<2).
Dimostriamo ora che f € unica ad avere le proprieta (1) e (2).

Siainfatti h: Ax R - B avente le stesse proprieta e definiamo h’: AXxR - RxBin
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modo tale che
h'(a,x) = (x,h(a,x)) @b0A xOR).

Si hache

h'(a,0) = (0,h(a,0)) = (0,9(a)) = g'(a) (@bA),
inoltreperognii<2,allAexOR

h'(a,0i(x)) = (0i(x),h(a,6i(x))) = (0i(X).pi(a.x,h(a,x)))
dunque
h'(a,0i(x)) = Yi(a,(x.h(ax))) = i(ah’'(ax)
dacuih’ =f" e
f=p@of =p@oh =h

Mostriamo ora che le proprieta di ricorsione sono tutte equivaenti o, meglio, che una

struttura soddisfa una di tali proprieta se e solo se soddisfa tutte le altre.

Teorema 1.6 - Una struttura R = (R; 0o, 01; 0) soddisfacente la ricorsione primitiva

soddisfa anche la ricorsione semplice.

DIMOSTRAZIONE
Sia (A; ¢o, d1; @) una struttura simile ad R; siag: R —» A lafunzione costante in a e,

perogni i <2,siay;: RxRx A - Alafunzione definitada

Wi (xy.a) = ¢i(a) xyORaOA).
Per ricorsione primitivaesisteunaed unasolaf’: Rx R - Ataleche
f(x0)=g(x) =a xOR)
e
f(x,6i(y)) = Wi (xy.f' (xy)) = 6i(f* (x.y)) xydRi<2).
Siaoraf: R —» Adefinitada
f(x) =1(0,x) xOR).
Allora
1) f(0) =f'(0,0) =a
e
@) f(ai(x)) ='(0,0i(x)) = ¢i(f’(0.)) = ¢i(f(x)) xORi<2).

Per la dimostrazione dell’ unicita si supponga che h: R — A abbiale stesse proprieta di
f.Sah: RxR - Atadeche
h'(xy) = h(y) xyOR).
Allora
h'(x,0) =h(0) = a xOR)
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b’ (x,6i(y)) = h(ai(y)) = ¢i(h(y)) = (" (x.y)) (xyORi<2)
dacui, per unicita, s hah’ =f' e, per ogni x 0 R,
f(x) =f'(0,x) = h'(0,x) = h(x)

ovverof = h.

Si é dimostrato, dunque, che per una struttura R = (R; 0o, 04; 0) le tre proprieta di
ricorsione sono equivalenti. Mostriamo ora che queste proprieta sono equivalenti anche a

quelladi essere un albero binario libero.

Teorema 1.7 - Una struttura R = (R; 0o, 0;; 0) soddisfacente una (l€) proprieta di

ricorsione € un albero binario libero.

DIMOSTRAZIONE
Proviamo la validita degli assiomi (A1)-(A4).

. [] o; éiniettiva
i<2

Si considerino infatti lafunzione g: R » R costantein O e le funzioni
LIJo, LIJ]_: RxRxR -5 R

coincidenti con la funzione p,. Per ricorsione primitiva esiste una ed una sola

f:RxR- R
tale che
f(x,00=9(x) =0 xOR)
e
f(x,0i(y)) = wilxy.f(xy) =y (xydRi<2)

Siaoraag;i(x) = oi(y) per qualchex, y O R. Allora
f(0,0i(x)) = f(0,0i(y))

OVVEro X =Y.
. O 0O (@¥=0gy)=i=]))
X, YOR i,j<2

Siainfatti A = {0,1} e siano ¢o: A - A lafunzione costante in 0 e ¢1: A — A lafunzione
costantein 1. Per ricorsione semplice si ha che esiste unaed unasolaf: R — Ataeche
f(0)=0

f(ai(x) = i(f(¥) =1 xORi<2).
Supposto oracheperi,j<2eperx,yORsa
ai(x) = gi(y)
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s ha
f(i(x) = f(oy(y))
dacui
i=j.
. 0 00ai[R]
i<2
Siainfatti A = {0,1} e siano ¢, §: A — A coincidenti con la funzione costante in 1. Per
ricorsione semplice esiste unaed unasolaf: R — Ataeche
f(0)=0

f(ai(¥) = ¢i(f()) =1 xORi1<2)
Dunque non puo essere 0 = g;(X) per qualchei e x.

Infine per il Lemma 1.4 s hache vale laproprieta (A4) per K.

E' ora possibile dimostrare che la teoria che ha per assiomi (A1)-(A4) é categorica

ovvero che, se esiste, € unica (ameno di isomorfismi), una struttura di albero binario libero.

Teorema 1.8 - Due strutture R = (R; 0, 01; 0) e R = (R’; &, &1; 0') di albero binario

libero sono isomorfe.

DIMOSTRAZIONE
Siano R, R’ come nelle ipotesi; per ricorsione semplice di R applicataa R’ esiste una

ed unasolafunzionef: R -~ R taleche:

D f(0)=0'
e
) f(0i(x) = & (f(X) xORi<2).

Dunque, come gia osservato, lafunzione f € un omomorfismo trale strutture R ed R’
Rimane da dimostrare che f &€ invertibile.

Per ricorsione semplice di R applicataa R esisteunaed unasolaf’: R - Rtaeche:

f(0)=0
e
(& (X)) = ai(f’ (x')) X OR;i<2).
Si consideri oraf’ o f: R - R; s hache:
f'of(0)=0
e

o f(0i(¥) =& (X)) =af' () = ai(f’ - f(x))  XORi<2).
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Applicando laricorsione semplice di R rispetto allastessa R si ha, per unicitd,
f' o f =idr.

Analogamente si haf o f* =idg e quindi f € biiettiva.

Si osservi che quanto dimostrato in questo paragrafo con riferimento ad R &

ridimostrabile senza al cuna complicazione teorica per I’ abero k-rio libero.

§2- LA SOMMA, L'ORDINAMENTO ED IL PRODOTTO IN R

Definiamo ora, mediante i teoremi di ricorsione, alcune operazioni e relazioni
fondamentali dell’abero binario libero. Tra queste sara I’ operazione di somma che, come
vedremo, ha una definizione “ricorsiva’ del tutto simile a quella della somma tra numeri
naturali. Sempre in modo analogo al caso dell’albero unario s definisce una relazione
d’ordine in cui diremo un elemento minore di un altro se ne esiste un terzo che sommato
conil primo dail secondo.

Meno ovvia sembra la definizione di prodotto; noi utilizzeremo quella di operazione
ternaria data in [T]. La ragione principale di questa scelta dipende dal fatto che tale
definizione s pud ovviamente generalizzare a quella di un’'operazione (k + 1)-aria per
I’albero k-rio libero e questo la differenzia da un’atra plausibile scelta definitoria che

presenteremo e che si dimostrera poi essere un caso particolare della precedente.

Teorema2.1- Esisteunaed unasolas: Rx R —» Rtaleche:
(S1) s(x,0) = x xOR);
(S2) s(x,0i(y)) = ai(s(x,y)) xyORi<2).

DIMOSTRAZIONE
Si applichi il Teorema di ricorsione intermediacon A= R=B,eg=idre¢;=0; 0
P2 (i <2).

Indicando, come verrafatto nel seguito, il termine s(x,y) con x +y, le proprieta (S1) ed
(S2) s possono cosi riscrivere:
(82) X+ 0=x xOR);
(82) x+0i(x) = oi(x +) (xyORi<2).
Mostriamo ora qualche proprieta dell’operazione di somma; ovviamente, dalla

definizione, € semplice dimostrare per induzione sun 0 IN che per ogni X, y 0 Rsi ha
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x+0i"(y) = a"(x +y) (i<2)

essendo o;" I'iternazione n-esima di o;.

Proposizione 2.2 - La somma in R € associativa.

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su z 0 R mostriamo che per ogni x, y O R
X+y)+z=x+(y+2.
Sez=0adlora
X+y)+z=x+y=x+ (y+0)=x+(y+2).
Se|’asserto vale per zallora, per ogni i <2, si ha

(x+y) +0i(2 = ai((x+y) +2 = ai(x + (y + 7)) =x+ Gi(y + 2) = x + (y + 0i(2).

Proposizione 2.3 - Per ogni X 0 Rs ha0+ x=x.

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su x.
Se x = 01’ asserto segue ovviamente da (S1).
Sel'asserto valeper xed éi < 2 dlora

0+0i(X) = 6i(0 +X) = 6i(X).

Proposizione 2.4 - Per ogni x 0 Rs ha che

x#0 = [ [ x=ai(y).
i<2 yOR

DIMOSTRAZIONE
Dimostriamo, per induzione su x, che

x20=> [ [ x=ai(y).
i<2 yOR

Sig, infatti,

M=w{xOR|C [ x=0i(y)} 0{0}.
i<2 yOR

Sihache0 O M esexOM s hache per ogni i <2 riesce gi(x) 0 M (anche senza
I utilizzo dell’ipotesi induttiva); per (A4) s hacheM =R.
Sefosse, pery,y OR,
x=o0i(y) e x=0i(y)
s avrebbe chei = per (A2) ey =Y per (Al); daquesto |'unicitadii ey.
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Si é quindi dimostrato che

xz20= [ [ x=a(y).
i<2 yOR

Per il viceversase x e dellaforma oi(y) peri <2 ey [0 R &, ovviamente, x # 0 per (A3).

Grazie a questo risultato é possibile dare la

Definizione 2.5 - Si definiscono le funzioni Ttdi predecessore e g di genere in modo tale
che
mR\{0} - R e g R\{0} - {0,1}

g =iemx) =y < x=ai(y) (xOR\{0}).

Proposizione 2.6 - In R vale la legge di annullamento della somma.

DIMOSTRAZIONE
Sianox,yORconx + y=0. Sefossey # 0 s avrebbe y = 0;(2) per opportuni i e zda
Cui
O=x+y=x+0i(2=0i(x+2
il che contraddice |’ assioma (A3).
Dunquey=0e

O=x+y=x+0=x

Proposizione 2.7 - In R la somma & cancellabile.

DIMOSTRAZIONE

Mostriamo, per induzione su x 0 R che per ogni y, zOO Rs ha

X+y=X+z=y=z
Sex =0 I’asserto € banale in virtu della Proposizione 2.3.
Sel'asserto vale per x ed €i <2 s hache
0i(x) +y=0i(X) +z=x+(0i(0) +y) =x+ (0i(0) + 2) = 6(0) +y=0i(0) + z
per proprieta associativa della somma e per ipotesi induttiva. Si halatesi sesi dimostra che,
perogniy, zOR
0i(0)+y=0i(0) +z=>y=7

Lo dimostriamo per induzione su'y.

Sey =05 supponga
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0i(0) = 6i(0) + z
deve essere z= 0 altrimenti, per la Proposizione 2.4, si avrebbe z = a;(w) per j e w opportuni
e quindi
0i(0) = 6i(0) + gj(w) = 6;(0i(0) + W)
dacui, per (A2) ed (A1),
0=0;(0) +w
einfine, per laProposizione 2.6,
ci(0)=0

il che é escluso da (A3).

Sel'assertovaleperyed éj <2sa

0i(0) + gi(y) = 6i(0) + Z
per quanto osservato deve essere z # 0 dunque deve essere z = g (w) per opportuni w ek e
quindi sempre sfruttando (A2) ed (A1) si ha
j=k e 6i(0) +y=0i(0) +w.
Allora, per I'ipotes induttiva, si hachey = w dacui
oj(y) = oW(w) =z

Per quanto riguarda la cancellabilita destra, fissati x, y 0 R, si dimostra, per induzione

suzche
X+Z=y+z=>X=Yy.
Cioéowiosez=0.
Se |'asserto vale per zed €1 < 2 supponiamo che sia
x+0i(2 =y +0i(2);
alora
Oi(x +2) = ai(y + 2)
ed essendo g; iniettiva
X+zZ=y+z

Laconclusione si ottiene per ipotesi induttiva.

Proposizione 2.8 - La somma di R non & commutativa.

DIMOSTRAZIONE
Si considerino gli elementi 0¢(0) e 04(0). Per (S2) ed (S1) s hache:
00(0) + 01(0) = 01(0(0) + 0) = 01(00(0))

01(0) + ao(0) = ag(01(0) + 0)) = 0o(01(0)).

Dunque, per (A2), gli elementi considerati non commutano.
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Definizione 2.9 - Sia< larelazione binaria definitain R da

XSy e [ X+z=y x, yOR).
z[R

Proposizione 2.10 - La relazione < é di ordine parziale e ha 0 come minimo.

DIMOSTRAZIONE
Siano x,y, zOR; s hache 0 + x = x dunque 0 < x e quindi 0 & un minimo.
Si hachex + 0= xdunquex < X.
Sex<yey<xalora, per opportuni uev,
X+U=y e y+v=Xx
dacui
X+U+V=y+Vv=Xx=Xx+0;
per lacancellabilita e lalegge di annullamento della sommasi ha che
u=0=v
dacui
X=Y.
Sex<yey<zs hache per opportuni uev
X+U=y e y+v=z
da cui
Z=(X+u)+v=x+(u+v)

e quindi

Indicata con < larelazione di ordine stretto associataa< s hala

Proposizione 2.11 - Per ogni x, y O R s ha che
x<ye= L[ L x+a(2=y.
2R i<2

DIMOSTRAZIONE

Sex, y O Rsonotali chex <y allorax <y edunque x + z=y per z opportuno. Non
potendo essere z= 0 s ha, per laProposizione 2.4, che z= ¢;(Z) coni e Z opportuni.

Sex+ ai(2) =y €, per definizione, x < y. Sia, per assurdo, x = y; e alora

X+0i(2 =y=x+0.

Per la cancellabilita dellasomma s hache gi(2) = 0l che & escluso da (A3).
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Proposizione 2.12 - Per ogni X, y 0 Re per ogni i <2 s ha che

X< oi(y) = x<y.

DIMOSTRAZIONE
Siax < oi(y); per laProposizione 2.11 si hache
X+0i(2 = ai(y)
per opportuni j e ze quindi, per (S2), riesce
gj(x+2) = ai(y);
applicando gli assiomi (A2) e (A1) s hache
j=i e x+z=y

dacui x<vy.

Proposizione 2.13 - Per ogni X, y 0 Rsi ha che

X<y = X<T(Y).

DIMOSTRAZIONE
Siax<y; aloray # 0 e quindi y = ogy)(T((y)) dacui, per la proposizione precedente, s
hax < 1(y).
Sia, viceversa,
X < T(y);
essendo y = Tiy) + 0g,)(0) Si ha, per laProposizione 2.11, che Ti(y) <y dacui X <y.

Proposizione 2.14 - Per ogni x 0 Re per ogni i < 2 s ha che g;(x) copre x.

DIMOSTRAZIONE
Si hache g;(xX) = x + ;(0) dunque, per la Proposizione 2.11,
X < 0i(X).
Inoltre se zé tale che z < g;(X) per laProposizione 2.12 € z< x.
Dunque non esiste alcun z [0 Rtale che

X< z< gi(X).

Proposizione 2.15 - Per ogni x 0 R's ha che il segmento iniziale determinato da x € una

catena.
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DIMOSTRAZIONE

Per induzione su x.

Sex=0s hache{yOR|y<x} =0 essendo O il minimo di (R; <); ovviamente 0 &
una catena.

Sel'asserto valeper xsiai <2esa pery O R,

y<aoi(X)
alora, per laProposizione 2.12, si hache
y<X.
Ponendo, dungue,
X=get {yOR|y<x}

X =qet {y U Ry < Gi(x)}
s hache
X OX0O{x.
OraX O {x} éunacatenain quanto x & confrontabile con ogni elemento di X che & una
catena per ipotes induttiva. L’insieme X; risulta dungue essere una catena essendo

sottoinsieme di una catena.

Proposizione 2.16 - Per ogni x 0 R'si ha che 0y(X) € inconfrontabile con gy(X).

DIMOSTRAZIONE
Sia, per assurdo, 0i(X) < 01i(X); per la Proposizione 2.12, si ha gi(x) < x il che &
escluso dalla Proposizione 2.14.

Del resto I’ eguaglianza dei due elementi & esclusa da (A2).

Proposizione 2.17 - Per ogni x 0 Rsi ha che

x#0= [I [l x=0i0) +y.
i<2 yOR

DIMOSTRAZIONE
Dimostriamo, per induzione su x, che

Xx20= [l [ x=0g0) +y.
i<2 yOR

Se x =0 I"asserto & vero essendo I'ipotes falsa.
Se |’ asserto vale per x siai < 2; distinguiamo due casi.

. Xx=0
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Allora

0i(X) = i(0) + .
Se fosse 0j(X) = 04(0) + y per un qualche y dovrebbe essere 01.i(0) < 6;(X) il che & escluso
dalla Proposizione 2.16.
e x#0
Allora, per ipotesi induttiva, esistono j ey con x = g;(0) +y da cui

0i(x) = gj(0) + ai(y).

Se

0i(X) = 0x(0) + z
per qualche k e z allora deve essere z # 0 atrimenti s avrebbe i = k e x = 0. Quindi, per
opportuni h eu, si haz= a,(u) dacui

i=h e x=00)+u.
Per I'unicitadi j s hak =j.
Dimostriamo oral’ unicita di y nella decomposizione di x non nullo: se
x=0i(0)+u e x=0g;(0) +v

per lacancellabilita a sinistra della somma deve essere u = v.

Per quanto asserito dalla Proposizione 2.17 € possibile dare la

Definizione 2.18 - Si definiscono le funzioni f (di first) e bf (di butfirst) in modo tale che
f: R\{0} - {00(0),01(0)} e bf:R\{0} - R

f(xX) = 0i(0) ebf(X) =y = x=0;(0) +vy (xOR\{0}).

SianON esiai < 2; nel seguito il termine ¢,"(0) saraindicato con la notazione n;.

Proposizione 2.19 - Per ogni n O IN, per ogni i <2 e per ogni x 0 Rs ha che

bf "(n; + X) = x.

DIMOSTRAZIONE
Proviamo, per induzione su n, che I’ asserto vale per ogni x.
Sen=0s hache
bf "(0"(0) + X) =0 + X = X.
Se |'asserto vale per ns hache
bf ™((n + 1); + x) = bf "*(0;""(0) + X) = bf(bf "(n; + 6;(0) + X)) = bf(5;(0) + X) = x.
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Proposizione 2.20 - Per ogni x, y 0 Rcon x # 0 s hache
f(x+y)=f(x) e bf(x+y)=Dbf(x)+y.

DIMOSTRAZIONE
Si hache x = f(x) + bf(x) dacui
x+y=1(x) + bf(x) +y
ovwvero
f(x+y)=f(x) e bf(x+y)=Dbf(x)+y.

Proposizione 2.21 - Per ogni X, y O R s ha che
x<y = [l 6()sy.
i<2

DIMOSTRAZIONE

Segi(x) <y alorax <y essendo x < g;(X) per la Proposizione 2.14.

Sex<ys hachex+ z=y per un opportuno z# 0. Quindi

z=1(2) + bf(2
dacui, posto i =4 9(f(2)), s ha
y=x+z=x+ 0;(0) + bf(2 = gi(x) + bf(2
e dunque
g(x) <y.

Si noti che non puo essere 01.i(X) <y per laProposizione 2.15 e la Proposizione 2.16.

Teorema 2.22 - Esiste una ed una sola p: R* x R - Rtaleche:
(Pl) p((X01X1)10) = O (X01 Xl g R),
(P2) P((X0:X2),0i(Y)) = P((Xo:X2).y) + X (X0, X, YO R 1<2).

DIMOSTRAZIONE
Si applichi il Teorema di ricorsione intermedia con A = R, B = R, g la funzione

costantein O e, per ogni i < 2, lafunzione ¢;: R? x R - Rdefinitada

di((Xo.X0),y) =Y + %

Ponendo, nel seguito,

P((XoXa).y) = (XoXa) Y (%, X1, YUR),
le proprieta (P1) ed (P2) si possono cosi riscrivere:
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(P1) (%0.X)0=0 (%0, 1 O R);
(P2) (X0:X2)Gi(Y) = (Xo.X2)Y + X (X0, X, Y OR 1 < 2).

L’ esistenza del prodotto in K, poi, pud essere generalizzata a quella di un prodotto in

QR che indicheremo con - tale che:

(P0) ¢ (RY“XR¢ - R
(P«1) (X0:X1, - - Xk-1) KOk = Ok (% O R¢ h<K);
(P«2) (X0 X1, X 1)4Ti(Y) = (Xo.Xa,- - X)Wy + X X YORg i, h<Kk)

Definiamo ora una operazione binariain K che ci & sembrata, in un primo momento, la
piu adatta ad essere detta prodotto.
Per ricorsione semplice di R applicata ala struttura (R; 01, 0p; 0) esiste una ed una

solafunzionec: R — Rtaleche

(C1) c(0)=0
e
(C2) c(ai(x)) = 01i(c(x)) xORi<2).

Per ricorsione intermedia avendo A = R = B, lafunzione g: R - R costante in 0 e le

funzioni ¢o, 1: RX R — Rdefinite da

bo(xy) =y + X xyOR)
e
ba(xy) =y +c(x) xyOR)
esisteunaed unasolaf: Rx R —» Rtaleche
f(x,0) = g(x) (xOR)
e
f(x0i(y)) = di(xf(xy)) xyORi<2).
Dunque, indicando per ogni x, y O Rcon x O y il termine f(x,y),
Q xgdo=0 xOR),
2 xOogy) =x0y+x xyOR
e
3 xO oy(y) =x0y+c(x) x,yOR.

Dimostriamo orala

Proposizione 2.24 - Per ogni X, y O Rs ha che

x 0y = (xc(X))y.
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DIMOSTRAZIONE

Si hache per ogni x,y O R

(x,c(x))0=0,
(x,c(¥)-00o(y) = (x.c(X)y + x
e
(x,c(x)-01(y) = (x,c(x))y + (%)
Essendo O la sola operazione binaria a soddisfare le relazioni (1), (2) e (3) s ha
I’ asserto.

Proposizione 2.25 - Per ogni Xo, X3, ¥, Z[O Rs hache
(XoX)(Y +2) = (XoX0) Y + (X0, X1) Z

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su z.
Sez=0/I"asserto & owvio.
Sel'asserto valeper zed €i < 2 s hache
(XoXD)-(Y + Gi(2) = (Xo.X)-Ti(Y + 2) = (XoX)(Y + 2) + X
dacui, per ipotes induttiva,

(XoX)(Y * Gi(2) = (Xo.X)Y + (Xo.X1)-Z+ X = (Xo,X1)Y + (Xo,%1)-Gi(2).

Nel seguito, per ogni x, y 00 R, indicheremo con xy il termine (x,0)y.

Corollario 2.26 - Per ogni X, y, zO Rs hache

Xo(Y + 2) = XY + Xz

§ 3 - |L MONOIDE LIBERO SU DUE GENERATORI

Ci occupiamo ora di dimostrare che I'albero binario libero ha un modello concreto
ovvero il monoide delle parole su un alfabeto di due lettere. In questo senso s formalizza
I’idea intuitiva secondo cui per determinare un elemento dell’albero occorra indicare una
sequenza (0, appunto, parola) di generi che conducano dalla radice O al’elemento in

questione.

Definizione 3.1 - Si dice monoide libero su due generatori un monoide 91 = (M; O; a)
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libero nella classe dei monoidi attraverso una funzione iniettiva ¢: {0,1} — M. Ovverotae
che per ogni atro monoide 9T = (M’; O'; a') e per ogni funzione Y: {0,1} - M’ esiste

uno ed un unico omomorfismo Y’': I — 9T per cui P’ o ¢ = .

Noti teoremi di algebra universale dimostrano I’ unicita, a meno di isomorfismi, di
una struttura soddisfacente tale definizione. Inoltre, essendo la classe dei monoidi una

classe equazionale, si dimostra che esiste una struttura siffatta.

Teorema 3.2 - La struttura (R; +; 0) € un monoide libero su due generatori.

DIMOSTRAZIONE
Sia¢: {0,1} - Rdefinitada
o(i) = 6i(0) (i<2);
ovviamente (per (A2)) ¢ einiettiva. Siaora9n = (M; O; a) un monoide e Y: {0,1} — M.
Ponendo
Wo =uet P(0) € W1 =ger Y(1)

definiamo, per ogni i < 2, lafunzione &: M — M in modo tale che

&G(m =m0y (mOM).

Per ricorsione semplice di R applicataa (M; &g, &1; a) esiste unaed una sola

P:R - M
tale che:
y@)=a
e
Y (0i(x) = & (W' (x)) xORi<2).

Osserviamo i seguenti fatti.
. Y’ € un omomorfismo
Fissato x O R, dimostriamo, per induzione su'y, che

Wx+y) =g (x) 0w (y).
Sey=01I"asserto € ovvio.
Sel'asserto valeper yed éi <2 s hache
Px+aoi(y) =w(oix+y) =&MW x+y) =@ x+y) D= () 0w(y) O g
utilizzando la proprieta associativa di [J riesce dunque
Px+a) =W O W) 0w =y D0&W H)=w )0 e (aily).
y Wedp=y
Infatti, peri O {0,1},
(W e 9)() =W (0i(0) =& (0)) =&(a) =al g = i = Y(i).
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Proviamo ora I'unicita di ¢'; sia ®: R - M un omomorfismo tale che ® o ¢ = .
Allora
®(0)=a
e, perognii<?2,
@(0i(x) = P(x + 6i(0)) = ®(x) U ®(¢(0)) = P(¥) U w(i) = &(®()  (xOR).
Dunque ® =’

In agebra universale s dimostra che il monoide libero su due generatori é
identificabile con I’algebra delle parole su un alfabeto di due lettere in cui con questa si
intende la struttura @ = ({0,1} *; «; A} ove {0,1}* denotal’insieme delle sequenze finite di O
el, I'operazione * € la concatenazione tra sequenze e A € laparolavuota. In@sia

«:{0,1}* - {0,1}* (i<2)
definitada
*i(p) = pei (p0{0,1}%).

Teorema 3.3 - Lastruttura@= ({0,1}*; *¢; *1; A) € un albero binario libero.

DIMOSTRAZIONE
Gli assiomi (A1)-(A3) sono banalmente verificati. Non resta che verificare (A4).
Si consideri lafunzionely: {0,1} — N definita da:
1o(0) =1 = lo(1);

per lalibertadi @, essendo (IN; +; 0) un monoide, esiste unaed unasolal: {0,1}* - N tale

che:
I(A\) =0;
I(p=a) = 1(p) +1(q) (P, U {0,1}*);
1(0) =10(0);
(1) = 1o(2).

Per ogni i <2 ep 0{0,1}* s hadunque che
I(pei) = 1(p) + lo(i) = 1(p) + 1.
SiaoraM [0{0,1}* tale che

AOM e OJ(EOM=pilM);
i<2

dimostriamo, per induzione su n, che
O {pO{01}*|I(p)=n} OM.
nCIN

Infatti se I(p) = O dlorap = A e dunque p O M per ipotesi. Si supponga che I’ asserto

valga per n; siccome
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{p0{01}* [I(p)=n+1} ={gei|qU{01}*,i<2el(q) =n}
e, per ipotes,

pOM= [ pei OM,
i<2

S hal’asserto per n + 1.

Il teorema dimostrato asserisce dunque che un elemento di {0,1}* & un elemento
dell’ albero binario libero e che, con le notazioni del Paragrafo 1, comunque presi
i1, 02, ..., in 0{0,1}
s ha
iigig...in = Avigeizeige...oin = (...((A*iq)*i2)e...)*in = Oi (K (i, (0i (0)K ) .
Dunque, cosi come i numeri naturali s identificano con la loro rappresentazione

unaria, € possibileidentificare gli elementi dell’ abero binario libero con le sequenze binarie

84 - LE GENERAZIONI E GLI ORDINI ORIZZONTALI IN QR

Quella di generazione € una funzione da R a valori in IN che determina, dato un
demento x 0 R, di quanti passi s € dovuti scendere dalla radice O per ottenere tae
elemento; s tratta in sostanza della lunghezza della parola (nel senso chiarito dal paragrafo
precedente), che x individua

Le relazioni di ordine orizzontale che introdurremo sono due. La prima, che
indicheremo con &, e quella studiata in [F]; questa s rende utile per 1o studio dei tipi di
ordine orizzontale degli aberi sradicati binari e potrebbe servire per lo studio di tali tipi nei
modelli non-standard della Teoria Elementare degli Alberi Binari (EAB). La seconda
relazione, che indicheremo con n, € piu fine di & ed e utile per lo studio del quoziente
canonico di un modello non-standard di EAB. In realtd, come proveremo, la primarelazione
e definibile a partire dalla seconda ma, nonostante questo, dimostreremo indipendentemente
le varie proprieta dell’una e dell’dtra in modo che, a seconda delle esigenze, s possa

scegliere quale utilizzare.

Teorema 4.l - Esisteuna ed una sola p: R — N tale che:
(R1) p(0) =0;
(R2) p(0i(¥) = p() + 1 xORi<2).
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DIMOSTRAZIONE

Si applichi il Teoremadi ricorsione semplicea (IN; ¢g, §1; 0) incui ¢o=5= ;.

Si noti che, riguardando I’ albero binario libero come algebra delle parole, la funzione
p non é atro che la funzione | di cui ad Teorema 3.3 che associa ad una parola la sua

lunghezza e che, per come é stata definita, € un omomorfismo di monoidi.

Definizione 4.2 - Dato x O R, s dice generazione di x il numero naturale p(x).

Proposizione 4.3 - La funzione p & strettamente crescente.

DIMOSTRAZIONE
Siano infatti x, y 0 Rcon x <y; esistono alorai e ztali che x + 0j(2) = y dacui
p(y) =p(x+ai(2) =p(X) +p(2) +1
e quindi

P(X) < p(y)-

Proposizione 4.4 - Per ogni n 0 N s ha che

p(n) =n (i<2)

DIMOSTRAZIONE

Per induzione su n.

Proposizione 4.5 - Per ogni X, y 0 Re per ogni n 0 N s ha che

p(X) = nex<y= mM(X) < (Y).

DIMOSTRAZIONE

Per induzione su n proviamo |’ asserto per ogni x ey.

Sen=01"asserto & owvio.

Se |’ asserto vale per n si supponga

px)=zn+1 e x<vy;,
s hachex # 0 e quindi x = 0;(2) per opportuni j e z. Allora
p@zn e z<y,

ovvero

p@dzn e z<Ty).
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Per ipotesi induttivarisulta
1'(2) < ()
OVVero
(%) < 4(y).

Proposizione 4.6 - Per ogni X, y 0 Re per ogni n 0 N s hache

p(y) 2n= t(x +y) = x + T'(y).

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su n proviamo che I’ asserto vale per ogni .
Sen=0/I'implicazione & banale.
Se I’ asserto vale per n s supponga che sia
p(y)zn+1;
dloradeveesserey # 0 e
p(T(y)) = n.
Per ipotesi induttivasi ha
T(x + y) = T (0g) (X + TIY))) = TO(x+ TI(y)) = X+ TE(Y).

Proposizione 4.7 - Per ogni x O R, per ogni n 0 N e per ogni i <2 s hache
P(X) = n = 6;(bf "(x)) = bf "(0i(x)).

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su n proviamo che I’ asserto vale per ogni x.
Sen=01"asserto é evidente.
Sen=1edép(x) =1s hachex#0dacui, per laProposizione 2.20,
bf "(Gi(X)) = bf(0i(x)) = bf(x + 1;) = bf(X) + 1, = 0i(bf(x)) = 6i(bf "(x)).
Se |’ asserto vale per n s supponga che
p(x)=n+1;
aloraxz0e
P(¥) = p(f(x) + bf(x)) = p(f(x)) + p(bf(x)) =1 + p(bf(x)) =n+1
da cui
p(bf(x)) = n.
Inoltre essendo p(x) = 1 s ha, per il punto precedente,
bf "(0i(x)) = bf "(bf(0i(x))) = bf "(Gi(bF(x))).
Applicando I"ipotesi induttiva a bf(x) s ha che
bf ™¥(0i(X)) = oi(bf "(bf(x))) = ai(bf "(X)).



Proposizione 4.8 - Per ogni X, y 0 Re per ogni n O IN s ha che

p(X) = n = bf "(x +y) =bf "(x) +v.

DIMOSTRAZIONE

Per induzione su y.

Sey = 01'asserto € evidente.

Sel'asserto valeperyed ei <2 s hache

bf "(x + gi(y)) = bf "(Gi(x +))
ed essendo
p(x+y)=p(X) +p(y)2n
s ha, per laProposizione 4.7,
bf "(x + 6i(y)) = 0i(bf "(x + y)) = 0i(bf "(x) +y) = bf "(X) + Gi(y).

Proposizione4.9 - Sanox, y, u, vO Rallora

x+ty=u+vepy)sp(v)=> [ v=w+y
WOR

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su v.
Siav=0esa
X+y=u e p(y)<0;
dloray=0e
v=0=0+0=0+y.
Si supponga che I’ asserto valga per v, Siai < 2 es abbia
x+y=u+ai(v) e p(y)<p(@i(v);
sey = 0adloraci(v) = gi(v) +y atrimenti esistono opportuni zed i tali chey = 0j(2) da cui
Oi(x+2) = Gi(u+V).
Inoltre
P(2) <p(y) = p(oi(V)) = p(v) +1
da cui
i=j e x+z=u+v e p(2 < pV);
per ipotesi induttiva
V=W+2Z
e quindi

(V) =W+ =W+ 0@ =Wy,

29
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Proposizione 4.10 - La cardinalita di {x O R | p(x) = n} &2".

DIMOSTRAZIONE
Si dimostra per induzione su n.
Innanzi tutto, per la Proposizione 2.4, si ha
pX)=0 <= x=0
dunque
cad{x OR|p(x) =0} =1=2°
Supposto che I’ asserto valga per n dimostriamo che

p)=n+l - [ [ x=ai(y)epy)=n.
i<2 yOR

Sep(X) =n+ 1s hax# 0 e per laProposizione 2.4, risulta x = gi(y) peri ey

opportuni. Siccome
n+1=p(x)=py) +1

s hap(y) =n.

Il viceversa e owvio.

Si haquindi che

{xOR[p(X)=n+1} ={0o(x) | xORep(x) =n} 0 {oy(x) | x[] Rep(x) = n}
e chetale unione é disgiunta. Allora
cad{x OR|p(X) =n+1} =2"2=2"",

Siaora?!'insemedellerelazioni P 0 R? tali che:

(Ogl) (00(x),01(x)) O P (xOR);
(Cg2) (xy) O P = (0i(x),0i(y)) O P xyORi,j<2).
Si hache R’ 0 9; s pone dunque
E=wet | P
PP

Lemma4.11 - Larelazione & € un elemento di 9.

DIMOSTRAZIONE
Owviamentesex O R
(90(x),01(x)) 1 &
dato che
O (go(x),01(x) O P.

POo
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Sepoi, per x, yOR, s hache(xy) O ¢&
alora

O xy)oP

P09
dunque, per ogni i, j < 2,
0 (6i().0i(y)) O P

POo

ovvero

060900 D&
ij<

Lemma 4.12 - Per ogni X, y 0 Rsi hache
(xy)0¢ < ( ER X=0o(2) ey = 01(2)) oppurex # 0 # y e (T(x),1(y)) O €.
4

DIMOSTRAZIONE

Siano

o=as {(xy) OR?| [ (x=00(2 ey=01(2)},
Z0R
G {(xy)OR| [ L[ (x=o(ey=qgv)e(uv) 0}
i,j<2 uvOR
esa
& =ger &1 0 &2

Peril Lemma4.11s hache& O&.

Proviamo che &' soddisfa (O¢1) e (Og2).

Infatti se x 0 Rallora (0g(x),01(X)) 0 & O &'.

Supposto poi che (x,y) O & s ha, per la precedente inclusione, che (x,y) O & il che
implica, per definizionedi &3, che per ogni i, j <2

(G:(¥.0i(y)) D&, O €.
Essendo ¢ la minima relazione binaria soddisfacente (Og1) e (Og2) deve essere

contenutain §’.

Corollario 4.13 - Per ogni x 0 Rs ha che

x0)0& e (0x OE.

Proposizione 4.14 - Larelazione & é antiriflessiva.
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DIMOSTRAZIONE
Per induzione su x dimostriamo che
(xx) O &.
Sex =04 hache (x,x) O ¢ per il Corollario 4.13.
Se |'asserto vale per x Siai < 2 e si supponga, per assurdo,
(0i(¥),0i(x)) D €.
Per il Lemma4.12 devono dloraesistereu, v Rej, k< 2 tali che
gi(x) =oj(u) e ai(x)=a(v) e (uv)UE.
Ne segue che
i=j=k e u=x=v

dacui (x,X) O & il che contraddice I'ipotesi induttiva.

Proposizione 4.15 - Larelazione € e transitiva.

DIMOSTRAZIONE
Dimostriamo, per induzione su z [0 R, che per ogni x, y [0 Rs ha
(xy)O&e(y.g D= (x2) LE.
Sez=0I"implicazione e vera essendo sempre falsal’ipotesi per il Corollario 4.13.
Sel'asserto valeper zed €i < 2 siano
(xy)O& e (v0i(29) OE;
sempre per il Corollario 4.13 devono esistereu, v & ej, k< 2 tali che
Xx=0i() e y=0V)
dunque
(oj(u).ouv) 0 & e (0yv).0i(2) U E;
distinguiamo, applicando il Lemma4.12, tre casi.
. k=0,i=lev=z
Allora (oj(u),00(2)) U & e deve essere (u,2) O € per il Lemma4.12.
. j=0,k=1eu=v
Allora(o1(u),0i(2) O & e deve essere (u,2) O € per il Lemma4.12.
. (uvdEe(vnOg
Per ipotes induttivasi hache (u,2) O &.
In ogni caso, dunque, si hache (u,2) O  dacui

(x,0i(2) = (g;(u),01(2)) T €.

Proposizione 4.16 - Sex, y [ Rallora sono &-confrontabili se e solo se p(x) = p(y).
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DIMOSTRAZIONE

Per induzione su y dimostriamo che per ogni x

(xy) &= p(x) = p(y).
Sey = 01I'implicazione & sempre vera essendo I'ipotesi sempre falsa.
Sel'assertovaleper ysiai <2 esa
(x,0i(y)) O &.
Per il Corollario 4.13, esistono j < 2 e u O Rtali che x = oj(u) dacui
(oi(u),0i(y)) D €.
Si ha, dunque, che
u=y oppure (uy)O¢&
einentrambi i casl, grazie al’ipotes induttiva,
p(u) = p(y)
dacui
P(X¥) = p(gj(w) = p(u) + 1 =p(y) + 1= p(ai(y))-
Per induzione su n dimostriamo ora che per ogni x, y O R
p(X) = n=p(y) = x &-confrontabile con y.
Sen=0ep(X) =0=p(y) s hachex=0=ydacui I'asserto.
Sel’asserto vale per nes ha
P =n+1=p(y)

devono esisterei, j e u, v opportuni tali che x = oj(u) ey = oj(v) dacui

p(u) =n=p(v).
Distinguiamo due casi.
. u=v
Sei=jd hache

x=0i(u) = gi(y) = y.
In caso contrario sia, per fissare leidee,
i=0 e j=1,
per (Ogl) s hache
(xy) = (0o(u),04(y)) L &.

In ogni caso, dunque, x ey sono &-confrontabili.
. u#zv
Applicando I’ipotesi induttiva si ha che u e v sono &-confrontabili e siccome u # v s hache

(uv) & oppure (v,u)O¢g
dacui, per (Og2),
(xy) = (0i(u),0i(v)) O & oppure (y.X) = (gj(v),0i(u)) O &

equindi x ey sono &-confrontabili.



Proposizione 4.17 - Per ogni x 0 R s ha che 0;(x) &-copre oy(X).

DIMOSTRAZIONE
Per il Lemma4.11 s ha (0o(X),01(X)) O €.
Sia, peryOR,
(00(x).y) U &
aloray = 0i(2) per opportuni i e zda cui

(00(x),0i(2) D €.
Sey # 04(X) deve essere, per il Lemma4.12,
(x2)0¢&
dacui
(01(¥.0i(2) O &
ovvero

(01(2y) D&
Dunque se esistesse y tale che

(0o(¥).y) D& e (v.0u(x) D¢
si avrebbe

(0:(¥).y) U¢ e (y,0:x) U ¢
il che é escluso dalle proprietatransitiva e antiriflessiva di €.
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Proposizione 4.18 - Per ogni X, y 0 Rsi ha che sey &-copre x allora ay(y) &-copre o1(X).

DIMOSTRAZIONE
Sey copre x dlora, in particolare, (x,y) O & dacui
(01(x),00(y)) U &.
Sia, per zOR,
(01,2 0¢ e (zoo(y)) DE;
deve essere z = g;(u) per opportuni i e u da cui

(02(x),0i(W) T & e (oi(u),00(y)) O €.

Per il Lemma4.12 s hache
xuyOe& e (uy)dg
il che contraddice il fatto chey &-copre x.

Sia2l'inseme delle relazioni Q 0 R? tali che
(Onl) (00(x),01(x)) 0 Q

(xUR);
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(0n2) (xy) DQ= (x0i(y)) UQ e (ai(x)y) 0 Q (xyORi<2).
Essendo R? [ 2 si hache 2# ; siadunque
N =def N Q.
Qg

Proposizione 4.20 - Larelazionen € un elemento di 2.

DIMOSTRAZIONE
Che larelazione n soddisfi la(Oy,1) € evidente.

Siaorai <2 es suppongacheper x,y 0 Rsia

(xy)On
alora
O xy)dQ
QO
dacui, per (0q2),
xoMCQ e (gi(x).y) 0Q QLU2i<2)
OVVEro
xoi() On e (oi(x).y) Un (i<2).

Proposizione 4.21 - Per ogni X, y 0 Rs ha che

xy)n = [ oo(2<x e oi(9<y.
zOR

DIMOSTRAZIONE
Sia

N =se {(xy) DR D[RGO(Z) <x e 029 <y}

mostriamo chen’ O Q.

SexORs hache

(00(x),01(x)) O’

essendo < unarelazione riflessiva

Sianoorax,yOResai<2; se

(xy) on’
s hache
09X e 0=y

per un opportuno zdi R. Essendo

X<ai(x) e y<ai(y)
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s ha, per laproprietatransitivadi <,

0o(2 £x e 01(2 < ai(y)

O0o()<0i(X) e oi(g <y
ovvero
(x0i(y)) On' e (ai(x).y) On".
Essendo dunque n’ unarelazione che soddisfa (O41) e (042) s hache
non.
Proviamo ora, per induzione su x 0 R, che per ogni y 0 Rs ha
(xy)On" = (xy) On.
Se x = 0I'implicazione & vera essendo la premessa sempre falsa.
Sel’asserto vale per x ed €i < 2 proviamo che per ogni y [0 Rsi ha
(6i().y) On’ = (0i(x).y) O n.
Per induzione suy.
Sey = 01"asserto & vero essendo la premessa sempre falsa.
Sel'asserto vale per y ed € < 2 s supponga
(@i().0(y) On’;
per un opportuno zJ Rsi haallora
0o(9 < 0i(X) e 01(2) < gi(y);
distinguiamo tre casi:
* 002 =0i(X) e0y(2) = 0j(y)
Allora
(0i(¥),95(¥)) = (00(2),01(2))
e quindi, per (Og1),
(0i(¥),0i(y)) U n.
* 002 <ai(X)
Alloras hache
002 = x e 01(2 < gj(y)
dunque
x0(y)) On’
e, per laprimaipotes induttiva,
(x.0i(y)) On
dacui, per (042),
(6i(x),0(y)) O n.
02 <qgy)

Alloras hache
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0o <0i(X) e oi(g =<y
dunque

(Gi(x).y) On’
e, per lasecondaipotes induttiva,

(0i(¥).y) On
dacui, per (0q2),

(@i(9,0i(y)) O n.

Nel seguito indicheremo con < larelazione binarian e per x, y [0 R scriveremo
X<y

in luogo di

(xy) Un.

Proposizione 4.22 - Per ogni X, y 0 Rs ha che

X<y oppure y<X = X$v.

DIMOSTRAZIONE
Supponiamo che siax < y; per un opportuno z 0 Rsi hache
0o(29 <X e 0129 <.
Se x ey fossero <-confrontabili anche gli elementi 0y(2) e 01(2) sarebbero <-confrontabili il
che & escluso. Analogamente si ragionasey < X.

Mostriamo ora per induzione su x O R che
X$y=>Xx<y oppure y< X

Se x = 0 s ha che x & <-confrontabile con y e quindi, essendo la premessa falsa, I'im-
plicazione € sempre vera.

Se|'asserto vale per x ed éi < 2 s supponga
oi(X) $V;
mostriamo che
X$y oppure G.i(X)<Vy.
Sia, per assurdo,
xSy e o0u(¥) £V

distinguiamo due casi.
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° X<y
Allora

oi(x) <y oppure 0ui(X) <y
il che & escluso dall’ipotesi 0i(x) $ y e dall’ipotes assurda.

. y<X
Allora

y<aoi(X)
il che & escluso dall’ipotesi oi(x) $ Y.
Dunque
x$y oppure 0ui(X)<V;
distinguiamo due casi.
*+ x$y

Allora, per ipotes induttiva,
X<y oppure y< X
dacui, per laProposizione 4.20,
g(X) <y oppure y < 0i(X).

* o=y

Allora, per la Proposizione 4.21,

ai(x) <y

sei=0;seinvecei =1d ha

y < Gi(X).

Proposizione 4.23 - Per ogni X, y 0 Rsi ha che

(xy) O& = x<yep(x) =p(y).

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su x proviamo che I’ asserto vale per ogni y.
Se x = 01"asserto & vero essendo ogni premessa sempre falsa.
Se|’asserto vale per x Siai < 2 e s supponga
(Gi(x).y) O &;
ovviamente si ha che p(ai(x)) = p(y). Dovendo esserey # 0 s hache
x=T(y) e i=0 e giy)=1
nel qual caso si hachex <y, oppure
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(x(y)) 0 ¢
dacui, per ipotesi induttiva, s hache x < 1(y) e quindi g;(x) <y per (O,2).
Si supponga, per il viceversa, che
ai(¥) <y e p(ai(x) = p(Y).
Esistealloraz [0 Rtale che
0o <0i(X) e o9 <y,
distinguiamo due casi.
* 0o(2 =ai(x)
Alloras hacheO=iechez=xdacui
p(0i(x)) =p(y) e ouX) <y,
essendo p strettamente crescente si ha che 64(X) =y dacui
(0i().y) = (00(X),01(x)) L &.
* O <o(X)eoi(d=y
Alloraz=T(y) e
P2 <p(¥)=py)-1=p@3
il che éescluso.
* 0 <ai(¥)eoci(d <y
Alloras hachex < m(y) e p(x) = p(m(y)) dacui, per ipotesi induttiva,
(x(y)) 0 ¢
il cheimplica
(ai(x).y) D&

8§5-LECATENEDI R

Come abbiamo dimostrato, & possibile identificare gli elementi dell’albero binario
libero con le parole, ovvero le sequenze di generi, che determinano. Sembra alora
verosimile che le catene massimali siano identificabili con delle successioni di generi che
determinino, ad ogni passo, come scendere per ottenere I’ elemento successivo della catena;
€ quanto ci proponiamo di dimostrare.

Dimostreremo inoltre che la struttura ordinale delle catene massimali € simile a quella
dei numeri naturali e che ogni catena non vuota dell’ albero binario libero ha minimo; non
essendo I’abero binario libero totalmente ordinato sembra questo il giusto equivalente del
buon ordinamento.

Dimostreremo infine, senza utilizzare I’ Assioma di Scelta, che ogni catena dell’ albero

binario libero & estendibile ad una catena massimale.
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Si consideri unaqualsiasi funzionef: N - {0,1}esia¢: R — Rlafunzione definita da
$ (%) = Ot (o) (X) xOR.
Per ricorsione semplice di 9t applicata ala struttura (R; ¢; 0) si ha che esiste una ed
unasolah;: N - Rtaleche
(C1) he(0) =0;
(C2) he(n + 1) = d(he(N) = O oy (M4 () (nON).

Lemmab5.1-Saf: N - {0,1}; allora per ogni n 0 N s hache
p(hi(m) =n.

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su n.
Sen=0s hache
p(h(n)) =p(0) =0=n.
Se |’asserto vale per nsi hache

p(h(n + 1)) = p(Orprmy(hr (M) = p(he(n)) + L=n+ 1.

In base a questo risultato la proprieta (C2) si pud cosi riscrivere:
(C2) he(n + 1) = 0y (he(N)) (nON).

Proposizione 5.2 - Per ogni f: N - {0,1} la funzione h; & strettamente crescente.

DIMOSTRAZIONE

Mostriamo, per induzione su h O IN, che per ogni n O N

h(n) < hy(n+h+1).
Seh=0s hache
he(n) < Ory(he(M) = hy(n + 1) = h(n + h+ 1)

Si supponga che I’ asserto valga per h; applicando I'ipotesi induttiva e utilizzando la

base induttivaper n+ h+ 1 s hache
h(n)<h(n+h+1)<h(n+h+2).

Definizione 5.3 - Per ogni f: N - {0,1} s pone
Cr =ger e [IN].
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Teorema 5.4 - Per ogni f 0{0,1}™ I'insieme C; & una catena massimale di Q.

DIMOSTRAZIONE
Anzitutto C; & una catena dato che, per ogni n, si ha
hy(n + 1) > hy(n).
Per dimostrare che C; € massimale supponiamo che sia w confrontabile con ogni
elemento di C;. Distinguiamo due casi.

. C w<h(n)
nN

Alloraesiste il minimo numero naturale avente tale proprieta; 1o si indichi con m. Ora
w < hy(m)
ma non puod essere m = 0 atrimenti si avrebbe w < 0 dunque
hy(M1) < w.
Siccome, essendo hy(m) = oy (m.1)(r(mM-1)) e tenendo conto della Proposizione 2.14,
h{(m) copre hy(m-1)

non puo essere hy(m-1) < w dunque

hy(m-1) = w

da cui
w G
. O h(n)sw
nCN

Si supponga, per assurdo, che sia

O he(n) <w.

nCN

Essendo p strettamente crescente si avrebbe che, per ogni n,
n=p(hy(n)) < p(w)
il che é assurdo.

Alloraesisten 0 NN tale che h(n) = wdacui wO C;.

Teorema 5.5 - Ogni catena massmale di R € della forma C; per una qualche f

appartenente a { 0,1} .

DIMOSTRAZIONE
Sia N una catena massimale; mostriamo guanto segue.
. 0ON
Infatti essendo O il minimo per larelazione < & confrontabile con ogni elemento di NeN é

massimale.

. O Cla(@ON
20N i<2
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SiazON; deve alloraesisterew O N tale che
Z<Ww

(N non hamassimo) e, per la Proposizione 2.21, deve esistere un unico i < 2 tale che

ai(2 < w.
Mostriamo che ¢;(z) O N provando che ;(2) & confrontabile con ogni elemento di N. Sia
infatti v O N; se

v<z oppure W<V

alorav é confrontabile con ;(2). Se, invece,

Z<vV<w
aloraesiste ununico j < 2 tale che

(9 =v,
deve essere i = | essendo |’ elemento g;(2) minore od uguale a w (quindi, essendo oi(2) < w,
confrontabile con o;(2) per la Proposizione 2.15). Dunque ci(2) €, in entrambi i cas,
confrontabile con v; per I'arbitrarieta di v e per lamassimaitadi N si ha che

0i(2 ON.

Si suppongaoracheper h<2sia

on(2 ON

alora oy(2) & confrontabile con 0;(2) edunque h =1.

Siar: N - {0,1} lafunzione definitada

rd=i- 020N (zON)
esiah: N - Ndefinitada
h(@) = ors(2) (zON).
Per ricorsione semplice di 9t applicataa (N; h; 0), esiste una ed una sola funzione D:
N - Ntaleche:
(1) D(0) =0,
) D(n + 1) = h(D(n)) = G;(o(D(N)) (NON).
Siaoraf: N - {0,1} taleche
f(n) =r(D(n)) (nON).
Allorala(2) s pud cosi riscrivere:
@) D(n + 1) = 0y(y(D(N) (NON).
Ne segue che
D=h
da cui

G =h[N] =D[N] ON.
Essendo C; una catenamassimale s ha che
C=N.
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Teorema 5.6 - Per ogni f, f’ 0{0,1}N s hache
CG=C =>f=f".

DIMOSTRAZIONE
Siaf #f’ esianil primo elemento di IN tale che
f(n) # £’ (n).
Si supponga, per fissare leidee, chesia
fn=0 e f'(n)=1,
s hache
hy(n + 1) = oo(h(n))

he(n + 1) = oa(he(n)).
Si dimostra ora, per induzione, che per ogni mJ N si ha
m< n = hy(m) = he(m).
Sem=0s ha
hy(m) = hy(0) = 0 =hy-(0) = hy-(m)
esel'assertovaleper medém+ 1< nallora
he(m+ 1) = 05 (m(he(M)) = Op @m(he (M) = he(M+ 1).
Orasefosse C; = C;- s avrebbe
h{(n+ 1) confrontabilecon hs(n+ 1)
dunque
oo(h¢(n)) confrontabile con a;(h(n)) = o1(h(n))

il che é escluso dalla Proposizione 2.16.

Corollario 5.7 - Le catene massimali di R sono esattamente 2-° .

Sia ora N una catena massimale di R. Dovendo essere N = C; per una qualche f
appartenente a{ 0,1}~ si pone
) s(hi(n)) = he(n + 1) (nON);
s haches: N - N. Osservando poi che deve essere 0 O N essendo 0 = hy(0) & possibile ora

enunciareil

Corollario 5.8 - S& N é una catena massimale di R, allora le strutture

(N; ;50 e (N;<;50)



sono isomorfe.

DIMOSTRAZIONE
Siaf: N - {0,1} taleche N =C;; s hacheh:: N — N ed € ovviamente suriettiva. Per
(S) s ha che h; conserva i successivi ed essendo hy strettamente crescente tra strutture

totalmente ordinate € iniettiva e fortemente compatibile con larelazione <.

Proposizione 5.9 - Ogni catena non vuota di R ha minimo.

DIMOSTRAZIONE

SiaT# O unacatena; se 0 O T I’ asserto € ovvio. Altrimenti sia

M=4s{XOR| 0 x<toppure ] x$1}.
toT toT

Sihache0 OM maM # Rperché T # ; per (A4) esistono dllorax 0 Rei < 2 tdli
che
xOM e g(x)OM
dacui esistet; O T tale che

agi(X) < t;

ed esistet, O T tale che
gi(X) s to.
Distinguiamo due casi.
e o<t
Allorax < t,.
c  t<ao(¥
Allora, per laProposizione 2.14, si hachet, < x.
In ogni caso, quindi, X & confrontabile con t, quindi non pud essere x inconfrontabile
con ogni elemento di T; siccome x [0 M deve essere

[] x<t.
tar

Oraper ogni t O T esistei(t) < 2 taleche
Oip(X¥) <t.
Proviamo cheper ognit,t' O T s ha
i(t) =i(t).
Infatti se, pert, ' O T, s hat<t alora
Oip(X) st<st e o) st;

per la Proposizione 2.15, si ha che I’ elemento oj(x) € confrontabile con oj(X) da cui
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i) =i(t).

In particolare, essendo x < t,, s hache

O i) =i
tar
e quindi
(1) ] O'i(X) <t
tar

Non potendo essere o;(X) <t per ogni t 00 T (dato che o;(x) O M), s hache
g(x) 0T

ed &, per la(1), il minimo di tale insieme.

Teorema 5.10 - Ogni catena di R é estendibile ad una catena massimale.

DIMOSTRAZIONE
Sia T una catena; |’ asserto e ovwviose T =[.
Supponiamo orachesiaT # [; posto
to =g MINT
siano

Ci=qe {xOR|x<ty} e Co=g¢{XOR| [ t=sxst};
tvar

owiamente T 0O C..
Distinguiamo due casi.
*  Thamassmo
Posto
t1 =ger MaxT,
sia
Cs=us {00'(tz) [ N2 0}
Definiamo
C=C,0C,0C,
e mostriamo che C & una catena massimale.
Per la Proposizione 2.15, I'insieme C; € una catena; essendo poi
CO{xOR|[x<sty}
s ha che C, € una catena in virtu della stessa proposizione. Siano ora x, y 0 Cs; per
opportuni n, m= 0 s hache
X=00'(t)) e y=00"(tr);
S supponga, per fissare leidee, chesian < m. Allora,
Y=00"(t2) = 00" (00 (1)) = G0 (00"(tz) + 0) =X+ 09" "(0) 2 X

equindi x ey sono confrontabili. Dunque anche C; & una catena.
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Del resto essendo

[J c<t, e [] thsce
cC, cC,

[J] csty e [] t1<cC
cC, cCg

s hache C & una catena.

Sia ora x un elemento confrontabile con ogni elemento di C; mostriamo che x O C.
Essendo ty, t; 0 C, si ha che x & confrontabile con t, e t;. Distinguiamo quattro casi.
. X<t
Alloraxd C; OC.
. X=1
Alloraxd C, O C.
e ty<x<t
AlloraxdC, O C.
. X>1
Alora non pud essere X > 0p'(t;) per ogni n O N dtrimenti s avrebbe, essendo p
strettamente crescente, che p(x) > n per ogni n 00 N. Del resto x & confrontabile con ogni
elemento del tipo o0y'(t;) essendo, per ipotesi, confrontabile con ogni elemento di Cs;
dungue esiste n tale che x < 0y'(t1); Sian il minimo ad avere tale proprieta. Si noti che non
puod essere n = 0 dato che altrimenti si avrebbe x < t;, dunque

0™ (t) < X< 0g'(ty)

e siccome, per la Proposizione 2.14, I'elemento 0'(t;) copre oo™ (t,) s hache x = ay'(t,) e
quindi x 0 C; 0 C.

Dunque C é unacatenamassimaee T O C, [ C.
e Tnonhamassimo

Poniamo

C=4 C: U Cy,

I'inseme C, come osservato nel caso precedente, € una catena. Mostriamo che C &
massimale. Supposto che sia x confrontabile con ogni elemento di C distinguiamo tre casi.
e X<t
Allorax O C; per definizione e dunque x O C.
e X=t
AlloraxOd C, O C.
s X>1

Alloradeveesisteret O T talechex < t.
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Sia, per assurdo,

0 t<x
tar

sey O Rey<xs hachep(y) <p(x) dacui
TO{yOR][p(y) <p(};
ora, per la Proposizione 4.10, s hache
card{y OR|p(y) < p()} = 2°+ ...+ 2?0+ = 2P0 1
lacatena T, essendo finita, ha massimo il che é escluso dalle ipotes fatte.
Quindi esistet talechex <t ed essendoty<xs hachexdC, OC.

Esiste dunque una catena massimale C taleche T O C.

86-L’AZIONEDI 9QLSU R

Teorema 6.1 - Esiste una ed una sola funzionea: N x R - Rtale che

(Az1) a(n,0)=0
e
(Az2) a(n,oi(x)) = a(n,x) + n; MON;xORi<2).

DIMOSTRAZIONE
Si applichi il Teorema di ricorsione intermedia con A = N, B = R, g la funzione
costantein 0 e d;: IN x R - Rdefinitada
¢i(nX) =x+n; MON;xOR;i<2).

Nel seguito, per n 0 N e x 0 R, il termine a(n,x) s indichera con nx; con questa
convenzione le proprieta (Azl) e (Az2) S possono cosi riscrivere:
(Az1) n0=0;
(Az2) noi(X) = nx+n (nON; xORi<2).

Proposizione 6.2 - Per ogni n 0 IN e per ogni X, y O R s ha

n(x +y) =nx+ ny.

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su y.
Sey =0 I'asserto € evidente.

Sel'asserto valeperyed ei <2 s hache
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n(x+ oi(y)) = noi(x+y) =n(X+y) + N, =nx+ ny+n = nx + noi(y).

Lemma 6.3 - Per ogni n, m IN e per ogni i < 2 ha che

nm = (nmj;.

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su m.
Sem= 01'asserto e evidente.
Sel'asserto valeper med €i <2 s ha

n(m+ 1), = ng;™*0) = ng;™(0) + n; = nm + n, = (nm); + n; = 6;"™"(0) = (n(Mm+ 1));.

Proposizione 6.4 - Per ogni n, mJ IN e per ogni X 0 Rs ha

n(mx) = (nm)x.

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su x.
Sex =0 I"asserto & bande.
Sel'asserto vale per xed ei <2 s hache

n(ma;(x)) = n(mx +m) = n(mx) + n(m) = (nm)-x + (nm); = (nmM)-g;(X).

Proposizione 6.5 - Per ogni n 0 IN con n # 0 e per ogni X, y 0 Rsi ha che

nX=ny=Xx=y.

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su y.
Siay =0 e, per assurdo, siax# 0 con
nx=0=ny,
allora esistono opportuni z ei tali che x = g;(2) dacui
O=nx=nz+n,
equindi 6;"(0) = 0l che & escluso essendo n # 0.
Sel'assertovaleperyed ei <2, sia
nx=nai(y);
per quanto osservato, non potendo essere x = 0, deve essere x = g;(2) per opportuni j e z da
Cui
nz+n=ny+n;

e quindi
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0;"(n2) = a"(ny).

Essendo n# 0 s hache

i=j] e nz=ny,
per ipotes induttivasi ha
z=y
e
X =0j(2) = ai(y).

Lemma 6.6 - Per ogni n O IN e per ogni x O Rsi ha che

pP(X) = np(x).

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su x.
Se x = 01'asserto e evidente.

Sel'asserto vale per xed ei <2 s hache

p(NGI(X)) = p(nx -+ 1) = p(nX) + () =Np(X) + N = N(p(¥) + 1) = np(Ti(X)).

Proposizione 6.7 - Per ogni n, mO IN e per ogni X 0 Rcon x# 0s ha che

nNX=mx=n=m.

DIMOSTRAZIONE
Sianx=mx; s hadlora
np(x) = mp(X)
dacui, essendo p(x) # O, risultan =m.

Proposizione 6.8 - Per ogni n 0 IN e per ogni X, y [0 Rsi ha che

X< Y= nNX<ny.

DIMOSTRAZIONE
Siax<yesaz[Rtaechex+z=Yy; s hache, per laProposizione 6.2,

ny=n(x+2 =nx+nz=nx

Proposizione 6.9 - Per ogni n O IN e per ogni x O Rsi ha che
x# 0= bf "(nx) = nbf(x).
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DIMOSTRAZIONE

Per induzione su x.

Se x = 0 |"asserto & vero essendo la premessa sempre falsa.

Sel'asserto valeper xed €i <2 s ha

bf "(na;(x)) = bf "(nx + ny);
sex# 0s hache
p(nx) =np(x) 2n
dacui, per laProposizione 4.8 e laProposizione 4.7,
bf "(ng;(x)) = bf "(nx) + n; = nbf(x) + n; = no;(bf(x)) = nbf(c;(X)).
Se, invece, s hax = Orisulta
bf "(noi(x)) = bf "(n)) = 0 = n0 = nbf(c;(0)) = nbf(ci(x))
dimostrandosi semplicemente, per induzione su n, che
bf "(5,"(0)) = 0.

Proposizione 6.10 - Per ogni n O N e per ogni X, y, u d Rsi ha che

nx+u=ny= [ u=nv
VOR

DIMOSTRAZIONE
Per induzione suy.
Sey=0s ha, per lalegge di annullamento della somma, che u = 0 e quindi I’ asserto &
owvio.
Sel'assertovaleperyed éi <2 sa
nx+ u=nao;(y)
alora
NX+Uu=ny+n.
Dovendo essere
p(nx+u) =np(x) + p(u) = np(y) +n,
s hanno due casi.
P =py)+1
Allorap(u) = 0 dacui u=0el’asserto € owvio.
. n=0
Allorau =0 el’asserto & owvio.
. pX)Zp(y)+1lenz0
Alloranp(x) < n(p(y) + 1) e quindi p(x) < p(y) + 1 ovvero p(x) < p(y) + 1. Dunque

p(u) =n(p(y) + 1 - p(x)) = n=p(n);



per laProposizione 4.9, esistew [0 Rtale che
u=w+n,
dacui
nX+w=ny.
Per ipotes induttivasi ha chew = nv e quindi

u=w+n, =nv+n =nagv).

Proposizione 6.11 - Per ogni n O IN e per ogni x O Rs ha che

n#0ex# 0= f(x) =f(nx).

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su x.
Se x =0 |"asserto e vero essendo la premessa fal sa.
Sel’asserto vale per x ed i < 2 distinguiamo due casi.

° X:O

Allora
naoi(x) = nx+n, = n = 6;"(0) = 6;(0) + 6;"*(0)
dacui
f(noi(x)) = 6i(0) = (ai(0)) = f(ai(x)).
. x#£0

Allora, per la Proposizione 2.20,
f(0i(¥) = f(x + 0i(0)) = ()

f(noi(x)) = f(nx + n}) = f(nx).

Laconclusione si ha per ipotesi induttiva.

Proposizione 6.12 - Per ogni n O N con n # 0 e per ogni X, y O Rs ha che

gi(X) < y=gi(nx) < ny

DIMOSTRAZIONE

Per induzione su y.

Sey=0lapremessaéfasae quindi I'implicazione & sempre vera.

Sel'assertovaleperyed &éj < 2 s abbia
0i(¥) < gi(y);
distinguiamo due casi.

* g(¥)<aiy)
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(i<2).



Alloragi(x) <y dacui, per ipotesi induttiva,
gi(nx) < ny <ny +n; = n(ai(y)).
*  ai(¥) =gi(y)
Allora
i=j e x=y
da cui

oi(nx) = nx + g;(0) < nx + n; = n(0;(X)) = noj(y).

Proposizione 6.13 - Per ogni n O N con n # 0 e per ogni X, y O Rs ha che

g(n)sny=ag(x) <y

DIMOSTRAZIONE
Per induzione su x.
Siax=0e
ai(nx) = g;(0) < ny;
s hache
yz0 e f(ny)=0;0)
dacui, per laProposizione 6.11,
f(y) = 6i(0)
ovvero
0i(x) =0i(0) <.
Valgal asserto per x, Siaj < 2 e s supponga
ai(noj(x)) < ny
alora
nx+ oi(n) < ny;
non potendo esserey = 0 si hachey = 0,(2) per opportuni h e zda cui
nx + 6;(0) + 0(0;"*(0)) < nz+ n,
Essendo
P(0i(0;"(0)) = p(0;"(0)) + 1= n = p(r)
s hache, per laProposizione 4.5 e la Proposizione 4.6,
oi(nxX) < nz
per ipotes induttivasi ha
o(x) <z
da cui
0j(X) <o) = .

Si haquindi

52

(i<2).
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ai(g(x) =y
infatti se fosse 01.i(0j(X)) <y s avrebbe, per la Proposizione 6.12, che 04.(nagj(x)) < ny il

che e escluso.
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