Année 2012-2013
Premier semestre
Département INFORMATIQUE DUT premiere année

CONTROLE DE MATHEMATIQUES — CORRIGE

De 11h15 a 12h45, le mercredi 28 novembre 2012
Aucun document n’est autorisé, 1’'usage d’une calculatrice est interdit.
Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans n’importe quel ordre.

Répondre sur le sujet.

Nom, Prénom :

1. Logique

Exercice 1. Soient p et ¢ deux propositions. Le connecteur binaire & (appelé XOR) est défini par :
p @ q est vrai si p ou ¢ est vrai mais pas simultanément p et q.
(1) Ecrire la table de vérité du XOR.

Correction :
pPlqg|pDyg
F|F F
F |V \%4
VI|F \%
VIV F

(2) Prouverque p® q = (p A —q) V (=p A q).

Correction :
pla|lp|-q|pA-q|pAqg|(PAq)V (—pAq)
FIF|V]|V] F F F
FIVIV[IF| F % %
VIF[F | V] V F v
VIVIF|[F| F F F

Doncp ® qet (p A—q)V (—p A q) ont la méme table de vérité.
(3) Simplifier les propositions suivantes, puis indiquer les tautologies et les contradictions :
(@) pDp;
(b) p @ ¢q, ou g est une contradiction ;
(c) p @ q, ou q est une tautologie ;
(d) p®—p;
Correction : On rappel que pour toutes propositions r et s :

— si s est une tautologie alors v \ s = r et v \V s est une tautologie ;
— si s est une contradiction alors r A s est une contradiction etr N s = r.

(a)

p&p = (pA-p)V(=pAp)
= (A-p)V(PA-D)
= pA-p

——
contradiction

1



(b)
p®g = (PN —q )V(-pAq)
~—~
tautologie

pV (-pAq)
——

contradiction

p
(©

p®q (bAN =g )V(=pAq)
~

contradiction
(pA—q) V(=pAq)
———
contradiction
PN q
~—
tautologie

-p

(d
p®-p = (PA-=p)V(=pA-p)
(pAp)V (=pA-p)

tautologie

(4) Prouver que :
@ pdg=pPVeD(PAQ;
®) ~peg)=r@AQV (=pAg).

Correction :
(a)
(pvaeprg) = [V A-(pAdV[-(pVa)ApAg)
[(pVa)A(=pV=q)]VI[(=pA=g)A(pAg)
= |(pA=p)VPA-QV(@AN-P)V(gA=g )| V(ePAPA—GAQ)
(p A —q) V(g A-p)
= pdgq
(b)
—peq) = (A9 V(-pAg)]

(A A[=(=p A q)]
PV g ApV—q)

P Ap )V (pA=q)V(gAp)V(gA—g)
—— ——
contradiction contradiction
= (pA—q)V(gAp)
(pAq)V (=p A —g).

—~ o~ o~ —



Exercice 2. Soient n, m € N deux entiers naturels. On dit que n est le successeur de m sin = m + 1.
Ecrire les phrases suivantes en utilisant les quantificateurs et les connecteurs logiques :
(a) Le 0 n’est successeur d’aucun nombre ;
(b) Tout entier naturel différent de O est successeur d’un nombre ;
(c) Si les successeurs de deux nombres coincident, alors les deux nombres coincident ;
(d) La somme de tout entier naturel n avec 0 donne n ;
(e) La somme d’un nombre n avec le successeur d’un nombre m est le successeur du nombre n + m ;
() Le produit de tout entier naturel avec 0 donne 0;

(g) Le produit d’un nombre n avec le successeur d’un nombre m est la somme du nombre n - m avec n.

Correction :
(@ "(FneN)(n+1=0);
[

(b) (Yn e N)[~(n=0)= (Im e N)(m+1=n)]. Aussi (¥n € N*)(Im e N)(m +1=n);
© (VneN)(VmeN)[(n+1l=m+1)=(n=m)];
d (VneN)(n+0=n);
(e) (VneN)(Vm eN)[n+ (m+1)=(n+m)+1];
f) ("neN)(n-0=0);
(g) (VneN)(VmeN)[n-(m+1)=(n-m)+n];



2. Raisonnement par récurrence

Exercice 3. Soit >, (2i — 1) la somme des premiers n nombres impairs.

(1) Prouver par récurrence que Vn € N*ona ) - ,(2i — 1) = n?

Correction :
— Base de la récurrence : Sin =1ona Zil:l(?z' —1)=2-1-1=2—1=1= 12 Donc l'assertion est vraie
pourn = 1.

— Etape inductive : Soit notre assertion vraie pour n € N*. C’est-a-dire : S (20 — 1) =n2 Onaalors :

n+1 n
di-1) = Y (@i-1)+2n+1)-1
i=1 1=1

= n*4+2n+1)-1
= n*+2n+2-1
= n?+2n+1
= (n+1)~%
Donc ’assertion est vraie pour n + 1.
Par récurrence, on a que .y, (2i — 1) = n? pour tout n € N*.
(2) Retrouver le méme résultat en utilisant I'identité Y7 i = "5t

Correction : On a que :

n

d@i-1) = [Z(Qi—l)—i—ZZi]—ZQi

=1 =1
2n n
= Y i-) 2
i=1 =1
2n n
= Y i- <2Zz>
=1

i=1

B 2n(27;+1) - <2n(n2+1))

= n2n+1)—nn+1)=2n*>+n—-n?—n=n



Exercice 4. Soit >, i* la somme des premiers n cubes.

2
2 % n .3 _ |n(n+l)
Prouver par récurrence que Vn € N*ona ) ., i° = [72 .

Correction :

12

2 . .
5 } . Donc l’assertion est vraie pour n = 1.

2 . 1 .
— Base de la récurrence : Sin=1ona) ,_i* =13=1= [

2
— Etape inductive : Soit notre assertion vraie pour n € N*. C’est-a-dire : Y ;| i = [%} . On aalors :

n+1 n
Yot = Y P+ (n+1)?
=1 =1 )
_ [”(”;1)] +(n+1)3
_ nf(n+ 1) +4(n+1)°
B 4
 (n41)2-(nP+4n+4)
B 4
_ (n—|—1)2-(n+2)2:{(n+1)(n+2)]2
4 2 '

Donc l'assertion est vraie pour n + 1.

2
, . 1
Par récurrence, on a que Z?Zl 3= [%} pour tout n € N*,



3. Suites récurrentes

Exercice 5. Soit (u,,)nen la suite définie par ug = 2 et u, 1 = 1+ %ufl pour tout n € N.
Montrer par récurrence que Vn € Non a u, = 2.
Correction :

— Base de la récurrence : Sin = 0 on a uy = 2 par définition. Donc I’assertion est vraie pour n = Q.
— Etape inductive : Soit notre assertion vraie pour n € N. C’est-a-dire : u,, = 2. On a alors :

1 2
Upt1 = 1+Zu”
1 1
= 14+-22=1+4+-4=1+1=2.
+ + +

Donc ’assertion est vraie pour n + 1.
Par récurrence, on a que u,, = 2 pour tout n € N.



Exercice 6. Soit (u;,)nen la suite définie par ug = 1 et uy41 =3+ Y .-, u; + 1 pour tout n € N.
(1) Montrer par récurrence que la suite (u,, )nen €st une suite géométrique de raison 4.
(2) Calculer E?ie ;.

Correction :

(1) On doit prouver que pour tout entier n, on a Un41 = 4tn,.
— Base de la récurrence : Sin =0onau; = 3 - Z?:o u; +1 = 3ug + 1 =4 = 4ug. Donc I’assertion est vraie
pourn = Q.
- Etape inductive : Soit notre assertion vraie pour n € N. C’est-a-dire : u,1+1 = 4u,. On a alors :

n+1
Upt2 = BZuz—Fl
1=0

= 3'<Zui+un+1>+1
=0
= <3~Zui+1> + 3tUnt1

i=0
= Up41+ 3un+1 = 4un+1-
Donc l'assertion est vraie pour n + 1.
Par récurrence, on a que w1 = 4u,, pour tout n € N. Pour tout n € N on a donc u,, = ug - 4™ = 4.

(@)
24 24 5
S = Du-Yu
=6 =0 =0
24 5
- Y-y
=0 =0

425 -1 46 -1 425 _ 46 B 46(419 _ 1) _ 212(238 _ 1)

3 3 3 3 3




