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Feuille 2 - Relations binaires de I~ dans F
Applications

1 Relations binaires de £ dans F'

1.1 Définitions et représentations

1. Soit R la relation binaire définie de £ = {1,2,3,4} dans ' = {a, b, c} par son graphe :
GR = {(17(1)7 (17C)a (2vc)a (3,&), (376)}
Déterminer la matrice d’adjacence et la représentation sagittale de R.

2. Soit £ ={1,3,5,7} et F' = {2,4,6} et R la relation binaire définie de £ dans F’ par :
xRy si et seulement si x + y < 8.
(a) Déterminer le graphe et la matrice d’adjacence de R.
(b) Déterminer R({7}), R({1,3}), R"*({2}), R~'({4,6}).

3. Exercice corrigé en amphi
A et B sont deux parties de . C' et D sont deux parties de F.
Démontrer les propriétés suivantes :

(a) R(AUB) = R(A) UR(B).
(b) R(AN B) C R(A)NR(B).
(c) R"Y(CUD)=RYC)UR (D).
(d) R°Y(CND)cCcRYC)NRYD).

4. Soit R = (E = {a,b}, F ={1,2}, Gr ={(a,1),(a,2),(b,1)})
A={a}, B={b},C ={1}et D ={2}.
(a) Calculer R(A), R(B) et R(AN B).
(b) Vérifier que R(AN B) # R(A) N R(B).
(c) Calculer R7}(C), R"YD)et R"Y(C N D).
(d) Vérifier que R (CN D) #RYC)NR(D).

5. Exercice corrigé en amphi

Soit E et F' deux ensembles finis non vides. Calculer le nombre de relations binaires
définies de E dans F.



1.2 Opérations

1. Soit £ = {a,b,c,d,e} et FF = {1,2,3,4}.
Soit R; et R, les relations binaires définies de £ dans [’ par leur graphe
Gr, = {(a> 1)7 (b’ 3)7 (d> 3)7 (d’ 4)’ (67 4)} et Gr, = {(CL, 1)7 (CL, 3)7 (dv 2)7 (d’ 3)’ (67 3)}

Pour chacune des relations suivantes déterminer son graphe et sa matrice d’adjacence.
(a) R, larelation complémentaire de R,
(b) Rfl, la relation réciproque de R
(€) RioRi
d) Ry ' oR,
(e) Ri/a,larestrictionde R; a A = {c,d}
(f) Larestrictionde Ry a B = {1, 2}
(@) RiNRy
(h) R1UR,

2. Soit E ={a,b,c,d, e}, F ={1,2,3,4} et H = {a, 3,7}.
Soit R larelation binaire définie de F dans [’ par son graphe Gz, = {(a, 1), (b,3), (d, 3), (d,4), (e,4)}
et R larelation binaire définie de F' dans H par son grapheGr, = {(1, ), (1,7), (2, ), (4, a)}.

(a) Déterminer R o Rq.
(b) Déterminer R; ' o R;.

(c) Déterminer R, o R .

2 Applications

2.1 Image directe et image réciproque

Soient f une application de E dans F.
Soit A C E. Limage de A par f est’ensemble f(A) ={yec '/ Jx € A, y= f(x)}.
Soit C' C F. L’image réciproque de C par f est ’ensemble f~1(C) ={r € £/ f(z) € C}.

1. Exercice corrigé en amphi
f estune application de F dans F.
A est une partie de £. C' et D sont deux parties de F.

(a) Montrer que f(A) C f(A).
(b) Montrer que f~(C N D)= f~C)n f~(D).

2. f estune application de F dans F.
(a) Montrer que pour toute partie Ade E,ona A C f~'(f(A)).
(b) Montrer que pour toute partie C'de F,ona f(f~(C)) C C.



2.2 Applications injectives, surjectives, bijectives
1. Exercice corrigé en amphi
Soit f une application définie de E dans F'. Donner la définition de
(a) f n’est pas injective sur F
(b) f n’est pas surjective de £ dans F'
(c) f n’estpas bijective de F dans F’

2. Soit f I’application définie de £ = {a,b,c} dans F' = {1,2,3} par f(a) = f(b) = let
flc)=2.
(@) Déterminer £~ ({1}), F~'({2}), f({3}).
(b) Déterminer f(F).
(c) f est-elle injective ?
(d) f est-elle surjective ?

(e) f est-elle bijective ?

3. Soit f I'application définie de R? dans R? par : f(z,y) = (2= +y,z — y).
(a) Soit (a,b) € R?. Déterminer [~ ({(a,b)}).
(b) En déduire que f est bijective.

(c) Déterminer son application réciproque f~*.

4. Exercice supplémentaire
Soit f I’application définie de R? dans R par: f(z,y) = 2* + 3%
(a) Déterminer f~'({0}), f~'({1}), f " ({-2}).
(b) f est-elle injective ?
(c) f est-elle surjective ?
(d) f est-elle bijective ?

5. Exercice corrigé en amphi
E ={a,b}et F ={1,2}.
(a) Calculer |F|.
(b) Construire toutes les applications de F'Z.
(c) Pour chacune d’elles, dire si elle est injective, surjective, bijective.

(d) Dans le cas ou I’application est bijective, déterminer son application réciproque.

6. Combien y a-t-il d’applications de E = {a,b,c} dans F' = {1,2}. Les construire toutes.
Pour chacune d’elles, dire si elle est injective, surjective, bijective.
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. Exercice supplémentaire

E ={a,b}et F ={1,2,3}.
(a) Calculer |FF|.
(b) Construire toutes les applications de F'Z.

(c) Pour chacune d’elles, dire si elle est injective, surjective, bijective.

. Pour chacune des applications suivantes

(a) Préciser si I’application est injective, surjective, bijective.

(b) Déterminer I’application réciproque quand elle existe.

f-N_>N f.Z%Z f‘Z%N
e o sa+1 e o+ n — 2|n|

. Exercice corrigé en amphi

Soit f une application de F dans F', A et B deux parties de F.
Démontrer que f(AN B) = f(A) N f(B) si f estinjective.
Soient f : F +— Fetg : F — G deux applications. On rappelle que 1’application
composée g o f : E +— G est définie par (g o f)(z) = g(f(x)).
(a) On suppose que f et g sont injectives. Démontrer que g o f est injective.
(b) On suppose que f et g sont surjectives. Démontrer que g o f est surjective.

(c) On suppose que f et g sont bijectives. Démontrer que g o f est bijective.

Exercice supplémentaire
Soient f : £ +— Fetg: F + G deux applications.

(a) On suppose g o f injective. En déduire que f est injective.

(b) On suppose g o f surjective. En déduire que g est surjective.

Exercice corrigé en amphi
On note F'¥ I’ensemble des applications de F dans F.
On suppose que E et F' sont deux ensembles finis.

(a) Montrer que |F¥| = |F|IFl.
(b) Calculer le nombre d’applications injectives de £ dans F.

(c) Calculer le nombre d’applications bijectives de £ dans F.



2.3 Fonction caractéristique

Soit £ un ensemble et A C E. On considére ’application 14 : £/ — {0, 1} définie par

La(z) = 1 si xeA
A 0 si g A

14 est appelée fonction caractéristique de A.

1. Exercice corrigé en amphi
Soit F unensemble, A C £, B C E.
Montrer que A = B si et seulementsi 1, = 1.

2. Calculer les valeurs suivantes : 1(—2), 1n(3), 1z(—2), 19(v/2), 1o(3), 1g(0).

3. Exercice suppémentaire
Soit £ ={0,1,2,3,4,5}, A = {0,3}, B ={0,2,4}.
(a) Calculer 14(z) pour tout z € E.
(b) Calculer 1 4(
(c) Calculer 15(
(d) Calculer 14,5

(e) Calculer 1445

x) pour tout x € F.
x) pour tout x € E.
(x) pour tout z € E.
(

x) pour tout x € E.

4. Exercice corrigé en amphi
Soit £ un ensemble, A C Fet B C E.

(a) Montrerque 15 =1 — 14.

(b) Montrer que 1aup = 14+ 1p — lanp et lynp = 14 X 1.

5. Soit E un ensemble, A, B et C trois parties de . Montrer que
(a) Calculer 14_p en fonctionde 14 et 1.
(b) Montrer que 1 4npnc = 1algle.
(c) Montrerque laupuc = 1la+ 1+ 1c —1alp —1ale — 1l + 14lgle.
(d) Montrer que 1405 = (14 — 15)%

6. A, B et C sont trois parties d’un ensemble F.
Vérifierque AN(BUC) = (ANB)U(ANC)et AU(BNC)=(AUB)N(AUC)en
utilisant les fonctions caractéristiques.

7. Exercice suppémentaire
Montrer que AN B = AN C sietseulement si AN B = AN C en utilisant les fonctions
caractéristiques.



8. Exercice corrigé en amphi
Soit f I’application de P(F) dans {0, 1}¥ définie par :

VAe P(E); f(A)=1a
(a) Montrer que f est bijective de P(F) dans {0, 1}F.
(b) On suppose que E est un ensemble fini a n éléments.

i. Calculer |{0, 1}7].
ii. En déduire |P(E)|.



