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Exercices de mathématiques

Feuille 5 -Raisonnements par récurrence -
Suites récurrentes

1 Raisonnements par récurrence

1. Exercice corrigé en amphi
Soit le prédicat P(n) = {n® —n est divisible par 3}.
Démontrer par récurrence que Vn € N, P(n) est vraie.

2. Exercice corrigé en amphi
Soit £ un ensemble fini a n éléments (n € N).
Soit le prédicat P(n) = {|P(E)| = 2"}.
Montrer par récurrence que Vn € N, P(n) est vraie.

3. Exercice corrigé en amphi

(a) Soit le prédicat P(n) = {EZ:1 k= n(nT—kl)

Démontrer par récurrence que Vn € N*, P(n) est vraie.
(b) Soit le prédicat Q(n) = {Zﬁ_l po F 3)2(” )}
i. Démontrer que Vn € N*, Q(n) - Q(n+ 1)

ii. Vérifier que Vn € N*, Q(n) est fausse.

4. On définit la suite géométrique (Up )nen de premier terme uy = 1 et de raison ¢ = 1 + V2
Soit le prédicat P(n {3 an,by) €E NXN; w, =a,+b, \/_}

(a) Calculer u,, pour n € N.
(b) Montrer par récurrence que pour tout n € N, P(n) est vraie.

(c) Donner une relation de récurrence permettant de calculer les suites (a,, )nen et (b, )nen-

5. Soit le prédicat P(n) = {3** — 2" est divisible par T} .
Montrer par récurrence que Vn € N, P(n) est vraie.
6. Soit le prédicat P(n) = {2" > n?} .
(a) Déterminer les valeurs de vérité de P(0), P(1), P(2), P(3), P(4).



(b) Montrer par récurrence que Vn > 4, P(n) est vraie.

(c) En déduire les valeurs de n € N pour lesquelles on a 2" > n?.

7. Soit le prédicat P(n) = {Z;le xpl = (n+ 1) — 1} .
Montrer par récurrence que Vn € N*,  P(n) est vraie.
8. Exercice supplémentaire
Soit le prédicat P(n) = {7" — 1 est divisible par 6} .
(a) P(0) est-elle vraie ?

(b) Montrer par récurrence que Vn € N*,  P(n) est vraie.

9. Exercice supplémentaire

1)(2 1
Soit le prédicat P(n) = {Z” P = n(n+1)(2n + )}

p=1 - 6

Montrer par récurrence que Vn € N*,  P(n) est vraie.

2 Suites récurrentes

1. Exercice corrigé en amphi

1 2
Soit (uy,)nen la suite définie par ug = 2 et u, 1 = 3 (un + —> pour tout n € N.

(a) Soit le prédicat P(n) = {u? > 2}.
Montrer par récurrence que Vn € N, P(n) est vraie.
(b) En déduire que Vn € N, u,, est défini.

(c) Calculer wu,,; — u, pour tout entier n > 0. En déduire que la suite (u,),en est
décroissante.

(d) Montrer que la suite (u,),cn €st convergente et que sa limite est égale a V2.

2. Soit (Uy, )nen la suite définie par vy = 2 et u, 1 = u, + 2" pour tout n € N.

(a) Montrer par récurrence que la suite (u, ),y est une suite géométrique de raison 2.
12 20
(b) Calculer ) ,~ jugpetd ;o U

3. Soit la suite (u,),en définie par ug = 1 et u, 411 = u, + 8n pour tout n € N.
Soit le prédicat P(n) = {u, = (2n — 1)*}.
Montrer par récurrence que Vn € N, P(n) est vraie.

Unp,

4. Soit (uy,)nen la suite définie par ug = 1 et u, 1 = 5 pour tout n € N.

n



(a) Soit le prédicat P(n) = {u, > 0} .
Montrer par récurrence que Vn € N, P(n) est vraie.

(b) En déduire que Vn € N, u,, est définie.

. 7 M —1
(c) Soit le prédicat Q(n) = {Un = ol 1}

Montrer par récurrence que ¥n € N, QQ(n) est vraie.

5. Exercice corrigé en amphi
Soit (uy,)nen la suite définie par ug = 2, uy = 3 et up 10 = —Uyy1 + 6u, pour n € N.
(a) Calculer les racines r; et 75 du polyndme : 72 +r — 6 = 0.
(b) En déduire (a,b) € R? vérifiant u,, = ar} + brl.
6. Soit (u,)nen la suite de Fibonacci définie par ug = 0, u; = 1 et w19 = Upy1 + uy, pour
tout n € N.
(a) i. Calculer les racines r; et ry du polyndme : 72 —r — 1 = 0.
ii. En déduire (a,b) € R? vérifiant u,, = ary + bri.
(b) Soit le prédicat P(n) = {D> ;| ugi—1 = Uy }.
Montrer par récurrence que Vn € N*, P(n) est vraie.
(c) Soit le prédicat Q(n) = {upi1 X up_1 —u2 = (=1)"}.

n —

Montrer par récurrence que Vn € N*, ()(n) est vraie.

7. Soit (uy )nen la suite définie par ug = 0, u; = 1 et u, 1o = 2u,11 — u, pour tout n € N,

(a) Calculer les racines du polynome : 72 — 2r + 1 = 0.
(b) Soit le prédicat P(n) = {u,, = n}.
i. Vérifier que P(0) et P(1) sont vraies.
ii. Montrer que Vn € N, [P(n) A P(n+ 1)] F P(n+2).
iii. En déduire que Vn € N, P(n) est vraie.
(c) Soit le prédicat Q(n) = {u, =n+ 2}.
i. Montrer que Vn € N, [Q(n) AQ(n+ 1)] F Q(n + 2).
ii. Vérifier que Vn € N, ()(n) est fausse.

8. Exercice supplémentaire
Soit (uy,)nen la suite définie par ug = 2, uy = 3 et U0 = 3y — 2u, pour n € N,
(a) Calculer les racines 7 et 7, du polyndme : 72 — 3r + 2 = 0.
(b) En déduire (a,b) € R? vérifiant u,, = ar} + bry.



