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VIl Calcul matriciel
VIl Résolution de systémes d'équations linéaires

Raisonnement par récurrence, suites récurrentes

A. Relations binaires entre deux ensembles

A.1. Premier exemple et définitions

Soit E un ensemble d’étudiants inscrits en DUT informatique.
Quels sont les semestres suivis par ces étudiants en
2012-2013?

E S
Clara — S1
S1|S2|S3|S4
Clara | X | X
Lucas S2 Co %
Marc X | X
Marc S3 Pierre X | X
X

/ Quentin

Pierre — S4

Quentin
Représentation sagittale | Représentation cartésienne
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Définitions
» La relation vide de E dans F, notée 0, est définie par
Gy=10

» Si xRy, y est une image de x par la relation R et x est un
antécédent de y.

» Limage d'une partie A de E par la relation R, notée R(A),
est 'ensemble des images des éléments de A.

» Limage réciproque d’'une partie C de F par la relation R,
notée R~1(C), est 'ensemble des antécédents des
éléments de C.

Propriétés

Si A et B sont deux parties de E
» R(AU B) = R(A) UR(B).
» R(ANB) C R(A)NR(B).
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Définitions

Soient E et F deux ensembles

» Une relation binaire R de E vers (ou dans) F est un triplet
(E, F,Ggr) ol Gg est une partie de E x F.

v

E est 'ensemble de départ et F est 'ensemble d’arrivée de
la relation.

v

Gr est le graphe de la relation.

» Si E = F on dit que R est une relation sur E.

v

Notation : (x,y) € Gr est noté xRy

v

(x,y) ¢ Gr signifie que x n’est pas en relation avec y.
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Exemple

L'ensemble de départ est
E ={Clara, Lucas, Marc, Pierre, Quentin}

L'ensemble d’arrivée est F = {S1, So, Sz, S4}
Le graphe est

Gr = {(Clara, S1), (Clara, S2), (Lucas, S), . . ., (Quentin, S4)}

Limage de A = {Clara, Lucas} est R(A) = {51, Sz, Sz}

Limage réciproque de B = {Sy, Sz} est
R~(B) = { Clara, Lucas, Marc, Pierre}
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A.2. Représentation matricielle
SiE={x1,....,xp} et F={yi,...,¥p} sont deux ensembles
finis, on définit la matrice d’adjacence de la relation R par :

R ceeomj o o i
R— ,.;1 ,«U r;-p € Mpp
ot M
vie{1,...,n}; vje{1,...,p} r,.,.—{:) z:n):;fyj

Premier exemple :

1100
0110

R=[1 1 0 0] eMsa
00 11
0001

A. 4. Relation réciproque
Définition
» La réciproque de la relation binaire R = (E, F, Gg) est la
relation R~1 = (F, E, Gr1)
ou Gr-1 ={(y,x) € Fx E;(x,y) € Gr}
Propriétés
> (R T=R

» Limage réciproque d’une partie C de F par la relation R est
égale a l'image de C par la relation R~!

» La matrice d’adjacence de R~ est égale & la transposée
de la matrice d’adjacence de R

» Si C et D sont deux parties de F
» R7'(CUD)=R""(C)UR~(D).
» R-1(CND)c R (C)nR~1(D).

A.6. Opérations ensemblistes sur les relations

» Le complémentaire de la relation R = (E, F, Gr) est la
relation L
R=(E, F, Gr)

ou Gr est le complémentaire de Gr dans E x F
Comment calculer la matrice d’adjacence de R ?

» Laréunionde Ry = (E, F, Gg,) et R2 = (E, F, Gg,) est
la relation

Ri1URz = (E, F, Gr, UGg,)
Comment calculer la matrice d’adjacence de Ry UR, ?
» Lintersection de R et R, est la relation
RiNRe=(E, F, Gr, N Ggr,)

Comment calculer la matrice d’adjacence de R41 N'Ry ?
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A.3. Egalité et inclusion

R1=(E, F, Gr,) et Ry = (E, F, Gg,) sont deux relations
binaires.

Définitions
> Les relations R4 et R, sont égales si Gr, = Gg,

» R4 estincluse dans R; si Ggr, C Ggr,

Exemples
Déterminer R’ = (E,F,Gr N (A x F)) et
R" = (E,F,Gr N (E x B))
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A.5. Restriction

R = (E, F, Ggr) est une relation binaire
» A C E. Larestriction de R a A est la relation
R/A:(A7 F7 GRm(AX F))

Exemple : vérifier sur 'exemple que R4 # R’

» B C F. Larestriction de R a B est la relation
(E, B, GRN(Ex B)) = (R5)""
Remarque : la restriction de R a B ne peut pas étre notée
R/s

Exemple : vérifier sur 'exemple que la restriction de R a B
est différente de R”
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A.7. Composée de relations

Définition
» La composée des relations R = (E, F, Ggr) et
S = (F, H, Gs) est la relation
SOR = (E7 H7 GSOR)
ou
Gsor ={(x,2) € ExH; Jy € F, (x,y) € Gr 6t (y,2) € Gs}
Comment calculer la matrice d’adjacence de So R ?

Propriétés
» R~'o R estune relation sur E
» R o R estune relation sur F
> (SOR)_1 =R 1081

Exemple
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B. Fonctions, applications
B. 1. Définitions et propriétés

» La relation binaire f = (E, F, Gy) est une fonction si tout Notation
élément x € £ a au plus une image dans £ , notée f(x). Lensemble des applications de E dans F est noté FE.
Notation s
Propriétés
‘. {E — F » La composée de deux fonctions est une fonction.
x =)=y » La composée de deux applications est une application.
Exemple » La relation réciproque d’une application n’est en général
pas une application.
f- {R ~R 1 Exemple
x = f(x)=-
=5 » Si E et F sont deux ensembles finis, alors |FE| = |F|/E!

» La relation binaire f = (E, F, Gf) est une application si tout
élément x € E a exactement une image dans F, notée f(x).

Exemples d'applications B.2. Applications injectives, surjectives, bijectives
» Lapplication identique notée id : Définitions
JE —E » Lapplication f de E dans F est injective si tout élément de F
lx =id(x) =x a au plus un antécédent dans E.

» Définition équivalente : f est injective si deux éléments
quelconques distincts de E ont des images distinctes.
» Lapplication caractéristique d’une partie A d’'un ensemble E Ecriture mathématique :
> f estinjective si

E —{0,1}
1, .o 1 sixcA V(x,x') € Ex E, si f(x)=f(x") alors x=x’
0 sinon. » f est injective si

V(x,X') € ExE, si x+#x" alors f(x) # f(x)
» Les suites : Une suite est une application de N dans R.

- N —R Exemple
“1n = u(n)
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Applications injectives Applications surjectives
Propriétés P
B Définitions

» La composée de deux applications injectives est injective.
» f est surjective si tout élément de F a au moins un

» Soient A et B deux parties de E. Si f est injective, on a antécédent dans E.
f(AN B) = f(A) N f(B) » Définition équivalente : f est surjective si f(E) = F
Propriétés

» Soient E et F deux ensembles finis avec |E| = net |F| = p. » La composée de deux applications surjectives est surjective.

» Si |E| > |F|, alors il nexiste aucune application injective de
E dans F.

» Si|E| < |F| alorsilyap(p—1)...(p— n+ 1) applications
injectives de E dans F.

» Soient E et F deux ensembles finis. Si |E| < |F|, alors il
n’existe aucune application surjective de E dans F
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Applications bijectives Applications bijectives

Définitions
» f est bijective si tout élément de F a exactement un _
antécédent dans E. Propriétés
» Définition équivalente : f est bijective si f est injective et » Si f est bijective,ona f~' o f = idg et fo f~1 = idF.
surjective. » La composée de deux applications bijectives est bijective.
Propriétés » Soient E et F deux ensembles finis avec |E| = net |F| = p.
» Si f est une application bijective de E dans F, alors la

. o . L i|E F|, alors il n’exi licati
relation réciproque de f, notée ' est une application g ?c‘jarlw:éfl‘ | alors il mexiste aucune application bijective de

bijective de F dans E.
» Si|E| =|F], alors il y a n ! applications bijectives de E dans

i F —E F. Celles-ci sont appelées des permutations.
ly ~x

ou x est 'unique antécédent de y par f, c’est a dire 'unique

x € E vérifiant y = f(x)
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C. Relations binaires sur un ensemble C. 2. Propriétés remarquables
C.1. Exemples
‘R est une relation binaire sur un ensemble E.

» Légalité Définitions
R=(E,E,Gr ={(x,x); x€ E}) > R est reflexive si pour tout élément x de £ on a xRx.
XRy < x=y Vx € E; xRx
Ecrire sa matrice d’adjacence quand E est un ensemble fini Matrice d’adjacence quand £ est un ensemble fini & n
a n éléments. éléments ?

» R est symétrique si chaque fois que xRy, on a aussi yRx.

2.
» Les arbres généalogiques V(x,y) € E5 (XRy = yRx)

Matrice d’adjacence quand E est un ensemble finia n

» Le réseau Internet i
éléments ?
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D. Relations d’équivalence

Définitions
» R est antisymétrique si chaque fois que xRy et yRx, on a Définition
X=y. » Une relation d’équivalence est une relation réflexive,

Y(x,y) € E2; [(ny et yRx) = x =y} symétrique et transitive.

Matrice d’adjacence quand E est un ensemble fini a n

éléments ? Exemples
L . éoalitd
» R est transitive si si chaque fois que xRy et yRz, on a > Legalite
aussi XRZ. » La congruence modulo nsur Z :
V(x,y,z) € E% [(xRy et yRz) = xRZ] XRy si x — y est un multiple de n.

» Larelation " étre né(e) la méme année que" dans

Attention : antisymétrique ne signifie pas non symétrique Fensemble des humains
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Classes d’équivalences, ensemble quotient

Propriétés
» L’ensemble des classes d’équivalences, appelé ensemble
Définition quotient de E par la relation R et noté :
» La classe d’équivalence d’un élément x de E est E/R = {%x € E}

X={yeE xRy}={y<E yRx} est une partition de £

Propriétés » Toute partition d’'un ensemble E définit une relation
» Pourtout x € E, X # 0. d’équivalence dont les classes sont les composantes de la
partition.
» X = y si et seulement si xRy.
o ) o, ) Exemple

» XNy =0 siet seulement si x n’est pas en relation avec y.
E. Relations d’ordre, ensembles ordonnés E.2. Eléments remarquables
E.1. Définitions

» Une relation d’ordre sur un ensemble E est une relation J.

Définitions

réflexive, antisymétrique et transitive.

. . R est une relation d’ordre sur un ensemble E.
On dit alors que E est un ensemble ordonné.

» Si xRy, on dit que
» x est un minorant de y
» y est un majorant de x

» Une relation d’ordre sur E est totale si pour tout couple
(x,y)de E x E, on a xRy ou yRx. On dit alors que E est

un ensemble totalement ordonné. » x est élément minimal s'il ne posséde pas d’autre minorant
» Quand la relation d’ordre n’est pas totale, on dit qu’elle est que lui . ) ) . ,
partielle. On dit alors que E est un ensemble partiellement > x est un élément maximal s'il ne posséde pas d'autre
ordonné majorant que lui
» Soit A une partie de E.
Exemples ot - "
> A est minorée s'il existe m € E qui minore tous les éléments
» <surR:;>surRR de A. On dit alors que x est un minorant de A.
n N > Aest majorée s'il existe M € E qui majore tous les éléments
» La relation divise dans N* de A. On dit alors que x est un majorant de A.
» C dans P(E)
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Définitions
ijeeEst une relation d’ordre sur un ensemble E et A est une partie Propriétés
' ‘R est une relation d’ordre sur un ensemble E et A est une partie
» x est un plus petit élément de A s'il appartient a A et si c’est de E.

un minorant de A.

» x est un plus grand élément de A s’il appartient a A et si
c’est un majorant de A.

» S'il existe, le plus grand élément de I'ensemble des
minorants de A dans E est appelé la borne inférieure de A.

» S'il existe, le plus petit élément de 'ensemble des majorants
de Adans E est appelé la borne supérieure de A.

» Lorsque le plus petit élément de A existe, il est unique.
» Lorsque le plus grand élément de A existe, il est unique.
» Si A admet un PGE alors ce PGE est égal a sup A.

» Si A admet un PPE alors ce PPE est égal a inf A.
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E. 3. Diagramme de Hasse d’'une relation d’ordre

Exemples
Probleme x\y|a|bjc|d
Comment bien visualiser une relation d’ordre ? a X | X | X|X ?
b X X b c
Définitions c X N S
» y est un successeur immédiat de x si xRy, x # y etil d _ X i a
n’existe pas d’élément z tel que xRz et ZRy. Relation Diagramme de Hasse

» Diagramme de Hasse : on ne trace que les fleches qui
relient chaque sommet & ses successeurs immédiats
Soit la relation d’ordre < sur E = {0,1,...,9}.

o Diagramme de Hasse :
Théoreme

X minore y si on peut passer de x a y en suivant les fléeches du 0122333435 3637—-8-—9
diagramme.

ania7 a1/1127

Exemple
d

b c
a
a est minimal, ¢ est maximal, d est maximal

a est le plus petit élément de E = {a, b, c,d}

Il n’y a pas de plus grand élément de E.
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