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Dé�nition 1. Un ensemble E ⊂ N est dit diophantien si ∃P ∈ Z[X0 . . . Xn], a ∈
E ⇔ P (a, x1 . . . xn) = 0 admet une solution en x1 . . . xn ∈ N.

Théorème 1 (Matiiassevitch). Les ensembles diophantiens sont exactement les
ensembles récursivement énumérables (à encodage standard près)

On prouve que ce résultat implique l'indécidabilité du 10e problème de Hil-
bert :

Dé�nition 2 (10e problème de Hilbert).

Entrée P ∈ Z[X1 . . . Xn] ;

Sortie OUI si P admet une racine dans Zn, NON sinon.

est récursivement énumérable, non décidable.

Ce problème est clairement récursivement énumérable. Zn étant dénom-
brable, on peut trouver une énumération ϕ : N → Zn et tester successivement
si P (ϕ(n) = 0, n = 1, 2 . . . . Si P admet une racine, cet algorithme termine et
renvoie le bon résultat.

On fournit une preuve négative en montrant que ces deux problèmes sont
équivalents.

Preuve. (⇐) Soit P ∈ Z[X0, X1 . . . Xn]. Puisque tout entier est décompo-
sable en quatre carrés (Lagrange), toute solution positive de l'équation P (a, x1 . . . xn) =
0 donne au moins une solution relative du système

P (a, x1 . . . xn) = 0
x1 = y21,1 + y21,2 + y21,3 + y21,4

...
xn = y2n,1 + y2n,2 + y2n,3 + y2n,4

Par conséquent, si on peut trouver une solution relative de ce système, on obtient
une solution positive à l'équation précédente. Il reste à montrer que ce système
peut se réduire à une seule équation. Il su�t de voir que l'équation

P (a, x1 . . . xn)
2+(y21,1+y21,2+y21,3+y21,4−x1)

2+· · ·+(y2n,1+y2n,2+y2n,3+y2n,4−xn)
2

a exactement le même ensemble de solutions.
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(⇒) Soit P ∈ Z[X1 . . . Xn].

Conclusion. On réduit le 10e problème de Hilbert au problème de décider
de l'appartenance à un ensemble récursivement énumérable. Soit E un ensemble
récursivement énumérable, i.e. diophantien, et P quelque chose. Ce dernier pro-
blème se réduit au 10e problème par le lemme 1.
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