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Définition 1. La fonction d’Ackermann A : N> = N est définie par :

y+1 six=0
A(z,y) =4 A(x—1,1) sizx#0,y=0
A(:L'fl,A(:L'7yf1)) SZI%O’y7éO

Par exemple, A(1,y) =y+1 et A(2,y) =2y +3

Lemme 1. Pour z,y € N, la fonction d’Ackermann vérifie les propriétés sui-
vantes :

—r+ty < Ar,y) <Alz,y+1)

- Vk e N A(z,y +k) < A(z + k,y)

Preuve. Pour le premier résultat, on fait une récurrence sur . Le cas de base
est évident. On suppose le résultat vrai pour un certain x € N, et on prouve par
récurrence sur y que le résultat est vrai pour x + 1.

Cas de base : A(x,0) = A(z — 1,1) > x et
A(x+1,0) = A(z,1) < A(z, A(x + 1,0)) = A(z + 1,1)
par HDR.

Hérédité : supposons le résultat vrai pour un certain y € N. Alors
Alx+1L,y+1) = Az, A(z + 1,y)) < A(z, Az + 1,y + 1)) = A(x + 1,y + 2).

Comme A(z,0) > x par récurrence et que la fonction est strictement croissante
a droite, I'autre résultat s’ensuit.

Pour le deuxiéme résultat, on fait une récurrence sur k. Le cas de base étant évident,
supposons que le résultat soit vrai pour un certain k € N. Si y = 0, A(x + k + 1,0) =
A(x + k,1) > A(z,k +1). Sinon, y + k < A(z + 1,y + k — 1) implique

A(z,y+k+1) <Az, Alz+1,y+k—1) =Alx+ 1L, y+ k) <Alz+k+1,y)

par hypothése de récurrence.

Corollaire 1. Pour tout y € N, la fonction x — A(x,y) est strictement crois-
sante.

Lemme 2. Soit 1,22 € N.
- EIx,Vy7A(x1,A(x2,y)) < A(l'vy) 5
- 3$7Vy7A($17y) + A(‘T2>y) < A(l’7y)



Preuve. Soit zg = sup(x1,22). Siy =0, 0n a
A({Eo, A({E(), 0)) < A(CEQ,A(CEQ +1, 0)) = A(.’EO +1, 1) = A(:Eo + 2, 0)
Sinon,
Yy, A(z1, A(z2,y)) < A(zo, A(zo,y)) < Alzo, A(zo + 1,y — 1)) < A(zo + 1,9)
Donc @ = o + 2 convient. Par ailleurs,
A(z1,y) + A(z2,y) < 2A(z0,y) < A(2, A(z0,9)) < A(z,Y)
ol x = sup(2,zo) + 2.
Définition 2. Soit f : NP — N. On dit qu’elle est M-lente si
V(ni...np) €NP f(ng...ny) < AM,n1 + -+ +nyp)

Lemme 3. Toute fonction primitive récursive NP +— N est M-lente pour un
certain M € N.

Preuve par induction. Les fonctions de base sont 1-lentes. Pour la composi-
tion, soit f(z1...2x) = g(hi(x1...2k) ... hn(z1...21)), avec g Mg-lente et les
h; M;-lentes. Alors

fler...ap) < AMg,ha(z1...ap) + -+ ho(z1 ... 21))
<AMg, A(My, (1 4+ +a) + -+ A(My, 21 + - - + x1)).

et on conclut par le lemme précédent.

Pour la récursion primitive, soit f(y,x1...xzx) = rec(g, h) avec g My-lente
et h Mj-lente. Posons M = sup(My, M},) + 3 et prouvons par récurrence que
f est M-lente. Le cas de base est évident, supposons le résultat vrai pour un
certain y :

fly+lzy...xp)=hly+1,z1... 2%, f(y,21...2%))
< AMp,z1+ -+ o+ AM,y, 21 ... xp)) < A(Mp, 2AM,y + 21 ... x1))
<AM -1, AM,y+x1...25) <AM,y+1+2x1...21)
Corollaire 2. La fonction d’Ackermann n’est pas primitive récursive

Preuwve. © — A(x,z) ne peut pas étre M-lente, car A(M + 1,M + 1) >
A(M, M +1).



