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Théoréme 1 (de Banach-Steinhaus). Soit (f)rer une famille d’applications
linéaires E — F, ou E est un espace de Banach. Si la famille (|||f|||) rer n’est
pas bornée, alors il existe v € E tel que sup ;¢ || f(x)|| = +oo.

Preuve. On pose Qi = {z € E : sups¢; || f(2)|| > k}. I s’agit d'un ouvert :
si x € Q, il existe f € I telle que ||f(z)|| > k. f étant continue, il existe r > 0
tel que zg € B(z,7) = ||f(2)|] > k.

Si chaque € est dense dans E, E étant complet, le théoréme de Baire
implique que Ugen{2; est dense dans E. En particulier, il est non vide et = €
Ukeni vérifie sup e |[f(2)|| = +oc. Supposons qu’au contraire un des €2 ne
soit pas dense. En d’autres termes,

Az, Ir > 0, B(xo,7) U Q) = 0.

Vo € B(0,r),Vf € L ||f(@)| = [|f (z + z0) — f(xo)|| < 2K

et par continuité, cette inégalité reste vraie sur la boule fermée. En se ramenant
a la boule unité, on voit facilement que ||| f||| < %, ce qui implique le résultat.
Corollaire 1. Une limite simple d’applications linéaires continues est linéaire
(évident) continue.

Corollaire 2. I existe une fonction continue sur R dont la série de Fourier
diverge en 0.

Preuve. L’application 1, : f Hcgii(f) . 1, est clairement une forme

linéaire. En groupant les termes deux & deux, on a

tei(2n+1)t -1 ei(2n+1)t/2 _ e—i(2n+1)t/2 B sm((2n + 1)t/2)

Zezkt — et 4 _ : - _
— e’ —1 eit/2 — e=it/2 sin(t/2)
Done ly(f) = 3= [, SRR f(t)dt et, 51| f]|oo = 1, 0nala(f)] < 5 7, [222ED2  ar.

Cette borne n’est pas atteinte, mais les fonctions f. : t — D(t()t}rs ou Dn( ) =

sin((2n 5 s D,
Wlapprochent:ona”]@“wSletln(f):% - ﬁdtsjol
Par conséquent, on a |||l || = 5= [ 751“(512&?/12);/2) dt> L [F 7Si“((2?/+21)t/2) ’ dt

2n+1)7/2 | g
2 [y

par parité, et car |sinu| < |ul, soit |||l.||| > sl gy, (ne pas se



planter dans le changement de variable). Or cette derniére intégrale est diver-

o 7§Z+1)ﬂ |sinuldu = 2. On en déduit que

gente, car fizﬂ)ﬂ |sinu/uldu > 2

limy, o0 |[|In]]] = +o00.

Car est complet comme fermé de B(R,C) (fonctions bornées) qui est com-
plet. Le théoréme de Banach-Steinhaus entraine I’existence d’une fonction conti-
nue f telle que sup |l,,(f)| = 400, autrement dit dont la série de Fourier diverge
en 0. En particulier, une telle fonction est distincte de sa série de Fourier.



