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Théorème 1. Soit E un ev de dimension �nie sur R. Alors l'ensemble des
boules unités (pour les normes sur E) sont exactement l'ensemble des voisinages
de 0 compacts, convexes, symétriques par rapport à 0.

NB : voisinage = contient 0 dans l'intérieur.

Sens direct. Soit ||.|| une norme sur E et B la boule unité associée. Alors elle
est symétrique car ||x|| = || − x||, convexe grâce à l'inégalité triangulaire

||λx+ µy|| ≤ λ+ µ = 1

et voisinage de 0 car ||.|| est continue et 0 est dans la pré-image de ] −∞, 0[,
ouverte. En�n, B est fermée pour la même raison. En�n, elle est bornée (pour
toute norme) puisque toutes les normes sont équivalentes en dimension �nie, et
elle est donc compacte (dimension �nie).

Sens réciproque. Soit K un ensemble satisfaisant aux conditions de l'énoncé.
On introduit sa jauge :

jK(x) = inf I(x), où I(x) = {λ > 0, x ∈ λK}.

On va montrer que jk est bien dé�nie et est une norme sur E, et que K est sa
boule unité.

Bonne dé�nition : comme K est un voisinage de 0, il contient une boule
B(0, r). Donc I(x) contient les réels ≥ ||x||/r, et jk(x) est bien dé�nie. I(x) est
l'image réciproque de K fermé par l'application continue λ 7→ 1

λx (de ]0,+∞[
dans E), donc il est fermé (dans ]0,+∞[ !). En�n, comme K est convexe et
contient 0, I(x) est une demi-droite : si λ ∈ I(x) et µ ≥ λ, alors 1

λx et 0
appartiennent à K et de même pour 1

µx comme barycentre des deux précédents.
On a donc deux cas possibles :

� I(x) = [jK(x),+∞[ ;
� I(x) =]0,+∞[ avec jk(x) = 0.

Dans chaque cas, x ∈ K ⇔ 1 ∈ I(x) ⇔ jK(x) ≤ 1 : il ne reste donc plus qu'à
prouver que jK est une norme.

Pour α > 0, x ∈ λK ⇔ αx ∈ αλK, donc I(αx) = αI(x) et jK(αx) =
αjK(x). Si α < 0, on a jK(αx) = |α|jK(x) par symétrie de K. En�n, jK(0) = 0
car I(0) =]0,+∞[ : supposons que jK(x) = 0 et prouvons le sens réciproque.
Comme K est compact, la fonction x→ ||x|| (norme quelconque), continue sur
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K, y est bornée, donc K est contenu dans la boule B(0, R) de cette norme.
Comme jK(x) = 0, on a I(x) =]0,+∞[, i.e.

� ∀λ > 0, x ∈ λK ;
� ∀λ > 0, 1

λ ||x|| ≤ R
� ||x|| = 0

En�n, x = 0. Il ne reste que l'inégalité triangulaire, que l'on démontre à partir
du fait que K = {x : jK(x) ≤ 1}. Pour x, y 6= 0, on pose z = x+ y et on a

z

||x||+ ||y||
=

(
||x||

||x||+ ||y||

)
x

||x||
+

(
||y||

||x||+ ||y||

)
y

||y||
.

Autrement dit, z
||x||+||y|| est un barycentre de deux points de la boule unité, et

par convexité ||z|| ≤ ||x+ y||, ce qui est exactement l'inégalité triangulaire.
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