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FGN analyse 2 (détails)

L’intégrale n’offre pas de primitive exprimable avec des fonctions usuelles.

L’idée est de considérer I'intégrale a paramétre F(a) = foﬂ/2 Wcﬂm, de

la dériver et de remarquer qu’on se rameéne ainsi & une intégrale calculable.
La fonction f : (a,z) W est continue sur | — 1, +oo[x[0, 5[ et
elle est prolongeable par continuité en Z; en effet, au voisinage de ce point,
lle est prolongeabl tinuité en I ffet isinage d int
on a log(l + acosz) = acosz + o(cosz) et f(z) = a+ o(1). Ainsi prolongeée,
f admet une dérivée partielle %(a,x) = GocsogTTacosy dui est continue sur
] = 1,4+00[x[0, Z[. On peut donc appliquer le théoréme de dérivation sous l'in-

tégrale :

/2 1
Va > —1, F est dérivable et F'(a) = / _
o (I+acosx)

Il s’agit d’une fraction rationnelle en cos et en sin : on effectue le changement

de variables t = tan(z/2). On a dx = 211’;2 (dérivation d’arctan) et

2 (COS$/2)2 — (Sinx/2)2 B 1—¢2
~ (cosz/2)2 + (sinw/2)2 142

cosz = (cosx/2)* — (sinz/2)
Donc F'(a) = fol WQO—W))dt' On va maintenant considérer a €] —1, 1] pour
conclure par continuité.

2 _ 2 _
(1+t24cos0(1—t2)) ~ t2(1—cosO)+(1+cosh) —

Posons a = cos 8 pour 0 €]0,7/2[. On a
et

2
t2 sin(60/2)%2+cos(6/2)2

| ! dt B 1 ey
Fl(a) = cos?(6/2) /0 1+t2tan?(#/2)  cos2(0/2)tan(6/2) /0 1+ u?

2 tan 6 20
= o8 [arctan u]*" Y = "
Finalement, Va €] — 1,1[, F'(a) = %
On en déduit donc
a 2 a 9 9
Fla) = FO)+ [ F(e)da = {@m’sx)} _ o (axccosa)®
0 2 0 2 8

F étant continue en a = 1, on en déduit F (1) = lim F(a) = %2, ce qui est
a—1-
le résultat rehcerché.



