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Dé�nition 1. L'ellipsoïde dé�ni par q ∈ Q++(R) est la boule unité associée à

son produit scalaire, c'est-à-dire {x ∈ Rn | q(x) ≤ 1}. On le note Eq.

Théorème 1. Soit K un compact d'intérieur vide de Rn. Il existe un unique

ellipsoïde de volume minimal contenant K.

On munit R de sa structure euclidienne usuelle et on calcule le volume de
Eq. Soit (e1 . . . en) une base orthonormale pour q, de telle sorte que q(x) =∑n

i=1 aix
2
i (décomposition en carrés). On a alors :

vol(ES) =
∫

. . .

∫
a1x2

1+···+anx2
n≤1

dx1 . . . dxn

=

∫
. . .

∫
t21+···+t2n≤1

dt1 . . . dtn√
a1 . . . an

avec le changement de variables xi =
ti
ai

=
V0√
detS

où V0 est le volume de la boule unité dans Rn et S = Mat q.

Existence : on cherche à minimiser cette fonction dans l'espace A = {q ∈
Q++ | ∀x ∈ K, q(x) ≤ 1}, dont on va montrer qu'il s'agit d'un compact. Comme
det est une fonction continue, cela su�ra à prouver l'existence d'un ellipsoïde
de volume minimum.

A est fermé : si qn → q, on a pour tout x ∈ K |qn(x)−q(x)| ≤ ||qn−q|| · ||x||,
donc qn(x)→ q(x). On en déduit que :

∀x ∈ Rn, q(x) = lim qn(x) ≥ 0 et ∀x ∈ K, q(x) = lim qn(x) ≤ 1

donc q ∈ A.

A est borné : comme K est d'intérieur non vide, il contient une boule B(a, r).
Alors, si ||x|| ≤ r, on a

√
q(x) ≤

√
q(x+ a) +

√
q(−a) ≤ 2, soit q(x) ≤ 4. Pour

||x|| ≤ 1, on a q(x) = 1
r2 q(rx), soit ||q|| ≤

4
r2 .

Ceci su�t à montrer que A est compact, puisqu'on est en dimension �nie.
De plus A est non vide : comme K est borné, il est contenu dans une boule

B(0,M). Alors q : x 7→ ||x||2
M2 ∈ A.

Unicité : pour garantir l'unicité, on va montrer que l'espace S++(Rn) est
convexe et que la fonction f : S → 1√

detS
est strictement convexe. Soit S,R ∈

1



S++. Il est possible de les diagonaliser simultanément, soit ∃P ∈ GLn(Rn), S =
tPDiag(si)P et R = tPDiag(ri)P , et on a alors tR+ (1− t)S = tPDiag(tri +
(1− t)si)P ∈ S++.

f(tR+ (1− t)S) =
1

|detP |

(∏
i

tri + (1− t)si

)−1/2

=
1

|detP |

(∏
i

e−
1
2 ln(tri+(1−t)si)

)

≤ 1

|detP |

(∏
i

e−
1
2 (tln(ri)+(1−t)ln(si))

)
par concavité du logarithme

=
1

|detP |

(
e−

1
2

∑
i(tln(ri)+(1−t)ln(si))

)
=

1

|detP |

(
e−

1
2 (tln(

∏
i ri)+(1−t)ln(

∏
i si))

)
<

1

|detP |

(
t
∏
i

e−
1
2 ln(ri) + (1− t)

∏
i

e−
1
2 ln(si)

)
par stricte convexité de l'exponentielle

= tf(R) + (1− t)f(S)

donc f est strictement convexe. On en déduit que le minimum est unique, ce
qui permet de conclure au résutat annoncé.
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