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Définition 1. L’ellipsoide défini par ¢ € QTT(R) est la boule unité associée a
son produit scalaire, c’est-a-dire {x € R™ | gq(z) < 1}. On le note &,.

Théoréme 1. Soit K un compact d’intérieur vide de R™. Il existe un unique
ellipsoide de volume minimal contenant K.

On munit R de sa structure euclidienne usuelle et on calcule le volume de
&, Soit ( .€,) une base orthonormale pour ¢, de telle sorte que g(z) =
Z:L 14T (decomposmon en carrés). On a alors :

vol(Eg) = / / dxq...dz,
a112+ tanxz2 <1

dtl ‘e dtn ti
=/ ... ——— avec le changement de variables x; = —
/ ~/tQ+ 412 <1 \V/ag...ay 8 ! a;

Vo
= ou Vj est le volume de la boule unité dans R™ et S = Mat q.
Vdet S
Existence : on cherche & minimiser cette fonction dans I'espace A = {q €
Q1" | Vx € K,q(z) < 1}, dont on va montrer qu’il s’agit d’un compact. Comme
det est une fonction continue, cela suffira & prouver 'existence d’un ellipsoide
de volume minimum.

A est fermé : si ¢, — ¢, on a pour tout x € K [g,(x) —q(2)| < ||gn —ql|-[|2|],
donc ¢, (z) — ¢(x). On en déduit que :

Ve e R", q(z) =limgy(z) >0 et Vre K, qx)=Ilimg,(r) <1
donc ¢ € A.

A est borné : comme K est d’intérieur non vide, il contient une boule B(a, r).
Alors, si ||z]| <7, on a y/q(z) < /q( x—l—a + \/q ) <2, soit g(z) < 4. Pour
lzll <1, on a g(x) = %zq(m) soit, |lq|| < 7

Ceci suffit & montrer que A est compact, puisqu’on est en dimension finie.
De plus A est non vide : comme K est borné, il est contenu dans une boule

B(0,M). Alors g : x — ”ﬁf e A

Unicité : pour garantir I'unicité, on va montrer que I’espace ST (R™) est
convexe et que la fonction f : S — \/dleﬁ est strictement convexe. Soit S, R €




ST+, 1l est possible de les diagonaliser simultanément, soit 3P € GL,(R™), S =
tPDiag(s;)P et R ="tPDiag(r;)P, et on a alors tR + (1 —t)S = *PDiag(tr; +
(1—t)s;)PeStt.
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donc f est strictement convexe. On en déduit que le minimum est unique, ce
qui permet de conclure au résutat annonceé.



