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Lemme 1. Soit K un corps, E un K-ev, f1...f, des applications E — K. Il
s’agit d’une famille libre si, et seulement si, il existe (x1...x,) € E™ tel que
(fi(zj)) soit inversible.

Le sens indirect est clair : si la famille est liée, une telle matrice sera tou-
jours de rang < n. Inversement, soit (fj ... f,) une famille libre et F' ’espace
de dimension n engendré. On définit e, € F*,a € K par e,(f) = f(a) : on
va montrer que A = (e,)qck €St une partie génératrice de F*. Si f € A°,
alors Va € K, f(a) = 0, soit f = 0. Donc A° = {0} et Vect A = ((Vect
A)°)t = {0}+ = F, puisque nos calculs se placent en dimension finie.

Par conséquent, on peut trouver (z7...x,) € E™ telle que la sous-famille
(ég, ---€4,) soit une base de F. On va montrer que cette famille convient.
Soit A1... A, tels que Vj, Y7 | Xifi(z;) = 0. Autrement dit, on a (3 \;fi) €
(éxy ---€x,)° = (F*)° = {0}. Comme la famille (f;) est libre, on en déduit
A==, =0.

Théoréme 1. Soit f : R — R, dérivable. Alors la famille (f, = x — f(x +
a))acr engendre un espace de dimension finie si, et seulement si, f est solution
d’une équation différentielle 4 coefficients constants.

Soit une telle application f engendrant un espace F' de dimension n. Soit
aj ...a, tels que f,, ... fq, forment une base de F, et (z1...x,) tels que la
matrice (f,,(z;)) est inversible. Soit g € F : alors les g, appartiennent aussi &
F et on a des \;(a) tels que Va, g, = >, Ai(a) fo,. En évaluant en chaque x;, on
obtient matriciellement :
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La matrice M étant indépendante de a, on en déduit que les fonctions \; sont
dérivables. En particulier, on a ¢'(z + a) = ), Ni(a)fa, (), soit, en a = 0,
g'(x) = >, Xi(0) fa,(x) € F (la dérivée en x et en a est la méme). En itérant
ce raisonnement sur ¢’ € F, on voit que g € C*™ et que Vk, g®) € F, et ceci est



également vrai pour f.

F étant de dimension finie, on peut trouver p tel que fP) € Vect(f... fP=1),
autrement dit, f est solution d’une équation différentielle linéaire & coefficients
constants.

Réciproquement, si f satisfait une telle équation, alors les f, également et
Pensemble des solutions est de dimension finie (p), d’ou le résultat.



