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Soit u : R→ C une fonction continue et intégrable sur R. La manière la plus
simple de lui associer une fonction périodique est d'écrire la série formelle∑

k∈Z
u(x− k)

appelée périodisation de u. On veut montrer que, sous certaines hypothèses,
cette série converge vers une fonction dont les coe�cients de Fourier sont exac-
tement les û(k), k ∈ Z.

Théorème 1. On suppose que u(x) = O(1/|x|2) (où on peut remplacer 2 par
α > 1), et que de même û(x) = O(1/|x|2) (la sommabilité en les entiers su�t).
Alors on a ∑

k∈Z
u(x− k) =

∑
k∈Z

û(k)e2ikπ,

les sommes impliquées convergeant absolument et uniformément.

Preuve. On considère M > 0 tel que |u(x)| ≤M |x|2 pour |x| ≥ 1. On a alors

∀x ∈ [−K,K], |n| > K + 1⇒ |u(x− k)| ≤ M

(|n| −K)2

d'où une convergence normale sur tout compact. Si on note Pu la périodisation
de u, on a donc en particulier que Pu est continue et 1-périodique (changement
d'indice). Le calcul de ses coe�cients de Fourier donne :

cn(f) =

∫ 1

0

∑
k∈Z

u(x− k)e−2iπnxdx =
∑
k∈Z

∫ 1

0

u(x− k)e−2inxdx

par convergence normale sur [0, 1], puisque |e−mx| ≤ 1,

cn(f) =
∑
k∈Z

∫ n+1

n

u(x)e−2inxdx =

∫
R
u(x)e−2inxdx = û(n).

Par hypothèse, on a donc
∑
n∈Z cn(Pu) qui est absolument convergente. Or une

fonction continue est limite de sa série de Fourier si celle-ci converge, ce qui
donne

∑
k∈Z u(x−k) =

∑
k∈Z û(k)e

2ikπx, le résultat recherché. (on peut suppo-
ser C1 pour éviter les emmerdes)

On note en particulier pour x = 0 le résultat
∑
k∈Z u(k) =

∑
k∈Z û(k),

souvent connu sous le nom de formule sommatoire de Poisson.
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Corollaire 1. Soit a > 0. On a
∑
k∈Z

1
k2+a2 = π

a coth(πa).

Preuve. On considère f : t 7→ e−2πa|t|. En e�et, f̂(x) =
∫
R e
−2πa|t|e−2iπtxdt,

soit

f̂(x) =
1

2π(a− ix)
[
e2πate−2iπtx

]0
−∞ +

1

−2π(a+ ix)

[
e−2πate−2iπtx

]∞
0
.

=
1

π

a

a2 + x2
.

Donc
∑
k∈Z

1
k2+a2 = π

a

∑
k∈Z e

−2πa|n| (formule sommatoire de Poisson). Un cal-
cul direct donne alors :∑

k∈Z
e−2πa|n| = 2

∞∑
0

e−2πan − 1 =
1 + e−2πa

1− e−2πa
=

coshπa

sinhπa
= cothπa
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