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Théorème 1. Si f ∈ S(R), alors

f(x) =

∫
R
f̂(t)e2πixtdt.

Preuve. Soit Gδ(x) = e−πδx
2

pour δ > 0. On a Ĝδ(t) =
∫
R e
−2iπxt−πδx2

dx.
On remarque que G′δ(x) = −2πδxG′δ(x) ; puisque Gδ ∈ S(R), on en déduit

2iπtĜδ(t) = ̂−2πδxGδ(t). Or Ĝ′δ(t) =
̂−2iπxGδ(t) (dérivation sous l'intégrale),

d'où Ĝ′δ(t) =
i
δ2iπtĜδ(t) =

−2πt
δ Ĝδ(t).

Donc Ĝδ(t) est de la forme αe−πt
2/δ où α = Gδ(0) qui est l'intégrale d'une

gaussienne. On calcule cette intégrale, notée I, par la méthode connue :

I2 =

∫
R
e−πδx

2

dx

∫
R
e−πδy

2

dy =

∫
R2

e−πδ(x
2+y2)dxdy

par le théorème de Fubini. En e�ectuant le changement de variables polaire, on

obtient I2 =
∫ +∞
0

∫ 2π

0
e−πδr

2

rdrdθ = 2π[ e
−πδr2

−2πδ ]∞0 = 1
δ . On en déduit α = 1√

δ
.

On note Kδ(t) = Ĝδ(t) = 1√
δ
e−

2π
δ t

2

. On va maintenant prouver que, pour

tout f ∈ S, on a
∫
RKδf =

∫
RGδ f̂ , le terme de gauche étant une approximation

de l'unité quand δ → 0. On a en e�et :∫
R

∫
R
Gδ(x)e

−2iπxyf(y)dxdy =

∫
R

∫
R
Gδ(x)e

−2iπxyf(y)dydx par Fubini,

ce qui est exactement la proposition recherchée. Dans le membre de droite, on
a Gδ(t)→ 1 quand δ → 0 pour tout t, et |f̂(x)Gδ(x)| ≤ |f̂(x)| ∈ L1 car f ∈ S,
d'où par convergence dominée∫

R
Gδ(x)f̂(x)dx −→

δ→0

∫
R
f̂(x)dx.

D'autre part, comme on l'a dit, le terme de droite est une approximation de
l'unité, c'est-à-dire que :

�
∫
RKδ(x)dx = 1√

δ

∫
RG1/δ(x)dx = 1

� ∀ε > 0,∀η > 0,∃δ > 0
∫
|x|>ηKδ(x)dx < ε.

Pour le deuxième point, il su�t de voir que
∫
|x|>ηKδ(x)dx =

∫
|x|>η/

√
δ
e2πx

2

dx

par le changement de variables x 7→ x√
δ
, et que cette intégrale tend vers 0 quand

1



δ → 0.

On va maintenant conclure. On a∫
R
f(x)Kδ(x)dx− f(0) =

∫
R
(f(x)− f(0))Kδ(x)dx (premier point)

∣∣∣∣∫
R
f(x)Kδ(x)dx− f(0)

∣∣∣∣ ≤ ∫
|x|≤η

|f(x)−f(0)|Kδ(x)dx+2||f ||∞
∫
|x|>η

Kδ(x)dx,

ceci étant vrai pour tout η. En particulier, soit ε > 0 et η tel que |x| ≤ η ⇒
|f(x)− f(0)| ≤ ε/2. Alors

∣∣∫
R f(x)Kδ(x)dx− f(0)

∣∣ ≤ ε/2+ ε/2 par les points 1
et 2, pour δ assez petit.

En reprenant l'égalité précédente, f(0) =
∫
R f̂(x)dx à la limite. Pour conclure,

on applique ce résultat à Fx : y 7→ f(x+ y) ∈ S :

f(x) = Fx(0)

∫
R
F̂x(t)dt =

∫
R

∫
R
f(x+ y)e−2iπytdydt

=

∫
R

∫
R
f(z)e−2π(z−x)tdzdt =

∫
R
f̂(t)e2πxtdt

2


