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Audin - chapitre 2

Théoréme 1. Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Toute iso-
métrie de O(E) peut s’écrire comme la composée de p réflexions, p < n.

Preuve par récurrence sur n.

Initialisation. Les applications linéaires d’une droite euclidienne sont de la
forme x — Az, et les isométries sont donc Id et -Id, composées de zéro ou une
réflexion.

Hérédité. Supposons le résultat vrai pour tout espace de dimension n — 1,
soit £ de dimension n et f € O(E).

Supposons qu’il existe un point fixe zo # 0, et soit H = {xg}* qui est donc
un hyperplan. Or f fixe Vect(xg), donc ! f = f~! fixe H, et de méme pour f. On
peut appliquer ’hypothése de récurrence & f|g :on a flg = sg, 0---0sg,,p <
n—1,dim(H;) = n — 2. Il faut transformer ces hyperplans de H en hyperplans
de E. Pour ce faire, on note E; I’hyperplan engendré par H; et xy. Alors on a
f=5Eg,...5g,. En effet, en décomposant F en {x¢} ® H, on a :

sg, (o) = xo car xg appartient a E;;
sg,(y) = sm,(y) poury e H, car (sy,(y) —y) € (Hi- U{zo} ")

Comme p < n — 1, on obtient le résultat recherché.

Il reste maintenant & considérer le cas ou f n’admet aucun point fixe. Soit
xg # 0 quelconque et H I’hyperplan médiateur de xg et f(zp), autrement dit
Pensemble des points & méme distance de xg et de f(xo). Il s’agit d’un hyperplan
affine a priori, mais il est vectoriel car ||zo|| = ||f(z0)||. On a en réalité y € H <
(y,w0) = (y, f(x0)), soit H = (xo — f(z0))*, de telle sorte que s|z o f(z0) = xo.
En appliquant le résultat précédent & s|g o f, on a s|g o f(xo) = su, ...5H,,
soit f = s|g o sy, ...sm,. f est donc le produit de p + 1 < n réflexions, et la
récurrence est établie.

Corollaire 1. Soit E un espace affine de dimension n. Toute isométrie de
Isom(E) peut s’écrire comme la composée de p réflexions, p < n + 1.

Preuve. Soit f € Isom(E) : alors | € O(E). Eneftet, || T ()| = ||f () /(5| =
||Z3|]. Par le résultat précédent, on a f = sg, 0--- o0 SH,,D < N

De la méme facon que précédemment, on distingue les cas. Si f posséde un
point fixe A € E, on fixe 'origine & A. Alors f(X) = A+ sy, 0---05,(AX) =



g1, 00 g, (X) ot gz, (X) = A+ s, (AX)

Sinon, on prend A quelconque et H ’hyperplan médiateur (affine) de (4, f(A)).
Alors s|g o f admet A comme point fixe, et en appliquant le résultat précédent,
on obtient f = s|g o sg, ...sy, produit de p+ 1 < n + 1 réflexions.



