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Soit G = (V,E) un graphe orienté acyclique auquel on associe une pondéra-
tion w : E → R. Entre deux sommets A et B, on a un nombre �ni de chemins,
auxquels on associe un poids w(P ) =

∏
e∈P w(e), de sorte que le chemin vide

soit de poids 1. À des ensembles de sommets {A1 . . . An} et {B1 . . . Bn} on
associe alors la matrice de chemins M = (mij) avec

mij =
∑

P :Ai→Bj

w(P ).

Par ailleurs, on appelle système de chemins S tout choix d'une permutation
σ ∈ Sn et de chemins Pi : Ai → Bσ(i). Si S est un tel système, on dit qu'il est
disjoint si aucune arête n'est utilisée deux fois.

Lemme 1 (de Gessel-Viennot). Avec les notations précédentes, on a

detM =
∑

S disjoint

ε(σS)w(S)

où w(S) =
∏
Pi∈S w(Pi) et la somme porte sur les systèmes de chemins disjoints.

Preuve. À permutation �xée, un terme du déterminant s'écrit

ε(σ)

 ∑
P1:A1→Bσ(1)

w(P1)

 . . .

 ∑
Pn:An→Bσ(n)

w(Pn)

 ,

produit où apparaissent clairement tous les systèmes de chemins de permutation
associés à la permutation σ. On a donc detM =

∑
S ε(σS)w(S), où la somme

porte sur tous les systèmes de chemins. Si on note N l'ensemble des systèmes
non disjoints, Il nous reste donc à montrer que

∑
S∈N ε(σS)w(S) = 0.

Considérons l'application π : N → N suivante : pour S ∈ N , soit i0 le plus
petit entier tel que Pi0 intersecte un autre chemin, X le premier sommet à la
croisée des chemins, et j0 > i0 le premier chemin contenant X. Alors on dé�nit
π(S) comme le système associé à la permutation σS ◦ τi0,j0 et dé�ni par les
chemins :

� P ′
i0

: Ai0 → Bσ(j0) suit Pi0 jusqu'à X puis suit Pj0
� inversement pour P ′

j0
� P ′

k = Pk sinon.
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Alors on a bien π : N → N et, de plus, π est une involution puisque les
indices i0 et j0 associés à π(S) sont les mêmes que ceux associés à S. Sonc π
est une bijection. De plus, π préserve le poids (les système utilisent les mêmes
arêtes) et les signatures de σS et de σS ◦ τi0,j0 sont opposées. Ceci permet de
conclure.

Corollaire 1. Soit a1 < · · · < an et b1 < · · · < bn deux ensembles d'entiers

positifs. On s'intéresse au déterminant de la matrice (
(
ai
bj

)
).

Considérons le graphe orienté consistant en le huitième nord-nord-est de
Z2, orienté vers le sud et vers l'est, toutes les arêtes pondérées par 1. On note
Ai = (0, ai) et Bi = (bi, bi), de sorte que le nombre de chemins de Ai à Bi soit
exactement

(
ai
bj

)
: ceci correspond au déterminant recherché. Or aucun système

de chemins disjoint n'existe pour σ 6= Id : on en déduit

det(

(
ai
bj

)
) = |{systèmes de chemins disjoints A→ B}|,

ce qui garantit que ce déterminant est positif (c'est un dénombrement !) et même
non nul, sauf si ai < bi pour un certain i (on a toujours un tel système, par
exemple des chemins exclusivement est puis nord).
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