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Soit X1, . . . des v.a. i.i.d. avec P (X1 = 1) = P (X1 = −1) = 1
2 . On a

P (S2n = 2k) =
(

2n
n+k

)
2−2n, soit 2n+ S2n ∼ 2Binom(2n, 1/2).

Théorème 1. La marche aléatoire unidimensionnelle est récurrente, autrement

dit, P (∃n > 0, Sn = 0) = 1.

Preuve. D'après ce qu'on vient de dire, P (S2n = 0) =
(
2n
n

)
2−2n, 0 sinon. Par

la formule de Stirling, on a n! ∼ nne−n
√
2πn, et :(

2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2
∼ 2n2n

n2n
·
√
4πn

2πn
∼ 22n√

πn
.

Par conséquent, P (S2n = 0) ∼ 1√
πn

.

Ceci ne su�t pas encore à conclure. Dé�nissons les temps de retour τ1 =
inf(n > 0 : Sn = 0) et τj = inf(n > τj−1 : Sn = 0).

Lemme 1. ∀j, P [τj <∞] = P [τ1 <∞]j.

Preuve du lemme : on procède par induction. L'initialisation est évidente,
on suppose le résultat vrai pour n − 1. P [τn < ∞] = P [τn−1 < ∞]P [τn <
∞ | τn−1 <∞] et ce deuxième terme vaut P [τ1 <∞] par invariance par trans-
lation de la loi des Xi.

On voit qu'alors le nombre de retours est

∞∑
n=1

1Sn=0 =

∞∑
j=1

1τj<∞

∞∑
n=1

P (Sn = 0) =

∞∑
j=1

P [τ1 <∞]j en passant à l'espérance,

et on conclut car le terme de gauche est in�ni par le lemme. P [τ1 < ∞] = 1 et
même ∀j, P [τj <∞] = 1.

Redénombrons le nombre de chemins allant de (0, 0) à (n, s) : si un tel chemin
monte p fois et descend q fois, on a p + q = n et p − q = s, soit p = n+s

2 et

q = n− s2. Le nombre de tels chemins vaut cn,s =
(
p+q
p

)
.
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Lemme 2 (Principe de ré�exion). Le nombre de chemins allant de (a, α) à

(b, β), α, β > 0 qui touchent ou traversent l'axe horizontal, est égal au nombre

de chemins allant de (−a, α) à (b, β).

Faire un dessin : si T est le premier point où le chemin touche l'axe horizontal,
alors on obtient un chemin de (−a, α) à (b, β) en prenant le symétrique de cette
première portion. Ceci dé�nit clairement une bijection de la première classe de
chemins vers la seconde.

Théorème 2. Le nombre de chemins allant de (0, 0) à (n, s) en restant stric-

tement au-dessus de l'axe horizontal est égal à

s

n
cn,s =

p− q
p+ q

(
p+ q

p

)
.

Preuve. Il s'agit du nombre de chemins allant de (1, 1) à (n, s) sans toucher
l'axe horizontal. D'après le principe de ré�exion, ce nombre vaut

cn−1,s−1 − cn−1,s+1 =

(
p+ q − 1

p− 1

)
−
(
p+ q − 1

p

)
=

(p+ q)!

p!q!

[
p

p+ q
− q

p+ q

]

=
p− q
p+ q

(
p+ q

p

)
=
s

n
cn,s.
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