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Soit ϕz la fonction 2π-périodique dé�nie par x 7→ exp
(
zx
2π

)
pour x ∈]−π, π],

où z ∈ C\2iπz. ϕ est évidemment C1 par morceaux sur R, et ses coe�cients de
Fourier sont :
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.

Le théorème de Dirichlet permet d'a�rmer que sa série de Fourier converge en
tout point vers 1

2 (ϕ(x
+) + ϕ(x−)).

On va appliquer le théorème à un point de discontinuité, par exemple π :
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Finalement, on obtient pour tout z ∈ C\2iZ :
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Il reste à développer cette somme en série entière. Pour cela, on se place sur le

disque |z| < 2π (pour avoir | z2

4π2n2 | < 1) :
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On cherche à inverser l'ordre des séries ci-dessus, et pour ce on prouve la conver-

gence normale par rapport à k :
∑ |z|2k

(2πn)2k
est une série géométrique de raison

1



< 1, convergente (|z| < 2π). Par conséquent, on peut échanger l'ordre de som-
mation et, sur D(0, 2π)\0 :
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Pour conclure, il reste à remarquer que ez − 1 = z+ o(z) en 0, donc f admet un
prolongement par continuité f(0) = 1, et l'égalité précédente reste valable en 0.
On en déduit que les développement est valable sur D(0, 2π) et on ne peut pas
espérer mieux, vu que f →∞ en 2iπ.
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